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O método espetral Tau para
problemas de controlo 6timo

Resumo

O método Tau foi desenvolvido para calcular aproximacoes polinomiais
para a solucao de problemas diferenciais lineares com suporte em intervalos
limitados. As aproximagoes sao obtidas impondo que a solugao satisfaca de
forma exata as condigbes suplementares (iniciais ou fronteira) e de forma
aproximada o problema diferencial impondo ortogonalidade do residuo em
relagao aos primeiros termos de uma base de polindmios ortogonais.

Este método, proposto por Lanczos, tem vindo a ser usado ao longo dos
anos na resolucao de problemas particulares. Para cada um destes proble-
mas, interessantes extensoes tém sido apresentadas. Varios problemas com
equacoes diferenciais nao lineares e em derivadas parciais tém sido aborda-
dos. Contudo, o método ainda nao foi trabalhado de forma integrada para
ser usado de forma generalizada em problemas diferenciais em geral.

Este trabalho aborda a aplicagao do método Tau a sistemas de equacoes
diferenciais resultantes de problemas de controlo étimo. Estes problemas
podem ser formulados quer em intervalo de tempo finito quer infinito e sao
em geral nao lineares. Esta classe de problemas requer a resposta a variadas
questoes como a instabilidade do método em muitos problemas nao lineares e
a sua extensao para abordar intervalos nao limitados. Estas solugoes sao fun-
damentais para a aplicacao do método de Tau noutras classes de problemas
e, portanto, contribuem para a sua generalizacao e uso pelas comunidades

académica e industrial.
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No ambito desta tese os problemas em intervalo ilimitado sao reformula-
dos, usando fungoes de transformagao de variavel, num novo problema dife-
rencial em intervalo limitado; o método Tau é aplicado ao novo problema e
recupera-se uma solucao aproximada do problema inicial invertendo a funcao
de mudanca de variavel.

No caso dos problemas definidos por operadores diferenciais nao line-
ares sao construidos iterativamente novos operadores (lineares) aos quais o
método de Tau é aplicado. De entre estes problemas (néo lineares), sdo abor-
dados os operadores diferenciais polinomiais e os funcionais nao polinomiais.
Para ambas as classes de problemas utiliza-se um processo de linearizacao do
tipo Newton, mas para a segunda acresce a necessidade de introduzir uma
nova fungao incoégnita, solugao de um problema diferencial artificial, que con-
duz a um problema da primeira classe. Este processo de linearizagao envolve
produtos de polinémios cujo calculo dos coeficientes em geral introduz insta-
bilidades numéricas no calculo da solucao Tau. E proposta a introdugao no
método Tau dos coeficientes de linearizacao de produtos de polinémios or-
togonais, mostrando ser uma técnica eficaz para a reducao da instabilidade

numeérica.

Palavras Chave (MSC[2010]): Métodos espetrais, de colocagao e outros re-
lacionados (65N35); Problemas de controlo 6timo envolvendo equagoes dife-

renciais ordindrias (49J15); Operadores diferenciais nao lineares (34L30).



The Tau spectral method for
optimal control problems

Abstract

The Tau method was developed to compute polynomial approximations
to the solution of linear differential problems, with support on finite inter-
vals. The approximations are obtained imposing that the solution satisfies
accurately the supplementary conditions (initial or boundary) and approxi-
mately the differential problem, by imposing the residual to be orthogonal
with respect to the first terms of the orthogonal polynomial basis. This
method, proposed by Lanczos, has been used over the years to solve particu-
lar problems. For each of these problems, interesting extensions have been
presented. Several problems with nonlinear differential equations and par-
tial derivatives have been addressed. However, the method has not yet been
worked in an integrated manner to be used widely in general differential pro-
blems. This work discusses the application of the Tau method to differential
equations issued from optimal control problems. These problems can be for-
mulated either for finite or infinite time intervals and are in general nonlinear.
This class of problems requires the answer to various issues such as instabi-
lity of the method in many nonlinear problems and its extension to address
infinite intervals. These solutions are fundamental for the implementation of
the Tau method for other types of problems and thus contribute to wides-
pread it to academic and industrial communities. Problems on infinite range
are reformulated into new differential problems on finite interval, through a

change of variable; the Tau method is applied to the new problem and retrie-
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ves an approximate solution to the original problem by inverting the change
of variable function. In the case of problems defined by nonlinear differen-
tial operators, new (linear) operators are iteratively built to which the Tau
method is applied. Among these nonlinear problems, polynomial differential
operators and functional non-polynomial differential operators are discussed.
For both classes of problems a Newton-type linearization procedure is un-
dertaken, but for the second a new unknown function must be additionally
introduced, solution of an artificial differential problem leading to the first
class of problems. This linearization process involves the product of polyno-
mials, which generally introduces numerical instabilities in the computation
of the Tau solution. It is proposed to incorporate linearization coefficients
for orthogonal polynomials products in the Tau method. Results show this

is an effective technique for reducing numerical instabilities.

Palavras Chave (MSCJ[2010]): Spectral, collocation and related methods
(65N35); Optimal control problems involving ordinary differential equations
(49J15); Nonlinear ordinary differential operators (34L30).



La méthode spectrale Tau pour
des problemes de controle
optimal

Résumé

La méthode Tau a été développée pour calculer des approximations poly-
nomiales a la solution des problemes différentielles linéaires, avec support sur
des intervalles finis. Les approchés sont obtenus imposent que la solution sa-
tisfait exactement les conditions supplémentaires (initiales ou aux limites) et
approximativement le probleme différentielle en imposant des résidus ortho-
gonaux par rapport aux premiers termes de la base des polynomes orthogo-
naux. Cette méthode, proposée par Lanczos, a été utilisé au cours des années
a résoudre des problemes particuliers. Pour chacun de ces problemes, exten-
sions intéressantes ont été présentées. Plusieurs problemes avec équations
différentielles non linéaires et aux dérivées partielles ont été abordées. Ce-
pendant, le procédé n’a pas encore été travaillé de maniere intégrée a utili-
ser largement dans des problemes différentiels en général. Ce travail traite
de I'application de la méthode Tau a systemes d’équations différentielles
résultantes des systemes de problemes de controle optimal. Ces problemes
peuvent étre formulés sur intervalle de temps fini ou infini et sont en général
non linéaires. Cette classe de problemes nécessite la réponse a plusieurs
questions telles que l'instabilité de la méthode dans de nombreux problemes
non linéaires et son extension pour des intervalles infinis. La solution de
ces problemes sont essentielles a la mise en oeuvre de la méthode Tau pour

d’autres classes de problemes, contribuent ainsi a sa diffusion et utilisation



pour les communautés académiques et industrielles. Les problemes en in-
tervalle infinie sont reformulés, en utilisant des fonctions de changement de
variables, dans un nouveau probleme différentiel sur un intervalle fini. La
méthode Tau est appliquée au nouveau probléeme et une solution approchée
au probleme original et récupérée par inversion de la fonction de changement
de variable. Dans le cas de problemes définis par les opérateurs différentiels
non linéaires, nouveaux operateurs (linéaires) sont construis itérativement et
sur ces la Tau méthode est appliqué. Parmi ces problémes non linéaires, les
opérateurs différentiels polynomiaux et les opérateurs différentiels fonction-
nels non polynomiaux sont discutés. Pour les deux classes de probléemes une
procédure de linéarisation de type Newton est utilisé, mais pour la deuxieme
il y a la nécessité d’introduire une nouvelle fonction inconnue, solution d’un
probleme différentielle artificiel conduisant a la premiere classe de problemes.
Ce processus de linéarisation engage des produits de polynomes, qui en
général exposent des instabilités numériques dans le calcul de la solution
Tau. 11 est proposé d’introduire de coefficients de linéarisation du produit de
polynomes orthogonaux dans la méthode de Tau. Les résultats numériques

montré que cette technique est efficace pour réduire 'instabilité numérique.

Palavras Chave (MSC[2010]): Méthodes spectral, de colocalisation et con-
nexes (65N35); Problemes de controle optimal impliquant des équations

différentielles ordinaires (49J15); Opérateurs différentielles ordinaires non
linéaires (34L30).
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1

Introducao

A aplicacdo de métodos numéricos, na obtencao da solucao de problemas de
controlo 6timo (PCO), tem sofrido uma evolugdo quer em termos de com-
plexidade, quer em termos de variedade dos problemas a resolver, desde que
Pontryagin e os seus colaboradores generalizaram a teoria do calculo das va-
riagoes a curvas que tomam valores em conjuntos fechados (com fronteira),
através da formulagao e demonstracao do Principio do Méximo de Pontryagin
[41].

A aplicagao destes métodos pode ser dividida em duas grandes classes:
métodos indiretos e métodos diretos. Usando uma abordagem direta, as
variaveis de estado e controlo sao discretizadas, num numero finito de pon-
tos, otimizando-se diretamente a funcao de desempenho. A solucao resultante
é obtida como solucao de problemas de Programacao nao Linear. Abor-
dagens numéricas para obtencao da solucao utilizando o método de ” shoo-
ting” multiplo e de colocac¢do podem ser consultados em [6] e [4§], respetiva-
mente. Quanto a resolucao do problema utilizando uma abordagem indireta,
esta baseia-se, quer no cédlculo de variagoes [§] quer no Principio do Méximo
de Pontryagin [41], transformando o problema de controlo 6timo num pro-
blema de valor fronteira. Como resultado, a determinagao da solugao étima

reduz-se a resolucao de um sistema de equagoes diferenciais com condigoes

15
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fronteira. Nestes casos, os métodos de resolucao de problemas diferenciais

sao instrumentais para determinar a solugao de PCO.

Sendo os métodos espetrais utilizados no calculo de solugoes aproximadas
de equacoes diferenciais, a sua aplicacao tem vindo a ser explorada para a
solugao numérica de PCO. Ao contrario dos métodos das diferengas finitas e
dos elemenos finitos, cuja aproximacao da solugao utiliza informacao local,
os métodos espetrais aproximam a solugao da equagao diferencial como uma
combinacao linear de fungdes base com suporte global e cuja solugao tem
convergéncia espetral isto é, o erro de aproximagao decai mais rapidamente
do que qualquer poténcia de 1/n, onde n é o nimero de termos da expansao
un = Y12y a;®; [18)].

De entre os métodos espetrais referidos na literatura, os mais frequentes
sao o método de colocagdo e o método de Galerkin. O método Tau (de
Lanczos), sobre o qual recai este trabalho embora conhecido hd muito, tem
sido menos utilizado talvez porque a sua formulacao foi estabelecida para

problemas lineares e de coeficientes polinomiais.

Proposto por Lanczos [31] para aproximar polinomialmente a solu¢ao de
equacoes diferenciais ordinarias lineares, o método Tau tem vindo a ser apli-
cado, na resolucao de sistemas de equacoes diferenciais, equacoes em deriva-
das parciais, equagoes integro-diferenciais. Varios autores tém contribuido na
resolugao de problemas especificos, tais como em [39] 34) [30} 24], 25], 42, [16],

entre outros.

Na sua esséncia, o método Tau visa construir uma aproximagao polino-
mial da solucao do problema, num intervalo limitado, definido implicitamente
por um operador diferencial linear que transforma polinémios em polinémios.
A aproximacao é obtida impondo que a solucao satisfaz de forma exata as
condicoes suplementares e de forma aproximada a solucao do problema dife-
rencial, minimizando o residuo ao impor que este é ortogonal aos primeiros

termos de uma base de polindomios ortogonais.

O trabalho nesta tese baseia-se na generalizacao do método Tau a sistemas

de equacoes diferenciais, provenientes da aplicacao do Principio do Méaximo
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de Pontryagin a PCO. Estes problemas sao formulados num intervalo de
tempo da forma [to, t¢[, podendo ¢ ser finito ou infinito e podem ser definidos
por operadores diferenciais lineares ou nao lineares.

Os problemas definidos num intervalo ilimitado sao reformulados, usando
uma funcao de transformacao de variavel e definindo um novo problema dife-
rencial em intervalo limitado [I6]. Aplicado o método Tau ao novo problema,
recupera-se uma solugao aproximada do problema dado, invertendo a funcao
de mudanca de variavel.

No caso dos problemas definidos por operadores diferenciais nao linea-
res, sao contruidos novos operadores (lineares), para posterior aplicagao do
método Tau, de forma iterativa [17]. De entre os problemas definidos por ope-
radores diferenciais nao lineares, destacam-se duas classes que sao abordadas
de forma distinta: os operadores diferenciais polinomiais e os operadores di-
ferenciais nao polinomiais. Para ambas as classe de problemas utilizamos
um processo de linearizacao do tipo Newton, mas para a segunda acresce
a necessidade de introduzir uma nova funcao incégnita, solugao de um pro-
blema diferencial artificial, permitindo a reducao a um problema diferencial
polinomial.

Esta construgao ¢ baseada em processos de linearizacao envolvendo pro-
dutos de polinémios, cujo calculo dos coeficientes pode conduzir a instabili-
dades numéricas no decurso da determinacao da solucao Tau. Como forma
de evitar esta instabilidade, sao introduzidos no método Tau os coeficientes

de linearizagao de produtos de polinémios ortogonais.

Contributos

O trabalho desenvolvido sobre o método Tau nesta tese pretende contribuir

para a:

e disseminacao da utilizagao do método em sistemas de equagoes diferen-

ciais ordinarias;
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e adequacao do método a resolucao de problema definidos em intervalos

infinitos;

e resolucao eficiente e estdvel de problemas nao lineares polinomiais e

nao polinomiais;

e identificacao de instabilidades numéricas no calculo dos coeficientes de

produtos de polinémios e respetiva resolucao;
e abordagem a problemas de controlo 6timo;
e utilizacao do método em problemas de modelagao e simulagao econémica;

e generalizacao da aplicabilidade e consequente utilidade do método.

Na Figura [1.1] apresenta-se esquematicamente o processo de extensao do
método Tau, e todas as generalizagoes necessarias, permitindo aplicar a re-
solucao de problemas de controlo 6timo um método destinado a resolugao de
equagoes diferenciais lineares. Como se ilustra na figura, a primeira genera-
lizagdo do método Tau consiste na aplicacao a sistemas de equagoes diferen-
ciais lineares, o que é feito recorrendo a operadores diferenciais vetoriais e a
sua representacao algébrica em blocos matriciais.

Considera-se na sequéncia o tratamento de sistemas de equacoes diferen-
ciais lineares definidos em intervalos ilimitados. As equacoOes e as condigoes
suplementares do problema original sao reformuladas usando uma fungao de
transformacao de dominio, permitindo a aplicacao do método a problemas
de controlo 6ptimo definidos em [0, oof e tratar as condigoes em 0 e em 0.

De seguida, estende-se a aplicagao do método a resolugao de sistemas de
equacoes diferenciais nao lineares, em particular as equagoes que resultam de
problemas de controlo 6ptimo com indice de desempenho quadratico. Neste
caso, recorremos a processos de linearizacao das equacgoes diferenciais, a de-
finicao de novos operadores diferenciais e subsequente utilizacdo do método
Tau de forma iterativa. Foram, também, introduzidas técnicas de estabi-
lizacao no método. Estudamos a possibilidade da aplicacao a casos mais

gerais, nomeadamente a problemas nao polinomiais.
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Problemas de Controlo
Otimo

SEDO Nao Lineares
Funcionais

SEDO Nao Lineares
Polinomiais

SEDO Lineares em
[a,+e=]

SEDO Lineares
em [a,b]

EDO
Lineares
em [a,b]

Figura 1.1: Estrutura de dependéncias para a resolugao de problemas de

controlo 6timo usando o método de Tau

O conjunto de todas estas generalizagoes permite resolver com éxito um
vasto conjunto de problemas de controlo 6ptimo, ilustrando a abrangéncia

do método.

Organizacao da tese

No Capitulo [2| é apresentada uma revisao dos aspetos mais relevantes na
resolucao dos PCO, tendo por base a aplicacao do Principio do Maximo de
Pontryagin. Sao apresentadas condicoes necessarias de otimalidade para pro-
blemas definidos em intervalos de tempo finito ou infinito, sem restricoes na

variavel de estado e, também, para problemas cuja fungao objetivo apresenta
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um fator de desconto na forma e *. Sao ilustrados vérios exemplos de pro-
blemas, de classes distintas, para os quais serd mostrada a aplicabilidade do

método Tau a resolucao deste tipo de problemas.

No Capitulo[3]sao apresentados conceitos sobre polinémios ortogonais, em
particular, pela sua importancia nas aplicagoes, as familias dos polinémios
ortogonais classicos; é apresentada uma breve descricao dos métodos espe-
trais, particularmente do método de colocacao, do método de Galerkin e,

com destaque, do método Tau, na sua formulacao operacional.

No Capitulo [] sdo apresentadas as generalizagoes do método Tau, no-
meadamente a sistemas de equacoes diferenciais. Estes sistemas podem ser
lineares, nao lineares, definidos num intervalo de tempo finito ou infinito.
Estas caracteristicas distintas sao relevantes, para a forma de implementar o
método Tau. Comecga-se pelo caso em que os problemas diferenciais, resul-
tantes da aplicacao do principio do maximo de Pontryagin a PCO, resultam
em sistemas de equacoes diferenciais lineares, com condigoes fronteira, em
horizonte finito. Ainda com problemas lineares, introduz-se um processo de
mudanca de variavel de forma a tornar possivel a resolucao de problemas em
horizonte infinito e passa-se de seguida a aplicacao do método Tau em pro-
blemas diferenciais nao lineares. Na generalizacao do método a este tipo de
equacoes diferenciais, utilizam-se processos de linearizacao do tipo Newton,
apresentam-se novos operadores diferenciais e introduzem-se no método os
coeficientes de linearizacao de produtos de polinémios ortogonais como forma

de evitar a instabilidade inerente ao calculo do produto dos polinémios.

No Capitulo |5| concretiza-se, com exemplos, a aplicacao de todos os pro-
cessos anteriores, ilustrando a aplicabilidade do método Tau na resolugao de
problemas de controlo 6timo. Comeca-se pela utilizacao do método em pro-
blemas cuja dinamica é caracterizada por equacoes diferenciais lineares, pri-
meiro com condigbes fronteira num intervalo limitado e o segundo em [0, ool.
Na segunda parte deste capitulo, aprofunda-se a utilizacao do método aos

problemas cuja dinamica esta descrita por equacgoes diferenciais nao lineares.

O trabalho conclui-se com o Capitulo[6]apresentando as conclusoes e pers-
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petivas de trabalho futuro. Dois apéndices, com alguns resultados relativos
ao Regulador Linear Quadratico e ao Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans,

completam esta tese.
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Problemas de Controlo Otimo

Conteudo
2.1 Formulacao do Problema . . . ........... 24
2.2 Problema de Controlo Otimo . . ......... 26
2.3 Exemplos de Problemas de Controlo Otimo .. BI

Inserido na Teoria de Controlo, o controlo 6timo é um dos ramos de
investigacao que se tem evidenciado desde os anos 50, a imagem de toda a
ciéncia do decurso da II guerra mundial com o advento dos computadores. O
objetivo do controlo étimo consiste em determinar, através de uma funcao de
controlo (uma excelente referéncia para o tépico é [29], entre muitas outras),
formas de minimizar (maximizar) uma determinada fungao de desempenho.
Geralmente usado na resolucao de problemas de otimizacao dinamica, isto
é, que evoluem com o tempo, t, o controlo 6timo tem uma ampla gama de
aplicacoes que vao desde a fisica, biologia ou engenharia as ciéncias sociais e
economicas.

Um dos passos mais importantes na formulacao de um problema de con-
trolo 6timo consiste no processo de modelagao matematica. Recorre-se a

equacoes diferenciais, integrais, funcionais, de diferencas finitas, as derivadas

23
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parciais, deterministicas ou estocasticas que representem as varias condicio-
nantes do problema, geralmente designado por sistema, e através das quais se
obtém resposta ao problema para todos os controlos admissiveis. No controlo
otimo as variaveis estao separadas em duas classes: as variaveis de estado e
as variaveis de controlo, intrinsecamente ligadas, pelas equagoes do sistema.
Quaisquer que sejam as variaveis de controlo, estas, irao influenciar as tra-
jetérias das varidveis de estado. No controlo 6timo [3] reside no facto de
que as variaveis de controlo precisam, apenas, de ser continuas por partes
para serem admissiveis e as variaveis de estado devem ser diferenciaveis por

partes.

Estes problemas podem ser formulados num intervalo de tempo da forma
[to,ts], com |tol,|ts| < oo, chamados problemas de controlo étimo de hori-
zonte finito, ou num intervalo de tempo na forma [ty, oo[, ditos problemas de

controlo 6timo de horizonte infinito.

Geralmente, neste tipo de problemas, a solucao é obtida através do uso
de métodos numéricos (diferengas finitas, elementos finitos, métodos espec-
trais,...) produzindo uma ou mais solugoes aproximadas para o problema

formulado.

Neste trabalho vamos aplicar o método Tau a problemas de controlo
otimo, com dinamica descrita por equacoes diferenciais ordindrias de primeira
ordem. Sao abordados casos em que tais equagoes sao lineares nas fungoes
incognitas e sao investigadas extensoes do método Tau para aplicacao a pro-
blemas cuja dinamica é descrita por equagoes diferenciais nao lineares. Sao

considerados problemas com horizontes finitos e com horizontes infinitos.

2.1 Formulacao do Problema

Sejam x(t) € R™ as varidveis de estado, u(t) € R™ as varidveis de con-

trolo definidas num determinado instante de tempo ¢t € [0,+o0[ e &(t) =
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f(t, z(t), u(t)) definido por

/

| () = fult 22 (1), 22(1), oo (8), ua(2), (1), 0 (1)

as equagoes diferenciais ordinarias (ODE) que caracterizam a dinamica do
problema satisfazendo a condicao inicial x(ty) = @y, @y € R™.

Assume-se que f é uma funcao continua nas variaveis ¢, z,u e que é di-
ferencidvel em ordem a @, ou seja, que f(t, x, u), 0f;/0x; sdo continuas em

[0, 00[xR"™ x R™, parai,j=1,2,...,n.

Definigao 2.1.1. Um controlo u(t) com t € [to,ts] diz-se admissivel se a
fun¢do w for continua por partes e satisfizer a condigio u(t) € U C R™,

onde U representa o conjunto dos controlos admissiveis.

Pretende-se escolher o controlo admissivel de forma que, em conjunto
com a trajetéria de estado, ele possibilite a otimizacao da seguinte funcao

objetivo:

(), u(-)) = / " Pt @ w)dt (2.2)

to
sendo F : [to,tf] x R*™™ a funcao de desempenho, [to,ts] o intervalo de

tempo de atuagao do controlo (horizonte do controlo). Diz-se que a fungao
J, descrita em ([2.2)) estd na forma de Lagrange. Equivalentemente, pode

ser escrita na forma de Mayer ou de Bolza [44]

e Mayer
J(@(-), u(-)) = o(ty, z(ty)) (2.3)

e Bolza

J((-), ul(-)) = o(ty, ®(ty)) +/f F(t,x, u)dt (2.4)

to
sendo ¢ : [to,t¢] x R™ — R uma funcao de classe C.
No que se segue, consideramos que a funcao objetivo estd na forma de

Lagrange.
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Definicao 2.1.2. Seja J a func¢ao definida em sujeita as condigoes

{ a(t) = fit, (1), u(t))

z(to) = xo (25)

O problema de controlo otimo consiste em encontrar um sinal de controlo
u*(t) € U e a varidvel de estado associada ' que minimizem (mazimizem)
a funcao J e satisfacam as condigoes .

2.2 Problema de Controlo Otimo

Como definido anteriormente, um problema de controlo étimo consiste em

determinar os controlos admissiveis, u que maximizem (minimizem) a funcao

definida em (22.2)), sujeita as condigoes referidas em ([2.5)), ou seja,

[ max J(z(-), u(-)) = fti)f F(t, z, u)dt
a(t) = ft, (1), u(t)) (2.6)
x(ty) = xo

| u(t) el

Definigao 2.2.1. O controlo w* diz-se ¢timo (controlo dtimo) se J(u) <
J(u") < oo, Yu € U. A trajetoria de estado x* associada a u* € denominada

de trajetoria de estado otima.

Definigao 2.2.2. Define-se a fun¢ao Hamiltoneana H : [to, ts] x R" x R™ x
R x R™ do problema na forma

H(t,z, u, Ao, X) = N F(t, z, u) + Af(t, x, u) (2.7)

onde F e f sio as fungoes envolvidas no problema (2.6), Ao € uma constante
e A(t) € R™ sao varidveis de co-estado (ou varidveis adjuntas) diferencidveis

por partes em [to,tg].

Teorema 2.2.3. Considere-se o problema definido em (@ onde f e F' sao

fungaes de classe C* em [to,ts] X R"™™ e t; < co. Sejam,
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o (u', ") uma solugdo dtima para (2.6);

L (Ao,A) = ()\0,)\1,. ..

, An) um multiplicador tal que (Ao, X) # (0, 0).

1. Seja (x'(t), u"(t)) uma trajetoria definida no intervalo [to,ts] tal que o

controlo w* € continuo por partes. Se (", uw") € uma trajetoria dtima

entao

H(t, ", u',\) > H(t,z,u,\), Yueld

(2.8)

A relacao dd-se o nome de Principio do Mdximo de Pon-

tryagin.

2. Se o par (x*(t), u*(t)) € dtimo em [to,ts], entdo as sequintes condigdes

de 1% ordem sdo satisfeitas:
i)
111

iv)

Hy=—X
H, =
| (2.9)
H)\ =T
Ao=1

As condigdes i) — iv) sao designadas por condi¢des necessarias de oti-

malidade.

3. Se X existe, entao A(ty) = 0. Esta condigao é denominada de condi¢ao

de transversalidade.

Demonstragao. Ver [45].

O

O objetivo deste trabalho consiste em calcular aproximagoes numéricas

das trajetorias 6timas, aplicando o método Tau ao problema diferencial que

resulta de se associarem as condigoes do problema ([2.6)) as condigoes 2. e 3.

do Teorema [2.2.3] Deste modo, o problema a resolver é da forma:

(

H,=0

| Alty) =

H, = -\

a(t) = fit, (1), u(t))

(2.10)
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correspondendo a um problema de valor fronteira, sendo H a funcao Ha-
miltoneana definida em com )\g = 1. Note-se que, a condicdo #ii) do
Teorema [2.2.3|corresponde & equagao de estado &(t) = f(t, z(t), u(t)) definida
em (2.6).

No problema descrito em (2.6)) nao sao apresentadas quaisquer restrigoes
quer sobre s, quer sobre o estado terminal. Se ao problema adicionar-
mos condigoes terminais, a condicao de transversalidade descrita no ponto 3
do Teorema [2.2.3] assumird formas alternativas. Podem ser considerados 5

tipos de restri¢des terminais (para mais detalhes ver [9]):

e Ponto Terminal Fixo

A condigao de transversalidade é substituida por x(t;) = xy;

e Problema do Ponto final-Fixo
Neste tipo de problemas conhecemos #(ty), sendo t; livre, isto é, o pro-
blema tem uma linha terminal horizontal. A funcao Hamiltoneana deve
atingir o valor zero no tempo terminal 6timo, nao existindo restrigoes
sobre XA em t;. Assim, a condigao de transversalidade assume a forma
[H ]t:tf =0;

e Curva terminal
Se o ponto terminal é governado por uma curva ¢, isto é, xr = ¢(t),

a condicao de transversalidade é da forma [H — A¢'];—, ;=0

e Linha Terminal Vertical Truncada
Neste problema, o tempo terminal é fixo, mas o estado terminal ¢ livre,
variando de acordo com um nivel minimo permissivel, x.;,, ou seja,
Tty 2 Tmin- A condicao de transversalidade passa a assumir a forma
A(tf) Z 0; xtf Z Lmin, (xtf - xm1n>A(tf) = Ov

e Linha Horizontal Terminal Truncada
O estado terminal é fixo, mas o tempo terminal varia sujeito a uma

restricao na forma t < t.y, onde ., € 0 maximo permitido para
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t. A condicdo de transversalidade é, neste caso, [H|—, > 0, ¢ <
tmax; (t - tmax)[H]t:tf =0.

Se no problema descrito em (2.6) ¢ty = co entdo, em primeiro lugar de-
vemos assumir que o integral improprio ftzo F(t,z, u)dt é convergente, isto
é, que limy, o ft';f F(t, z, u)dt existe e é finito. Deste modo, define-se um

problema de controlo 6timo com horizonte infinito, na forma

max J(z(-), u()) = [ F(t, x, w)dt
a(t) = fit, =(t), u(t))
x(ty) = xo

(2.11)

Tal como nos problemas de horizonte finito, a resolucao destes problemas
pode passar por aplicar a funcao Hamiltoneana definida em juntamente
com o principio maximo de Pontryagin. Assim, podemos procurar a solugao
de resolvendo o problema seguinte:

a(t) = fit, =(t), u(t))

H,=-\

(2.12)
H,=0
z(ty) = mp

Note-se que, no problema nao estd descrita nenhuma condicao de
transversalidade em ty. Este situacao deve-se ao facto de nao existir, na
bibliografia uma condicao de tranversalidade tinica. Varios autores definem
a condigao de transversalidade [5, 22} 28, 46, [40] em fungao do problema que
esta a ser tratado. Neste trabalho, adotamos a condicao de transversalidade
definida em [9]. Assim, a solu¢ao do problema poderd ser obtida se
adicionarmos ao problema a condigao

lim A(tf) =0 (2.13)

ty—00

considerando que nao existem restricoes para « em ¢ e resolvendo o problema

de valor fronteira associado.
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Em muitos problemas de otimiza¢ao dinamica, nomeadamente problemas
relacionados com a economia, a funcao objetivo definida em ([2.11]) apresenta
um fator de desconto na forma e™#. A forma como a funcao J estd definida
ird influenciar a natureza da solucao do problema de controlo 6timo associado.

Considere-se o problema de controlo 6timo na forma

max J(z(-), u()) = [ F(t, z w)e "dt

s.a.
; (2.14)
x(t) = fit, z(t), u(t))
x(tg) = o
O Hamiltoneano, neste caso sera:
H = F(t,z,we " + M(t, z, u) (2.15)

Multiplicando H por e, o fator desconto é removido de H originando uma
nova funcao. A esta nova funcao da-se o nome de Hamiltoneano corrente e

define-se na forma:
H,= He” = F(t, z, u) + pflt, =, u) (2.16)

sendo g = Ae”'. O objetivo, neste caso, consiste em determinar w4 maximi-
zando H.. As condic¢bes necessarias do Teorema sao transpostas para
H.. Assim, sendo H a funcao definida em (2.15))
H,=0 e ?Fy+Af,=0
& Fy+el'Af,=0
S Fut+pfu=0

OH: __
ou

Antes de resolver a equacio Hy = —A devemos notar que p(t) = A(t)e? <
A(t) = e P u(t), a derivada de X é dada por X(t) = —pe P u(t) + e P fu(t).
Assim,

Hy=-X S e PE,+Xfs=—-A
S e+ ANy =—(—pe'p+ep)
& Fyp+ e’ Ao = ppp — fo

& U — pp—

4
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A condicao de transversalidade neste tipo de problemas é da forma
[H(t)e "]i—t, = 0 [9]. Resumindo, as condigoes necessérias de otimalidade,
do problema ([2.14]), estao traduzidas pelas equagoes do sistema:

.

a(t) = fit, x(t), ult))

O — 0

O = pp— 1 (2.17)
x(ty) = xo

[Hc(t)eipt]t:tf =0

\

2.3 Exemplos de Problemas de Controlo Otimo

Nesta seccao ilustramos cinco exemplos distintos de PCO retirados da lite-
ratura. De entre estes, consideramos 2 problemas cuja dinamica é descrita
por equacoes diferenciais lineares, apresentando-se como dos mais relevan-
tes os definidos pelo regulador linear quadratico, cuja descrigao se encontra
no Anexo [Al A dinamica dos restantes problemas é descrita por equagoes

diferenciais nao lineares.

Exemplo 1. Problema linear de horizonte finito (PLHF) [21]

min J = fol (gxz + %xu + %uQ) dt

s.a.
PLHF = (2.18)
i=3x+u
z(0) =1

Exemplo 2. Problema linear de horizonte infinito (PLHI) [12]

[ minJ = Jo7 (@ + a3 + Ju?)dt

s.a.

PLHI={ "' =™ (2.19)
To =221 — X9+ u

21(0) = —4

z9(0) =4
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Exemplo 3. Problema nao linear de horizonte finito (PNLHF) [35]

(minJ = [T (u2(t) + 22(t))dt
pypup =] Bl =al) (2.20)
io(t) = —x1(t) + 22(t) (1.4 — pzd(t))za(t) + 4u(t)
L IQ(O) = -5

O problema , conhecido como o problema de Rayleigh, definido num
intervalo de tempo finito, [to,ts], ty = T < oo, e cuja dinamica pode ser
vista como uma variante do oscilador de Van der Pol [19], é um problema de
Engenharia Eletrotécnica, para o qual pretendemos determinar as trajetérias
otimas de um circuito elétrico, que contém um diodo tinel, isto é um diodo

semicondutor com caracteristicas de resisténcia negativa.

Exemplo 4. Problema nao linear de horizonte infinito (PNLHI) [27]

;

minJ = £ [(a3 + a3 + 23 + ui + u3 + ud)dt

S.a
PNLHI={ T T (2.21)
Ty = Asxiw3 + 7, U2
jfg = A3[E11132 + %Ug
21(0) = 0.01, x5(0) = 0.005, x3(0) = 0.001
sendo Iy = 86.24,I; = 85.07,[3 = 113.59 e A} = -8 Ay = —0-h
A = —12=h
3 Is

O problema ([2.21)) [27], é um problema ligado & Engenharia Aeronatitica,
definido num intervalo de tempo infinito, [ty, +00], e estd relacionado com a

dinamica de um corpo rigido.

Exemplo 5. Problema nao linear de horizonte infinito com fator de
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desconto

00 gt\1—6
max/ %e‘“"mtdt (2.22)
0 —

sujeito as condigoes:

{ k(t) = f(k(t) = c(t) = k(£)( +n + g)

k(0) = ko >0 (2.23)

comp>n>0,0>0"N0#1eg(l—0)—(p—n)<0.

Este problema ¢é conhecido como o problema de Ramsey-Cass-Koopmans
representativo de um modelo neocléssico de crescimento étimo, com horizonte
infinito, sendo p, 9, n 6 e g parametros do problema e k e ¢, respetivamente,
as variaveis de estado e de controlo.

Com este conjunto de PCO vamos, nos capitulos seguintes, verificar a
aplicabilidade da utilizacao do método Tau na sua resolucao. A estratégia
utilizada consiste em aplicar o Principio do Minimo/Méximo de Pontryagin
e utilizar o método Tau aos problemas de valor fronteira resultantes. No
Exemplo [2 caracterizado por um problema de horizonte infinito, é usada
uma mudanca de varidvel descrita na seccao do Capitulo [4] de forma
a obter um problema diferencial com condigoes fronteira num intervalo fi-
nito. No caso dos Exemplos [3| ] e f, em que a dindmica destes problemas
¢é descrita por equagoes diferencias nao lineares, utilizamos a metodologia de
linearizacao e de implementacao de um processo iterativo baseado no método
Tau, descrita na secgao 4.2.1] calculamos as matrizes II, descritas na seccao
e introduzimos os coeficientes de linearizacao de produtos de polinémios
ortogonais descritos em [4.2.4]
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Utilizados no célculo de solugoes de equacgoes diferenciais, os métodos
numeéricos espetrais aproximam polinomialmente a solucao de uma equacao
diferencial como combinacao linear de fungoes base com suporte global, ge-
ralmente escritas numa base de polinémios ortogonais. Estes métodos podem
derivar do método dos residuos ponderados, sendo o método de colocacao e

o método de Galerkin os mais conhecidos.

35
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Neste capitulo serao apresentados os métodos espetrais mais conhecidos
e introduzido o método de Tau. Iniciamos com uma breve descricao sobre

polinémios ortogonais, que estao na base dos métodos espetrais.

3.1 Introducao

3.1.1 Conceitos Elementares

Sejam V o espaco vetorial das fungdes continuas e integraveis em [to, t¢], P, o
espaco de todas as combinagoes lineares de polinémios de grau < r e w uma
funcao nao negativa, denominada funcao peso.

Os elementos de P, sao designados de polinémios de grau r, e podem ser

escritos na forma

Pr<t) =aptant+...+ arrtr = Z aTjtja Qpy 7& 0 (31)

J=0

Em V é possivel definir um produto interno.

Definigao 3.1.1. Sejam f,g € V o produto interno (f,g) em V é uma
aplicagao definida por

o) = [ Y fng(twid (3.2

A partir desta definicao, é possivel introduzir uma relacao de ortogonali-
dade.

Definicao 3.1.2. Os polinomios P, e P, dizem-se ortogonais se e so se

(P, Py) =0.

Definigao 3.1.3. Diz-se que {P,}, 5o = {Fo, P1, P, ...} € uma sequéncia de

polindmios ortogonais (SPO) se
o P, é um polinomio de grau i, © > 0;

o (P, P) =0 parai # j;
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L <-P’L7-Pz> = S, ZZ 0.

O Teorema seguinte estabelece que os primeiros k£ + 1 elementos de uma
SPO constitui uma base para o espaco dos polinémios de grau nao superior
a k.

Teorema 3.1.4. Seja {P,}, -, uma SPO nao nula e seja pi(t) € Py um
polinomio de grau k. Entao, p, pode ser escrito, de forma tinica, como uma
combinagao linear de Py, Py, Py, ... e, além disso, pi(t) = Zf:o BiP; com

Bi=p <pnPi> i=0,..k

Demonstracao. Considerando py, = 8y Py+ 01 Pi+- - -+ 8k Py, entao, calculando

o produto interno (p, P;), para cada i =0, ..., k, tem-se que

(pr, B;) = Bo(Po, Ps) + 51 (P, B)+ ...+ B (P, )
=0+4...+0+B(P,P)+0+...4+0

entao, uma vez que < P;, P, >=s; # 0, temos que

ki

fi=

Por outro lado, é imediato verificar que < pg, P; >= 0 para qualquer valor
1> k. O

Teorema 3.1.5. Considere-se o produto interno definido em e a SPO
{Pn}nzo Entao, para todo o 1 € Ny o polinomio P; tem 1 zeros reais e

distintos em [to, ty].
Demonstragao. [10]. O

Teorema 3.1.6. Se {P,},., ¢ uma SPO entdo a sequinte relagdo de re-

corréncia a trés termos € satisfeita:

{ tP(t) = 0 Pir () + BiP(t) + 71 Prr(t), 0> 0 53

Pa(t) =0, R(t) =1

em que «;, [B; €y sdo constantes em t, variando apenas com i.
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Demonstragao. [47). O

Teorema 3.1.7. Se {Pn}n20 ¢ uma SPO que satisfaz a relacdo de recorréncia
Bd), P=[P P ..]" et=1[1¢t# .. ]|Tentio verifica-se a igualdade
P =Vt sendoV a matriz definida por

ap 0 0 0 O
ayp ay; O 0 0

V=1|ayw a1 an 0 0 (3.4)
asp as; azg az 0

com os coeficientes a; ; determinados por

Ai41,0 = _a%.<5iaz‘,0 + Yi@i—1,0)
Qjt1,5 = a%,(ai,j—l - ﬁiai,j - %Gz’—l,j), J=12,...,1—1
Qit1,5 = aii(ai,i—l - 5iai,i)

ai,q

Aitli+1 =

para i > 0, com app =1 ea_;0=ag_1 =0.

Demonstracao. Reescrevendo 1D como P, = Z;’:o a;;jt’ e considerando a
relacdo de recorréncia (3.3)), tem-se que

i it1 i i—1
o . . ,
E ai VT = q E ai+1,5t) + Bi E @it + i E ai-1,;t
ou ainda, que
i+1 D il :
oGt = 3, (Qiai + Biat!
: : i1
+ Yii-1) P+ (i1 + Biaig) 1+ iaip it
A prova conclui-se, comparando os coeficientes dos termos com o mesmo

graul. [l

Corolario 3.1.8. Os elementos da diagonal principal de sao obtidos
pela relagao

1 set =0

== sei>1
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3.1.2 Polinémios Ortogonais Classicos

De entre as familias mais relevantes nas aplicagoes, constam as familias dos
polinémios ortogonais classicos (POC). Nao existindo uma defini¢ao de POC
transversal a todos os autores, assume-se, neste trabalho, a definicao adotada
em [14].

Definicao 3.1.9. Os polinomios P, que satisfazem uma equacao diferencial

linear homogénea de 2* ordem na forma

G()P!(t) + g1 (t)PL(t) + b, Pu(t) =0 (3.5)
e cuja expressao designatoria € do tipo Rodrigues, isto é,
1 da
P,(t) = — t )" 3.6
()= oy g WO @O)) (3.6

sao designados de polinomios ortogonais cldssicos.
Os polinomios g1 e go sao de 1° e 2° graus, respetivamente, independentes de
n, b, = —in((n—1)g5+2g;) ek, constantes que dependem exclusivamente de

n; w € a fungdo peso, solugao da equagao de Pearson [go(t)w(t)] = g1 (t)w(t).

Hahn provou que uma das caracteristicas destes polinémios reside no facto
de a sucessao das derivadas ser, também ela, uma sucessao de polinémios

ortogonais [10]. Estes polindmios satisfazem a relagao
Go(t)P.(t) = e, Pp_y1(t) + d P (t) + €nPoyi(t), n=1,2,... (3.7)

Normalmente, estes polinémios estao associados aos polinémios de Hermite,
Laguerre, Bessel e Jacobi. Considere-se, nas defini¢oes seguintes, o produto
interno definido em , a norma s, = || P,||* e os polinémios ortogonais de
grau n

P,(t) = ano+ anit + -+ apnt”, ann #0

Polinémios de Hermite

Os polinémios de Hermite, H,,, normalizados pela condicao k, = (—1)", sao
os polinémios definidos pela férmula de Rodrigues

12 d" 6_t2

H, (1) = (~1)"e” 2o
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Estes polinémios sdo ortogonais em | — 0o, 400| relativamente a fungao peso
) . - N
w(t) = e e satisfazem a relagao de recorréncia 1} para o, = %, Bn =20

e 7, = n. O coeficiente do termo de grau n ¢ a,, = 2".

Polinémios de Laguerre

Os polinémios de Laguerre, Lgf‘), sao definidos por

N t—aet dn
L0 == g

n

(e )

com o > —1. No caso em que o = 0, correspondem aos polinémios estudados

por Laguerre [I0] cuja notagao convencionada é L, (t) = LY (t). Estes po-
lindmios sao ortogonais em |0, +oo[ relativamente & fungao peso w(t) = e t*
onde o coeficiente do termo de maior grau ¢ dado por a,, = (_nl!)n e a
relacao de recorréncia fica definida com os valores o, = —(n+1), B, =

2n+a+1)ev,=—(n+a).

Y

Polinédmios de Bessel

Os polinémios de Bessel, Y,,, sdo definidos por:

Y (t) = 2—”635; (t%e—%) (3.8)

Estes polinémios sao ortogonais no circulo unitario relativamente a fungao

2 . ~ ~ .
~¢ e satisfazem a relacao de recorréncia 1} com «a, =

1 _ 1
s Pn=0em=—57.

peso w(t) = e

Polindmios de Jacobi

Os polinémios de Jacobi, P s30 os polinémios definidos por:

(=2)™" 11—+ t)fﬁﬁ[(l — )" (1 + t)"*ﬁ] (3.9)

P(a75) t —
o (t) n! dtm

onde o > —1 e > —1 sao constantes reais. Estes polindmios sao ortogonais

em [—1, 1] relativamente & funcio peso w(t) = (1 —t)*(1 +t)?, normalizados
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pela condicao ples )(1) = ("+a) onde o coeficiente do termo de grau n é dado

n
_ 1 (2n+oa+p
por @y, = —( .

277.
{ tP () = an PP () + BuPYP () + 1 PP (1), n> 1

R0 =1, BP0 = Yo+ B+ 2)t+ 5(a = )

) e satisfazem a relacao de recorréncia

onde
. — 2(n+1)(n+a+B+1)(2n+a+s)
n T (2nta+B+1)(2nt+a+B+2)(2n+a+pB)
B, = — (2nta+p+1)(a®—52)
7 (2ntatB+1)(2nta+B+2)(2n+a+B)
. 2(n+a) (n+p)(2n+a+B+2)
Tn = GnratBtl)@ntatBt2)(@ntats)

Para casos particulares de v e 8 destacamos os seguintes polinémios:

a) Polinémios de Chebyshev de 1? espécie

Os polinémios Chebyshev de 1* espécie, T,, sao definidos pela equagao (3.9)
para valores de o = 3 = —%. Estes polinémios sdo ortogonais em [—1,1]

2
—-1/2

relativamente & fungao peso w(t) = (1 —?)7'/2, normalizados por T},(1) = 1,

com a,,, = 2" e definem-se através da férmula de Rodrigues pela equagao

—9)n dr .
Tn(t) _ ( n? (1 . tQ)l/Q%(l . t2) 1/2

Os polinémios de Chebyshev podem, também, ser definidos através da equacao
T, (t) = cos(narccos(t)), te[-1,1], n=0,1,2,...
ou equivalentemente por,
T, (cosf) = cos(nb),0 € [0,7], n=0,1,2,... (3.10)
Estes polinomios satisfazem a relagao de recorréncia
Toia(t) =2tT,(t) — Tooa(t), n>1
{ To(t) =1, Ti(t) =t
Advém, do Teorema [3.1.7, que, em notagdo matricial, os polinémios de

Chebyshev satisfazem a igualdade:

To(t) 1 0 00 . 1
Ty (t) 0O 1 00 . t
Toit) | =| -1 0 2 0 . t2
Ts(t) 0 -3 0 4 . t3
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b) Polinémios de Gegenbauer

Os polinémios de Gegenbauer, Py‘), sao definidos pela equacao 1D para

valoresde a = =\ — %, com A # 0, normalizados pela condicao PT(L)‘)(l) =

(n+2)\— 1

. ) e cuja relagao de recorréncia é

(n+1D)PY (1) =2+ MRV (1) — (n+ 22 = )P (1), n> 1
PM®) =1, PY) =2xt

Para,

i)\= %: os polinémios correspondem aos polindmios de Legendre. Estes

polinémios sao ortogonais em [—1, 1] relativamente a fungao peso w(t) = 1,

normalizados pela condig¢do P,(1) =1, com a,,, = % e sao definidos por

(_2)771 ﬂ(l _ t2)n

Fult) = n!  dt®

A relagao de recorréncia é

(n+1)P1(t) = 2n+ 1)tP,(t) — nP,_1(t)
P()(t) = 1, Pl(t) =t

ii) A = 1: os polinémios correspondem aos polinémios de Chebyshev de

22 espécie. Sdo ortogonais relativamente a funcio peso w(t) = (1 — t2)/2,

normalizados por U, (1) = n + 1, com a,, = 2" e cuja expressao, utilizando

a formula de Rodrigues, é dada por

_9)-n L .
Un(t) — ( n? (1 o t2) 1/2%<1 o t2) +1/2

Tal como os polinémios de Chebyshev de 1* espécie, os de 2% espécie também,

podem ser definidos recorrendo a uma mudanca de variavel trigonométrica

UL(t) = sin((n —I—ll)_a:scos(t)) _ sin(({:;;el)@)7 n>0

onde t = cos @ com 0 € [0, 7. A relacao de recorréncia é

Uit (t) = 26U, () — Up_i(t), n>1
Uo(t) =1, Uy(t) =2t
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3.2 Métodos Espetrais

Os métodos espectrais pertencem a uma classe de métodos numéricos utiliza-
dos no célculo de solugoes aproximadas de equagoes diferenciais, que utilizam
fungbes base com suporte global (polindmios algébricos e trigonométricos)
por oposicao aos métodos dos elementos finitos, que recorrem a fungoes base
com suporte local. Estes métodos aplicam-se quer a equagoes diferenciais
ordinarias, de valor inicial ou de valor fronteira, quer a equacoes em deriva-
das parciais. Na formulacao destes métodos sao considerados dois tipos de
funcgoes: fungoes aprorimantes e fungoes teste ou peso. As primeiras fungoes
sao usadas para representar a solucao da equacao de uma forma aproximada,
isto é, na forma u,, = »7_; a;®; onde {a; }j—0:n S0 coeficientes a determinar
e {®, }jzo sao fungoes base, geralmente, escritas em base de polinémios orto-
gonais. As segundas funcoes sao utilizadas para garantir que a equacao di-
ferencial e as condigoes suplementares, iniciais e/ou fronteira, sao satisfeitas,
tanto quanto possivel, pelo polinémio u,,, minimizando, relativamente a uma
determinada norma, o residuo produzido. Esta minimizacao, pode traduzir-
se impondo que o residuo deve satisfazer uma condigao de ortogonalidade
relativamente a cada uma das funcoes peso. Deste modo, estes métodos po-
dem ser vistos como uma sub-classe dos métodos dos residuos ponderados. A
forma como o residuo é minimizado caracteriza diferentes tipos de métodos
espetrais. Os mais conhecidos sao o método de colocagao, o método de Ga-
lerkin e o método Tau (de Lanczos), sobre o qual nos debrugaremos ao longo
deste trabalho. De seguida sao apresentadas formulagoes, para estas trés
classes de métodos, e a sua relagao com os métodos dos residuos ponderados,

aplicados a problemas diferenciais de segunda ordem com condigoes fronteira.

3.2.1 Formulagao do Problema

Considere-se a equacao diferencial de 2* ordem

y'=ftyy)  to <t <ty (3.11)
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sujeita as condicoes fronteira

{ ar1y(to) + 1y’ (to) =m (3.12)

ay(ty) + Bay'(ty) =72

com aq, as, B1, B2, 71,72 € R. Ao problema (3.11]) com os valores na fronteira
(3.12), designamos por problema diferencial com condigoes fronteira
(PVF). Classificamos as condigoes ([3.12)) como sendo:

e condicoes de Dirichelet se 8, = By = 0;
e condicoes de Neumann se a; = g = 0;

e condigoes de Robin (ou mistas) se |ay| + |aa] # 0 A 81| + [B2] # 0

Considerando que, u,,, representa a solugao aproximada do problema (3.11)-

B, isto ¢,

Y= un (3.13)
e que u,, se exprime na forma
Uy = a;®; (3.14)
5=0

onde {aj}jzo'n sao coeficientes a determinar, derivando ambos os membros
de (3.13)) e substituindo as expressoes obtidas na equagao diferencial (3.11)) ,
obtemos a expressao

up = f(t, up,ul) (3.15)

n

ficando o residuo, R, da equacao diferencial definido por:
R, =] — f(t,up,ul) (3.16)

O método dos residuos ponderados consiste em determinar os coeficientes

{aj}jzown de u,, considerando que sao nulos os integrais

ty
/ wy () Ro(t)dt, j=0,1,....n (3.17)

to
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com fungoes w; homogéneas nas condigdes de contorno [I3], e designadas por
fungoes peso ou funcoes teste.

Ao longo deste trabalho, os PVF apresentados sao obtidos como resultado
de aplicagao do principio do maximo de Pontryagin a PCO e estao descritos
por sistemas de equagoes diferenciais de primeira ordem com condicoes fron-
teira. Assim, nesta seccao vamos considerar o seguinte sistema de equacoes

diferenciais com valores fronteira:
(3.18)

Neste caso, temos duas funcoes incognitas a considerar e temos que anular

duas componentes das funcoes residuo.

3.2.2 Minimizacao do Residuo

Distintas formas de escolher as funcoes ®; de base de representacao da
solucao, de minimizar o residuo R, e de tratar as condicoes fronteira, condu-
zem a classes distintas de métodos. No sentido de enquadrar estas opgoes nas
especificidades da formulacao de cada um dos métodos das secgoes seguin-
tes, considera-se, como exemplo ilustrativo, o seguinte sistema de equagoes

diferenciais ordinarias

y' = 3ty + Stw, te]l—1,1]
w' = =2ty — 3tw, te]—1,1] (3.19)
y(=1) =1 w(1)=1
Trata-se de um problema cuja solucao exacta é conhecida
y = cos(1 — t?) — 2sen(1 — t?)
w = cos(1 — t?) + 2sen(1 — %)

Se u,, e v, sao, respetivamente, aproximacoes polinomiais de y e w, defi-

nidas em [—1, 1], e se foram obtidas representando ambos os polinémios na
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base candnica, no caso em que ®; = t*, i = 0,1,..., isto é, se para algum
n €N
n n
Uy, = Z at’ e v, = Z b;t" (3.20)
i=0 i=0
entao
n—1 n+1
U;L = (2 + 1)0@4.1751 e tun = Z (Zi_ltl (321)
i=0 i=1

e, com expressoes analogas com o polinomio v,,. De salientar que a opcao em
considerar ambos os polinémios, u, € v,, com 0 mesmo grau n nao ¢ obri-
gatoria, mas resulta numa simplificacao das expressoes seguintes. O célculo
dos coeficientes a;, b;, 7 = 0, ..., n tera de fazer-se impondo que os polinémios
u, e v, satisfazem as condicoes fronteira do problema (3.19)). Traduzidas em

termos dos coeficientes a;, b;, estas condi¢coes podem escrever-se

_ _1"n:1
{ Ao a1+a2~|— ‘l'( ) a (3‘22)

bo+01+by+---+b,=1

significando que as solugoes aproximadas se podem escrever na forma

Uy =ar(t+ 1) +ax(t® — 1) +as(t® + 1) + - +a,(t" — (-1)")
Vp =b1(t — 1)+ bo(t> — 1) + b3(t3 — 1) + - + b, (t" — 1)

Substituidas as aproximagcoes polinomiais (3.20]) em (3.19) obtemos para

as componentes do residuo R = (Ry, Ry), com

! 3 5
{ Rl =Uu, — itun — §tvn

Ry =, + 3tu, + 3tu,

que, utilizando (3.21) e agrupando coeficientes de termos do mesmo grau,
resulta nas seguintes expressoes polinomiais

n—1
, 3 5 . .3 5 W 3B
Rl = a1+;((@+1)ai+1—iai_1—§bi_1)t —(§an_1—|—§bn_1)t —(Ean—f—gbn)t

L 5 3 5 3 5 3
R - b ) 1 bl —U;— —bi_ tZ —Up— —bn_ tn —Unp —bn tn+1
5 1+;((z+) t5ait 1) +(2a i+ 1) +(2a +5 )



3.2. METODOS ESPETRAIS 47

ou, definindo os vetores

ai by
2a9 — 3 b 2by + 2 b
a Clo 0 2 + 50 + 500
5 3
3@3 — —a1 bl 3b3 + 5&1 + 5[)1
ry = ; ry =
3 5 5 3
nay, — §an—2 - §bn—2 nbn + §an—2 + §bn—2
3 5 5 3
_ian—l - §bn—1 §an—1 + §bn—1
3 5 5 3
L —50n — an ] | 50n + §bn i

podemos escrever as componentes do residuo como R; = rit e Ry = rlt,
comt=/[1¢t¢ ... "7,

A determinacao dos coeficientes a;, b;, i = 0, ..., n constitui um problema
com 2(n+1) incégnitas. Uma vez que as condigoes sao impostas pelas
condicoes fronteira, podemos impor 2n condigoes para minimizar as compo-
nentes do residuo R introduzido pelas equacoes diferenciais. As propriedades
de minimizacao deste residuo conduzem a solugoes aproximadas com propri-
edades distintas.

Considerando, a titulo de exemplo, n = 5, os vetores do residuo sao

aq bl
2ay — 2ap — 2by 2by + 2ag + 3bo
3as — %al - %bl 303 + %Ch + %bl
ry = 4ay — %CLQ — %bg , TIg = 4by + %CLQ + %bz (323)
bas — a3 — 3bs 5bs + Saz + 3by
—%CM - 354 §a4 + 354
| demg] L e

e, impor que sao nulas as primeiras 5 componentes de cada um dos dois

vetores ry e ry, resulta em

1
u5:5(—6—|—8t2+3t4) e vs=2—t*

Este resultado permite observar uma propriedade observada frequente-

mente nos métodos espectrais e que se traduz por preservar propriedades
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de paridade da solucao exacta do problema. De facto, apesar de tomarmos
n = 5 para graus dos polinémios dos aproximantes, o resultado obtido é
constituido por polinémios de grau 4. O facto de serem nulos todos os co-
eficientes dos termos de grau impar, faz com que os aproximantes herdem
a paridade das solugoes exactas do problema diferencial. A observagao dos
indices dos elementos que constituem as componentes do vector residuo, neste
exemplo, permite verificar facilmente que esta propriedade esta presente nos
aproximantes de qualquer grau.
E imediato verificar que estes polinémios satisfazem de forma exata o
problema
ufp = 3tus + Stus + £t°
vy = —gtu5 — %t?}5
us(—1) =1, v5(1) = 1
e este resultado ilustra outra propriedade recorrente em métodos espectrais
e que se traduz por o residuo ter mais coeficientes nulos para além daqueles
que sao impostos.
Na Figura|3.1|apresentam-se os graficos das funcoes y e w, solugoes exatas
do problema , juntamente com as solucoes aproximadas u,, e v,, obtidas
anulando as primeiras componentes do residuo com polinémios de grau n,

para n = 4,6, 8, sendo

1
Uy = g(—6—|—8t2—|—3t4) evy=2—th

1 1
ug = 3—4(—42 + 6612 + 21t* — 11£%) e vg = 3—4(78 — 612 — 39t* + 19);

1
(—648 + 1104¢% + 324¢* — 1841° — 27¢%)

57 569

1
vg = %(1272 — 144t* — 636t* + 24¢° + 53t%)

Esta coincidéncia de resultados, observada neste exemplo para valores
pares do grau n, ocorre com frequéncia nos métodos espetrais. Acontece
por vezes que metodologias distintas, resultantes da aplicagao de principios

de aproximacao distintos, conduzem as mesmas solucoes aproximadas. Na
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Figura|3.2 apresentam-se as respectivas curvas dos erros nos mesmos aproxi-

mantes.

—_—
s U

24r

— U

u

051

¥, u ()
wit), v, ()

-0.5F

<
T

® o
L

<=

15 I I I I I I I I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4
t

t

Figura 3.1: Graficos das fungoes y e w e das solugoes aproximadas u,, e v,

Outra forma de minimizar os residuos consiste na escolha de uma norma
e em determinar os coeficientes que minimizem os vetores r; e ry no sentido
dessa norma. Neste exemplo, usando minimizacao do residuo no sentido
dos minimos quadrados, os resultados obtidos com valores pares do grau n
coincidem com os aproximantes anteriores. Para valores impares de n os

resultados sao distintos dos anteriores. Os casos n = 5,7,9, em que

us = —2.3199 + 1.09693t + 3.5164t% + 0.9265¢> + 1.6101¢* — 0.2169¢°
ur = —1.1679 + 0.026507t + 1.9786t% + 0.09802¢3
+0.6254t* + 0.001207¢° — 0.3193t° — 0.008921¢"

ug = —1.1361 — 0.002467¢ + 1.9416t> — 0.001196¢*
+0.5674t* + 0.0005387t° — 0.3249¢°
+0.00009215¢" — 0.05111¢% — 0.00005568¢°

I
0.6

I
0.8

1
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— =4

0.08

y(t)-u ()
w(t)—vn(t)

0.06 -

0.04

0.02

N, ——

-0.02

I I I I I I I I I —0.1 I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t

Figura 3.2: Erros nas solugoes aproximadas u, e v, obtidas anulando as

primeiras componentes do residuo

vs = 4.02780 + 0.3384¢ + 0.05259t2 — 1.0428¢% — 2.2464t* — 0.1296¢°
v = 2.2794 + 0.09886t — 0.1964¢> — 0.05793¢t3
—1.1719t* — 0.02660¢° + 0.06598t° + 0.008535¢"

vg = 2.2353 + 0.0003123¢ — 0.2562¢% + 0.001941¢3
—1.1175¢* + 0.00003225¢° + 0.04306¢°
—0.0001908t" + 0.09319¢% + 0.00001239¢°

estao representados na Figura|3.3|e as respectivas curvas dos erros na Figura
Neste exemplo, impor o anulamento dos primeiros coeficientes do residuo e
minimizar a norma quadratica do mesmo residuo conduzem a mesma solugao,
para valores de n par e a solugoes distintas para valores de n impar.
Outro processo de minimizar o residuo consiste em impor condicoes de

interpolacao as suas componentes. Neste exemplo, as componentes do residuo
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w(t), v, (t)

Figura 3.3: Gréficos das fungoes y e w e das solugoes aproximadas w, € v,

obtidas através da minimizacao do residuo no sentido dos minimos quadrados

constituem polinémios de grau n + 1 e, apds impor as condic¢oes fronteira do
problema, temos os 2n coeficientes de u, e de v, a determinar, pelo que
podemos impor n condicoes de interpolacao a cada um dos residuos R; e
Ry. Seguindo a sugestao de Lanczos, no seu trabalho fundador do método
Tau, podemos balancear o grau dos polinémios no residuo com o nimero
de condicoes de interpolagao e o nimero de incoégnitas com a introducao de
mais incégnitas no residuo. Neste caso podemos fazer o residuo depender de
dois parametros, em cada componente, e impor que cada um dos polinémios
R; se anule nos n zeros do polinémio de Chebyshev T),. Este processo, que
constitui um método de colocagao, é equivalente a escrever as componentes
do residuo na forma

Ry = (10 + )T,

RZ - (pO + p1t>Tn
com 7; e p; a determinar. Identificando os coeficientes dos termos do mesmo

grau, em ambos os membros destas igualdades, encontramos um sistema de

2(n + 2) equagoes lineares em 2(n + 3) incégnitas, que juntamente com as
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5353
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Figura 3.4: Erros nas solucoes aproximadas de u,, e v, através da minimizacao

do residuo no sentido dos minimos quadrados

duas condicoes fronteira produz um sistema quadrado. Considerando de novo

n =5, e porque Ty = 5t — 20t> + 16t°, obtemos

Rl == 57’0t + 57’1t2 — 207'()t3 — 20’7'1t4 + 16T0t5 + ].6T1t6
R2 = 5p()t + 5p1t2 - 20p0t3 - 20p1t4 + 16p0t5 + 16p1t6

Igualando os coeficientes destes polindmios, respectivamente a 1 e 79 em
(3.23)), obtemos

1
(—1291 + 2508t* + 112t*) e v5 = ﬁ(z;g? — 100¢* — 176t%)

%= 1105
e 1o = —148/1105, 71 = 0,p9 = 20/221,p; = 0. Tal como anteriormente,
estas aproximagoes possuem a mesma propriedade de paridade das solugoes
exactas do problema. Com valores dos coeficientes arredondados a 6 algaris-

mos significativos, apresentam-se os resultados obtidos paran =6,...,9.

I
0.8

1
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ug = —1.14168 + 1.92224¢* + 0.58014t* — 0.36070t°
ur = —1.14260 + 1.92225t? 4 0.58357t* — 0.36322t°
ug = —1.14267 + 1.92134¢* + 0.58272t* — 0.35808t° — 0.0033167¢°
ug = —1.14256 + 1.91885¢% 4 0.59277t* — 0.37147t° 4 0.0024157¢

ve = 2.22312 — 0.23099¢> — 1.19814¢* + 0.20600t°
vy = 2.22184 — 0.20749¢? — 1.24617t* 4+ 0.23182¢°
vy = 2.22325 — 0.23869t* — 1.11784t* + 0.058348t° 4 0.074932¢"
vg = 2.22319 — 0.23719¢% — 1.12365t* + 0.065897t% — 0.071757¢8

Nestes resultados, podemos observar que o mesmo método espectral pode
produzir solugoes polinomiais com os mesmos graus mas com resultados dis-
tintos. Neste caso, o aumento de grau para um valor de n impar nao destroi
a paridade da solucao e permite melhorar a solucao por compensacao com o
aumento do nimero de zeros dos residuos. Para os mesmos graus, os residuos

resultantes neste exemplo sao:

Ry, = 0.000814229 t Ty, Ro, = 0.0185237 Ty
Ry, = 0.000542352T5, R, = 0.008755117T%

Ry, = 0.00142465 ¢ Ty, Ry, = —0.000813330 ¢ T
Ry, = 0.000714912Ty, Ra, = —0.000444045T;

Na Figura|3.5|apresentam-se as curvas dos erros obtidos com n = 6,...,9.
Podemos observar que a introducao de zeros nos polinémios que constituem
os residuos resulta na existéncia de zeros nas fungoes erro. Para além disso,
pelo menos para os aproximantes observados, o nimero de zeros nos erros
aumenta com o grau n de aproximacao e as amplitudes dos valores maximos
e minimos dos erros diminuem.

Outra forma de minimizar o residuo no sentido do método Tau consiste
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Figura 3.5: Erros nas solugoes aproximadas de u,, e v,obtidas com o método
Tau

em escrever as componentes do residuo na forma

Ry = 1T, + 111Th4a
Ry = poTh, + p115 41

Esta forma resulta da formulacao operacional do método Tau, introduzida
por Ortiz [38], e sera apresentada em pormenor nos capitulos seguintes. Esta
formulagao do método é equivalente a projeccao das componentes do residuo
no sistema {Ti}?z_ol, dos polinémios de Chebyshev de grau menor do que n,

isto é, resulta equivalente a impor

1

T,

—E Rt =0 k=0,1,...n—1,i=12
1 V1 —¢2

minimizando o residuo no sentido da norma uniforme.

<Ri’ Tk’) =

Neste exemplo, com n = 5 encontramos os mesmos polinémios de grau 4
calculados com o procedimento anterior. Pode, ainda, verificar-se que todos
os aproximantes calculados com n impar coincidem com o aproximante de
grau n — 1 e os aproximantes de grau n par coincidem com os aproximantes
calculados com o procedimento anterior com grau n + 1.

Na Figura |3.6| apresentam-se as curvas dos erros obtidos com uma amos-

tra de valores de n < 20. Para valores de n > 22 os aproximantes calculados
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apresentam erros da ordem da precisao da maquina. Podemos observar o
mesmo caracter oscilatorio, em torno de zero, das curvas do erro e o mesmo
decrescimento das amplitudes destas oscilagoes, que observamos nos aproxi-

mantes anteriores.

Figura 3.6: Erros nas solugoes aproximadas de u,, e v, diferentes graus de n

obtidas com o método Tau

Outro facto a destacar, comum a todos os sistemas lineares algébricos
associados a estas formulagoes, é o caracter esparso da matriz que lhe esta
associada. Na Figura [3.7] ilustra-se a estrutura de esparsidade da matriz
associada ao sistema, resultante desta ultima formulagao, com n = 50.

Os mesmos principios de minimizagao do residuo podem impor-se, a apro-
ximagoes polinomiais das solucoes de problemas diferenciais, com estas escri-
tas em outras bases de polinémios que nao as poténcias, como neste exemplo.
Tais formulagoes tém vantagens do ponto de vista da estabilidade do calculo
e podem ter vantagens do ponto de vista da prépria formulagao dos métodos.
Dependendo das equagoes diferenciais e dependendo das bases polinomiais
escolhidas, o caracter esparso das matrizes pode nao ocorrer nesses casos.

Nas secgoes seguintes apresentam-se alguns dos métodos espetrais mais fre-
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Figura 3.7: Esparsidade da matriz associada ao método Tau, para o exemplo
(13.19)

quentes na literatura.

3.2.3 Método de Colocagao

No método de colocagao a fungao teste, w, definida em (3.17)), corresponde a
funcao Delta de Dirac em n + 1 pontos de [ty,tf], designados por pontos de

colocacao ou nos de colocacgao:

fazendo com que o residuo, R, se anule nesses pontos:

n n n

Zajqb}’(ti) — [, Z a;p;(ti), Z a;@5(t:)) =0, i=0,....,n  (3.24)

j=0 Jj=0 Jj=0

Considere-se, entao, que u,, = Z?:o a;®; é uma aproximagao polinomial

da solu¢ao do problema definido em (3.11f), (3.12) e que o primeiro ponto
de colocacao ¢ ty e o ultimo ¢ ¢, = ty. Note-se que, ao definir que t; e
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que t,, dois dos pontos de colocagao estao fixos. Para os restantes n — 1

pontos de colocacao podemos, por exemplo, considerar que sao equidistantes,

t; =to+1ih, h = tf;to, i=0,1,...,n (ver por exemplo [1§]), ou que sao os
zeros de sen(nt), isto é, t; = %i, 1=1,...,n—1ouainda que t; = cos(%i), i =
1,...,n—1 correspondendo aos extremos de um polinémio de Chebyshev T,

[18].
Escolhidos os pontos de colocacao e efetuando a substituicao y(t) =

un(t;), © = 0,...,n nas equagoes do problema (3.11)), (3.12)), obtemos o

seguinte sistema com n + 1 equacoes:

> im0 @t () = f(ti, G0 a;05(ti), D G—g a;95(t:)
a1 Yo a;di(to) + B 25— a;d(te) = m
Qg Y0 aid(ta) + B2 D5 g a;d(tn) = 72

-----

tisfagam a equagao (3.24]), garantindo que o polinémio obtido é solugao exata
da equacao diferencial nesses mesmos pontos. Quando as fungoes ®; estao
escritas em base de polindémios ortogonais, os pontos de colocagao a escolher

podem corresponder aos zeros desses mesmos polindmios [1§].

3.2.4 Meétodo de Galerkin

No método de Galerkin as fungoes teste, w;, definida em ([3.17)), correspondem
as funcoes @; definida em ([3.14)), obrigando o residuo R a ser ortogonal a

cada uma das fungoes base ®, ou seja, verifica-se a igualdade:
ty ty
/ w;(t)R(t)dt = / Q;(t)R(t)dt =0 (3.25)
to to

para j = 0,...,n. Substituindo o residuo da equacgao (3.25)) pela expressao
definida em (3.17)) tem-se que

/t " (t)d = / B0, (1), (1)) (3.26)

to
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Integrando por partes o 1° membro da equagao anterior,

[”@@%@ﬁzmm%@m—/”%@%mw (3.27

to

=¢ﬁmmm—¢mwmm—/”%@%mﬁ

to

J =0,...,n. Assumindo que as fungoes base ®; sao homogéneas nas condicoes
de contorno [13], isto é que ®;(tg) = P;(ty) = 0, entdao a equagao (3.26)

reduz-se a

[t = [ 07 w0 o)

ou ainda,
n tf tf n n
Y A UL AR MOV ST AT QIR AT
=0 Jto to i=0 i=0

Esta equacao corresponde a resolver um sistema de n + 1 equagoes com
n+ 1 incognitas, através do qual se determinam os coeficientes a; da solugao

aproximada do PVF.

3.3 Meétodo Tau

O método Tau, tal como o método de colocacao e o método de Galerkin, é
um método espetral que produz uma aproximacao polinomial da solucao de
um problema diferencial, quer seja de valor inicial ou de valor fronteira.
Este método foi proposto por Lanczos [31] em 1938 para resolver equagoes
diferenciais ordinarias (EDOs) lineares, e tem sido desde entdo, aplicado a
resolucao de diferentes tipos de problemas. Por exemplo, Ortiz [39], Matos
et al. [34], Kong and Wu [30], utilizaram o método na resolugao de equagoes
em derivadas parciais (EDPs); Hosseini [24], 25], Pour-Mahmoud et al. [42]

utilizaram-no na resolugao de equagoes diferenciais integrais (IDEs).
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Formulacao do método Tau

Por simplicidade, consideremos a resolucao de uma equacao diferencial na
forma Dy(t) = f(t). Este método visa construir uma aproximagao y,(t),
polinomial, da funcdo y num determinado intervalo [to,?s|, definida impli-
citamente por um operador linear D, diferencial, integral ou algébrico, que
transforma polinémios em polinémios. Esta aproximacao é obtida impondo
que a solucao satisfaz de forma exata as condigoes suplementares e de forma
aproximada a solu¢ao do problema diferencial, minimizando o residuo ao im-
por que este é ortogonal aos primeiros termos de uma base de polinémios
ortogonais.

Seja D um operador diferencial linear ordinario de ordem v > 1 com

coeficientes polinomiais definido por

D= ZpT(t)% (3.28)
Dy(t) = f(t), to<t<ty (3.29)

uma equacao diferencial ordindria onde f é um polinémio de grau [ > 0 que,

juntamamente com as v funcionais lineares, em C”[a, b],

gi(y) =05, j=1,. v (3.30)

representam as condig¢oes suplementares (condigoes iniciais, fronteira ou mis-
tas) envolvendo valores de y e das suas v — 1 primeiras derivadas num ou
mais pontos de [to,tf], definem a funcdo y que se pretende aproximar. O

método Tau visa aproximar y por um polinémio

n

Un =Y aniP; (3.31)

i=0
onde {P;},_, , constitui uma SPO.

Considerando que y admite o desenvolvimento em série

y = Z a; P, (3.32)
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os coeficiente a;, ¢ = 0,1,... podem ser associados a um sistema algébrico
infinito, que se obtém fazendo operar D em , substituindo em (|3.29) e
igualando os coeficientes dos termos da mesma ordem. Ao truncar a série de-
finida em (|3.32)) pelo polinémio , obtém-se um sistema, com um nimero
finito de equacoes que juntamente com as condigoes suplementares definidas
em é geralmente incompativel (com mais equagoes do que incognitas).
Esta incompatibilidade pode ser removida se, ao segundo membro de
adicionarmos uma perturbacao polinomial, 7,,, de coeficientes nulos até ao
graun + 1 — v, isto é,
Tn = Z Tnil5, n € Ny
i>n+1—v

de forma a garantir que o problema

{ Dyn(t) = f(t) +7a(t), to <t <ty (3.33)
9i(yn) = 0j, j=1...v

denominado problema T associado, tenha solucao tnica. A escolha da per-
tubacao 7, devera ser feita tendo em conta as condigoes suplementares, as
caracteristicas do operador D e a natureza da aproximacao pretendida, como
por exemplo a escolha da base polinomial. Uma caracteristica do operador

que impoe propriedades a perturbacao 7, é a sua altura.

Definicao 3.3.1. Seja D : P, — P, o0 operador definido em , onde Py
designa o espago dos polinomios algébricos de grau < k. A altura do operador
D fica definida por:

h = sup (o, —n)
n€eNg

onde o, representa o grau de Dt".

Desta definicao resulta que 7, tendo grau maximo n—+ h, pode escrever-se

na forma
n+h

Tn = Z Tn,if)i; nec NO

i=n+1—v
Ao polinémio obtido, y,, dd-se o nome de aproximante T de ordem n e cor-

responde a solugao unica do problema perturbado satisfazendo as condigoes
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suplementares (3.30)) de forma exata e garantindo que Dy,, coincide com Dy

tanto quanto possivel.

Método Tau em termos operacionais

A abordagem operacional do método Tau permite obter a solucao aproximada
Yn do problema 7 definido em sem que a perturbagao 7, tenha de
ser calculada explicitamente. O problema diferencial é transformado num
sistema de equagoes algébricas, de dimensao infinita, cuja solucao aproximada

é obtida, resolvendo o sistema truncado a um ntimero finito de equagoes.

Definicao 3.3.2. Seja y a solucao do problema diferencial escrita na base
das poténcias de t, com coeficientes a = [ag a; ... a, ...|, tal que y(t) =
> is0 ait’. Set=[1tt> ... t" .. )T, o polinémio y fica definido, em notacao

matricial, por y = at.

Com esta notagao, a acao do operador diferencial D actuando em y, pode
representar-se matricialmente como um operador algébrico actuando no vetor

a, dos coeficientes de y.

Definigcao 3.3.3. [38] Definindo a matriz

(3.34)

o o O

0
0
1

o O =
o = O

o efeito de multiplicar port pory corresponde a efetuar o cdlculo das operagoes
matricials

t.y(t) = aut
Definigao 3.3.4. [38] Definindo a matriz

0 0
10
0 2

o o O
o o O

(3.35)
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o efeito de deriwar em ordem a t o polinomio y corresponde ao cdlculo das
operacoes matriciais
y'(t) = at’ = ant

sendo (t") = L(t") =nt"', n=0,1,....

Esta abordagem é denominada operacional uma vez que a aplicacao do
método Tau é baseada na representacao matricial das operagoes de multi-

plicacao e de derivagao atuando sobre vectores de coeficientes .

Lema 3.3.5. O efeito de a derivacoes sucessivas ou 3 multiplicagoes sobre o
vetor dos coeficientes a de y corresponde a multiplicar respetivamente a por

n® ou a por P,
d%y
dte

thy = apPt, B=1,2,...

=an“t, a=1,2,...

Demonstragao. Ver [3§]. O
Note-se que, se y, = Z?:o a;t' entao

Yp.l = ap.l+ art+agt?+ ...+ aptt

Yot = ap.t +ap.t? + ...+ a,.t"t!

yptF = ... apt? +a P+ a, ™tk =0,1,...
isto é,

Ynt = yn(p)-t

onde

Yn(p) = Z aift’
i=0
Por outro lado,

%(yn) =a; + 2@275 4+ ...+ nant”_l
5722(%) = 2ay + 6agt + ... +n(n — 1)a,t" >
jtnn—__ll(yn) = (n—1Dla,_1 + nla,t

%(yn) = (n)lay,
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~ . . a .
em notagao matricial corresponde a ter %yn = a,n'x, com

0

0 ... »17linhas

0!
(i+1)!
m

[en}

—~

i+-2)!
0

ea,=lapa ... a, 00 ...]

Proposicao 3.3.6. [38] Seja D o operador diferencial definido em (3.28),
Yn um polinomio escrito na base das poténcias e Il a matriz determinada por

D, tal que,
=Y n'pin) (3.36)
i=0

A accao que o operador D exerce sobre o polinomio vy, fica definida, em
notacao matricial, por:
Dy, = a,IIt (3.37)

Proposicao 3.3.7. Seja D o operador diferencial definido em € Yn
um polinomio escrito numa base de polinomios ortogonais v=Vt, sendo V
a matriz definida em . A acao que o operador D exerce sobre y,, em

representacao matricial € dada por:
Dyn = a,ll,v
sendo 11, = VIIV 1.

Se f é um polinémio ou é representado por uma aproximagao polinomial,

escrito numa base de polinémios ortogonais v, tal que

ft) =£f,v

com £, = [fo f1 ... fum] ell,; = (DP;, Pj) sdo as componentes da matriz

IT,, a equagao Dy = f fica traduzida pelo sistema
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(

ally = fy
all; = f1
3.38
all, — /. (3.38)
aHm+1 =0
L .

Definicao 3.3.8. As condicoes suplementares do problema ficam de-

finidas através da equacao matricial
aB=o
onde, B, ; = g;(P;) representa a condi¢io g;(y,) e o = |01 02 ... 0,].

Se B, ; = g;(F;) representa a condigao g;(y,) do problema ({3.33)), escrito
na base do aproximante Tau e B = [B; By ... B,], entao as condigoes

suplementares traduzem-se pelo sistema de equacoes

a31 = 01
ab = (3.39)
aB, =0,

Note-se que, os sistemas ([3.38)) - (3.39) sao inconsistentes entre o nimero
de equagoes e o numero de incégnitas. Assim, uma forma de obter a solugao

Tau consiste em truncar estes sistemas, desde que n > m + v.

Defini¢ao 3.3.9. Seja G = [ B \ Upi1ne1-0 | @ matriz representativa dos

sistemas e , truncad(i as suas n+ 1 linhas e n + 1 colunas, que

associa o operador D com as condigoes suplementares do problema .
Os coeficientes a,, do polinomio vy, ficam determinados resolvendo o sis-

tema

aG=0>b (3.40)

comb=lo f...0...0].
O polinomio vy, definido por , diz-se o aproximante Tau para a

solugdo do problema (3.29)- [38].
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Analise do erro

Tratando-se de equacgoes diferenciais lineares, pode verificar-se que o método
Tau pode fornecer, a posteriori, uma estimativa do erro , na aprorimacao
Tau.

Definicao 3.3.10. Define-se o erro com que vy, aprorima y por

en(t) = y(t) — yn(t) (3.41)

De uma forma geral, nao é possivel obter a expressao exata para o erro e,
dos aprozimantes de Tau [11)]. Em alternativa ao cdlculo do erro e,, podemos

estimar o erro cometido.

Proposicao 3.3.11. Sejam y,, e y,, dois aproximantes Tau, com m > n.

Uma estimativa do erro com que y, representa y € dada por

Demonstragao. Sabendo que o operador diferencial D, definido em (3.28) é

linear, que y(t) é a solugdo do problema

{ Dy(t) = f(t), to <t <t (3.43)

gj<y):Ujv jZl,,,,,l/
e que y,(t) é a solugao do problema Tau associado
Dy, (t) = f(t) + ma(t), to <t <ty
gj(yn) :Uj7 j:]-)"'a]/

entao, aplicando o operador D a funcao erro, e,, e as condigoes suplementa-

res, gj, obtemos um novo problema diferencial na forma
De,, = Dy — Dy,, to <t <ty

ou seja,

De, = —1,
gjlen) =0 j=1,..,v
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Se €y,.m € um polinémio de grau < m, com m > n, que aproxima e,,, usando
a mesma técnica que usamos para resolver o problema (4.4), isto é aplicando

o método Tau, entao e, ,, satisfaz o problema perturbado

{ Depn(t) = —7u(t) + Ton?)
gj(enm) =0 7=1,....v

]

Esta estimativa pode utilizar-se, nao so para estimar o sinal e a ordem
de grandeza de e,, mas também como estimativa de uwm majorante do erro
absoluto com que vy, aproxima y. Diversas aplicacoes tém sido apresentadas,
calculando-se uma sucessao de aprorimantes y,, com n crescente, e utili-
zando como critério que ||e,|| < €, para alguma norma e algum valor € > 0

previamente fixados [11)].
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Como vimos, a obtencao da solucao de problemas de controlo 6timo passa
por aplicar o Principio do Maximo de Pontryagin, transformando o pro-

blema original num problema de valor fronteira, definido por um sistema

67
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de equacoes diferenciais de primeira ordem, juntamente com as condigoes
fronteira. Estes sistemas podem ser lineares, nao lineares, definidos num
intervalo de tempo finito ou infinito. Estas caracteristicas distintas sao rele-
vantes, como veremos neste capitulo, para a forma de implementar o método
Tau.

Sendo o método Tau um método utilizado na resolucao de equacoes dife-
renciais, é nosso intuito generalizar a sua aplicacao aos sistemas de equagoes
diferenciais resultantes da aplicacao do Principio do Maximo de Pontryagin
aos problemas de controlo étimo.

Consideramos sistemas de equacoes diferenciais de 1* ordem

/

yi = fl(tayla"'ayk)
yé = f2(t7y17"'7yk)

(4.1)
L y;g = fk(tayb s 7yk)7 te [tl)?tf]
com condicdes fronteira na forma de Dirichelet]!]
yz(/ﬂ) =V;, K; € [to,tf], 1= 1,...,]{,’ (42)

Distinguimos os problemas lineares dos nao lineares uma vez que a uti-
lizacao do método Tau, na resolucao destes, assume estratégias distintas,
consoante o problema é linear ou nao. No caso do problema ser nao linear
¢ implementado um processo iterativo, apds a linearizacao das equacgoes e

definicao de novos operadores diferenciais.

4.1 Problemas Lineares

4.1.1 Problemas em Horizonte Finito

Quando os problemas de controlo 6timo sao lineares, nas fungoes incognitas, e

tém coeficientes polinomiais entao as funcoes f;(¢, y1, ..., yx) = fj—Zle Pj.iYi

1 As condicoes fronteira na forma de Dirichelet resultam de se associarem as condicoes

do problema lb as condigoes 2. e 3. do Teoremaw
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traduzem-se no sistema (|4.1])

)
k

Y+ iy = fi
k

Yo+ D Dl = [

(4.3)
k
\ Yo + D ici Prili = i
onde pj; e fj, 4,7 = 1,..., k representam polinémios algébricos. Considere-se
a notacao usual
y = [y ... yk]T

f = [fl Ja ... fk]T

onde cada elemento f; de f é um polinémio e cada elemento y; de y é a funcao
incognita a determinar. Definindo que a diferenciacao é efetuada componente

a componente, isto é,
T
Y =Wy - il
o sistema (4.3)) juntamente com as condigoes (4.2) pode ser escrito como

{ =t (14)

y(ki) =v;, i=1,...k

Seja D a matriz definida por

D +pn P12 . Pik
p—| ™ DTMQf‘ b2k (4.5)
| Pr Pi2 oo DA+ pra |

sendo D = < o operador de diferenciacdo. O problema 1} fica traduzido

dt

Dy =f

Y (4.6)
v(k) =v;, i=1,...k

por

Proposicao 4.1.1. A solucao Tau, de grau n, do problema (@ € um vetor

de polinomios
Y, = [yln Yo - - ykn]T
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que satisfaz de forma exata o problema perturbado

Dy =f+T1
Yp = ST (4.7)
y(lii):’lji, 221,...,]{3
onde T, = [Tin Ton --. T]m]T ¢ um vetor de polinomios representativos da

perturbagoes introduzidas em cada uma das equagoes diferenciais do problema

-3

Definicao 4.1.2. Considerando que

n

Yin = ijo a1, P
n

Yan = Do a2; P

n
Ykn = ijo ay; P

define-se, em notagdo matricial, y, = [Yin Yon - Yen)® poOT
Y, = Ak,nP

onde ) )
aip ai1 ... QAin
Q20 Q21 ... Q2

App = (4.8)
ago Qg1 --- QAkn
e

P=[p P ... P

A matriz Ay, corresponde a matriz dos coeficientes a determinar de y, e

{Pi}i:O,...,n constitui uma base do espaco dos polinomios de grau < n. Se,
o {P} sao polinomos escritos na base das poténcias de t, entao
‘7 J_O7"'7n )

tn]T .

onde a; representa a linha i da matriz Aet=1[11¢ ... ;
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. {Pj}jzo,...,n sao polindmios ortogonais, entao
Yin = OV

sendo V' a matriz definida em . Os coeficientes a; sao determida-

dos pela relacdao o; = a;V 1.

Definicao 4.1.3. Se {P;},_, , constitui a base das poténcias de t, entao a

matriz 11, determinada pelo operador D definido em € uma matriz na

forma ) )
n+pu(p)  palp) oo pa(p)
_— pa(pr)  mApe() o pr) (4.9)
o) b)) pe(p) |

onde e mn sao as matrizes definidas em e (3.59).

A matriz II é uma matriz definida por k x k blocos, onde cada bloco

(1,7), i, =1,..., k corresponde a uma matriz de dimensao (n+1) x (n+1).

Proposigao 4.1.4. Se {Pj}j:O . constitui uma base de polindmios ortogo-

nais e D € o operador definido em , entao 11, € uma matriz da forma

H'Ull H”12 Hvlk
I,=| : ARV (4.10)
Hvkl Hvk2 Hvkk
onde cada bloco 11, . € definido por
Hvij = VHMV*l € Hi,j = (51'7]'7] +p2’](/ﬁ> Z,j = 17 ey k (411)

Definicao 4.1.5. Sejam B a matriz, representativa das condigoes fronteira

de , calculadas na base polinomial P do aproximante Tau, e seja G =

(B Cy ... Cg] a matriz cujas colunas C;, i = 1,...,k, sdo blocos de dimensao
k(n 4+ 1) x kn, provenientes das matrizes ou ({4.10), consoante P =
[Py Py ... P,]¥ representa o vetor das fungoes escritas na base das poténcias

de t ou das funcgoes escritas em base de polinomios ortogonais. Se a matriz

G ¢ nao singular e
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e Se {Pj}jzo...n corresponde as poténcias de t, entao a solucao Tau do

problema fica determinada resolvendo o sistema de equacaoes line-

ares

aG =
onde a=[a; a ... a) eb=1[V fi ... frem] sendo
fzm:[fzo le flm]7 U:[Ula Uk]7Z:]-77kem§n;

e Se {Pj}jzo_“n sao funcoes escritas em base de polinomios ortogonais,
entao a solucao Tau do problema fica determinada resolvendo o

sistema de equacoes lineares

aG=

|~

ondea = [ay o ... o] eb= [V fim ... frm]|" sendov = [vy, ... vy,

fi_m: [inV’l fl-lV’l f,-mV’l], izl,...,kemgn

Resolvido o sistema, temos calculado um conjunto de k£ polinémios de

graun, Yi, ~ Y, ¢+ = 1,...,k, no sentido do método Tau, isto é

yz,n<kz) = Uy, Z: 1,...,k

k
yz{,n + Zpi,jyj,n = fl + Tins 1= 1, ce 7k
j=1

Note-se que a opcao por considerar todas as fungoes y; aproximadas por po-
linémios do mesmo grau n nao é obrigatéria, tendo sido tomada por questoes
de simplificagao, das férmulas e dos algoritmos.

Esta mesma implementacao do método Tau vai ser utilizada para PCO
em horizonte infinito, sendo que nesses casos é necessario um processo prévio
que reduza o problema a um horizonte finito.

Esta generalizacao do método, a sistemas de equagoes na forma ,
permite aproximar numericamente a solu¢ao de PCO. Usando o Exemplo
[, ilustramos, no Capitulo [5, a aplicabilidade do método um PCO, formu-
lado num intervalo de tempo da forma [to,],%p,t; € R e cuja dinamica é

caracterizada por um sistema de equagoes diferenciais.
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4.1.2 Problemas em Horizonte Infinito

Muitos dos problemas de controlo 6timo tém como horizonte intervalos na
forma [0, 400 e, como forma de aproximar por polinémios a solugao des-
tes problemas, podemos utilizar diferentes técnicas, baseadas na aplicacao
de métodos espetrais. Em [7], duas das técnicas apresentadas consistem
em truncar o dominio [0, +oo[ num dominio [0, L], com L suficientemente
grande para aproximar a solucao do problema no intervalo pretendido, ou
utilizar fungoes racionais ortogonais, definindo, neste caso, novas bases es-
petrais. Uma terceira técnica é usada em [26], onde sdo apresentadas apro-
ximagoes espetrais baseadas na expansao de polinémios ortogonais definidos
em [0, +o0o[, nomeadamente, os polinémios de Laguerre. Podemos, ainda re-
formular o problema originial definido em [0, +oo[ num problema definido
em [zg,zs[ com xy finito. Em [20], é provada a estabilidade e convergéncia

desta técnica, usando polinémios de Jacobi.

Em [36] é desenvolvida uma técnica de segmentacao, usada para determi-
nar a solu¢ao Tau do problema, em intervalos de grande amplitude. E efetu-
ada uma particao do intervalo original em subintervalos, com a mesma ampli-
tude, aplicando-se o método Tau em cada um desses sub-intervalos. Em [23] é
usada a mesma técnica, mas neste caso, os sub-intervalos, [z;, x;+h], tém am-
plitudes h; distintas. Estas técnicas sao usadas em problemas com condigoes
iniciais, considerando para cada subintervalo a condigao y(x;41) = y(z; + h;).
Por este motivo a técnica de segmentacao nao é aplicavel aos problemas que
resultam dos PCO.

Neste trabalho adotamos a estratégia em [7] para o método Tau [15] [16].
O problema original, definido em [0, +00[ é reformulado usando uma fungao
de transformacao de dominio. De acordo com [7], a utilizacao desta trans-
formacao, no dominio do problema diferencial, nao interfere com a con-

vergéncia do método espetral.

Transformacao do dominio
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Seja
(

yi(t) + 8 pui(t) = fi(t),

) ;'yé(t)—i—Zf:leiyi(t) = fa(t) (4.12)

| w(t) + Spai(t) = filt),

um sistema de equagoes diferenciais lineares, de 1* ordem, definido em [0, +o0[,
com f;, ¢ =1,...,k polindmios e seja ¢ a funcao definida em ¢ : [zg, z;[—
0, +o00], com 2y < x5 € R, cuja expressao é dada por

T — T

t=p(x)= Py x € [xo, 2] (4.13)

Se

qr,i

Pri = Zprijtja te [07 —|—OO[ (414>
=0
efetuando a mudanga de varidvel (4.13) no sistema (4.12)), as fungoes p,; =

7 '] . ~ ~ . . .
3’:0 Drij (;’;fg) com r,i = 1,...,k sao funcoes racionais em x, definidas

no intervalo [zg,z¢[. Multiplicando ambos os membros de cada uma das
equacoes r = 1,...,k em por (zy — x)%, com ¢, = max;{g-;}, é
possivel definir um novo sistema de equagoes diferenciais, em [zg, z¢[ com
coeficientes polinomiais.Um caso particular resulta de sistemas de equacoes
diferenciais lineares com coeficientes p,; constantes, caso em que todos os

valores ¢,; sao nulos. Este caso traduz-se na proposicao seguinte

Proposicao 4.1.6. Efetuando a mudanca de varidvel , no sistema
e considerando que os coeficientes p,; sao constantes, o sistema ,

definido em [zg, x¢[, fica traduzido pela equacdo matricial

Dy=f
onde D é um operador dado por

[ (zp—x)2 T

%% + Pt D12 e Dik

(zp—z)? d
~ D21 e dn T P2 ... D2k
D= s d ' , (4.15)

(zp—z)* d

i Dr1 Dk2 x}cfxo@ + Pk |
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Demonstragao. Considerando que t = ¢(x) = ;’fjf_—fg equeparai=1,....k

vi(x) = yi(e(r))
1 Wi(@) = Z (wi(p(2)))

filz) = filg(w))

Sey=[h 7o ... gJTef=[fi fo ... fi]", entdo

U1 fi
5 g.z _ j:ﬂ2
2 I fr |

corresponde ao seguinte sistema de equacoes

(iﬁiif %@1 (z)) + Ele mivi(z) = fi(x)

. (4.16)
(zy—x)? r3

W%(gk(ﬂf))"‘z:f:lpk@(fﬂ) = fr(x)

Note-se que L(g;(z)) = L(y;(p())) = yé(gp(x))(i;:g% entdo (4.16) fica

traduzido por

Wy (p(2) 225 + S panle(z) = Alp(@))

Tr—X 2 X +—X
(@) = + T prati(p() = filp()
ou seja,

yi(t) + Zf=1 payi(t) = fi(t)
Y. (t) + Zle payi(t) = fi(t)

Definicao 4.1.7. Seja
V() + S5 ) = A1)

' B (4.17)
Y () + > pravi(t) = fi(t)
\yi(%):vi G€E0,+c[i=1,....k
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um problema de wvalor fronteira definido num intervalo na forma [0,4o00].

Usando a transformacao e o operador , o problema fica

traduzido por

{ ?5 d (4.18)
Ui(ki) = v, K € [wo,xp[i=1,...k

O problema encontra-se, agora, descrito nas condi¢oes do pro-
blema . Assim, a solugao Tau de (4.18) assume a forma da solugao
descrita pela Definicao [4.1.1 isto é, corresponde a um vetor de funcoes
Yo = [Yin Yon - .. Y1x), no intervalo [z, xf|.
Proposigao 4.1.8. Se i, = D7 gaya’, i = 1,...,k, entdo a matriz TI

determinada pelo operador D é uma matriz na forma

Y+ pil parl e jusvd
I + poal ... I
Hmf _ p1.2 (0 ?22 . Pk? (4'19)
I Pkl parl oo Ut pd |

1 2 .
If_xo’f](bf — w)? e I a matriz iden-

onde Y € a matriz determinada por ¢ =

tidade de dimensao n + 1.

Demonstragdo. Consideremos, parai=1,....k, quex= [l x 2* ... 2”7 e
que 51 = [27:@0 Zl/il Ce Ei’m] Entéo, gzn = Z?:O Zizjl'z = 'ziz-x. Pela Deﬁnlgéom

decorre que ¥, = a;nx e pelo Lema decorre que t"y’, = a;nu"t. Assim,

(p—t)?~; 1
Tf—x0 mn Tr—x0

(&le-mfmx — a2z mpx + anp’x) = a——n(bl — p)?x. O

zp—x0

4.2 Problemas nao Lineares

Recordando que o método Tau é um método que visa construir uma apro-
ximagao polinomial y, de uma funcao y, definida implicitamente por um
operador linear D, a generalizagao do método, para a resolucao de equagoes
diferenciais nao lineares, passa por recorrer a algum tipo de linearizacao des-
sas equagoes, definir novos operadores (lineares) que traduzam o problema

e, subsequentemente, proceder a utlizacao do método Tau iterativamente.
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4.2.1 Métodos de Linearizacao

Seja

F(t,yt),y'@),...,y" () =0 (4.20)
uma equacao diferencial onde F representa um operador diferencial nao linear
em y e nas suas derivadas, v representa a ordem da equacao diferencial nao

linear e y® representa a i-ésima derivada de y em relacdo a t.

Se ([4.20]) se puder escrever na forma
ZQZ(t7 y? y/7 tet 7y(l_1))y(7/) = f(t7 y7 y/’ R 7y(V)) (4'21)
i=0

onde ¢;(t,y, v, ... ,y(i_l)) representam os coeficientes de ¥, um modo usual
de linearizar esta equacao [37], passa por considerar que y = y,,, e substituir
em os coeficientes ¢;(t,y,%/,...,y"Y) por qi(t,ym,y;n,...,y%_l)) e
resolver, iterativamente, problemas auxiliares pelo método Tau, tomando,
em cada iteragao, a solucao calculada y,,; para solucao aproximada de vy,

ou seja, resolvendo em ordem a ¥,,,1 a equacao linear

qu(t7ym7y;n7 s 7y7(7271)>y7(r?+1 = f(t7ym7y;n7 st 7y7(r1:)>7 m = 07 1727 s
=0

(4.22)

Se o processo for convergente é gerada uma sequéncia de aproximagoes ¥, (t)

Q

y param =1,2,.... O processo termina quando um determinado critério de
paragem ¢ estabelecido.

Outra forma de linearizar , passa por considerar a aproximagao
linear de Taylor, isto é, se usarmos o facto que y* = y,(ﬁ? + (y® — yﬁ,?) entao

a linearizagao de (4.20) é dada por

+Hy® —y) 265

m

onde Y = (t, Yms Ybyy - - - ,yfﬁ)). Com esta aproximacao, implementamos um

processo iterativo, baseado no método Tau, considerando, em cada iteracao,



78 CAPITULO 4. METODO TAU EM CONTROLO OTIMO

que y ~ yﬁ,?ﬂ, 1=0,1,...,v, ou seja, que a solucao da equacao (4.20]) sera

aproximada pela solucao da equacao

OF
F(m +Zym+1—ym @ =& m=012.. (4.23)
Y

m |~
Um

Enquanto o primeiro processo esta associado a um método de ponto fixo,

este segundo processo estd associado ao método de Newton [38, [T1]. Nas nos-

sas aplicagoes, do capitulo seguinte, optamos pela linearizagao do tipo New-

ton, na tentativa de se obter um processo iterativo de convergéncia rapida.

4.2.2 Definicao do Operador Linear

No nosso trabalho consideramos que o operador diferencial em (4.20]) trans-
forma polinémios em polinémios. Como veremos mais a frente, no caso mais
geral em que o operador envolve expressoes funcionais nao polinomiais, nas
fungoes incégnita ou nas suas derivadas, teremos de proceder de forma a
reduzir o problema a esta forma.

Seja F(t,y,v,...,y®)) = 0 uma equacdo diferencial, onde F representa
um operador diferencial nao linear. Se F' é uma combinacao linear das
poténcias de y e das suas derivadas com coeficientes polinomiais entao F

fica definido por

F(t7y7yla"'7 ZP H ]) nrj l v, nm € N(], Pr S P (424)

r=0 7=0

Assumindo, que y é aproximado pelo polinémio Y, , = @y n P, cOM ay,, =
[mo Gm1 - - mn 0 ...] e P =[Py P, ...]7, para que a solugao de (4.20)

seja determinada pelo método Tau é necessario definir um novo operador
diferencial linear, D,, ,, tal que se y,,,, = y entao
Dimny =~ F(t,y, ¢/, ..., y")

Proposigao 4.2.1. Seja F' o operador definido por e Dy, 0 polindmio
de Taylor de 1% ordem de F, centrado em Ympn = (t, Ymns Yrs - - - ,y,(f{,)n),

OF
E _ k)
Y

m,n
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Entao, D,,, € um operador diferencial linear com coeficientes polinomiais

na forma

Dm’ny - Z Qm,ky(k) + T, dmk> Tm S

k=0

Demonstragao. Considerando (4.24)), podemos reescrever (4.25) na forma

l v
RS 915 | (IR
n r=0 7=0

v

oF
— (k)
k=0

Ym

Como,

(93/ oy H =
0,
entao,
OF
(9y(k) B Z nrkpr

Ym,n

ou seja, para

qm.k =

l v
SEDI | (IR O
r=0 0

j=

os coeficientes sao polinomiais.

(k))nrk_l H (y(j))nm-,

nrkz<y

if n,, €N
k#7=0
if Ny = 0
nrk ! H ymnnmv :07-..,1/
k#35=0
oF
y® |
k= ym,n

(4.26)

O

De notar que, aplicar o método de Newton a (4.20)), considerando que F é
aproximado pelo operador (4.26|) da Proposi¢ao|.2.1], equivale a implementar

um processo iterativo para resolver em ordem a ¥, as equacoes diferenciais

lineares

Dyynyms1(t) =0, m=0,1,...

(4.27)

Se juntarmos as condigoes suplementares, o problema aproximado (4.27)) pode

ser resolvido através o método Tau.
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4.2.3 Calculo da Matriz 11,

Proposicao 4.2.2. A matriz 11, dada por

k=0
define a agao do operador D, .

Considerando que ¥,,, ¢ a solucao Tau do problema , e que em
cada iteragao os polinémios ry,, = Y 1 o TmiPs € g = D i Gmki P SA0 08
polinémios obtidos na iteracao anterior, a forma mais comum de determi-
nar g, x(p) de consiste em reescrever o polinémio ¢, na base das
poténcias de ¢, ou seja, na forma gn, = > . q;n,k,iti e calcular g, ,(p) =
> io Tm it Tal como descrito na Proposigao [4.1.4] para que determinar a
matriz I, é necessario recorrer ao calculo da matriz inversa de V', o que pode
gerar instabilidade numérica. Se em simultaneo seguirmos o trabalho de [33],
onde a mudanca de base dos polinémios nao é exigida, e determinarmos de
forma direta os coeficientes de 7, € g, i, € possivel contornar a instabilidade
numeérica observada. Assim, tendo por base a relagao de recorréncia ,
sao definidas matrizes auxiliares pu, e 1, que permitem determinar a matriz

I1, sem recorrer ao calculo da matriz inversa V1.

Seja P; um elemento de uma familia de polinémios ortogonais e considere-
se a relagdo de recorréncia definida em (3.3]). O efeito da multiplicacao de ¢
sobre P;, i > 0 é dado por

tPy = Py + BoPo + o P-1 = Bo + Py
tPr=a 1P+ 5P+ Py =7+ 5P+ Ps
tPy = Py + BoPo + 72 P =0 4+ 1Py + BoPo + asPs

A matriz representativa deste efeito, na forma tP = u,P, corresponde a
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matriz u, dada por:

Bo o
P (4.29)
Y2 B2

O efeito da derivacao sobre os polinémios ortogonais F;, ¢ > 0 é dado

pela matriz 7, [33]

0
mo 0
M= 1m0 na 0 (4.30)

Mo M31 M3 0

tal que P’ = n, P, sendo

{ Nit1j = a% (aj—1mig—1+ (B; = Bi)mig + Visanigrr — Yimi-1y)» 3 =0:1—1
L

Nit1, (14 oi—1miio1)

Por outro lado, o processo de linearizacao da equacao da, geralmente,
origem a termos cujos coeficientes sao constituidos por produtos de po-
linémios. Considerando que os polinémios estao representados numa base
de polinémios ortogonais, se determinarmos de forma direta os coeficientes
resultantes desse produto, sem recorrer a mudancga para a base das poténcias,
evitamos a instabilidade numérica que resulta do célculo da inversao de ma-

trizes, nomeadamente da matriz V!, sendo V' a matriz definida em (3.1.7)).

4.2.4 Coeficientes de Linearizacao

O recurso aos coeficientes de linearizagao permite determinar diretamente os
coeficientes do produto de polinémios ortogonais, sem recorrer a mudanca de

base.

Definicao 4.2.3. Sejam P;, Q); e Ry, elementos das familias de polinémios
{P,, i € No}, {Qj, j € No} e {Ry, k € No}. Designam-se por coeficientes

de linearizacao os valores l; ;. da expansao
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P(t)Q;(t) = lijaRu(t) (4.31)

k=0
ondei,j €ENgek=0,...,1+7.
Se os graus de P;, Q); e Ry, sao respectivamente i, j e k e se 0s polinomios
{Rg, k =0,...,i+ j} sao linearmente independentes entdo os coeficientes

lijr existem e sdo unicos [2].

Considerando o caso particular em que as trés familias de polinémios
da Definicao [4.31] s@o coincidentes, com uma unica familia de polinémios
ortogonais, estao garantidas as condicoes de existéncia e de unicidade dos

coeficientes de linearizacao.

Proposigao 4.2.4. Seja {P;},5, uma SPO que satisfaz . Uma relagao
de recorréncia para os coeficientes de linearizacao l; jj, de P;(t)P;(t) € dada
por

lijyik = aij [ilivr g — Vilij—1k + (Bi = Bj)lijr + vili1k] (4.32)

com o0s valores iniciais

(
liok = ik

li,l,zel =%
S lin: = B (4-33)

li,l,i—i—l = &y

li1j; =0 sempre que |j—1i| > 1

\

para k=0,...;14+ 75+ 1.

Demonstracao. Reescrevendo a relagao de recorréncia (3.3)) na forma

1 v;
Piy = a—j(t — B P — a_Jij—l
multiplicando ambos os membros da equacao por P; e aplicando (3.3)) ao
produto tFP;, obtemos
1 B "
PP = ;(Oﬁp@'ﬂ + Bil; + viPi1) Py — ;]Dipj — —=DFPi,

j j Q;
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isto é,
PP =P+ " Uipp Yp p Yipp (434
Q) &) &) &)
Decorre da Defini¢ao que
i+j+1

PP = Z li j1,6 P
k=0

logo, a equacao (4.34)) é equivalente & equagao

i+l o, T
D lijraPe= j > i1 abe
k=0 7 k=0
”, ij—1 B, — . i+j ” irj—1
+ = LBt =2 ligaPe— 2 Y LijoaxPe (4.35)
Qs =0 a; k=0 & k=0
da qual resulta, identificando os coeficientes homoélogos, que para k =0, ..., i+
Jj+1
1
lijyik = o [ilivaje — Vilij—1k + (Bi = Bi)ligr + Yili-1jx] (4.36)

J

Para implementar a relagao de recorréncia (|4.36|) sdo necessérios valores inici-
ais para os coeficientes de linearizagao. Assim, como o coeficiente [; ¢ ;, resulta
do produto P, P, = P, entao

l 1 sei=k
0k = ,
0 sei#k

Os 4 ultimos coeficientes de linearizacao de (4.33]) resultam do facto de PP, =
St L kP e, se

e k=1—1 entao li,l,ifl = Yis

e k =1 entao li,l,i = 51,

e k=1 + 1 entao li,l,iJrl =

e k= jentdo l;1; = 0 sempre que |j —i| > 1.
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]

A férmula (4.36)) é designada por férmula da cruz porque, para cada valor
fixo de k, estao envolvidos cinco coeficientes de linarizacao, que dispostos

numa tabela, pela ordem natural induzida pelos indices ¢ e j, ocupam as

posicoes relativas o o « , onde * representa a posigao do coeficiente I; ;11

e o representa a posicao dos coeficientes de linearizacao do segundo membro
de (4.36). Esta férmula é valida para k = 0,...,7+ j + 1 se considerarmos
que ljr =0, V& > 14 7.

Note-se que com estes valores , e sabendo que os coeficientes ; ;
e 1, sao iguais, Vi, j, k € Ny, entao é possivel calcular os valores das duas
primeiras linhas e das duas primeiras colunas de uma tabela {l;jx, 7,7 =
0,1,...}. Com a férmula podemos calcular, por recorréncia, os valores
das colunas seguintes.

Este processo podera ser dispendioso, do ponto de vista do esforco de
célculo, se apenas necessitarmos de um conjunto de valores {l,nx, k =
0,1,...,m+n} para m e n fixos.

Podemos, analogamente, obter outras formulas de recorréncia para os coe-
ficientes de linearizacao, uma vez que a relagao de recorréncia dos polinémios
ortogonais pode ser aplicada de modos distintos. Por exemplo, multi-
plicando por ¢t ambos os membros da igualdade (4.2.4])

i+j
thpP; = Z Li j ikt Py
k=0
obtemos, conforme associarmos tF; ou tP;, respetivamente, para k = 0, ..., i+
J
lijesr = — ajlijran + (85 — Br)lijr +vilij—16 — h-1lijr—1]
Y41
1
lijrsr = 5 [ilit1 e + (B — Bi)lijre + Yilim1,jx — k1l jr—1]
k+1

Para efeito da aplicacao do método Tau a problemas nao lineares, os

coeficientes de linearizacao permitem calcular os coeficientes do produto de
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dois polinémios definidos numa base de polinémios ortogonais, partindo do
conhecimento dos seus coeficientes, definidos na mesma base.
Outras férmulas podem obter-se conhecendo propriedades particulares

dos polinémios envolvidos.

4.2.5 Coeficientes de Linearizacao dos Polinémios Or-

togonais Classicos

No caso do produto de polinémios representados numa base de polinémios
ortogonais classicos, as propriedades de que gozam estes polinémios permi-
tem obter formulas particulares, e mais eficientes, para os coeficientes de
linearizacdo. Provou-se, em [43], que os coeficientes de linearizacao ; ;y,
provenientes de polinémios ortogonais classicos, satisfazem uma relacao de

recorréncia a trés termos, conforme a proposicao seguinte.

Proposicao 4.2.5. Seja {P;},., uma SPO cldssicos que satisfaz . Os
coeficientes de linearizacao [, ;1 satisfazem a sequinte relacao de recorréncia

a trés termos
A0<k)li,j,k—1 + Al(k)l@j’k + A2<k)lz’,j,k:+1 — 0

com|i—jl+1<k<i+jeAk), i=0,1,2, a representarem coeficientes

que envolvem apenas os indices k.
Demonstragao. Ver [43]. O

De forma explicita ou através de relacoes de recorréncia, é possivel en-

contrar férmulas de célculo destes coeficientes.

Proposicao 4.2.6. Seja {P;},., uma SPO cldssicos que satisfaz . Os
coeficientes de linearizagao l; ;. de
i+j

PPy= Y P, i,j € No

k=|i—j|
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satisfazem a relacao

s s o o
Al j—1 = Bk_kli,j,k + Ckz%li,j,kﬁ-la k=|i—jl+1,....i+7
1

Sk—1 k—
a;aj
lijiti =
it j
lijitj+1 =0 i,7 € No
(4.37)
onde

/

Ap = (N + aeMy1) (b — G') + (G + e ) (b — by)?,

By = (BiNg + di My + Np(0))(G" = b)) + (BpG' + dy, + G(0)) (bs — b;)?,
Cr = (G' = b)) (Njqap + Mygaer) + (G + ) (b — bi)?,

G=g— gé’

Ny, = (bx — bi — bj) g5 — brgn,

My, = by, — 2b; — 2b;

\

As fungoes g1 e go assim como a constante b, estao definidas em (@, Cn, dy,
e e, sdo as constantes de e ag, Pr e Y sao as constantes do Teorema
(3.3

Demonstragao. Ver [32]. O

No caso particular dos polinémios ortogonais classicos descritos em |3.1.2]
tem-se que:
Polinémios de Hermite
Sejam Hy, k € Ny os polinémios de Hermite com norma s = k!2*\/7. Uma
relagao de recorréncia para os coeficientes de linearizacao de H;H; ¢ dada

por

(k+1)* — (i — j)*

lijr—1 = — lijhkv1, k=1]i—J]+1,...,0+]
li,j,i—l—j - 17
lijivit1 =10 i,j € No

Polinémios de Laguerre

Se L,(fa), k € Ny sao os polinémios de Laguerre com norma

sp=L(a+k+1)/k!,
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entao
([P (=g 2k
WAL k(k—i— j — 1) 2k
_(k+oz+1)[(k+1)2—(i—j)2]l
Uk +1)(k—i—j—1)

Ligivi = (),

Lijk

i,j,k+1> k’:’Z—j|+1,,Z—|—j

( ligiti+1 =0 i,J € No
Polinémios de Bessel
Se V), k € Ny, sao os polinémios de Bessel tais que s, = %,
entao
2k +a—1)k
Apli i1 = Bl;
k ,],k‘ 1 (2k+a—|—1)(k—|—a) k‘ ,],k}
(2k+a—1)k(kE+1) o o
- C ll i 5 k = - 1, ey
(2k +a+3)(k+a)(k+a+1) FHr =il v
com,
lijivj = —— )
(a+i+j+ 1)y
lijivjiv1 =10 i,J € Np
onde

(A= k(k+ D)2k + o+ 2)[(k+0)? — (i — )2[(k+a)? — (i +j+a+1)2,
By =-2k+1)2k+a+1)(k+a)
X [b3 + (b — bi = by)(2by — ) — (b — by)?],
Cr=(k+a)k+a+1)(2k+a)
<[(k+1)? = (i —5)°][(k + 1) = (i +j + a+ 1),
\ by = —k(k+a+1)
Polinémios de Jacobi
Sejam P,C(O"B), k € Ny os polinémios de Jacobi tais que P,Ea’ﬁ)(l) = (]“,;a),
entao os coeficientes Ay, B e C} de sao determinados por

( 2(k+1)(k+7) 2k(k+1)(k+7)

Ok = Ghty) 2k iy +1) €k = T @kty) 2kt t+1)’
By = B2—a? d,. = kla=B)2k+r)+a+h)
k= @ky—1)(2k+~+1) k= T(@k+y—1)(2k+y+1)

2(k+a)(k+8) _ 2(kta)(k+B8)(k+v)

T T G- T TR kD)
n=0+Dt+ta—B g=1t"—1,

b, = —k(k+7) y=a+pB+1
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Para efeito da aplicagao do método Tau, destacamos os polinémios de Cheby-
shev e de Legendre, que como vimos em sao casos particulares dos
polinémios de Jacobi. Para estas duas familias de polinémios ortogonais
sao conhecidas férmulas explicitas para os coeficientes de linearizacao [; j x,
reduzindo o esforco de célculo necessario.

Estes produtos de polinémios ocorrem no célculo dos coeficientes dos
polinémios ¢, i € 7y, em . Calculados os coeficientes de y,,, e das suas
derivadas, numa base de polinémios ortogonais, a utilizagao dos coeficientes
de linearizacao permite calcular os coeficientes de ¢, e de 7,,, na mesma
base de polinémios ortogonais, sem necessidade de passar pelos coeficientes
da representacao destes polinémios na base das poténcias.

Em [I7] a estabilidade do método Tau é ilustrada apds a introdugao dos

coeficientes de linearizacao no método.

4.2.6 Coeficientes do Produto de Polinomios

Sejam p e g dois polinémios representados na base de polinémios { Py, k €
Np}. Para efeitos de simplificagdo das férmulas, podemos supor sem perda
de generalidade que m = n. Caso contrério, podemos fazer n = max{m,n} e
acrescentar coeficientes nulos ao polinémio de menor grau. Nestas condicoes,

é possivel estabelecer formulas para o produto de polinémios.

Proposicao 4.2.7. Sejam p = 3 " a;l’; e ¢ = Y 7_(b; P dois polinomios
representados na base de polindmios { Py, k € No}. O produto pq é dado por

pg =Y [P} + ) (aibiy; + aiybi) PP (4.38)
i=0 j=1

Demonstracgao.
P = (Sl ail) (S biP)
= 2iso [aibin + >y (aib; + ajbz')Pin]

J=0

Rearranjando indices, esta férmula pode escrever-se na forma (4.38)) ]
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Note-se que o recurso aos coeficientes de linearizagao, l; ;; da Definigao
, necessita do conjunto de valores {l;;1jx, k = 0,...,2i +7j, j =
L,...,n—14, i = 0,...,n}. Com a implementacao de aplicada a
férmula é possivel calcular o vetor dos coeficientes do polinémio pq

na mesma base { Py, k = 0,...,2n} em que sao representados os polinémios

peg.

Produto de polindmios na base de Chebyshev

Como vimos, os polinémios de Chebyshev podem definir-se pela equacao
T, (t) = cos(n arccos(t)) e, por outro lado, para o cosseno é valida a férmula

de transformacao
cos(m@) cos(nb) = % cos((m +n)d) + % cos((m —n)0)

Associando as duas equacgoes, obtemos a seguinte formula de linearizagao

1 1
Tan - _Tm+n + 5 |m—n|, T, T € N0
2 2
ou, de forma equivalente
1 1
Tk = §Tk + §Tgi+k, 1,k € Ny (439)

De acordo com (4.38)), o produto de dois polinémios representados na base
de Chebyshev é dado por

pq = Z abi T} + Z(Gibk—i-i + pgibi) T T (4.40)
i—0 =1

que usando a férmula de linearizagao (4.39)), a equagao (4.40) é equivalente
a equacao

1 n 1 n n—i
Pq=3 ; aibi(To + Ta;) + 3 Z Z(aibk+i + akibi) (Ths + Thev2:)

=0 k=1

n n—i

1 < 1
= (aobo t3 Z aibi> Ty + 3 Z Z(aibk-i—i + apyibi) Th
i=1 =0 k=1

n n—i

1
"‘5 Z Z(aikari + gy ibi) Ty

=0 k=1
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Rearranjando os indices na ultima parcela da equagao,

1 n 1 n n—i
pq = (aobo + 5 Z; aibi> To + 3 Z; ;(aibkﬂ‘ + apyibi) T
1 n n—+i
+§ Z Z ‘(aibkfi + ag—ib;) Ty
1=0 k=1+21

Proposigao 4.2.8. Sejam p = > a1, e ¢ = Y . b/T; dois polindmios
representados na base de Chebyshev. Os coeficientes do produto pq, sao os

. - 2
coeficientes ¢ da expansao pq = %Zkio ¢ Ty dados por

4 n
2a0b0 + Z Clibi, k=0
=1

n—=k L%J
C;g -+ Z(aika; + akJribi) —+ Z (aibk,i + ak,ibi), k= 1,...,n
Ck = i=0 i=0

e+ Z (aibg—i + ar—ib;), k=n+1....2n—1

anb,, k=2n

\

com ¢, = ay2by/a se k € par e zero caso contrdrio e L%J a representar a

parte inteira de %

Demonstracao. A prova é realizada usando inducao.
Para n = 1, o produto de dois polinémios, p; e ¢, representados na base

de Chebyshev é dado por
1 1
P11 — <a0T0+CL1T1>(b0T0+b1T1> = <a0b0+§a1b1>T0+(Glbo+aobl)T1+§a1b1T2
Por outro lado, utilizando a hipétese com n = 1,
1 1 1
= —codo+ =111 + =T
P1a1 = 5¢o 0+ 5¢1 1+ 5022

1 1
= (aob() + §a1b1)T0 + 5 (Cll + a061 + a1b0 + CL()bl + a,lbo) T1

1
+§ (6/2 + 0) T2

1 1
= (aobo + éalbl)To + (albo + aobl)Tl + §a1b1T2
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logo, para n = 1 a igualdade é verificada.
Supondo que a igualdade se verifica para o produto p,q, entao, preten-
demos mostrar que, também, é verdade para o produto p,1Gni1-

Sabendo que

Pri@nir = (Pn+ anp1Tog1)(@n + bnp1 Toi)
Pt + (@ni1Gn + bu1pn) Togr + anrbna T
= (aoho + 3 >0, aiby) To + 3 S kT + (Ans1Gn + bupapn) Tut
Fani1bpi1 (370 + 5Ton42)

e que a expressao (Gn11q¢n + bnt1Pn) The1 pode ser escrita como

(an+1Qn + anrlpn) Tn+1 = Z (an+1bi + bn+1ai) T'iTn+1
=0
(ant1bi + bpi1@i) [Togivr + Tooiva]
1=0

N | —

entdo, fazendon—i+1 =k en+i+1 = k, resulta que (an41Gn + bni1Pn) Tnt1

¢é igual a
1 n+1 2n+1
3 Z (@nt1bps1—k + bngrany1-k) T + 3 Z (nt1bk—n—1 + bpg1ap—n—1) Tk
k=1 k=nt1

Deste modo, o produto p,+1¢,+1 ¢ dado por

n 2n
1 1
Drnt1Gn+1 = (aobo + 3 Zl aibi> To + 5 ; e Ty
1 n+1
+§ ; (Ans1bnsi—k + bng1Gni1—i) Tk
| 2]
+§ kzﬂ (@pt1bp—n—1 + bpr1ap—n—1) Tk

1
+ 5 Apy 10110 + §an+1 bp1Ton42

(4.41)
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Colocando em evidencia T;, i = 0,...,2n + 1,

com

C, —

1 — 1
Prnt1qnt1 = (aobo + 5 Zl a;b; + §@n+1bn+1> Ty

1 n 1 n+1
+35 > aTi+ 3 > (@nsibnsi—k + bus1ans1-k) Tk
k=1 k=1
2n+1

2n
1
+§ Z cely + 3 Z (ng1bp—n—1 + bpp1ap—n—1) T

k=n+1 k=n+1

+ B Apt1bn11T o042

1n+1 12n+2
— b - zbz T - T
(+22 ) o p 3

( k—1
nil_k L]
C;i‘ + Z (&ikari + ak+ibi) +
=0 i
|5
¢ + Z (aibg—; +ag—ib;), k=n+2,....2n+1
i=k—n—1
L anJrlanrl; k=2n + 2

Produtos de polinémios na base de Legendre

(aibp—i + ap—ib;), k=1,...
—0

(4.42)

,n—+1

(4.43)

Proposicao 4.2.9. Sejam { Py, k € No} 0s polindmios de Legendre com norma

Py(1) = 1. Os coeficientes de linearizagao, l; ;1 do produto

2i+j
PP ;= E Lijiti e Pr

k=j:2

sao os coeficientes obtidos pela relacdo

2k+1  Biyj 1Br_jBiyj
i+j+k+1 Baitjvk

li,i-i-j,k‘ = ) Z‘vja ke NO

(4.44)
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onde, B = (k;&)”, K" = k(k — 2)(k — 4)---1 representa semifactorial

de k e 7 : 2 significa que a soma se estende ao subconjunto dos inteiros.

{,7+2,5+4,...,2i+7—2,2+j}.

Demonstracdo. Para o caso dos polindmios de Legendre é conhecida a férmula

seguinte, atribuida a Neumann-Adams [I]

min(m,n)

Z 2m +2n —4r + 1 A A, A, _,
2m+2n—2r+1  Apin_r

Pm+n—2'r7 m,n NO (445>

r=

. 135...2m—1)  27(1/2),
"o 1.2.3...m S om!

e (a),, representa o simbolo de Pochammer

(@) = 1, m=20
" ala+1)---(a+m—1), meN

Os valores de A podem ser calculados pela recorréncia:

__ 2m+1
Am+1 — m+1 Am

A0:A1:1
A =0, VmeN

Reescrevendo o produto (4.45) na forma P; P, ;, tem-se que

P Z 4i+2) —4r +1AA Ay,
U T L4425 — 22+ 1 Agiyj,

P2i+j_2fr-, m,n € No (446)
r=0

Supondo ¢ < j e efectuando a troca de indices k = 2¢ + 7 — 2r, obtemos
ap6s simplificacoes que (4.46|) é equivalente a

245

% +1  Bois; 1B iBis;
RR L — J J JP
5= 2+j+k+1 o

k=j3:2

i,j €Ny (4.47)
Baitjik

Os valores By, resultam dos valores Ay, e da mudanga de indices, e podem

escrever-se como

(k— 1)

B ="
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Estes valores podem calcular-se utilizando a recorréncia

By=1,
Bk+2 k_;,_gBka ke I\]0

]

Esta férmula para os coeficientes de linearizacao do produto de polinémios
de Legendre, pode utilizar-se para o calculo dos coeficientes de Legendre do

produto de dois polinémios escritos nesta mesma base.

Proposicao 4.2.10. Sejam p = > a;P; e ¢ =3 7 b;P; dois polinomios

representados na base de Legendre. O produto pq é dado por:

n 2i+j
pq = Z azb Z lzz K Pr + Z az i+7 + az+] Z lz H—],kPk (448>
i=0 k=0:2 k=j:2

onde l; ;i sio os coeficientes de linearizagio de ([{-44)).

Demonstragao. Considerando o produto pg de (4.38)), e sabendo que a ex-
pressao para P? ¢ obtida de (4.47) quando j = 0, tem-se que

_\n 2
i =Yy [abiP? + i (w z+]+az+jb>PPz+]]
o 2k+1 Boi_1Bj
= Zz‘:o a,b Zk 0:2 2i+k+1 DBaiir B
1 2i+5  2k+1  Boiyj kBr—jBrij
+ Zg—o(@lbw + @i jbi) D4 =5:2 2i+j+k+1 Baitj ik Pk

:Z?:O ab Zk 0:2 HkPk"'Z (abH_j—f-aH_] )Zk» 2 zz+gkpk}

]

No capitulo seguinte, estas férmulas sao utilizadas no calculo de produtos
de polinémios que ocorrem no processo de linearizacao de problemas dife-
renciais nao lineares. Como veremos, a utilizacao destas formulas permite
reduzir a propagacgao de erros ocorrida na aplicagao do método Tau a estes

problemas.
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Neste capitulo ilustramos a aplicabilidade do método Tau na resolugao

de problemas de controlo 6timo, em particular os problemas descritos no

Capitulo 2] Estes problemas estao formulados quer em intervalos de tempo

na forma [to,ts], |[to] < o0, |tf] < oo, designados de PCO de horizonte

finito, quer em intervalos da forma [0, +o0], designados de PCO de horizonte

infinito.

Comecamos por mostrar a utilizagao do método em problemas cuja dina-

mica ¢ caracterizada por equacoes diferenciais lineares. No caso em que

o horizonte é infinito, para que a utilizacao do método fosse possivel, foi

95
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necessario recorrer a uma mudanga de variavel, conduzindo a formulacao de

um novo operador diferencial.

Aprofundamos a utilizacao do método aos problemas cuja dinamica esta
descrita por equacoes diferenciais nao lineares. Neste caso, comegcamos por
linearizar as equagoes do problema, definir novos operadores diferenciais e
implementar um processo iterativo. Em paralelo, introduzimos os coeficientes
de linearizagao. Deste modo, evitamos a inversao de matrizes, caracteristica
da formulacao original do método, garantindo uma maior estabilidade no

método e permitindo aproximacoes polinomiais de graus superiores.

5.1 Meétodo Tau em Problemas Lineares

5.1.1 Problema em Horizonte Finito

Consideremos o problema descrito no Exemplo [I} Atendendo as condigoes
(2.9) do Teorema [2.2.3] as trajetérias étimas sao determinadas resolvendo o

seguinte problema de valor fronteira

p

T = %x+u

H,=-X

H,=0 (5.1)
z(0) =1

A(1)=0

onde

) 1 1 1
H(t, A\ z,u) = ng + §xu+ §u2 + )\(ix +u), t€0,1]

representa a fungao hamiltoneana, definida em (22.7)) e z, u e A s@ao fungoes de

t. Determinando as expressoes para H, e H,, tem-se que (5.1]) é equivalente
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a
(.
T =35 +u
U=—-\— %x
5 1 1y _
Zl’ + §U -+ N = -A
z(0) =1
| A1)=0
Substituindo u = —\ — %a: na primeira e na terceira equagoes, o problema de

valor fronteira a resolver fica descrito por

F=—\
T =—\
)1 (5.2)
A1) =0

De acordo com a Definigao [4.1.1] a solu¢ao Tau de grau n do problema
(5.2)) corresponde ao vetor
Tn
)

onde x,(t) = Y"1, a1 Pi(t) e A\ (t) = D1 ap i Pi(t) sdo polindmios escritos
numa base de polinémios algébricos e a;, i = 1,2 representa a linha ¢ da
matriz definida em (4.8)) . Se P;(t) = t', segundo a Definigao |4.1.3 a matriz

resultante da accao que o operador D exerce sobre z,, e A\, é dada por

e, se P;(t) sdo polinémios escritos numa base de polindmios ortogonais, pela

Definigao [4.1.4] a matriz obtida assume a forma

1

Iy

com 7, = VnV =1 matrizes que serao calculadas utilizando as férmulas (4.29)
e (4.30)), evitando-se assim a multiplicacao por V e por VL.

I, =




93 CAPITULO 5. RESOLUCAO NUMERICA

Considerando que z,(t) e A, (t) s@o polinémios, que os coeficientes a de-
terminar de x, e A\, sao dados por a = [ag a1 ... ag,41| entdo a matriz B

que representa as condigoes fronteira de (5.2) é dada por

By 0
0 B,

onde 0 sao vetores nulos de comprimento n + 1, By e By sao os vetores
By = [Py(0) P(0) ... P, (0)]T e By =[Py(1) Pi(1) ... B,(1)]".

Decorre da Definigao que a solugao Tau do problema fica deter-
minada resolvendo o sistema aG = b sendo G a matriz constituida pelas duas
colunas de B e pelas matrizes C; e C5 representando, respetivamente, os dois
blocos coluna da matriz I, truncados, cada um deles, as suas n primeiras

colunas.

G:[B}clfcg}

u(t)e u"(t) com n=2 u(t) e un(t) com n=5

JE— —_—u
-0.21 unf -0.21 un|q

0.2 0.4 0.6 0.8 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

u(t)e u"(l) com n=8 ut) e un(l) com n=11

Figura 5.1: u(t) e u,(t) para diferentes valores de n no problema (5.1)).

Sendo
sinh(1 — ¢) + 5 cosh(1 — ¢)

cosh(1) , telo,1].

u =
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a solucao exata do problema e u,(t) a solugao obtida por aplicagao do
método Tau, com polinémios de Chebyshev no intervalo [0, 1], os resultados
numéricos estao apresentados na Figura . Determinamos aproximacoes
u,(t) paran = 2,5,8 e 11. Como se pode observar, para n > 5, na escala
utilizada, os graficos parecem estar sobrepostos. Por outro lado, determi-
nando o erro e, definido em e representado na Figura , verifica-se,
tal como era esperado, que a medida que o grau n do polinémio aumenta,
reduz-se o respetivo erro em termos da norma maxo<;<i |e, ()|, chegando a
atingir a precisao da méaquina para n = 11. Podemos concluir, neste caso,
que o método Tau, com um custo computacional equivalente a inversao de
uma matriz 12 x 12, produz uma solucao polinomial de grau 11 que, com a

precisao da maquina, coincide neste intervalo, com a solugao exata.

erro e com n=2 6 erro e com n=5

x10°

0.015

0.01p,

0.0051

-0.005

-0.01F

~0.015 . . . . 15 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

11 erroe_com n=8 16 erroe_comn=11
n n

x10 x10°

Figura 5.2: Erros e,(t) = u(t) — u,(t) para vérios valores de n do problema

(5.1).
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5.1.2 Problema em Horizonte Infinito

No caso do Exemplo [2se & = [, x5]7, o sistema de equagdes diferenciais a

resolver é dado por

.j?l:.Tz
$2:2x1—x2—|—u, tZO

D (5.3)

8
=
—~
o
S~—
I

Assumindo que o integral, [[°(x7(t)Qx(t) +u” (t)Ru(t))dt, existe e ¢ finito,
depois de serem aplicadas as condigdes necessarias ([2.9) do Teorema e
de considerarmos a condigao de transversalidade (2.13)), (5.3]) é transformado

no seguinte problema de valor fronteira

0 1 (5.4)
z(0) =4

A1(00) =0

Ao(00) =0

Sendo este um problema definido num intervalo ilimitado, o sistema
¢é redefinido num intervalo limitado, usando a transformacao definida em
(4.13). Se, por exemplo, a solugao Tau for obtida usando como base os
polinémios de Chebyshev definidos em [—1,1], isto é P,(t) = T;(t), entdo
dt 2

. Neste caso, 9- = a2 & O

s+1
1—s

problema (5.4)) fica traduzido pelo sistema equagoes

a transformacao a usar é da forma t =
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(

D) = (5.5)
.I'Q(—]. =4

(1) =0

Xo(1) =0

\

Considerando o operador D definido em (4.15)), note-se que, de acordo com a

Definicao , aalturade D é h = 1, e considerando que a solucao de |)

¢ um vetor de fungoes na forma ¥, = [Yn1 Yn2 Yn3 Yna]? = [11 T2 A1 No]7,
onde para i = 1,...,4, y,; = a;s sendo a; a linha ¢ da matriz es =
[1ss? ... s"]7, entdo pela Proposicao a matriz II é uma matriz na
forma
(I —p)*n —41 41 0
— —2I (I —p)*n+2I 0 21
0 0 (I —p)?n 21
0 41 41 (I —p)?n—21

Se s = [Ty(s) Ti(s) Ta(s) ... Tn(s)]", usamos a relagao da De-
finicao para determinar as componentes ¢, 7 de II

Considerando que II = [II; IIy TI3 T14], onde cada II;, ¢ = 1,...,4 re-
presenta, respetivamente, o primeiro membro de cada uma das 4 equagoes
diferenciais de , a matriz II pode ser vista como uma matriz de 1 x 4
blocos, onde cada bloco é uma matriz de dimensao 4(n + 1) X (n + 2).

Acrescentando a matriz II 4 novas colunas, representando as condig¢oes
fronteira de (5.4) dadas pela matriz B

B, 0O ... 0
0 B
B=|
Bs 0
0 ... 0 B
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onde 0 = [O O]T, Bl = BQ = [T()(—]_) T1<—1) TQ(—]_) Tn(—l)]T (§

Bs =B, = f%;(ﬁze}l(l) Ty(1) ... T,,(1)]*, a solugao Tau é obtida resolvendo
o sistema da Defini¢ao [4.1.5 sendo a matriz G obtida truncando, as colunas
I1; da matriz [B II; I, I3 I14], as suas n primeiras colunas. O vetor f é dado
porf=[-4 —4 0 ... 0]".
An+2 vezes
Vamos calcular solugoes Tau para diversos valores de n e comparar os
resultados obtidos com a solucao exata deste problema, que pode ser deter-

minada através da equagao matricial de Riccati [3], e é dada por

e3¢ ((8 — 4a)sinh(2t) — 4Bcosh(51))
e~ 3t (4Bcosh(5t) — (28% + 4o — 2a?)sinh(5t))

—
8
=
Il
| Wl

T2

sendoa:\/7+4\/§eﬁzv7—4\/§.

Nas Figuras e representamos, respetivamente, as trajetérias dos
estados x; e x5 juntamente com as solugoes Tau T1m € Ton, representadas por
polinémios de grau 19. Como se pode observar, parece haver sobreposicao
grafica entre a solucao z; e a solucao aproximada z;,, ¢ = 1,2, levando-nos
a efetuar um zoom, em torno de zero, que nos permite comparar o compor-
tamento da solu¢ao Tau com a solucdo exata, para valores de ¢t em [0, 700],
0 que nos leva a concluir que a solugao obtida pelo método Tau é uma boa
aproximagcao para a solugao do problema ([5.3]), observando-se um erro abso-
luto maximo inferior a 2 x 10~ no intervalo [0, 700], com n = 19, isto ¢, com

uma matriz 80 x 80.

Na Figura [5.5| estao representados, em escala logaritmica, os erros ab-
solutos e, (z) = |z; — x;,], ¢ = 1,2, obtidos para valores crescentes de n.
Podemos observar que, a medida que o grau do polinémio aumenta, os erros

obtidos diminuem, aproximando-se da precisao da maquina.
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200 4 400 600

Figura 5.3: Soluc@o analitica z; (linha castanha) e aproximacao Tau xj 19
(linha azul) do problema (5.3]). Zoom para valores de ¢t em [0, 700].

5.2 Meétodo Tau em Problemas nao Lineares

5.2.1 Problema em Horizonte Finito

Consideremos, agora o Exemplo[3|cujas trajetdrias serao obtidas apds aplicagao
do Hamiltoneano , das condigoes necessérias do Teorema e da
condigao de transversalidade A(T') = 0, com T" = 4.5, isto é apds resolugao
dos PVF dado por

( .
Tr1 =— T2

.@2 = —x1 + 1433'2 — pl’% — 8/\2
}\1 = )\2 — 2%1
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3.5

25F

x 10~

1.5¢ 2

O! n"-‘."’Ir-y..-

-2

0.5 -4

0 200 400 600

Figura 5.4: Soluc@o analitica z, (linha castanha) e aproximacao Tau xj 19
(linha azul) do problema ([5.3). Zoom para valores de ¢ em [0, 700].

No sentido de implementar o método Tau, precisamos linearizar a 2% e 4*
equagoes de (5.6)), usando o polinémio de Taylor da Proposigao [4.2.1 dando

origem ao sistema

Ty —x9=0

Ty + o1 — LAz + 8o + 3pa3 ,,xy = 2p2123

A — A+ 221 =0

/.\2 + A1+ 1.4Xg — 6pxo Ao ;mTa — Bpx%m/\g = —6x%’m)\2,m

2(0) = —5 (5.7)
x9(0) = =5
A(4.5) =0
Ao(4.5) = 0
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1 n=42

n=55

n=68

n=81

200

300

X,(8)-%, (5]

105

n=16
- n=29

2 n=42

n=55

n=68

Yn=81

Figura 5.5: Erros |r; —21,| e |z2 — 22,| para diferentes valores de n do

problema (|5.3)).

onde x9,, e \g,, sao as aproximagoes polinomiais para z, e Ay. A repre-

sentagao matricial de (5.7)) corresponde as matrizes

n 1

o | T VAL 3p (e ()
0 0
0 8T

2p$§,m

2
—6‘7}27m}\20

21 0
0 —6px2m (1) A2m (1)
n I

—1 4141 = 3p (z2m(p))’

0

0

(5.8)

(5.9)

sendo 2., (1) € Agm (1) as matrizes que resultam de uma combinacao linear dos

coeficientes de x,, =

N A
Yoo Gimx € Aoy =

S o bima’ com as poténcias de p,

isto é, Tam(p) = > aimi’ € Aam(p) = D g bimp’. Os aproximantes Tau sao
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determinados resolvendo o sistema
aG = b, (5.10)

ondeb = [-5—-500f] e G = [BII; IIy II3 I14], B é a matriz das condigoes fronteira
de calculadas numa base polinomial. Considerando que a solugao Tau é calcu-
lada, tendo como base os polinémios de Legendre, vamos considerar aproximagcoes
iniciais para x2 € A9 os polinémios interpoladores das condicoes fronteira do pro-
blema, a que correspondem aos polinémios 21 = —5F e Aoy = —4.5FP) + P, im-
plementamos um procedimento iterativo, onde na m-ésima iteracao, os polinémios
To.m € A2, sao representados pelas aproximacoes Tau, de x2 e de Ag, obtidas na
iteragao anterior.

Dado que neste problema nao é conhecida a solucao exata, comparamos a
solugao Tau com a solucdo obtida pelo solver bvpdc do MATLAB. Considerando
que o parametro p assume o valor 0.14, os resultados numéricos da nossa apro-
ximagao foram obtidos usando polinémios de Legendre P, (t), com n = 6, necessi-
tando apenas de 20 iteragoes para obter a aproximagcao Tau. Note-se que em cada
iteracao o custo computacional corresponde ao recdlculo da matriz G de dimensao
(4n+4) x (4n+4) e da resolugao do sistema linear associado a G. Podemos ver, na
Figura que ambos os métodos produzem aproximacoes com comportamento
numérico semelhante, no entanto, observamos que o método Tau parece ser menos
sensivel a alteracao do valor do parametro p, por exemplo, para p = 1.14 continu-
amos a obter uma solucao Tau enquanto que com o bvpdc, para que a tolerancia
do solver seja atingida sao precisos mais de 2500 pontos da malha.

Aumentando o grau dos polinémios de Legendre, P, (), surgem problemas, em
particular, no que diz respeito a estabilidade das matrizes envolvidas no método
Tau. Esta instabilidade estd associada ao célculo das matrizes xg (1) € Aom (1),
ao facto de os coeficientes dos polinémios x2,, € A2, serem calculados de forma
aproximada e, também, por estes coeficientes respeitarem a uma base de po-
linémios ortogonais. Por exemplo, considerando a segunda equacao de ,
o calculo dos coeficientes de x%m, habitualmente, conduz a mudanca de base,
To = av = ax, com a = aV ! efetuando-se o produto de x%m, na base das
poténcias e retornando-se, & base inicial v, usando mudanca de base £ = V" lv,
sendo V' a matriz inversa de . Este processo introduz instabilidade numérica

no método.
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T
+  tau
bvp4c

6 I I I I 6 I I I I

Figura 5.6: Curvas das trajetérias de estado x; e x3 do problema (5.7)).

Como forma de contornar esta instabilidade introduzimos, no método Tau os
coeficientes de linearizagao; estes coeficientes, como vimos no capitulo anterior,
permitem determinar diretamente os coeficientes do produto de polinémios orto-
gonais, sem recorrer & mudanca de base. Assim, os coeficientes do produto x%m,
na base dos polinémios de Legendre, sao determinados usando a relacao da
Proposigao

Com a introducao do calculo dos coeficientes de linearizacao no método Tau,
podemos determinar os aproximantes Tau x1, € z2,, para valores de n suficien-
temente grandes, uma vez que evitamos a inversao de matrizes e respetiva insta-
bilidade que surge associada a esta inversao. Na Figura podemos comparar os
graficos das trajetdrias de estado z1(t) e x2(t) determinadas pelo solver bvpdc do
Matlab e pelo método Tau operacional com coeficientes de linearizacao, usando
polinémios de Legendre de grau n = 20, efetuando 11 iteracoes para obter a apro-
ximagao Tau. Neste caso, na escala utilizada, parece haver sobreposicao grafica das
aproximagoes geradas pelo solver do Matlab e pela nossa rotina. Nas Figuras[.8|e

[b.9representamos a diferenga, em valor absoluto, entre dois aproximantes Tau con-
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1 T T T T T T T T T T T T
bvpdc —— bupdc
- Taucoeflin - Taucoeflin

Figura 5.7: 1 e x5 usando coeficientes de linearizacao no método Tau, efe-

tuando 11 iteragoes, com polinémios de grau n = 20, para o problema (5.7]).

secutivos, isto é, |z1 41 — Z1,n| € |T2nt1 — X2,n| para valores de n = 4,8,12,16, 20
efetuando, respetivamente, 11 e 21 iteracoes.

Como se pode observar, aumentar o grau n do aproximante conduz a uma
diminuicao do valor de |z;p4+1 — Tin|, @ = 1,2 e aumentando, para o mesmo va-
lor n, o ntmero de iteragoes efetuadas verificamos que a precisao da maquina é
atingida muito rapidamente levando-nos a concluir que com a introdugao dos coe-
ficientes de linearizacao no método, melhoramos significativamente a aproximacao
Tau representativa da solugao do problema .

Note-se que, como resulta de simples observagao das equagoes (5.7)), se as
sucessoes de polinémios ;. e A;,, com 7 = 1,2, convergem, entao os respetivos

limites destas sucessoes constituem as solucoes exatas do problema ((5.6)).

5.2.2 Problemas em Horizonte Infinito

Nesta seccao tratamos dois PCO que se traduzem em sistemas de equacoes dife-
renciais nao lineares, ambos no intervalo de tempo [0, oco[ e com condigbes nos
dois extremos deste intervalo. No primeiro caso, os termos nao lineares consti-

tuem produtos das fungoes incognitas e, consequentemente, o processo de linea-
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1%, = %, o, O

5,10 = X1 O

L L L L L L L L L L L L L L L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5

Figura 5.8:  |Z1,41 — T10] € |[T2n41 — @2,| usando coeficientes de linea-

rizagao no método Tau, com 11 iteragoes, utilizando polinémios de Legendre,

no problema (5.7)).

rizagao da origem a operadores diferenciais lineares que transformam polinémios
em polinémios. Pelo contrédrio, no segundo exemplo, tratando-se de um operador
diferencial funcional nao polinomial, o processo de linearizacao produz operado-
res diferenciais fora do dominio de aplicabilidade do método Tau. No Exemplo [4]

estamos na presenca de um problema nao linear com horizonte de tempo infinito:

minJ = 3 [°(@} + 23 + 23 + v} + u3 + ud)dt
s.a

1 = Aoy + %m (5.11)
Tg = Agx123 + %uz

T3 = Azz122 + %u:’)

21(0) = 0.01, a2(0) = 0.005, a3(0) = 0.001

Aplicamos o Hamiltoneano (2.7)) e as condigoes necessarias de otimalidade ([2.9)).

Linearizamos as equagoes do sistema usando o polinémio de Taylor da Proposigao
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Figura 5.9:  |21,41 — T10] € |T2n4+1 — T2,| usando coeficientes de linea-

rizagao no método Tau, com 21 iteragoes, utilizando polinémios de Legendre,

no problema (5.7)).

centrado em z;,,7 = 1,2,3 e m = 0,1,..., dando origem ao sistema

A
A1 (23 mT2 + TomT3 — TomT3.m) — oL

T
. A
&p = A (X3 mT1 + T1,mT3 — T1,mT3,m) — BE
T3

A3(£2,ml‘1 + T1mr2 — Il,m$2,m) - ﬁ

A= —(21 + Ao(A2m®3 + T3.mA2 — T3mA2.m) + A3(A3.mTa + TamA3 — T2.mA3.m))
Ao = —(22 + A Am®3 4+ T3mA1 — T3mALm) + A3(A3.m@1 + T1mA3 — T1.mA3.m))
A = —(

x3 + A1 (M mT2 + T2,mA1 — Z2mALm) + As( Ao m@1 + T1mA2 — T1,mA2,m))
(5.12)

com condicoes fronteira

{ 21(0) = 0.01, z2(0) = 0.005, 23(0) = 0.001
/\1(00) = )\Q(OO) = )\3(00) =0

onde, Ay = =Lzl Ay = Dl Ay — _LEhp — 8624, I, = 85.07 e I3 =

113.59 s@o os parametros usados em [27].
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A matriz II e o vetor f sdo dados por

1 () —Asman() T Adan() Avan()
Ay m(p) 0 —Azwr (i) AsAzm(p) I At (1)

= — Az m (1) —Asm1m (k) n Aoda (i) Ardam(p) I
= é 0 0 n Arzs (1) Arxom(p)
0 é 0 Aoz m (1) n Asz1,m (1)

0 0 é Aszo ()  Azxim(p) n

*Ale,m-TS,m
— A1 mT3,m
—A3T1 mTo,m

Aoz mAom — A3T2mA3.m

A123m A m — A3T1mA3m

ArzomArm — A2TimAom |

As condigoes fronteira A;(co) = 0, @ = 1,2,3 foram substituidas pelas condigoes
Ai(L) =0, i =1,2,3, para L suficientemente grande.

Comparamos a solugao Tau com a solugdo do solver bvpdc do MATLAB, con-
siderando o intervalo de tempo [0,1000] na representagao dos controlos ui, ugz e
ug. Verificamos, tal como no Exemplo [3] que ao implementar o processo iterativo
para determinar as solugoes Tau, a medida que o grau dos polinémios aumenta,
comecam a surgir instabilidades numéricas nos resultados. Introduzidos os coe-
ficientes de lienarizacao, foi possivel determinar os aproximantes Tau com graus
superiores aos obtidos pelo método sem esta modificacdo. Neste exemplo, foram
usados polinémios de Chebyshev T;, com n < 35 para as aproximagoes Tau, quer
dos estados x;, quer dos controlos u;, ¢ = 1,2,3. Na Figura [5.10| representamos a
diferenca, em valor absoluto, entre dois aproximantes Tau consecutivos dos con-
trolos, w;, i = 1,2,3, para valores de n = {4, 10, 16,22, 28,34}. Para cada grau n
utilizado, foram suficientes 6 iteragoes para calcular os coeficientes de Chebyshev,
de cada uma das funcoes de estado x;, com uma tolerancia de 10716, Cada iteracio
representa o esforco computacional de resolver um sistema de equacoes lineares com

uma matriz de dimensao 6(n + 1).
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n+t ne

[ut () —ut (O] lu2,,,t) —u2 ()]

17

-21 L L L L 102 L L L L 102 L L L L
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Figura 5.10: |u; 41 — win|, @ = 1,2,3 usando coeficientes de linearizacao no
método Tau, com 6 iteracgoes, usando polinémios de Chebyshev, no problema
(15.12]).

Problema de Ramsey

O modelo de Ramsey-Cass-Koopmans (RCK) é um modelo neocléssico de cres-
cimento 6timo, com horizonte infinito, considerado, ainda hoje, um modelo de
referéncia nos modelos de crescimento econémico. Este modelo representa uma
economia com apenas um setor onde, em mercados competitivos, as familias e as
firmas interagem com comportamentos otimizantes. O problema de controlo 6timo
associado a este modelo pode ser descrito por

> (C(t)egt)l_e —(p—n)t
r?(%)x/o g ¢ dt (5.13)

onde p,n, 6 e g sdo parametroscom p >n >0, 0 >0AN0 #1eg(l—0)—(p—n) <0

e sujeito as condigoes:

{ k(t) = fk(t)) = ct) = k()6 + 1+ g) (5.14)

/{7(0) =kog>0

A funcio desempenho de (5.13) pode ser escrita na forma u(c(t))eld—90+mte=rt,
1-6
onde u(c(t)) = %, por hipdtese é uma funcéo positiva, crescente e concava.

Sobre a funcao f, sabe-se que é uma funcao positiva e, ambas as fungoes, u e
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f, satisfazem as condigoes de InadaE Como, neste problema, a funcao desempe-
nho apresenta um fator de desconto na forma e, as condicoes necessarias sao
determinadas em func¢do do Hamiltoneano corrente, H. , definido em (2.16]), isto
é,

_ (C(t))lia (g—gb+n)t pt _ _
He=-—">—c +e”A(t) (f(k(t) = c(t) = k(£)(0 +n +g))

1-6
traduzindo-se, tais condigoes, em

0H,
=0 5.15
9% (5.15)

0H,
= Pl — [ 5.16
on = PR R (5.16)

com p = \efl.
Da condicao (5.15) resulta que A\(t) = (c(t))~?el9=99+7=)t ou ainda que
At _ et

O @+g—99+n—p (5.17)

Da condigao (|5.16[), obtém-se que

1‘8 =5+n+g— f (k@) (5.18)

Igualando as equagoes (5.17)) e ((5.18]), tem-se que

= 5 (0) = G+ g0+ )

A fungao f é a fungdo Cobb-Douglas [4], com f(k(t)) = (k(t))*, 0 < a < 1,0
problema([5.13|) reduz-se a resolucao do seguinte sistema de equagoes diferenciais

{ k(t) = (k(1)™ — c(t) — k()5 +n+g) (5.19)

(
oft) = galk(t))*Te(t) — (1)

De referir que este sistema apresenta trés pontos de equilibrio estacionédrio dados
k = ¢ = 0. Os detalhes sobre a determinacao destes pontos estio no Anexo

O calculo da solugao pelo método Tau introduz um desafio adicional uma vez
que as equagoes diferenciais do sistema sao nao lineares e, além disso, se

a—1

considerarmos que k(t) e ¢(t) sdo polinémios os termos (k(t))* e (k(t))* *, sendo

1Se h é uma funcao que satisfaz as condicoes de Inada entdo lim;_,oo A’ = 0 e limy_,o b/ =

Q.
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0 parametro « nao inteiro, deixam de ser polinomiais. Resolvemos este problema
introduzindo uma variavel auxiliar e um problema diferencial artificial, permitindo
aproximar polinomialmente estes termos nao polinomiais.

Considerando a funcao, z, tal que
2(t) = (k(1)° (5.20)

e definindo implicitamente z como solugao de uma equacao diferencial, podemos
aplicar o método Tau para obter uma aproximacao polinomial para z(t). Esta
equacao pode obter-se derivando em ordem a ¢, ambos os membros de
obtemos

2(t) = a(k(t))a_lk(t) (5.21)

Com as equacoes e construimos a equacao diferencial, Z(t)k(t) =
az(t)k(t), que adicionamos ao sistema . Simultaneamente multiplicamos
a segunda equacao de por k(t) e efetuamos a substituicdo definida em
em ambas as equacoes de . Deste modo, obtemos um novo sistema de

equacoes diferenciais dado por

A(t)k(t) = az(t)k(t)
k(t) = 2(t) — e(t) — prk(t) (5.22)
c()k(t) = pac(t)z(t) — p2c(t)k(?)

sendopy =d+n+g, pzzw#ep?,:*

Apesar das equagoes do sistema continuarem a ser nao lineares, com as
alteracoes efetuadas, todos os termos podem, agora, ser traduzidos por expressoes
polinomiais, uma vez que todas as equacoes se encontram na forma do operador
diferencial Usando o polinémio de Taylor da Proposicao as equacoes
de sao linearizadas, resultando o sistema

kmz — a/%mz + Zmk — azmk = Zmkm — ozzml%:m
—2+k+pk+e=0
—Pp3Cmz + (ém +p20m)k + ke — (pSZm + kam)c = Cmkm — P3Cm2Zm +p2cmkm

(5.23)
A matriz II, de ¢ dada por
Nk (1) — akm(ﬂ) —1 —p3cm (i)
Em(p) — oz () n+pl Em (1) + pacm () (5.24)

0 I Nk (1) — P32m (1) + P2km (1)
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A solucao Tau é determinada resolvendo de forma iterativa o problema D,,y,, =
fm onde y,, = [z2m km ¢m], m > 1 corresponde ao vetor dos aproximantes Tau de
z,kece fo = [Zmkm — Qzmkm O Emkm — P3Cmzm + pacmkm], m > 1, corresponde
ao vetor dos polinémios dos segundos membros em .

Considerando que

e 0 espaco temporal corresponde & andlise do modelo econémico no decorrer

de um século;

e a solucao Tau é determinada usando os polinémios de Chebyshev 7T;, defi-

nidos em [0, 1], para tal, foi efetuada a mudanca de varidvel ¢ = 1002 com

x € [0, 1] no sistema ((5.23);

e para m = 0, podemos tomar como aproximagao inicial para k; a reta que
passa pelos pontos (0, ko) e (1, kss) dada por ki(t) = koTo + (kss — ko)T1,
sendo kss a abcissa do ponto de equilibrio Ps do sistema (5.19)) em estado

estaciondrio;

e 2 = k“ e podemos tomar para aproximagao inicial para z; a reta que passa
pelos pontos (0,z9) e (1,zs5), ou seja, z1(t) = z0Tp + (2ss — 20)711, sendo

20 = ki e zgs = K,

o c(t) = z(t) — pik(t) — k(t).

e as condigoes fronteira sao os pontos

2(0) = zp = k§
k(1) = kss
c(l) = css
sendo cgs € a ordenada do ponto de equilibrio Ps do sistema ([5.19)) em estado

estaciondrio.
Tendo o modelo de Ramsey solugao analitica [4], dada por
1
1— —(1— 11—«

p16
c(t) = (1 — 5)(k(1))*

estao representados na Figura [5.11] os graficos da solugao exata e os graficos da

(5.25)

solucao Tau, para este modelo e na Figura [5.12| o erro absoluto cometido quando
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Exata
© Tau
6

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

Exata
+ Tau

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.11: Gréfico da solucao exata e do aproximante Tau de ordem n = 19

para o problema (5.19)).

aproximamos a solugéo exata pela solucao Tau para diferentes valores de n. As
solucoes k, e ¢, foram determinadas usando polinémios de Chebyshev de grau
n = 19 e na Figura ilustramos numeros de iteragoes efetuadas com esta

aproximagao.

|
n

|
n

k=k
lo-c

Figura 5.12: Erros |k — kig| € |¢ — 19| para o problema (5.19)).

Os resultados numéricos sao coerentes com a solugao exata, ilustrando que
o método Tau permite resolver problemas diferenciais definidos por sistemas de

equacoes nao lineares com termos nao polinomiais e condigoes fronteira no intervalo
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o=yl

kgl

valor absoluto do erro efetuando it iteragdes

Figura 5.13: Erro absoluto obtido efetuando it iteragoes com it = 5,6,7,

para o aproximante Tau de ordem n = 19, no problema ([5.19)).

[0, co]. Verificamos que, com apenas 11 iteragdes, as aproximagoes Tau obtidas de
grau n > 19 tém um erro absoluto méximo de 4 x 10~%. Fixando o aproximante
de grau n = 19, fizemos variar o nimero de iteracoes notando que, a partir da
iteragao it = 7 o erro absoluto permanecia inalteravel.

Assim, com a introdugdo da equacdo auxiliar no sistema e com a utilizagdo
dos coeficientes de linearizacao nos termos que constituem produtos de polinémios
estendemos a aplicagdo do método a uma classe de problemas que a priori nao
seria resoltuvel, pelo método, na sua formulagao original. Esta abordagem, mostra
a abrangéncia do método Tau na resolugao de problemas de modelagao e simulacao

econdmica.
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6

Conclusao e Perspetivas de Trabalho

Futuro

O trabalho desenvolvido nesta tese visou a generalizagao do método Tau a sistemas
de equacoes diferenciais nao lineares gerais. Tendo por base problemas de controlo
otimo, com a aplicagao do Principio do Maximo de Pontryagin, o método Tau
é adaptado e estendido de forma a resolver os sistemas de equagOes diferenciais
resultantes.

O método Tau constréi uma aproximacao polinomial da solugao de uma equacao
diferencial, definida por um operador diferencial linear num intervalo linitado. Em-
bora trabalhos pontuais tenham sido desenvolvidos na resolucao de problemas nao
lineares, estes foram sempre concretizados para um problema especifico. Com
este trabalho pretendeu-se explorar a aplicacao do método a problemas gerais
estendendo-o a sistemas de equacétes diferenciais nao lineares e em intervalos nao
necessariamente finitos. O objetivo 1ltimo é contribuir para a disseminagao do
método Tau como método geral para a resolucao de sistemas de equagoes diferen-
ciais.

A tese comecou por enquadrar e motivar para o método Tau. Introduziu, de
forma breve, os problemas de controlo étimo. Apresentou os conceitos e métodos
numéricos espetrais, detalhando o método Tau. Adequou e aplicou o método Tau
a problemas de controlo 6timo lineares em horizonte finito e infinito. Estendeu o

método Tau a problemas de controlo 6timo nao lineares.
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Na sua génese proposto para equagoes diferenciais lineares, o método Tau é ge-
neralizado para aplicacao em sistemas de equagoes diferenciais definidos em [tg, ¢ ]
com tg, ty € R. E também estendido de forma a ser aplicavel a problemas de-
finidos em [0, +o0[, recorrendo a uma funcao de transformagao de dominio. Em
ambos os casos, foram estabelecidos operadores diferenciais vetoriais e a respetiva
representagao algébrica em blocos matriciais, conducentes a aplicacao do método
Tau.

Abordaram-se problemas nao lineares definidos por operadores diferenciais po-
linomiais ou funcionais nao polinomiais. Foram construidos novos operadores (li-
neares) para aplicagao iterativa do método Tau, num processo de linearizagao do
tipo Newton. Para os problemas nao polinomiais foi proposta a introducao de
novas funcoes incognita, solucées de problemas diferenciais artificiais, permitindo
a reducao a problemas diferenciais polinomiais. No decurso do processo de linea-
rizagao ocorrem instabilidades resultantes de produtos de polinémios.

Foram introduzidos no método Tau coeficientes de linearizagao do produto de
polinémios ortogonais, em particular no produto de polinémios de Chebyshev e Le-
gendre. Relagoes de recorréncia para a obtencao destes coeficientes em polinomios
ortogonais classicos foram deduzidas. Esta abordagem, juntamente com um pro-
cedimento cuidado de calculo das matrizes associadas aos operadores diferenciais,
permitiu uma resolucao eficiente e estavel dos problemas nao lineares. Resultados
numéricos sobre problemas diferenciais com caracteristicas distintivas ilustram o
sucesso do uso combinado de todas as estratégias desenvolvidas.

O trabalho futuro passa por:

e Desenvolver e disponibilizar uma biblioteca de rotinas para implementar o

método Tau, para disseminacao pela comunidade académica e industrial.

e Desenvolver a resolucao numérica dos sistemas de equagoes lineares de grande
dimensao e com estrutura especial resultantes no método Tau; nomeada-
mente, métodos iterativos precondicionados e métodos diretos implemen-

tando um critério de paragem baseado em estimativas do erro.

e Estudar a possibilidade de obter aproximagoes racionais, baseadas no método

Tau, da solucao do problema.

e Estabelecer, mediante os diferentes tipos de problemas controlo étimo, um
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algoritmo que, a priori, indique a familia dos polinémios ortogonais que
melhor se adequa a determinacao da solucao aproximada, para o problema

diferencial.
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A

Regulador Linear Quadratico

O problema do regulador linear quadrético (LQR) é um problema de regulagao
que se resolve a partir da otimizacao de um indice de desempenho quadratico.
O objetivo do LQR consiste em determinar um controlo 6timo, caso exista, que
minimize a funcao de desempenho J, geralmente, descrita na forma
ty
J = 2T (t;)Pox(ty) + /t (27 Qx + u' Ru) dt
0
onde, @), R e Py s&o matrizes reais, simétricas, constantes e definidas positivasE]
No caso em que ty — oo, para que J seja finito, entao J reduz-se a
0o
J = /t (xTQaz +u” Ru) dt (A.1)
0
A dinamica é descrita por equacéoes diferenciais lineares, que se podem escrever na

forma

#(t) = Az (t) + B(t)u(t)

Considerando que nao existem restricdes terminais em ty e x(ts), que nao
existem restricoes para u (U = R"), que 27 Qz + u” Ru é uma funcio quadratica e
que a dinamica ¢é linear entao, se ¢y € finito, a solugao para o controlo é dada pela
equacao

u* =R I'BTP(t)z

1Q e Py podem ser definidas ou definidas positivas, ndo podendo ser simultaneamente

nulas.
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onde a funcao P(t) pode ser calculada a partir da equagao diferencial de Ric-
cati. A existéncia de R™! estd assegurada visto que R é uma matriz definida
positiva.

dP

o Q- P(t)BR'BTP(t) + P() A+ ATP(t) =0 (A.2)

com condi¢ao inicial P(ty) = Py. Note-se que a equacao (A.2) é uma equacao
matricial nao linear e a sua resolucao passa por empregar algum método numérico.

Se ty — 00, a solucao para u é dada por
uw*=—-R'BTP.x (A.3)
onde a matriz P. é determinada pela solucao da equacdo algébrica de Riccati
Q- P.BR'B'P.+ P.A+ ATP. =0 (A.4)

Convém referir que para a solucao da equagao (A.4)) ser inica a matriz P, deve ser
definida positiva.

Considerando o Exemplo

. oo
min [;°(2? + 323 + Ju?)dt
s.a.
j?l = X9

To =21 —To+u

com as condicoes x1(0) = —4 e x2(0) = 4. Este problema pode ser descrito na

forma (A.1))
3 157 xTQx + u” Ru)dt

x(t) = Ax + Bu
x(0) = [~4 4

onde A, B, e (), sdo as matrizes

A=

e R=

N[
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De acordo (A.3)) a solugdo da trajetéria de controlo é dada por

]

= —(2bx1 + 2cx2)

u* = —-2[01]

Os parametros b e ¢ ficam determinados resolvendo a equagao (A.4]) dada por
2 0 a b][0] a b
-2 [0 1]
01 b ¢ 1| b c
a b0 1 0 2 |[a b 0 0
b ¢ 2 -1 I =1 ]|b c 00

ou seja, resolvendo o sistema

4h— 202 +2=0
2c—2bc+a—-b=0
26—2¢c—2¢2+1=0

a b

Como P, = ] é uma matriz definida positiva, entdo a > 0 = ¢ > 0. Assim,
c

resulta do sistema anterior que b = 1 + \@, c = 7%\/5_1 ea=0>b-—2c+ 2bc.

Portanto, a trajetéria étima de u é dada por

ut = —(24V2)x1 + (1 = \/7+4V2)x,

e as trajetorias dos estados x1 e x2 sao determinadas resolvendo o sistema linear

i‘l = XI9
{ To = —ﬂxl — 7+4\/§$2
cujas solugoes para x1 e xo sao da forma

xr = /ﬁealt + /ﬂgeaQt

To = X1 = klale"‘lt + k2a26a2t

VI=4V2-VT+4V2 vy = AV T4V2+VT+H4V2
2 2 :

_ _ _ Hoetl)
T2 0

com o =

Como,

_ A(aatl)
ko = oo —aq
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Apés simplificactes, conclui-se que

x1
To =

coma:\/7+4ﬂeB:\/7—4\/§.

@I @

@
e 2t

e 2t ((8— 4a)sinh(§t) — 4Bcosh(§t)>
4Bcosh(§t) — (2% + 4a — 2a2)sinh(§t)>



B

Modelo de Ramsey-Cass-Koopmans

Ponto de equilibrio estacionario do Modelo RCK

Recordando que o sistema dinamico do modelo RCK ¢é dado por

(B.1)

de _
i
Resulta da equaco ¢(t) = 0 que
) =0 & ct) [ga(k(t))a—l - %] ~0

a(k(t) ! = % (B.3)

Se,

e ¢(t) =0entao k(t) =0 Vv k(t):(é—i-n—i-g)ﬁ;
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1 o L
o k(t) = (W)E entio e(t) <5+%#>ﬁ 5intg) (w#>ﬁ

«

Assim, obtemos, em estado estaciondrio, 3 pontos, Py, P e P3 na forma (kss, Css)

dados por:

P =(0,0)
Py = ((5+n+g)ﬁ,0>

_1 _o _1
Py = <<5+‘f+”) R (L%‘?”) T (5+n+g) (7“?.?“) al)

Para o estudo deste problema interessa-nos o ponto P visto ser o Unico que é
interior. O sistema linearizado pelo polinémio de Taylor de 1* ordem, em
torno de P3 pode ser descrito pela equagdo matricial §y = Ay, sendo y = [k c|”, 7 o
vetor das derivadas de y e A uma matriz de 2x2. Se A é diagonalizavel com valores
préprios A;, ¢ = 1,2, entao podemos analisar as propriedades de estabilidade dos

sistema tendo em conta que

e se os valores proprios, A;, ¢ = 1,2, sao reais e positivos entao o sistema é

instavel,

e se os valores préprios, \;, ¢ = 1,2, sao reais e negativos entao o sistema é

estavel,

e se os 2 valores préprios sao reais com sinais opostos o ponto critico é um

ponto de sela e o sistema é saddle-path estavel,

e se os valores proprios, A;, i = 1,2, sdo complexos com R(A;) < 0 entdo o

sistema converge para o estado estacionario de modo oscilatério,

e se os valores proprios, \;, i = 1,2, sdo complexos com R(A;) > 0 entdo o

sistema é instavel e oscilatorio.

Neste caso, a matriz A corresponde & matriz

A | ekt =Gt -1 ]
o afa—1) pa— ar.oa— 04960+
L Tkss %Css sts t- %
p—g9(1-0)—n -1
- (a—l)(g+g6’+p (g(l—a)—g(ﬂ—aHP _ n) 0
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A equacdo caracteristica de A é da forma D?—a;D+as = 0 com a1 = p—g(1—-0)—n

(a—l)(g+99+p (g(l—a)—g(H—oc)er —n

€ ag = o

). Como por hipétese g — g +n—p < 0,
entao a; > 0 e ag < 0, logo existem 2 valores proprios reais, um positivo e outro
negativo. O ponto P53 é um ponto de sela.

Anilise da condigao de transversalidade H.(o0) =0

Da equagao ([2.16|), temos que,

g, ()™

=9 LI PIN(8) (f(R(D) = e(t) = k(t)(S + 1+ g))

Determinando limy_,o, H.(t)e ", temos que

lim H.(t)e " = lim Me@*g"*”*ﬁ)% lim A(t) (f(k(t)) — c(t) — k()0 +n+g))
¢ 0

t—o00 t—o00 1-— t—o00

Como, por hipétese g — g6 +n — p < 0, entao

lim H,(t)e " = lim A(t) (f(k(t) — () — k(£)(6 +n + g))

t—o00 t—o00

A expressao para A(t) é determinada pela condigao (5.15)), e dada porA(t) =
(c(t))Pel9=90+n=p)t  Togo, lim; e He(t)e ?* = 0, confirmando a condicio de

transversalidade de (2.17]).
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