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Modelizacao
Os 10 principios

e Nao criar um modelo complicado quando um simples é suficiente.
e N3&o moldar o problema & técnica de resolucdo que se pretende utilizar.

e Resolver rigorosamente o modelo encontrado. S6 assim se saberd se hipotéticas
inconsisténcias das solugoes do modelo com a realidade tém origem no préprio
modelo ou nao.

e Validar os modelos antes de os implementar.
e O modelo ndo deve ser tomado literalmente pois nunca é a realidade.

e O modelo nao deve ser forgado a fazer, ou ser criticado por ndo fazer, aquilo para
que néo foi criado.

e N3o sobrestimar os modelos.

e Uma das principais vantagens da modelizacao é o processo de desenvolvimento do
modelo.

e Um modelo ndao pode ser melhor do que a informagao usada na sua construgao.

e Os modelos nunca substituem os agentes de decisao.

Formulacao de modelos matematicos em Investigacao
Operacional

Algoritmo para construir um modelo matematico para um problema de
Investigacao Operacional:

Passo I — Determinar, no problema concreto, aquilo que é fixo e nao pode
ser alterado e aquilo que se pode decidir (varidveis de decisao).

Representar essas variaveis de uma forma algébrica.

Passo II — Identificar as restri¢oes do problema, isto é, aquilo que limita
as nossas decisoes, e representa-las como igualdades ou desigualdades

que sejam funcoes das variaveis de decisao.

Passo III — Identificar o(s) objectivo(s) do problema e representé-lo(s)
como uma func¢ao das variaveis de decisao, que deve ser minimizada ou

maximizada.

Nota: S6 existe problema quando hd mais do que uma solucao admissivel.
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Problema de Mistura de Produtos

A companhia Electro & Domésticos pretende escalonar a produgao de um
novo apetrecho de cozinha que requer dois recursos: mao-de-obra e
matéria-prima. A companhia considera a hipotese de 3 modelos diferentes,
tendo o seu departamento de engenharia fornecido os seguintes dados:

. Modelo A B C
Slide 4 Mao-de-obra (horas por unidade) 7 3 6
Matéria-prima (quilos por unidade) | 4 4 5
Lucro ($ por unidade) 4 2 3
O fornecimento de matéria-prima estd limitado a 200 quilos/dia. Por dia
estao disponiveis 150 horas de trabalho. O objectivo é maximizar o lucro
total. Formule o modelo que permitiria resolver este problema.
Problema de Mistura de Produtos
Resolugao
Passo I — O que se desconhece, e que se pretende determinar na fase de
resolucao do modelo, sao as quantidades a produzir diariamente de cada
um dos modelos — as variaveis de decisao.
Representando-as algebricamente:
Shide 5 xa — produgao didria do modelo A (n® de unidades)
xp — produgao didria do modelo B (n2 de unidades)
xc — produgao didria do modelo A (n2 de unidades)
Passo II — Restricoes do problema.

Nao podemos produzir quantidades infinitas de A, B e C (o que daria
um lucro infinito) porque estamos limitados pela matéria-prima (200) e
mao-de-obra (150) disponiveis, valores que nao podemos exceder.

Entao, a mao-de-obra necessaria para produzir uma unidade do modelo
A (7 horas), vezes o nimero de unidades do modelo A a produzir (z 4),
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mais a mao-de-obra necessaria para produzir uma unidade do modelo B
(3 horas), vezes o numero de unidades do modelo B que se resolva
produzir (zp), mais a mao-de-obra necessdria para produzir uma
unidade do modelo C (6 horas), vezes o numero de unidades do modelo
C que se venha a produzir (z¢), ndo poderao exceder as 150 horas, isto
é:

Txa+3rp + 6xc < 150

Aplicando o mesmo raciocinio & matéria-prima, obter-se-ia:
Slide 6
dr g +4xp + 5rc < 200

As restrigoes que faltam ao problema dizem directamente respeito as

variaveis de decisao, e sao:
xAZOa xBZOJ 'TCZO
ou seja, nao se podem produzir quantidades negativas.

Passo III — O objectivo do problema é maximizar o lucro total, isto é, o
lucro obtido com os 3 modelos. Como cada unidade do modelo A d4 um

lucro de 4, do modelo B da 2 e do modelo C da 3, a fungao objectivo
sera:
max LUCRO =4z 4 + 2xp + 32¢

O modelo do nosso problema sera entao:

Encontrar os niimeros x4, xp e x¢ tais que:

Slide 7 max LUCRO =4z 4 + 22 + 32¢

sujeito a:

IA

150
200

Txa+3xp + 620
x4 + 4z + dxre

IN

AV
o

TA, TB, TC
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Problema da refinaria de petrdleo

Uma refinaria de petroleo pode misturar 3 tipos de crude para produzir
gasolina normal e super. Existem disponiveis duas unidades de mistura.
Para cada ciclo de producao a unidade mais antiga usa 5 barris de crude A,
7 barris de crude B e 2 barris de crude C para produzir 9 tanques de
gasolina normal e 7 de gasolina super. A unidade de mistura mais recente
usa 3 barris de crude A, 9 de B e 4 de C para produzir, num ciclo de
producao, 5 tanques de gasolina normal e 9 de super.

Devido a contratos ja assinados, a refinaria tem que produzir, pelo menos,
500 tanques de normal e 300 tanques de super. Existem disponiveis 1500
barris de crude A, 1900 de crude B e 1000 de crude C. Por cada tanque de
gasolina normal produzida a refinaria ganha 6 unidades monetarias e, por

tanque de super, 9 unidades monetarias.

O problema é saber como utilizar as reservas de crude e as duas unidades de
mistura, de forma a, respeitando os compromissos assumidos, maximizar o
lucro da refinaria.

Problema da refinaria de petrdleo
Resolugao

Variaveis de decisao

xr1 — 12 de ciclos de producao a realizar na unidade antiga

r9 — 12 de ciclos de producgao a realizar na unidade nova
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Restricoes

Crude disponivel:

91‘1
~—~

produzido
na unidade
antiga

71‘1

X1, T2

3To < 1500
A
gasto na
unidade
9zo < 1900
4x9 < 1000
+ Y > 500
~~~
produzido
na unidade
+ 9x2 > 300

>0

gasolina normal

gasolina super
7\

Tipo A: 511
~—
gasto na
unidade
antiga
Slide 10 Tipo B: 71
Tipo C: 211
Contratos assinados:
Gasolina normal:
Gasolina super:
E ainda:
Funcao objectivo
max LUCRO=6x( _9
Slide 11
n2 de
tanques
por ciclo

_|_

~
unidade antiga

unidade nova

5%2

)+ 9 x (721 + 922)

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP



Slide 12

Slide 13

Construcao de Modelos de Programacao Linear e Inteira

Arrendamento de espaco num armazém

Uma empresa planeia arrendar espago num armazém, sendo as suas

necessidades para os proximos 5 meses as seguintes:

Més | Necessidade de Perfodo de arrendamento | Custo por m?
espaco (m?) (meses) (3)
1 1500 1 2800
2 1000 2 4500
3 2000 3 6000
4 500 4 7300
5 2500 5 8400
Construa um modelo que permita determinar o esquema de contratos a
assinar, por forma a satisfazer as necessidades de espago o mais
economicamente possivel.
Arrendamento de espaco num armazém
Resolugao
Variaveis de decisao
x;; — espago a arrendar no inicio do més 7 por um periodo de j meses
Restricoes
Que em cada mes esteja arrendado pelo menos o espaco necessario:
(més 1) 0 @y > 1500
(més 2) S0 w1y + 35 T2 > 1000
(més 3) Y0 g1y 3 _pTa 3, Ty > 2000
(més 4) D0, @1y +D g% Y0¥ + D5y T > 500
(més 5) x15 4oy +x33 4249 +51 > 2500
Tij > 0
1<i<5, 1<j<6—i
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Funcao objectivo

espago arrendado
por 1 més
(no inicio do més

custo de arrendar
1, 2, 3,4 ou 5)

1 m? por 1 més —N—
- 5 4 3
Slide 14 i CUSTO = 9800 D w4500 ) aip + 6000 > i

2
+ 7300 25’31‘4 + 8400715

=1

Arrendamento de espago num armazém
Resolugao mais compacta

Dados

C; — custo de arrendar 1m? por um periodo de j meses

. N; — necessidade de espago no mes ¢
Slide 15

Variaveis de decisao

x;; — espago a arrendar no inicio do mes ¢ por um periodo de j meses

Restrigoes

Que em cada més esteja arrendado pelo menos o espaco necessario:
6—i i—1 ~6—Fk
Vi Zj:l Tij + Zk=1 j=i+1—k Tkj > N;
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Funcao objectivo

5 6—j
E Cj X E T
j=1 i=1

Fabrica de papel

O papel é normalmente fabricado em rolos grandes (em largura e em
diametro), que depois sao dividos em rolos mais pequenos, que por sua vez
poderao ser directamente para clientes ou para cortar em formatos.

Vejamos o seguinte exemplo. O papel é produzido em rolos com 6 metros de
largura. A partir deste rolos é necessario produzir 30 rolos mais pequenos
com 280cm, 60 rolos com 200cm e 48 rolos com 150cm. Assim sendo, um
rolo de 6 metros pode ser dividido, por exemplo, em 2 rolos de 280,
sobrando um “rolinho” de 40cm que é considerado desperdicio. Assumindo
que existem rolos grandes em quantidade suficiente para satisfazer esta
encomenda, o problema consiste em determinar a forma de cortar os rolos

grandes de forma a minimizar o desperdicio.
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Fabrica de papel — Bobinadora

Carretel n Bobinas

n Laminas

Fabrica de papel
Resolugao

O primeiro passo para a formulacao deste problema é determinar de quantas
maneiras pode um rolo grande ser cortado. Para além da forma sugerida no
enunciado (2 rolos de 200cm, sobrando 40cm de desperdicio) podem ainda
ser determinados 6 outros “padroes de corte” (ver tabela). As variaveis de
decisao (z1 a x7) correspondem ao numero de vezes que cada padrao de
corte é aplicado no corte de um rolo grande. A tabela seguinte apresenta
ainda as quantidades pedidas de cada rolo pequeno, assim como o
desperdicio gerado por cada padrao de corte.
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Largura N de rolos
dos rolos r1 Tog T3 T4 Ty Te X7 pedidos
280 2 1 1 0 0 0 0 30
200 0 1 0o 3 2 1 0 60
150 0 0 2 0 1 2 4 48

Desperdicio | 40 120 20 0 50 100 O

Exemplificando, x3 = 4 significa que se corta um rolo grande em 1 de 280cm
e 2 de 150cm, gerando um desperdicio de 20cm, 4 vezes. No total obtém-se 4
rolos de 280cm e 8 de 150cm (e nenhum de 200cm).

As restrigoes vao estar directamente relacionadas com as quantidades de
rolos pequenos que é necessario cortar, uma por cada rolo. Se a cada linha
do sistema de inequagoes corresponde um tipo de rolo pequeno, a cada
coluna correspondera um padrao de corte:

2007 + x2 +  x3 > 30
To + 3y + 225 + xg > 60
213 + x5 + 2x¢ + 4dxz; > 48

z; > 0 Vici<r

O objectivo do problema é minimizar o desperdicio. Assim, a funcao
objectivo deste modelo tomard a forma:

min 40x; + 120z2 + 2023 + 50z5 + 100z6

E se as restrigoes tiverem que ser satisfeitas como igualdades, isto é, e se nao

forem admitidas sobreprodugoes? Como é que o modelo deve ser alterado?
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A companhia de aviagcao Benvoa

A companhia de aviacdo Benvoa vai comprar avides a jacto de passageiros, para viagens
longas, médias e curtas (tipos A;, Anm, e Ac, respectivamente). Os custos unitdrios, em
milhées de escudos sdo, respectivamente, de 5000, 3800 e 2000. A administracao da
companhia autorizou a verba méaxima de 112000 milhoes de escudos para esse efeito.
Admite-se que os lucros anuais sejam de 310, 230 e 200 milh6es de escudos com cada um
dos tipos de aviao A;, A, e Ac, respectivamente. Haverd pilotos suficientes para pilotar,
no maximo, 30 aviées novos. Se apenas fossem comprados avides A., os servigos de
manutengdo suportariam 40 avides novos. Contudo, cada avido A,, equivale a 4/3 de um
avido A. e cada avido A; a 5/3 de um avido Ac, no que diz respeito & manutengdo. A
direcgao técnica é ainda de opinido que, por cada aviao A. que seja comprado, se
comprem também pelo menos um avidao A; ou um aviao A,,. Por outro lado, seleccionado
um aviao A; para comprar, também deverao ser comprados pelo menos 8 avides A, ou
Ap,. Com estes dados, a gestao da empresa deve decidir a quantidade de avides de cada
tipo a comprar, de modo a maximizar o lucro. Formule um modelo para este problema.

A companhia de aviacao Benvoa
Resolugao

Variaveis de decisao

Te, T, ;7 — 12 de avioes de cada tipo a comprar
Restricoes

Dinheiro disponivel: 500x; + 3800x,,+ 2600x. < 112000
Pilotos disponiveis: x;+ Ty + . < 30
Manutencao: %xl + %xm + . < 40
Opiniao da direcgao técnica: g+ Ty > T,
Te+ Ty 2 8x;
Le, Tm, T = 0
e inteiros
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Funcao objectivo

max LUCRO = 310x; + 230z, + 200z,

Urbanizacao

Pretende-se urbanizar um determinado terreno. O terreno divide-se em 3 zonas com
caracteristicas, em termos de relevo, localizagao e tipo de subsolo, diferentes: Z1, Z2 e Z3.
Esta urbanizacgdo deverd incluir dreas para fins residenciais — A, —, 4reas verdes — A,
— e de equipamentos sociais — Ae.

O custo de constru¢do de um determinado tipo de drea (R, V ou E) em Z1, Z2 ou Z3 é
proporcional a respectiva area de construcao, sendo as constantes de proporcionalidade
diferentes entre si e conhecidas.

a ‘e . . . A A
E necesséario construir pelo menos K hectares de A, e garantir que os quocientes a- e I
ke ke

nao sejam inferiores a I e m (conhecidos), respectivamente.

Pretende-se conhecer as areas a atribuir a R, V, e E nas zonas Z1, Z2 e Z3.

1. Formule o problema nas seguintes condigbes (serd resolivel por Programagao
Linear?):
(a) As condigoes relativas a | e m devem ser satisfeitas em cada zona.

(b) As condigoes relativas a [ e m devem ser satisfeitas para o conjunto de Z1, Z2 e
Z3.

2. Qual a relagao de ordem existente entre o custo total da solugao éptima calculavel
em (i) e em (ii)? Justifique.

3. Formule o problema como em (ii) mas admitindo que se as dreas para E forem
maiores que p entdo as dreas para V' serdo maiores que g (p e g conhecidos).
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Urbanizacao
Resolucao

a)

Variaveis de decisao

Slide 26 4. —

n2 de hectares a construir na zona ¢ para fins residenciais
A,; — n2 de hectares reservados na zona i para area verde

n2 de hectares reservados na zona ¢ para equipamentos sociais

Restricoes

(i)

Z?:l Ay 2 K
A > lA’I‘i; 1=1,2,3
Av’i Z mAT‘ia 1= 13273
Ari7 Avi; Aei Z 07 1= 17273
Slide 27
(it)
3
Y Ay > K
=1
S Aa > 1 Ay i=1,23
SY Ay > m Y Ay, i=1,2,3
Am, Avi7 Aez 2 O, ’L - 1,2,3
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Nota:

Poder-se-ia ainda introduzir uma restrigao referente ao espago total
disponivel e que nao pode ser ultrapassado. Embora nao mencionada

explicitamente no enunciado ela é inerente ao problema:

Ari+Aci + A < Az, 1=1,2,3
com Ay, a representar a area total da zona i.

Funcao objectivo

3
min Z(Km Am' + Kvi A'ui + Kei Aei)

i=1

b)

O custo da solugao éptima em (i) é maior do que o custo da solu¢ao 6ptima
em (ii). Como a formulacao em (i) é mais restritiva que em (ii) e como ao

restringir-se mais um problema nunca se melhora o valor éptimo da fungao

objectivo, a conclusao extrai-se de imediato.

c)

Num modelo de programagao matematica em Investigacao Operacional a
regiao das solucoes admissiveis é obtida pela conjuncao das restricoes
formuladas no modelo. Nesta alinea pretende-se modelizar uma implicagao
de condicoes:

3 3
ZA%‘ > p = ZAUZ > q
=1 =1

A implicagao de condigoes é modelizada com o auxilio de uma variavel de
decisao suplementar e de um majorante para os valores que as condicoes
possam tomar.

Seja A = Az + Azo + Azs a area total disponivel nas 3 zonas.
Evidentemente que 2?21 Ay < Ae 2?21 Ay < A, ou seja, A é um

majorante destes somatorios.

Tomando entdo uma varidvel auxiliar inteira binaria § € {0, 1}, a implicacao

pode ser formulada do seguinte modo:

3
> Ai-p-0A < 0 (1)

i=1
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=Y Ay—(1-6A < 0 (2)
- 5 e {0,1} (3)

Para verificarmos que as inequagoes (1-3) modelizam a implicacao de
condicoes devemos relembrar que para que uma implicagao a = b seja
verdadeira é preciso que se a for verdadeira entao b também o seja e que se b
for falsa entao a também o seja.

De facto, se 23:1 A.; > p entao para que a restrigao (1) se verifique é
forgoso que § = 1. Ora § = 1 transforma (2) em 2?21 A, > ¢, como se
pretendia.

Se, por outro lado, 25’:1 Ay < q entdo, para que (2) se verifique é forgoso
que 6 = 0. Com 0 = 0 a restri¢ao (1) fica Zi’:l Ae; < p, como se queria
demonstrar.

Nota:

E possivel ainda modelizar outras operacoes logicas entre condigoes.
Apresentam-se de seguida 3 casos distintos:

1. Disjuncao (apenas uma de duas restrigdes esta activa)
f(z) <0V g(z;) <0
Seja M um numero “muito grande” e ¢ uma variavel binaria:

oM
g(x;)) < (1-90)M

=
8

N
VAN

2. K, de entre N restrigoes, sao verificadas

( filz;)) < di + 6 M
A fo(z;)) < do + 6oM
filz) < dy
fo(xs) < do
fn(zi) < dy + dnM
Yl b = N-K
i < d -
In (i) N 9, € {0,1}
\ M = o~
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3. Fungoes com apenas N valores possiveis

f(.’L’Z) =dyoudsyou...oudy (f(l“z) S {dl,dg, ce ,dN})

f(fl?z) = Zfil 0id;
fo\il 0 = 1
5, € {0,1}

Aeroporto Aletrop - Manutencao

O aeroporto de Aletrop é a base dos avides da companhia aérea PAT. Trata-se de um
aeroporto moderno, e de uma empresa de aviagdo em expansdo, que pretende manter a
sua competitividade num sector de actividade fortemente concorrencial. O aumento de
competitividade passa, nomeadamente, pela realizacao de dois objectivos, a melhoria da
qualidade de servico e a redugao dos custos de operagao. Por outro lado, a seguranga de
uma companhia aérea é um aspecto de primordial importancia, estando intimamente
ligado & manutencao. Para manter um avido em boas condi¢oes técnicas, procede-se a
manutengdo preventiva aos aparelhos da PAT, através de pequenas inspecgoes entre
aterragem e posterior descolagem. A direcgdo da empresa estd também a considerar a
hipétese de oferecer estes servigos de manutencao a outras companhias de aviagdo, mesmo
que para tal tenha que aumentar as equipas de manutencao. O elemento crucial nestas
equipas é o chefe de manutengao, técnico altamente qualificado, que necessita de fazer
formacao especifica para cada tipo de avido e obter assim uma licenca imprescindivel para
o desempenho dessas fungoes. A cada licenga corresponde uma categoria de avides,
existindo 4 licencgas diferentes:

Tipos de licengas Avices
1 Boeing 717 (100 lugares)
2 Boeing 777 (300 a 500 lugares)
3 Airbus A319 (124 lugares)
4 Airbus A340 (350 lugares)

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Cada técnico pode ter no maximo 2 licengas. A primeira licenca demora vérios anos a
obter, sendo portanto mais cara para a empresa, enquanto a segunda licenga demora
menos anos a obter, ficando naturalmente mais barata. O custo da segunda licenga
depende ainda da licenga anterior que o técnico possui. Actualmente existem 9 equipas de
manutengdo, cada uma chefiada por um técnico licenciado, que funcionam em 3 turnos.

Turno | Chefe de equipa | Tipo de licenga
Custo (M$)
1 1,2
Licenga | Licenca a tirar
1 2 1
anterior
3 2
1 3|4
4 3,4
0 21412 | 4
2 5 2
1 2|3
6
2 11-12]3
7 4
3 113 |-1 2
3 8 3,4
4 112 (1] -
9 3

Para poder oferecer servigos a outras companhias de aviagao, a empresa pretende que
existam 4 licencas de cada tipo, no conjunto dos chefes de manutengao. Isto pode ser
conseguido enviando para formagdo actuais chefes de equipa (portanto técnicos que ja
possuem 1 licenca) ou outros técnicos que ainda ndo possuem nenhuma licenca. No
entanto, de cada turno sé podera sair, no maximo, 1 chefe de equipa para formagao.
Escreva um modelo de programagao matemadtica que permita determinar a politica de
obtencgao de licencas que minimiza os custos para a Aletrop.

Aeroporto Aletrop - Manutencao
Resolugao

Variaveis de decisao

1 se técnico ¢ tira licenga j
xij = _
0 senao

A empresa pretende que existam 4 licencas de cada tipo, num total de 16
licengas. Como, no conjunto dos chefes de manutengao existentes, ja existem
12 licencgas, sao necessarias mais 4 licencas, que no limite poderao ser todas
obtidas por técnicos novos. Nesse caso o nimero maximo de técnicos, indice

1 na formulagao, sera igual a 13, 9 ja existentes e 4 novos.
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Restricoes

A empresa pretende que existam 4 licencas de cada tipo, no conjunto dos

chefes de manutencao:

13
2t Ta = 2
13
Yooy w2 = 1
13
>ic1 w3 = 0
13
D1 T = 1
Slide 36
Um técnico pode ter no méaximo 2 licencas e os técnicos novos s6 poderao
obter nesta fase uma licenca:
(esta restri¢cdo ndo vem referida explicitamente no enunciado, no entanto pode-se inferir
que nao havera disponibilidade de tempo para que um técnico novo obtenha duas licengas)
4 o< 1V
Zj:l Tij > i€{2,3,5,6,7,9,10,11,12,13}
4
Yoz Tij = 0 Vieq1as
De cada turno sé podera sair, no maximo, 1 chefe de equipa para formagao:
4 3
Djm12uim1 Ty <1
4 6
Dojm1 2uica T <1
4 9
Zj:l Dimr Ty <1
Cada técnico s6 pode obter 1 vez a mesma licenca:
To1 = T32= wx52= 0
Slide 37 Tes = T4 = X933 = 0

Funcao objectivo

cr; = custo de tirar licenga j dado que j4 se tem licenga k

4 13
min E E Cojxij -+ E nglL‘ij -+ E ngxij -+ Cljl‘gj -+ C4jl‘7j
j=1 1=10 1€{6,9} 1€{3,5}
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