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Técnicas exactas para resolucao de problemas
de optimizacao

Slide 2
Técnicas exactas
e Enumeracao explicita — por definicao de problema de Optimizacao
Combinatoria, gerando e avaliando todas as solucoes admissiveis é
possivel obter a solucao optima.
e Enumeracao implicita — nao se gerando todas as solugoes admissiveis,
elas sao no entanto consideradas e implicitamente avaliadas.
Slide 3

Ezxemplos: Método de pesquisa em arvore com enumeracao e limitacao
(“branch and bound”); limites superiores e inferiores ao valor da solugao

optima.

e Formulacao dos problemas em modelos de programacao inteira
(varidveis de decisao assumem valores no conjunto dos nimeros
inteiros), ou mesmo bindria (varidveis apenas com dois valores possiveis:

0 ou 1), e consequente resolugao com algoritmos apropriados.

Nota: Estas formulagoes podem também ser usadas para obter limites

para o valor da solugao 6ptima através de relaxagoes.
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Técnicas exactas e relaxacoes

Relaxacao — Nao consideragao de uma ou mais restrigoes do problema
original PO, transformando-o num problema mais simples de resolver PR,
sabendo-se que os valores éptimos das funcoes objectivo obedecem a

seguinte relagdo (assumindo um problema de minimizagao):

frr < fFo

(traducado: ao tirar restrigoes a solugao s6 pode melhorar, ou ficar na

mesma).

Relaxacao linear — transformacgao de um problema em ntimeros inteiros num
problema com varidveis reais (deixa-se cair a restricao “e inteiros” ou

“e Ny” — utilizacao do método simplex para a sua resolucao em vez dos
muito mais complexos (e extraordinariamente mais demorados) métodos de

pesquisa em arvore).

Método de “branch and bound”

Baseia-se na ideia de uma enumeragao inteligente das solugoes candidatas a
solucao 6ptima inteira de um problema, efectuando sucessivas particoes do
espaco das solugoes e cortando a drvore de pesquisa através da consideragao

de limites calculados ao longo da enumeracao.
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Representacao grafica

Considere-se o seguinte problema ~ ,
e a sua representacao grafica:

de Programacao Inteira:

Maximizar:
F:3$+7y 5x-4y=10
suj. a:
d7x+2y=9
x < 35
5r — 4y < 10
A
%IE + 2y < 9 5 6 7 8 x
r , y > 0einteiras Solucao éptima inteira: z =1e y = 4.

Resolucao da relaxacao linear

Problema PLO:

max F' = 3z + Ty Sx-4y=10
suj. a:
v 4/7x+2y=9
T < 35
bor — 4y < 10
it
%SE + 2y < 9 5 6 7 8§ «x
T y > 0 Solugao 6ptima nao inteira:

r=35ey=3.5; F=3b
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Ramificacao em z: = <3

y x=3[x=35
7
max F' =3z + Ty . u
5x -4y =10
suj. a L
J. a: 4.:\1'
x < 35 °T Axa2y=9
Slide 8 24 Pl
bor — 4y < 10 T
%x—|—2y§ 9 P R I AR
. 7 y 2 0 1 /I2 3 4 5 6 7 8 X
Solugao (nao inteira):
x <

r=3ey=36; F=345

Ramificacao em z: = > 4

y x=35
max F' = 3z + Ty 711: x=d
6 ]
suj. a: <7 —> sl
4f\
v = 39 s \\;7\.““ 4/7x +2y=9
Slide 9 50— 4y < 10 2T [, T
=r + 2y < 9 1__... IIIIIIIIIII
T 5 'y 2 O II17I2II3 4II5II6II7II8II:
x > 4 Sem solugoes admissiveis.
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Ramificacao em y: y <3

y x=3.5
7 ft x=3
6L <]
4 S5x-4y=10
max F' =3z + Ty ST
4 -:\
suj. a: 3 y=3
: o
Slide 10 2 + <« 47x+2y=9
x < 35 I
5 — 4y < 10 T4 >
vo= 1 /2 3'4 5 6 7 8 x
zr + 2y < 9
7 Vo= Solugao (inteira):
z , y =z 0 r=3ecy=3 F=30
x < 3 Obtencao de um limite inferior =
y < 3 Solucoes nao inteiras com valor de F

inferior ou igual a 30 nao precisam de

ser exploradas!

Ramificagao em y: y > 4

y x=3.5
max F' = 3z + Ty 7 x=3
6 “—
. Sx-4y=10
suj. a: s
Pt S N yei
\
x < 35 31 \K
Slide 11 Sr — 4y < 10 2 L <« 47x+2y=9
=r + 2y <9 T
r , y = 0 02 e s e 18«
T < 3 Solugao (nao inteira):
y > 4 r=17ey=4; F =332
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Ramificacao em z: = <1

max F' = 3z + Ty N x=1  x=3x-35
7 4+
suj. a: 6 « < Sty 10
51
z < 35 et 1T -
Slide 12 52 — 4y < 10 3t K
4 - 2+ & - 4/7x +2y =9
zr + 2y < 9 I /
x , Yy > 0 P S I Y
1 /2 3 4 5 6 7 8 X
x < 3 _ o
Solugao (néo inteira):
y =z 4 r=1ley=42 F=325
T < 1

Ramificacao em z: =z > 2

max ' =3z + Ty

v x=2%=3x =35
suj. a: .
‘T S ay=10
T < 3.5 s| «
Slide 13 5r — 4y < 10 =t it -
5L
iz 4+ 2y <9 NN 7&
r y > 0 1_:
x S 3 ||1|2|3 :4::5::6::7::8:::
y = 4 Sem solucoes admissiveis.
T > 2
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Ramificagao em y: y <4

y x=1 x=3 5235
max F' =3z + Ty ;
Suj- a: 6 “ “ Sx-4y=10
5
4 \$ T y=4
o S 3 5 I i \K
Slide 14 T
bor — 4y < 10 2] o < 47x+2y=9
ir + 2y <9 1T /
x , y 2 0 |1/|2| 3 |4||s||6||7||8||;
z s 3 Solucdo (inteira):
y > 4 r=1ley=4; F =31
X < 1 Melhor solucao inteira até ao mo-
y < 4 mento!
Ramificacao em y: y > 5
max F' = 3z + Ty
suj. a: k=1 x=3 4
4
X S 3.5 6:4*? “ T 5x-4y =10
Slide 15 br - 4y < 10 Th .
7L + 2y < 9 15
2 + & « 47x +2y=9
x y > 0 I
- S 3 %1%/;%3 %4%%5%%6%%7%%8%%T
y 2 4 Sem solucoes admissiveis.
x <1
y 2 5
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Arvore de pequisa do “Branch-and-Bound”

PLO
(solugdo nio inteira)
x=35
y=35
F=35
x<=3 x>=4
A/ \
PLO1
(solugdio nao inteira) PLO2
x=3 (sem solugdes)
y=36
F=345
Slide 16 - .
A/v ) \
PLO11 PLO12
(solugdo inteira) (solugdo ndo inteira)
X =3 x=17
y=3 y=4
F=30 F=332
x<=1 x>=2
A/ \
PLO121
Sjihlméo niio inteira) PLOI22
'y _42 (sem solugdes)
F=325
y<=4 y>=5
A/ \
PLO1211
(solugdo inteira éptima) PLO1212
3 i (sem solugdes)
F=31
Limites
Limites (inferiores e superiores):

e tornam o algoritmo de “branch & bound” mais eficiente ao permitir
descartar nos da arvore de pesquisa ainda nao completamente
explorados, pela certeza de que nunca originarao solugoes melhores do

. ue as que ja temos.
Slide 17 due as que.)

e permitem “medir a distancia” (em termos de valor da func¢ao objectivo)
a que estamos da solugao optima.
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Limites

Num problema de maximizacao:

e um limite inferior LI é dado por uma solucao inteira que se tenha ja

obtido — a solugao 6ptima F* nunca podera ser pior (inferior) que a

solucao inteira que ja temos;

e um limite superior LS serd

dado pelo maior

valor da

funcao objectivo de entre to-

dos os nés ainda nao comple-

tamente explorados (a maior

esperanca que ainda temos de

encontrar uma solugao inteira

melhor do que aquela que j4 te-

mos).

Limites — exemplo

valor do né mais promissor
ainda néo explorado

solugéo o6ptima inteira

maior solugao inteira
obtida até ao momento

MAXIMIZACAO
A F

LS A1

F T F*LI<LS-LI

L+

Considere um problema de maximizacao exclusivamente com varidveis inteiras.

Resolvendo o problema através de “Branch-and-Bound”, obtém-se, num dado estagio, a

seguinte arvore:

/\

PL2

Z=85

(solugdo ndo inteira)

AN

PL1
(solug@o ndo inteira)
Z=100

PL6

z=170

(solugdo inteira)

PL7

(solugdo nao inteira)

z=79

TN

PL3

Z=91

(solugdo ndo inteira)

N

PL4
(solugdo inteira)
Z=160

PL5
(solugdo nio inteira)
Z=15

PL8
(sem solugdes)

PL9
(solugdo nao inteira)
Z=65
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Limites — exemplo

e Qual é, nesta altura, o melhor limite superior sobre a solugao inteira

O6ptima?

O melhor limite superior sobre a solugao inteira 6ptima no momento de
resolugao retratado na arvore é dado pela solugdao do problema PL5 e é igual
a 75. Qualquer solucao inteira que surja a partir da exploragao desse né tera

um valor da funcao objectivo < 75

Qual é, nesta altura, o melhor limite inferior sobre a solucdo inteira éptima?

Os limites inferiores sdo dados por valores de solugbes admissiveis (varidveis ja
inteiras) que ainda se desconhece se s@o ou nao éptimas. Neste caso temos ja
2 solugoes inteiras, para PL6 e para PL4. A que tem o maior valor da fung¢éo

objectivo fornece o melhor limite inferior, 70 neste caso.

Limites — exemplo

e Indique que nés ja foram explorados e explique porqué.

Ja foram explorados os n6s PL1, PL2, PL3 e PL7 porque ja tém ramos.

Os nés PL4 e PL6 ja foram explorados porque deram origem a solugoes

inteiras.

O né PLS j4 foi explorado porque corresponde a um problema sem solugao

admissivel.

O né PL9 j4 foi explorado porque pode ser cortado. Corresponde a um
problema com solugao éptima nao inteira e com um valor para a fungao

objectivo inferior ao valor da solucdo inteira do problema PLG6.

Indique os nés que ainda nao foram explorados e explique porqué.

O né PL5 ainda néao foi explorado, dado que corresponde a um problema com
solucao 6ptima nao inteira, mas com um valor para a funcdo objectivo superior

ao valor da melhor solugao inteira obtida até ao momento (problema PL6).
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Limites — exemplo

e J4 foi atingida a solucao 6ptima do problema inteiro? Porqué?

Nao se sabe ainda se ja foi obtida a solugdo éptima do problema inteiro,
porque ainda hd nés por explorar (PL5). Sé quando os melhores limites
inferiores e superiores coincidirem é que se pode afirmar que a melhor solugao

inteira obtida é a éptima.

Slide 22

e Qual o valor maximo do erro absoluto sobre a solucao éptima inteira, se o

algoritmo for terminado neste ponto?

O valor méximo do erro absoluto sobre a solucao éptima inteira, se o
algoritmo for terminado neste ponto serd 5, isto é, a diferenca entre os

melhores limites superior e inferior.

Questoes em aberto

e Estratégias de ramificacao — Dado um conjunto de nés ainda nao

explorados, como escolher o n6 seguinte a explorar?

— Pesquisa em profundidade: Seleccao do né que

estd mais fundo na arvore (ultimo né a ser
Slide 23 gerado).

— Pesquisa em largura: Selecgao do né que esta
mais acima na arvore (o né mais antigo ainda (P1) (P2)
nao explorado).

— O nd mais promissor: Selec¢ao do né que tem melhor valor de funcao
objectivo (aquele que potencialmente nos pode levar a melhor solugao
inteira).
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Questoes em aberto

e Selecgcao da variavel a ramificar — Seleccionado o né a explorar, que
variavel escolher para ramificacao, de entre todas as varidveis que nao

tomam valores inteiros?

Algumas estratégias foram apresentadas na literatura, mas o seu

Slide 24 desempenho revelou-se extremamente dependente do problema concreto
a que sao aplicadas.

4

Estratégias dependentes da aplicacao e do significado fisico das varidveis.

Formulacoes em programacao inteira

Um mesmo problema de programacao inteira pode ter diferentes
formulagoes, isto é, diferentes conjuntos de restricoes que definem o mesmo

conjunto de solucoes inteiras.

A ~

~ . .
~<_ Objectivo
~

Slide 25

e Solugdes (inteiras) admissiveis
o Solugdes (inteiras) nao admissiveis

O ideal seria ter o invélucro convexo das solugoes inteiras admissiveis.
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Desigualdades validas

13

Para melhorar a qualidade das for-
mulacoes podem-se introduzir de-
sigualdades validas: restrigoes
que nao fazem parte do problema
original mas que, nao cortando
solucoes inteiras admissiveis, cor-
tam a regiao admissivel, melho-
rando assim o desempenho da pes-
quisa da solucao 6ptima inteira.

A ~

~ . .
~<_ objectivo
\\

desigualdade
valida

® Solucdes (inteiras) admissiveis
o Solugdes (inteiras) ndo admissiveis

Exemplo de uma desigualdade valida

Considere a seguinte instancia de um problema mochila 0-1:

max 1221 4+ 1429 4 1523 + 2424 4 2425 4+ 1726

suj. a 15z + 1420 + 14x5 + 18x4 + 17x5 + 1224

60

IN

T; € {0, 1}

Observando que, por exemplo, os items 1, 2, 4 e 5 nunca poderao fazer parte

simultaneamente de nenhuma solugao inteira admissivel, poder-se-ia

introduzir a seguinte desigualdade valida:

T1+ 2o+ x4 +25 <3
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Algoritmo de planos de corte

Como proceder para aplicar sistematicamente desigualdades validas na
resolucao de um problema?

[’
Relaxacgéo linear
Slide 28 Solucdo < .
inteira? Solucao éptima
Separacao
esggaldades “Branch & Bound”
vélidas?
A 4
— Introduzir cortes | Solucao 6ptima
Algoritmo de planos de corte
e Relaxagao linear — resolucao do problema sem as restrigoes de
integralidade.
e Separacao — fase em que se geram as desigualdades validas. Utilizando
uma (ou mais) propriedade observada (e descoberta) anteriormente
Slide 29 aplica-se a instancia concreta e/ou a solugao actual. Caso a actual

solugao fracciondria viole esta nova desigualdade, entao ela é vélida (no
sentido de que vai cortar a regiao admissivel do problema relaxado).

e Introduzir cortes — introducao das desigualdades validas, encontradas
na fase de separacao, no modelo.
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Exemplo — um problema (simples) de planeamento da
producao

Dados — 6 periodos e 8 encomendas.

Objectivo — produzir o mais préximo possivel da data de entrega.

Cta

5

t 1 2 3 4 5 6 4
C: 4 5 2 5 2 1 3
Capacidade disponivel 'y em cada 2
periodo ¢ 1

\4

e 1 2 3 4 5 6
e 1 1 2 2 2 3
d 2 1 3 1 2 5

7 8
3 3
1 3

Encomendas e, com quantidades
qe € datas de entrega d.

Exemplo — continuagao

Varidveis de decisao: ¢ € {0,1} que valem 1 se a encomenda e é produzida
no periodo t.

Restricoes:

e Cada encomenda tem que ser produzida uma e uma sé vez: »_, Zer = 1

e As capacidades dos periodos tém que ser respeitadas:
Ve Ze Ge X Ter < Cy

Observacao: hé encomendas que, dadas as respectivas quantidades e as
capacidades dos periodos, nunca poderao ser produzidas em simultaneo.
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Exemplo — continuagao

Regras para a geracao de desigualdades validas:

1. No perfodo 1 (capacidade 4) nao se podem produzir simultaneamente

duas encomendas com quantidades 2 e 3, ou 3 e 3.

2. Nos periodos 2 e 4 (capacidade 5) nao se podem produzir
Slide 32 simultaneamente duas encomendas com quantidades 3.

3. Nos periodos 3 e 5 (capacidade 2) nao se podem produzir
simultaneamente duas encomendas com quantidades 2, duas encomendas

com quantidades 1 e 2, nem qualquer encomenda com quantidade 3.

4. No periodo 6 (capacidade 1) apenas se podem produzir encomendas com

quantidade 1.

Exemplo — conclusao

Solucao da relaxacao linear do exemplo:

Ct 4 Esta solucao viola uma desigual-
5 dade do tipo 1 e uma desigualdade
8 do tipo 2.
4 8 P
3 7 7 Sao entao desigualdades validas:
Slide 33 )
1 5|5 g ton <1
3 R Tea + 284 < 1
1 2 4 5 6 t
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