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ARTIGO TECNICO

GERACAO DE TRAJECTORIAS PARA SISTEMAS

DIFERENCIALMENTE PLANOS

RESUMO: Este artigo descreve o problema de geracao de trajectorias para sistemas diferencialmente planos e apresenta um método
de solucao que se baseia nesta propriedade. 0 método de solucao utiliza técnicas de geometria diferencial que tomam partido desta
propriedade para gerar trajectorias efectivas para estes sistemas. A exposicdo é acompanhada de exemplos ilustrativos.

PALAVRAS CHAVE: Geracdo de trajectorias, sistemas diferencialmente planos, sistemas nao lineares.

L.INTRODUCADQ
ste artiqo apresenta uma abordagem
e para a resolucao do problema da especi-
ficacao, geracac e sequimento de trajectanias para
uma classe de sistemnas mecanicos que requerem
elevados niveis de desempenha, tais como
veiculos autdnomos ou semi-aulonomaos terres-
tres, aquaticos ou aereos e que satisfagam a pro-
priedade de serem diferencialmente planes.

O problema da especificacao e geracao de
trajectarias {Laumond, 1998)(Latombe, 1993} tem
um papel fulcral no desempenho global de um
sistema de controlo de sisternas mecanicos. A
geracao de trajecténas deve ter em consideracao
o comportamenta do sistema mecanico, Fste ¢
descrito por equacoes diferencials o que, de um
modo geral, torna dificl relaconar uma trajectdria
de referéncia com os controlos que se devem
aplicar para minimizal o erra de sequimento. Em
suma, nao ¢ facil garantil que a trajecténa gerada
possa ser na realidade executada pelo sistema
atraves de uma adequada accdo de controlo, Na
piatica, esta dificuldade resulta na saturacao dos
controladores e em efos de sequimento excessives.
Um dos maiores desafios para esta classe de
problemas tem mesme sido a determinacao de
trajectonias para sistemas nao lineares com
restricdes cnematicas que, pela sua natureza, nac
restringem o espaco dos estados atingiveis mas
que por outra lado nao permitem o controlo directo
das variavers de estado (restricoes anematicas nag
holondmicas (Murray et al, 1994b)(1sidon, 1989)).
Actualmente existern apenas métodos de geracao
de trajectdnas para classes de sisternas especificas.

Neste artigo aplesentar-se-o solu¢des para a

classe de sistemas denominados por diferen-
calmente planos e mostiar-se-3 a sua aplicacao
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em sistemas mecanicos. Muito resumidamente,
nesta classe de sistemas € possivel especificar
uma trajectona no espaco das saidas de tal modo
que o estado e a entrada do sistema vem definidos
algebricamente a partir dessa especificacao. Esta
abordagem permite planear o movimento de um
corpo rigido, com restricées cinematicas no seu
movimento, como se de um sistema sem
restricoes diferenciais se tratasse, o que constitui
uma vantagem para o desenvolvimento de
trajecténas realizavels para o sistema.

Para ilustiar a aplicacao destas técnicas apresenta-
se de sequida uma arquitectura de controlo com
trés graus de liberdade (Fraga et al., Junho,
2002)(Fraga et al, 2001)(figura 1) para a
especificacao, geracdo e sequimento de
trajectonas de um veiculo submarino operado
remotamente (ROV). O veiculo tem dois modos de
operacdo: teleoperacao e tele-programacan. No
primeiro mede o piloto do veiculo comanda os seus
movimentos através de um joystick. No sequndo
medo o operador invoca comandas de movimento
que sao transformados em trajectdrias a serem
sequidas pelo veiculo de forma automatica,

= Definicao das saidas do sistema. Este madulo
compaoste por uma interface com um piloto e é
responsavel por determinar quais os valores que
este pretende para a saida do sistema. Apés deter-
minacao dos objectivas do piloto (representados
como saidas do sistema), 0 madulo envia refe-
réncias para o modulo de geracao de trajectdrnias.

* Geracao de trajectonas. Este maodulo tem como
objectivo definir uma trajectdria realizavel para
o sistema. A trajectoria definida para o estado
da sisterna deverd ser dimensionada para optimi-

zar algum factor ou varidvel, de modo a que o de-
sempenho do sistema seja consideravelmente
superior em relacao ac caso deste madulo nao
estar presente. & saida deste modulo serd uma
desciicao completa do estado do sistema pre-
tendido bem como a sua entrada.

Controlo. Este madulo & responsavel pela execu-
cao da trajectoria definida pelo modulo de gera-
cao de trajectonas. A trajectdria foi gerada tendo
em consideracao o modelo do sistema que se
pretende conduzil. Esse modelo nac entra em
consideragao com eventuais perturbacaes, pelo
que, uma das funcoes deste madulo sera de lidar
com este facto e estabilizar o sistema em torno
da trajectoria definida. A saida deste madulo e
um sinal de cantrolo que sebrepor-se- ao sinal
de controlo proveniente da geracao de trajecto-
rias, de modo a compensar desvios ou pertur-
bacaes na estrutura.

Este artigo explora essencialmente o madule de
geracao de tiajectérias, nomeadamente a
abordagem haseada na tecna desenvolvida em
torno de sistemas diferencialmente planos. Apis
a apiesentacao dos principails resultados
conheaidos nesta drea, serao discutidos alguns
exemplos de sistemas mecanicos que se
enquadram nesta classe de sisternas, Apresentar-
se-a0 também alguns métodos que fazem uso
das propriedades de sisternas diferencialmente
planos para se gerar trajectdrias realizéveis.
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Il SISTEMAS DIFERENCIALMENTE PLANOS

0Os sistemas diferencialmente planos foram inicialmente introduzidos no contexto da dlgebra diferencial.
Neste contexto, um sistema e denominado de diferencialmente plano se for possivel encontrar um
conjunto de varavers, denominadas por saidas planas, tal que o sistema seja algébnco sobre o campo
diferencial gerado pelo conjunto das saidas planas. Dito de outro modo, um sistema é diferencialmente
plano se for possivel encontrar um vector de saida, de dimensao igual ao de entrada do sistemna, tal
que 0 estado e a entrada deste possam ser determinados a partir dessas saidas sem usar a operacao
de integracac. Mais precisamente, se o sistema tem estado x e £7 e entrada ue R™ entao o sistema
e plano se for possivel encontrar saidas planas 7€ R™da forma:

2= 2(z u o, ul??) (n

tal que as dependéncias sequintes sejam algébricas:

z=1z(z,3, ..., 2'9)

(2)

u=ulz 2, .., z(‘”).

Deste modo, se se especificar o caminho que se deseja para as saidas planas, o estado do sisterna vern
definido bem como a entrada a aplicar neste, desde que a trajectoria especificada seja diferencivel
pelo menos g vezes, Esta abordagem e de elevado interesse no caso das vanavers planas terem
significado fisico como, por exemplo, as coordenadas de posicao de um ponto de um corpo. Neste (aso,
& possivel definir a trajectdria desejada para esse ponto, implicando que o estado do sistema e a
entrada venham defimdos automaticamente. Um exemplo classico desta situacao consiste no
estacionamento automatico de um carro, onde se torna somente necessario especificar a trajectdria do
eixo traseirc desejada, para que 0s sinais de contiolo e o estado do sistema venham completamente
especificados. Deve ser notado que as saidas planas de um sistema diferencialmente plano nao sao
uma coembinacao de varidveis e veloadades do sisterma, mas sim um conjunto especifico de pontos e
angulos (Martin et al, 1994).

Em sistemas diferencialmente planos, € entao possivel planear o movimento de um corpo de um
modo trivial. £ como se se reduzisse o movimento de um robot ao de um ponto sem restiicoes
diferenciais na sua trajectdnia, o qual pode ser conduzido através de um espaco fisico. Tendo em conta
que as fungoes das varidveis planas sao completamente livres, as Unicas restnigges que devem ser
cumpridas referem-se somente as condicoes iniciais e finais da trajectdria das varidvers planas e as
curvaturas dessa trajectdria, ou das ordens superiores da sua derivada. Restricoes impostas ao sistema,
como, por exemplo, 3 saturacao da actuacao, podem ser convertidas para o espaco das saidas planas
através (tipicamente) de uma limitacao da curvatura da trajectéria definida para as saldas planas, ou
numa limitacao da curvatura de ordens supenores da derivada da trajectoria.

2.1 Definicao matematica e resultados conhecidos

Para ser possivel fazer a ligacao entre sistemas diferencialmente planos e sistemas linearizavers pol
realimentacao, ir-se-a apresentar uma definicao matemdtica para sistemas diferencialmente planos
baseada no conceito de diferencial exterior (Murray et al, 1994a). Serao apresentados os resultados
mais importantes dada a elevada especificidade da teoria refenda. Para ser possivel mostrar estas
definicoes e resultados, fazer-se-a uma breve apresentacao da teoria relacionada com prolongacoes,

A definicao de sistemas diferencialmente planos ¢ feita no contexto de sistemas Pfaffianos, ou seja,

pretender-se-d mostrar que um sistema dife-
rencialmente plano é equivalente a um sistema
sem restricges, Informalmente, é possivel conver-
ter um sistema da forma:

&= f(z,u) ze R\ ue R™ (3)

num sistema Pfaffiano, escrevendo-o como um
conjunto de 1-formas,
(4)
I={dxy- frlxz,u)dt....de,- f,(z.u)dt ).

A coleccao (@ denominada por sistema Plaffiano
sobre M = R x R x R7 onde R € 0 espaco da
coordenada temporal £ Exemnplos de sistemas
Ptaffianos podem ser as restricoes nao holono-
micas presentes no movimento de um corpo:

wilglg=0 i=1.....k (5)

= I = spanc~yn{wi, o wi}-

Uma solucao integral dum sistema Plaffianc é uma
curva ¢: R — Mtal que o vector tangente c{s) &
aniquilado pelos 1-formas no sistema Pfaffiano -

wle(s)).c'(s) =0 Ywel

Normalmente € imposta uma condicae de inde-
pendéncia, que € 1-forma extra rem que a c'(s)
nac € permitide que se anule (Murray ef al,
1994a)(Murray et al,, 1995). Em sistemas de
controlo € usual escolher T= gt que assegura que
o tempao é sempre crescente:

dt.c'(s) >0

Um sisterna com uma variavel independente 1
serd escrito como (1,1).

Os sistemas Pfaffianos podem ser usados para
estudar a controlabilidade e propriedades de
linearizacao de sistemas nao lineares do mesmio
modo que s campos vecloriais. No entanto, neste
artigo sao apresentados somente os resultados
com aplicacac directa em sistemas diferencial-
mente planos.

Uma operacao essencial em sistemas Pfaffianos
¢ a prolongacao de Cartan. A sua definicao é apre-
sentada a sequir-

Definicao 1. (Prolongacaa) Seja o sistema Pfaffi-
ano (1, df) numa variedade M e seja outro sistema
Pfatfiano (), df) numa variedade Ncom M < Ne
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o difeomorfismo . W — M, diz-se que Jé uma
prolongacao de / se / = J e houver uma corres-
pondéncia de um para um das curvas solucac em
J e as curvas solucao em |

A nocao de prolongacao de Cartan permite a apre-
sentacao de equivalénca absoluta de sistemas de
controlo, sob algum tipo de realimentacao dinamica.

Definicao 2. (Equivaléncia Absoluta) Dois sistemas
I, I, sdo absolutamente equivalentes se estes
tiverem prolongacoes de Cartan, J, e /, definidas
respectivamente nas variedades N, e N,, que se-
jam equivalentes no sentido habitual, isto €, que exista
um difeomorfismo ¢ : N, — N, tal que ¢°(J,) = /..
Esta definicao ¢ ilustrada na figura 2.

Basicamente, uma prolongacac de um sistema
de controlo commesponde a inclusao de um sistema
de realimentacao. Assim, dado o sistema de
controlo x = f{x, u, 1), a realimentacao dinamica

(6)

€ denominada por endogénea se ze v poderem
ser expressos em funcao de x.u, te de um numerg
finito das suas dernvadas:

i=alzr.u,...u'Y, t)

(7
x, u....,u(”.f).

Uma realimentacao endogénea é denominada
regular se, para cada valor fixo de x e f, o
mapeamento (z, v} — v for uma submersaa’. A
relacao entre prolongacoes de Cartan e realimen-
tacoes dinamicas endogéneas e dada pelo teo-
rema seqguinte,

Teorema 1. (Realimentacdes endegéneas sao
prolongacdes de Cartan) Seja [ um sistema de
controlo num conjunto aberto Tx X x U que em
coordenadas (&, x, u) e dado por X = fx, u, £). Seja
Josisterna de controlo no conjunto aberto Tx Xx Zx V
que ¢ obtide do sisterna anterior adicionando uma
realimentacao dinamica, endogénea e reqular,
Assim, € uma prolongacdo de Cartan de |/,

Com as definicdes apresentadas atids, € agora
possivel apresentar uma definicao para sisternas
diferencialmente planos. Este definicac faz uso
da nocac de sistema trivial ({0}, 4tf) numa
variedade M, que corresponde a um sistema sem
restiicoes e com uma condicao de independénca dt.

Proposicao 2. (Sistema diferencialmente plana)
Um sisterna (), dfy & diferencialmente planc se e
50 se este for absolutamente equivalente ao
sistena trivial £, = (0, df).

I

Em particular, esta definicao (Nieuwstadt et al,, 1994) significa que qualquer curva defimda no sistema
trivial tem uma Unica correspondente no espaco dos estados e das entradas do sistemna original. Este
facto permite a geracao de trajectdrias no espaco do sistema trivial, onde nao é necessanc ter em
consideracao qualguer tipo de restricao, e depois elevar essas trajectdrias para o seu sistemna inigial,

Um sistema linear composto por uma cadeia de integradores, definide como:
.';‘.'1 = X2
Ip—1==ITn
B ==

¢ um sistema diferencialmente plano, sendo x, a sua saida plana. E possivel venficar que, dada uma
solucao para o sistema de controlo completo obtém-se uma curva bem definida pare x, e, inversamente,
dada uma curva x,(1) € possivel encontrar uma dnica solucao para o sistema de controlo completo,
através da diferenciacao de x,.

Todos 0s sisternas lineares controldveis sao equivalentes (através de uma transformacao de coordenadas
linear) a m (numero de saidas do sistema) cadeias de integradores dada pela equacao 8, pelo que sao
também sistemas diferencialmente planos. Com este resultado € possivel relacionar o conceito de
sistemas diferencialmente planos com sistemas linearizaveis por realimentacao. Para maior clanficacao,
define-se agora linearizacac por realimentacac.

Definicdo 3. (Linearizacao por Realimentacao) O sistema nac linear e invariante no tempo

&= f(z,u) (%)

¢ linearizavel por realimentacao, se existir uma realimentacao dinamica

2=uz, 2. %) an

u= 3z, z.v)

e existirem novas coordenadas £= ¢ (x, z) e n = ¥W(x, 7, v) tal que, no novo sistema de coordenadas,
o sistema tenha a forma:

é = Af + By (an

e 0 mapeamento ¢ mapeia o sistema para uma vizinhanga da origem. Se a dimensao de ¢ for nula
entao o sistema e denominado por sistema linearnizade por realimentacaoc estatico.

A forma da equacac 11 € a representacao normal dos sistemas lineares (de Carvalho, 1993). £ uma
representacao util quando se pretende dimensionar controladores para sisternas nao lineares em torna
de pontos de equilibric. Assim, qualguer sistema que seja passivel de ser inearizado por realimentacao,
e representavel atraves de m cadeias de integradores, ja que todos os sistenas lineares tém essa
caracteristica. Pelo exposto anteriormente, € entao possivel concluir que qualquer sistema hinearizavel
por realimentacao @ um sistema diferencialmente plano, pois pode ser colocado na forma de uma
cadeia de integradores, cujas saidas planas sao as proprias saidas das cadeia de integradares,

A

Model cinematico de um cano.
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2.2 Exemplos
Para melhor compreensao dos conceitos referentes a sistemas diferencialmente planos, apresentam-se
agora alguns exemplos deste tipe de sistema.

Um sistema Lagrangiano totalmente actuado com a forma:
M(z,%)i + C(z. &)z + K(z) = F, (12)

em que x representa o estado do sistema e £ = dim x representa a actuagao, € um sistema diferen-
cialmente plano. Isto acontece porque, conforme se pode analisar pela equacdo anterior, & passivel
determinar todas as variaveis de estado e F a partir das saidas planas x. Sistemas que nao sejam
totalmente actuados podem ser aproximados a sistemas totalmente actuados. Um exemplo desta
situagdo € o veiculo subaqudtico comandado remotamente (ROV) existente no Laboratério de Sistemas
e Tecnologia Subaquatica (LSTS). Este veiculo, apesar de ter somente 4 actuadores, tem duas vanavers
de estado (roll e pitch) que sao estdvers, dada a distancia entre o ponto de aplicacao da forca de
impulsao e do peso ser muito maior que zero, e sao pouco perturbadas pelos actuadores do veiculo
(Fraga, 2002). Assim, a abordagem sera gerar trajectdrias que minimizermn o esforco de actuacao no roll
e pitch provocados pelos propulsores do veiculo. A accao dos propulsares nestas variaveis sao consideradas
perturbacoes e por isso ha necessidade de as minimizar. Esta solucao permitird manter estas variaveis
dentro de uma gama de variacao reduzida implicando uma melhoria do desempenho de missoes de
inspeccao subaquatica.

Qutio sisterna que se enguadra na classe de sistemas diferencialmente planos € o exemplo do carro
cinematico que se representa na figura 3 (considerando que as rodas & permitido rolar mas nao deslizar):

T =cosf. cos ¢.v;

y =sinf. cos o1y
(13)

8= T sin gy
» =12

em que (x y) representa as coordenadas do ponte intermédio do eixo traseiro, 8 € o angulo entie a
horizontal e o carro, ¢ € o angulo de conducao das rodas dianteiras, v. é a velocidade das rodas
dianteiras, v, & a velocidade do angulo de conducac e /€ a distanua entre o eixo dianteiro e traseno.
Este sistena e diferencialmente plano sendo as suas saidas planas (x, y) a posicao do eixo traseiro,
Atraves da especificacao destas vandvers e suas derivadas até 3 ordem 2 todas as outras variavers de
estado e entrada (8, ¢, v., v,) vem definidas em funcac dessa especificacao. Conforme € possivel
observar neste exemplo, a determinacao das saidas planas & feita pela andlise das equacoes do sistema
€ nao atraves de um metodo bem estabeleaido. Em (Murray et al, 1995), é possivel encontrar um conjunto
de sisternas em que Jd sao conhecidas as suas saidas planas e em (Fraga, 2002) sao apresentados dois exem-
plos em que se mostra que duas classes de veiculos subaguaticos sao sistemas diferencialmente planos.

I METODOS PARA A GERACAQ DE TRAJECTORIAS

O problemna que se pretende resolver consiste em, dada a trajectoria das varidveis planas, encontrar uma
trajectdria para as variavels de estado e entrada do sisterna num horizonte de tempo finito [t, 1] As
trajectonas definidas para as vandvers planas serdo aproximadas por polindmics para possibiitar o
ralculo simbalico da sua derivada, permitindo assim melherar o desempenho computacional.

3.1 Conducao ponto-a-ponto

0O problema de geracdo de trajectorias mais simples ¢ o que trata de levar o estado do sisterna de um
ponto a outro do espaco de estados. Isto acontece porque € fornecido o estado inicial e o finat pretendida
paia dois instantes de tempo distintas. Suponha-se que se pretende guiar o sisterna de x(t ) = x. para
(1) = x,. Assumindo que as entradas do sistema, e suas derivadas sac especificadas para ¢, e t, entao
€ possivel determinar o valor das saidas planas do sistema, e suas denivadas, no instante inicial e final
(equacao 1). Apds determinacao dos valores iniciais e finais das saidas planas & possivel parametrniza-
las para o intervalo de tempao ¢, t]. Assim, tem-se que:

5i(t) = Z Ao, (t)
J_

——
=

onde ¢,(¢) representa uma base de funcoes que,
atraves de uma combinacac linear dada por meio
da matriz A, permite-nos obter o valor das saidas
planas. Para se obter os coeficientes A & necessa-
rio resolver o seguinte sistema de equacoes:

zi(te) = Z A9 (to)

35”(30) = Z A@j(ﬁ;”(t{])

j (15)
2ilts) =Y Aidyty)
i

ANt =Y Al ty).
J

Para que este sistema tenha solugao, € necessario
que a base de funcbes ¢ (normalmente estas
funcces sao polm(’)mlds) tenha dimensao
suficiente, ou seja, je [1..2(/+1)] Se a dmensao
do estado do sistema for n e a dimensao das
entradas for m, entao existem 2(m(/ + 13}
coeficientes A, para determinar. Assim, o problema
de sequimento ponto a ponto reduz-se a resolugao
de um sistena linear com 2(m({/+ 1)) incognitas.
Neste problema pode-se sobreparametnizar as
saidas planas do sistema de modo a ser possivel
obter um grau de liberdade extra. Com esta
sobreparametrizacao, Nao so consequir-se-a guiar
o0 sistema de um ponto inicial para outro ponto
final, come também minimizar uma funcao custo
que se pretenda implementar para o sistema.

Exemplo 1. Considere-se um sistema com duas
saidas planas 7 e 7, 1sto é /=1, 2 logo m = 2. Se
forem necessarias 3 derivadas das saidas planas
para se determinar o estado do sistema (equacac
2) serao necessanios 8 palindmios (de grau entre
0e7) para se obter a solugao da equacac 15. Isto
acontece porgue fica-se com um sistema de 8
equacoes com & incognitas para cada saida plana,
permitindo assim obter 05 16 coeficientes 4 .

Apds determinacao dos coeficientes A€
necessano calcular um numero suficiente de
pontas das vanavels de estado e de entrada do
sistemna, a partic da trajectoria parametrizada e
usando a equacac 2 (figura 4}, Quanto maior for
0 numero de pontas calculados para as varigvels

‘de estado e de entrada do sistema, no intervaio

[t, t] melhor sera o desempenho deste. Ista
acontece porgque conseque-se determinar com
maior frequéncia as entradas adequadas a aphcar
ao sistema, consequindo-se assim uma melho
execucao da trajectdria planeada para as saidas
planas. A determinacao das vanavers de estado e
de entiada do sistema resulta, normalmente, da
resolucdo de um sistema de equacdes nao
lineares.

robética E



Poanumietruss;ia
AU el n'l/
i EIR IS LT ]
Tewmpeo comgratacio 1
determinas N i
potition i iR 5,
cliculo da l % —
[N 0 [ L i

ﬁ.urﬂ PP L]
(.u.]/—\—’

(£
Figura 4

Em (Nieuwstadt, 1997}, sao apresentados alguns
resultados experimentais usando esta técnica, e
conclui-se que o tempo computacional para
calcular o estado e entrada, a partir das saidas
planas do sistema, e superior ao tempo que leva
a determinar os parametios da equagao 15,
mesmo que se tenham expressoes simbolicas
relacionando as saidas planas com os estados e
entradas do sistema. Usando este resultado, pode-
se concluir que o factor que tem maior influéncia
no tempo de calculo da trajectona do sistema é o
numero de pontos (x, ) a determinar a partir das
saidas planas do sisterna. Notar que aqui refere-se
ao tempo de calculo da trajectdria como sendo o
tempo necessdrio para determinar a parame-
trizagao das saidas planas mais a determinacao
dos N pontos (x, u). Assim, para se realizar a con-
ducao de um ponto do espaco de estados para
outro € necessario despender esse tempo de
computacao antes de se dar inicic a execucao da
trajectoria, que sera tanto maicr quanto maior for
a precisac especificada para a execucao da
trajectoria desejada.

A titulo de exemplo, na figura S sao apresentadas
as liajectdrias parametrizadas definidas para o
caso de se pretender conduzir o ROV referido na
secgac 2.2, wjo modelo dinamice (Fraga,
2002)(Gomes, 2002) e semelhante ao que se
apresenta na equacac 12, do ponto (x, v, 2 ¢, 6
) = (0, 0,0, 0,0, 0) no instante t0 = Os para o
ponta (x, v, Z ¢ 8,w) = (10,0, 5 0,0, 0) no
instante {, = 20s. As varidveis xyz correspondem
4 posicao inercial do centio de massa do veiculo
enquanto que ¢ @ wrepresentam a orientacao do
veiculo face a um referencial inercial. Para estes
pontos defimu-se que a veloaidade incial e final
do veiculo é igual a zero. Na figura 5 sé sac
apresentadas as varidveis xz pois as restantes sao
todas iguais a zero.

3.2 Trajectérias Aproximadas pelo Método
dos Minimos Quadrados

Aqora sera abordada a questao de geracao de
trajectorias no caso das saidas planas coincidirem
com as varidveis que se pretende fazer sequimen-
to, isto &, em vez de se definir um ponto inicial e

%

x[m]
w

z|m]
%

e
tirme [s]

Patamelnzacac das saidas planas

final entre os quais se pretende que o estado de sistema evolua, e definir a partir destes pontos uma
parametrizacac para as saidas planas (conducao ponto a ponto), especifica-se uma trajectona completa
para as saidas planas. Apesar de se definir uma trajectéria completa para as saidas planas entre dois
instantes de tempo, parametriza-se mesmo assim as saidas planas do mesmo modo que no caso da
conducao ponto a ponto. Isto acontece porque a determinacac do estado e entrada do sistema requerem
a diferenciacao das saidas planas até algumas ordens de grandeza (equacao 2), pelo que a parametrizacao
das saidas planas através de polindmios facilita essa diferenciacao. Se por um lado facilita a diferenciacao
das saidas planas, permitindo um processo computacional eficiente em termos de tempo despendido,
a parametrizacao realizada degrada a trajectoria definida inicialmente. Muitas vezes sena possivel
definir e sequir uma trajectdria mais proxima da definida, mas por razoes de implementacao dos
algoritmos de geracao de trajectérias permite-se uma relaxacao na definicac da trajectana, em favor
da eficiéncia computacional. No entanto, deve também ser considerade o caso da trajectéria nao ser
realizavel devido a impedimentos na actuacac, nomeadamente a saturacac dos actuadores. Neste
caso, a aproximacao da trajectéria definida por polindmics vai permitir uma suavizacao da trajectoria
definida inicialmente, possibilitando assim uma melheria no desempenho do sistemna.

A parametrizacao das saidas planas e obtida recorrendo a um problema de minimes quadrados, que
tendera a aproximar a paramelnizacac com a trajectona desejada para as saidas planas:

:.

ng'ﬂ (zal(s)— Ao(s)) T« W (s) % (za(s) — Ad(s))ds (16)
to

A representa o coeficiente da funcao base ¢ na saida plana 1, ¢(f) representa o vector de fungdes base
para o nstante {, 7, representa o valor desejado para as saidas planas do sistemna e W({) € uma matriz
de pesos variavel no tempo. A solucao para o problema anterior tem a sequinte forma:

A=M"1L (7
em que
ty
My= [ 6, Ws (o) (o)
ty
A (18)
L= / ?;(8)Wi;(s)za;(s)ds.
ty
Deve-se notar que o problema ¢ desacoplado relativamente as diferentes saidas planas do sistema, j&
que é possivel calcular os coeficientes A para cada saida plana separadamente. O célculo de M7 &
realizado somente uma vez ¢ que torna o calculo da parametrizacao mas eficiente. Apds determinacao
desta parametrizacao procede-se do mesmo mode que na condugado ponto a ponto, no que se refere

a determinacao das varidveis de estado e de entrada do sistema. Todos as consideracies mantém-se,
nomeadamente as referentes ao nimero de pontos a considerar para implementar a trajectona,

E possivel usar esta formulacao do problema para gerar trajectdrias que minimizem o esforco de
actuacao. Esta situacac € Otil para o veiculo subaquatico mencionado na seccao 2.2, no caso de se
pretender aproximar o modelo de seis graus de liberdade para outio totalmente actuado e de ordem
quatro (Fraga, 2002). Esta aproximacao perritird desprezar o comportamento das variaveis de roll e
pitch, por haver pouca actuacao nestas, e tornar possivel o uso das propriedades dos sistemas
diferencialmente planos. A abordagem realizada consiste na geraracao de trajectorias usando a equacio
16 mas com uma parcela adicional que consiste num factor que minimize o esforco de actuacao:

min L (24(s) — AB(s))T » (24(s) — A(S))

(19)
+A(K? + M?)ds

.i automacac | contrela | instrumentacan



GERACAD: DE TRAJECTORIAS PARA SISTEMAS DIFERENCIALMENTE PLANOS

em que as vandveis KA representam o esforco de actuacao nas varidvers de estado de roll e pitch. 0
parametro A especifica uma solugao de compromisse entre o sequimento da trajectdria e a minimizagao
de esforce de actuacao. Quanto maior for o valor de A menor serd o esforco de actuacao mas pior serd
o sequimento da trajectona definida,

1V. CONCLUSOES

Neste artigo foi apresentada uma abordagem para o problema de geracac de trajectérias para sistemas
mecamcos. Foi mostrada a importancia de uma correcta geracao de tiajectonia para o borm desempenhao
de um sistema de controlo. A arquitectura da geracao de trajectonas € composta por trés modulos: 1)
especificacao da saida; 2) geracao de trajectdnas; 3) controlo, As principais vantagens desta arquitectura
residemn na modularidade da implementacac (desenvolvimento de trés madulos separadamente onde
tuturos melhoramentos podem ser facilmente incorporados) (Varaiya, 1997) e na possibilidade de
separacao do projecto nao linear (definicao de uma trajectoria a sequir pelo sistema) e o projecto linear
{controlo do sisterna em torno de uma trajectoria).

0 principal foco deste artigo foi a exploracao das propriedades de sistemas diferencialmente planos
para a geracao de trajectorias realizavers. Foram mostrados os principais resultados relacionados com
sistemas diferencialmente planos no que se refere ao controlo de sistemas nao lineares, A vantagem
do uso das saidas diferencialmente planas, quando disponivels, é que o problema de geracao de
lrajecténias € reduzido a um de caracter algébrico em vez de um problema de programacao dinamica.
Esta area de trabalho enquadra-se nos projectos que se encontram a decorrer (Pereira, 2001) (Gomes,
2002)(Fraga, 2002) no Laboratdrio de Sistemas e Tegnologias Subaquaticas (LSTS) da Faculdade de
Engenhana da Universidade do Porto (FEUP), em particular nos projectos de controlo de veiculos
subaquatico auténemos e semi-auténomos existentes nesse laboratérno.
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