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Sumario

O Métodos dos Elementos Finitos tem vindo, desde o seu aparecimento como ferramenta de
analise em problemas de elasticidade, a ser utilizado nos mais diversos dominios da fisica. O
seu objectivo é modelar o sistema em estudo por um numero finito de elementos mais simples
e obter uma aproximacéo para o do sistema a partir dos varios elementos agrupados.

Uma das areas onde a utilizacdo do Método dos Elementos Finito tem vindo a expandir € a
da Visdo por Computador. Nesta area a sua utilizacdo € util na modelizagcdo, no
emparelhamento e seguimento de objectos.

Recentemente tem vindo a ser reportada a utilizacdo do Método dos Elementos Finitos no
dominio da Realidade Virtual nomeadamente na simulacéo de operaces cirargicas.

Com tal utilizacdo do Método dos Elementos Finitos torna-se util uma simples introdugéo
ao mesmo. Assim nesta comunicacgdo é apresentado o método, as suas fungdes de forma, os
varios elementos isoparamétricos utilizados, a sua formulacdo hierarquica, as condicGes de
convergéncia e o “Patch Test”, algumas técnicas de integracdo numerica e definicdes
utilizadas na sua derivacéo.
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1 - Introdugédo ao Método dos Elementos Finitos

O aumento da complexidade das estruturas e da capacidade dos computadores favoreceu o
aparecimento de novos métodos de analise nomeadamente o método dos elementos finitos.
Apos esta utilizagdo inicial, em problemas de elasticidade [Bathe, 1996; Gomes, 1995; Martins,
a; Segerlind, 1984; Oliveira, 1990], a mesma foi se rapidamente estendendo a outros dominios
como o da transferéncia de calor e da mecanica dos fluidos [Bathe, 1996; Segerlind, 1984], do
electromagnetismo, das vibragdes mecanicas e acusticas [Bathe, 1996; Kelly, 1993; Meirovitch,
1986], da visdo por computador', da computacdo grafica [Essa, 1992; Pentland, 1989;
Pentland, 1989a], da realidade virtual (nomeadamente em simulacdes cirurgicas [Bro-Nielsen,
1996; Keeve, 1996]), etc. O objectivo do método ¢ a obtencdo de uma formulagdo que possa
explorar a analise, de forma automatica, de sistemas complexos, e/ou irregulares, por
intermédio de programas computacionais. Para atingir tal objectivo, o método considera o
sistema global como equivalente a um agrupamento de elementos finitos no qual cada um
destes ¢ uma estrutura continua mais simples. Impondo que em certos pontos comuns a varios
elementos, designados por nodos ou nds, os deslocamentos sejam compativeis e as forcas
internas em equilibro o sistema global, resultante do agrupamento, reage como uma unica
entidade.

Apesar do método dos elementos finitos considerar os elementos individuais como
continuos ¢, na sua esséncia, um procedimento de discretizacdo pois exprime o0s
deslocamentos (e a partir destes por diferenciagdo as deformacdes e, no caso de
comportamento linear utilizando-se a lei de Hooke [Timoshenko, 1970], a partir destas as
tensdes) em qualquer ponto do elemento continuo em termos de um nimero finito de
deslocamentos nos pontos nodais multiplicados por fungdes de interpolagdo’® apropriadas. A
vantagem do método € que a equagdo de movimento para o sistema global pode ser obtida
pelo agrupamento das equagdes determinadas individualmente para cada elemento finito
utilizado na modelizagdo. O movimento em qualquer ponto no interior de cada um destes
elementos ¢ obtido por intermédio de interpolacdo sendo, geralmente, as fungdes de
interpolagdo polinomios de grau reduzido e iguais para elementos do mesmo tipo.

Uma outra vantagem do método dos elementos finitos ¢ a facilidade com que a sua
generalizacdo pode ser conseguida para a resolucdo de problemas bidimensionais e
tridimensionais constituidos por varios materiais diferentes e com fronteiras irregulares.

Os passos essenciais de uma solugdo numérica pelo método dos elementos finitos sao os
seguintes:

1. Subdivisdo do sistema global continuo em elementos finitos;

! Desde a primeira utilizagdo do método dos elementos finitos por Pentland em 1989, [Pentland, 1989], no dominio da visdo
por computador que a mesma tem vindo a generalizar-se as suas diferentes areas; nomeadamente:

e na analise de movimento 2D e 3D rigido e ndo rigido [Benayoun, 1994, 1994a; Cootes, 1995; Nastar, 1994, 1994a;
Pentland, 1991; Sclaroff, 1994a];

e na obtencdo de estruturas 2D ¢ 3D [Cohen, 1991; Kakadiaris, 1997; Pentland, 1991];

e na analise de faces [Essa, 1995];

o na analise de objectos deformaveis 2D e 3D [Mclnermey, 1996; Park, 1996; Pentland, 1990; Pentland, 1991a];
e representagdo de imagens 2D e 3D [Moulin, 1992];

e registro de imagens e modelos 2D e 3D [Syn, 1995a];

e descrigdo de objectos 2D e 3D [Syn, 1995; Sclaroff, 1993, 1994, 1994b, 1995, 1995a].

% Também designadas por fungdes de forma.
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2. Para cada elemento finito m cadlculo da matriz de rigidez [K(m)] e, para problemas
dinamicos, da matriz de massa [M (m)] e da matriz de amortecimento dependente da

velocidade [C (m)] relativamente a um referencial local conveniente;

3. Determinagdo para o sistema global da matriz de rigidez [K] e, para problemas
dindmicos, da matriz de massa [M] e da matriz de amortecimento dependente da

velocidade [C] por agrupamento das matrizes de cada elemento finito utilizado na
modelizagdo expressas relativamente a um mesmo sistema de referéncia global,;

4. Determinagdo do vector das cargas aplicadas ao sistema global {R} ;

5. Estabelecimento das equacoes de movimento para o sistema global
[m]{ 0} +[c]{ 0} +[K]{U} = {R}:

6. Calculo das variaveis do problema em questdo; tais como: deslocamentos,
velocidades, deformagoes e tensoes.

O método dos elementos finitos apresenta diversas formulagdes possiveis. Em problemas
estaticos, por exemplo no caso da andlise estrutural, ¢ comum derivar-se a matriz de rigidez
utilizando-se a abordagem directa que consiste no relacionamento do vector dos
deslocamentos nodais com o vector das forgas nodais. Tal abordagem apresenta algumas
dificuldades em problemas dindmicos, tais como na andlise de vibragdes, sendo preferivel
neste tipo de problemas obter-se para cada elemento individual a derivagdo das matrizes de
elementos finitos de rigidez, de massa e do vector das for¢as ndo conservativas nodais a partir
respectivamente da energia cinética, da energia potencial e da expressdo dos trabalhos
virtuais, Apéndice A.8; esta abordagem ¢ geralmente designada por abordagem variacional.

Note-se que o método dos elementos finitos ndo da, em principio, solugdes exactas. No
entanto a medida que usamos mais e mais elementos na modelizagdo deve a solugdo obtida
convergir para a solu¢do exacta. Verifica-se que do ponto de vista custo/precisdo ¢ mais
vantajoso usar poucos elementos complexos de que muitos elementos simples.

No ponto seguinte desta comunicagdo ¢ apresentada a formulagdo do método dos
elementos finitos; no terceiro ponto ¢ apresentado, de forma breve, a versao hierdrquica do
método; no quarto ponto sdo apresentadas as fungdes de forma; as funcdes de forma mais
complexas, como por exemplo as da familia de Lagrange e de Serendipity e as utilizadas em
elementos isoparamétricos, sdo apresentadas no quinto ponto; no sexto ponto ¢ descrito como
se podem obter as deformagdes e as tensdes no interior de cada elemento apds a determinacao
dos seus deslocamentos nodais; as condi¢des de convergéncia do método sdo discutidas no
sétimo ponto inclusive um teste que ¢ bastante comum em andlises de problemas de
elasticidade o “patch test”; como nem sempre € possivel a integragao de forma analitica, das
diferentes expressdoes do método, métodos de integracdo numéricos sao necessarios assim
alguns destes métodos sdo apresentados no oitavo ponto; algumas conclusdes sdo
apresentadas no nono, e ultimo, ponto; em apéndice sdo apresentadas algumas defini¢des
utilizadas na derivacdo do método e alguns exemplos de determinacdo das matrizes
envolvidas para dois elementos finitos simples.
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2 - Formulagdo do Método dos Elementos Finitos

Neste ponto sdo derivadas as equagdes que governam o método dos elementos finitos. Em
primeiro lugar consideremos um corpo tridimensional geral, Figura 1.

Rey,
A4
ponto nodal j
elemento finito m
X U

Su

Figura 1 - Corpo tridimensional geral com um elemento finito tridimensional de oito nos.

No método dos elementos finitos o corpo em questdo, Figura I, ¢ aproximado pela
consideracdo que o mesmo ¢ equivalente a um conjunto de elementos finitos discretos
agrupados, de forma adequada, pelos pontos nodais, também designados por nodos ou nds,
localizados nas fronteiras dos mesmos. Os deslocamentos referenciados num sistema de
coordenadas local (x, y,z), a ser escolhido de forma conveniente, no interior de cada elemento
sdo assumidos como sendo fungdo dos deslocamentos dos N nodos do mesmo. Deste modo,
para o elemento m temos:

{”(m)} w2~ [N (m)] @.2) { U }
Eq. 1

onde [N (m)] ¢ a matriz das fun¢des de forma, por vezes também designada por matriz de

interpolacdo dos deslocamentos, o indice m significa elemento m, e {U} ¢ o vector dos
deslocamentos globais dos pontos nodais com trés componentes U, V; e W, incluindo os

deslocamentos nos suportes do conjunto agrupado; por exemplo {U} ¢ um vector de
dimensao 3N:
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AT
Este vector pode ser escrito de forma simplificada como:

{(AJ}TZ[ u U, Uy - Un]

onde U, representa um deslocamento segundo uma qualquer direc¢do X, Y ou Z, ou mesmo

segundo uma direc¢@o ndo alinhada com estes eixos coordenados mas alinhados com os eixos
de um outro sistema de coordenadas local, e também pode significar uma rotagdo. Como

{U } inclui os deslocamentos, e rotagdes, nos pontos de suporte do conjunto agrupado, numa

fase seguinte ¢ necessario impor os valores conhecidos de {(A] } antes de resolver o problema
para os deslocamentos nodais ndo conhecidos.

Na Figura 1 esta representado um elemento finito tipico para uma modelizagdo possivel
para o corpo. Este elemento tem oito nods, um em cada um dos seus vértices, e pode ser
interpretado como um elemento finito 3D equivalente a um tijolo. Deveremos interpretar a
modelizacdo como uma construcdo de elementos deste tipo agrupados de forma a ndo
existirem falhas entre os varios dominios de cada elemento. O elemento considerado ¢ apenas
um exemplo; na pratica podem ser utilizados elementos com geometrias diferentes e com nos
no interior das faces e no interior dos mesmos.

A escolha do elemento e a constru¢do das correspondentes entradas na matriz [N (m)] (que
depende da sua geometria, do seu numero de nds/graus de liberdade, e dos requisitos de
convergéncia) constituem as etapas basicas do método dos elementos finitos.

Apesar de todos os deslocamentos nodais estarem representados no vector {(A] }, devemos
notar que para um dado elemento apenas os deslocamentos nos seus nodos afecta a
distribuicdo dos deslocamentos e das deformagdes no interior do mesmo.

Assumindo os deslocamentos da Eq. I podemos agora determinar as deformacdes do
elemento correspondentes:

{g (m)} w2~ [B (m)](xay,Z) { (A]}

Eq. 2

onde a matriz [B('")], geralmente designada por matriz de deformacdo, relaciona os
deslocamentos com as deformagdes e ¢ obtida pela apropriada derivacdo e combinagdo das

linhas da matriz [N (m)].

O proposito de definir os deslocamentos e as deformacdes do elemento em termos do
vector dos deslocamentos nodais do conjunto agrupado pode por agora ainda ndo ser obvio.
Contudo, serd verificado que procedendo desta forma, a utilizacdo da Eq. 2 e da Eq. 62 no
principio dos deslocamentos virtuais permite, de forma automatica, um processo eficiente de
agrupamento das matrizes e dos vectores dos elementos nas matrizes do sistema global. Este
processo de agrupamento ¢ designado pelo método directo de rigidez’.

3 . . - . . ~ . . . .
O método directo de rigidez é a designac@o dada ao procedimento de incorporar as matrizes dos elementos no sistema final
de equagdes. O método ¢ simples e directo. Os valores numéricos dos noés 7 e j para um elemento especifico sdo inseridos nas

colunas de [K (m)] e [M(m)] e ao longo das linhas de [K (m)], [M (m)] e {R(m)}, isto é:
i J i J
M ; ; R | i
w7 _ 11 12 l ] _ 11 12 1 m\ _ 1
IV I B S B I I T B

21 22 J 21 22

|
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As tensoes num elemento finito estdo relacionadas com as deformacdes do mesmo e com
as suas tensoes iniciais pela expressao:

{0 [0 {7} + {1}

Eq.

onde [D(m)] ¢ a matriz de elasticidade para o elemento m e {OJ('")} ¢ o vector das conhecidas

tensdes inicias para o mesmo. A lei para o material esta especificada na matriz [D(m)] e pode
ser quer para um elemento isotropico quer para anisotropico € pode variar de elemento para
elemento.

Utilizando os deslocamentos no interior de cada elemento, como descritos na Eq. 1,
pode-se agora derivar as equagdes de equilibrio que correspondem aos deslocamentos nodais
do conjunto de elementos finitos devidamente agrupado. Em primeiro, reescrevemos a Eq. 76
como uma soma de integracdes sobre o volume e areas de todos os elementos finitos
utilizados na discretizagdo do corpo:

X[ty {ompar =3 [{am} v
e e

> [laey{petase + 3 ) (R

m Sl(m,.u,S (m) i

q

Eq. 4

O procedimento directo de rigidez ¢ facilmente entendido recorrendo-se a um simples exemplo. Utilizando-se a seguinte
matriz de rigidez, para a matriz de massa o procedimento ¢ idéntico, e o seguinte vector de forgas:

i ierof)

para um elemento linear entre os nodos 2 e 3 (i=2,j=3). Utilizando i e j obtemos:

2 3

1225 =f

e a localizagd@o destes coeficientes na matriz global de rigidez [K] e no vector global de cargas {R} €
e 4 ¢adicionadoa K ;
e 6 ¢adicionadoa K ;
e 5¢adicionadoa K, ;
e 7 ¢adicionado a K ;
e 8 ¢adicionadoa R ;

e 9¢adicionadoaR,.

K

23°

K

322

K

Neste exemplo ¢ utilizada a expressio é adicionado pois podem existir contribuicdes a K .

- R, e R, de outros
elementos que ndo foram considerados.
Como se depreende deste exemplo o método directo de rigidez ¢ facilmente implementado num programa

computacional.
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onde m=1,2,...,L, onde L é o nimero de elementos e Sl('”), ...,Sq(’”) representa as superficies

do elemento m que pertencem a superficie S do corpo. Para elementos totalmente rodeados
por outros ndo existe este tipo de superficie; contudo, para elementos na superficie do corpo
uma ou mais superficies deste tipo sdo incluidas no integral das for¢as que actuam sobre a
mesma. Note-se que foi assumido que na Eq. 4 os nodos estao localizados nos pontos onde as
cargas concentradas estdo aplicadas, apesar de uma carga concentrada poder obviamente ser
incluida no integral de forgas de superficie.

E importante notar que desde que as integra¢des na Eq. 4 sejam executadas sobre os
volumes e superficies dos elementos utilizados - por razdes de eficiéncia para cada elemento
pode ser utilizado nos célculos um diferente e qualquer sistema de coordenadas conveniente -
apesar de tudo, para um dado campo dos deslocamentos virtuais, o trabalho interno virtual ¢
um numero, assim como também o ¢ o trabalho externo virtual, e este numero pode ser
determinado por integragdo utilizando um qualquer sistema de coordenadas. Obviamente que
¢ assumido que para cada integral na Eq. 4 ¢ utilizado um tUnico sistema de coordenadas para

todas as varidveis; por exemplo, o vector {u™} esta definido no mesmo sistema de

coordenadas do vector { f B(m)} .

As relagdes na Eq. I e na Eq. 2 foram obtidas para os deslocamentos e deformagdes
desconhecidos e reais do elemento. Na utilizacdo do principio dos deslocamentos virtuais,
Apéndice A.3, pode-se utilizar as mesmas consideragdes para os deslocamentos e deformagdes
virtuais:

{u( ))}(x,y,z)_ [N(m)] { U} {g(m)}(xyz) (M) { U}

Desta forma as matrizes de rigidez ¢ de massa do elemento serdo matrizes simétricas.
Se proceder-se a substitui¢do na Eq. 4 obtemos:

{5} ZJ[B(m)]T[C(m)] [B(m)]dV<m> {IAJ} _ { 5}T ZJ[N(m)]T{fB(m)}dV(’n)

"z Wﬂ (romyas| |5 j B (o} ar™ |, gp

Eq. 5

onde as matrizes de interpolacdo dos deslocamentos na superficie [N S(m)] sdo obtidas a partir

das matrizes de interpolacdo dos deslocamentos [N (m)] da Eq. 1 por adequada substitui¢do

das coordenadas da superficie do elemento e {Rc} ¢ o vector das cargas concentradas
aplicadas nos no6s dos elementos agrupados.

Deveremos notar que a componente i do vector {Rc} ¢ a forca nodal concentrada que

corresponde a componente i do vector de deslocamentos {U} Na Eq. 5 os vectores de

deslocamentos nodais {ﬁ } e { U } do conjunto agrupado sdo independentes do elemento m

e assim foram retirados do interior dos somatorios.
Para obter a partir da Eq. 5 as equacdes para os deslocamentos nodais desconhecidos,
aplica-se o principio dos deslocamentos virtuais n vezes impondo deslocamentos virtuais

A
unitarios a todas as componentes do vector {U } Na primeira aplicacdo obtemos
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{ﬁ } = {el}, na segunda aplicacao {(A] } = {ez}, e por adiante, até que na aplicacdo n

obtemos { U } = {e, }, resultando assim:
[K]{U} = 1R}
Eq. 6

onde estd omitida a matriz identidade [ 7], devido aos deslocamentos virtuais de cada lado da
equagdo, € o vector {R} é:
{R} = {Ry} + {Rs} — {R;} + {R(}
Eq. 7
e, como a partir de agora sera referenciado, o vector para os deslocamentos nodais

desconhecidos esté referenciado como { U} (isto &, {U} = {ﬁ } ).
A matriz [ K] é a matriz de rigidez para o sistema global:

J (5] [c™][8*]ar™
K=y

(]

Eq. 8

O vector de carga {R} inclui o efeito das forgas de corpo:

|10

{RB} =z - >
T

o efeito das forgas de superficie:

Eq. 9

J[ NS(’”’] T [fS(m)] 45™
(R =3 s ,
T

o efeito da tensdo inicial:

J [ B(m)]T {0 qy

{Rl} = z C >
m {R}m)}

Eq. 10

Eq. 11

e as cargas concentradas {R_}.
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Nota-se que o somatodrio dos integrais de volume na Eg. 8§ exprime a adicao directa das
matrizes de rigidez dos elementos utilizados [K(m)] para obter-se a matriz de rigidez do

sistema global [K]. Da mesma modo, o agrupamento do vector de forgas de corpo {R,} é
determinada pela adicdo directa dos vectores das forcas de corpo dos elementos utilizados

{R\™}; e os vectores {Rs} ¢ {R,} sdo obtidos de forma similar. O processo de agrupamento

das matrizes e dos vectores dos elementos por esta adicdo directa ¢ designado pelo método
directo de rigidez.

Esta escrita elegante do processo de agrupamento baseia-se em dois factores principais:
primeiro, as dimensdes de todas as matrizes, e de todos os vectores, a serem somadas sdo as
mesmas e, segundo, os graus de liberdade de cada elemento sdo iguais aos graus de liberdade
do conjunto agrupado. Evidentemente que na pratica apenas as linhas e colunas diferentes de
zero para as matrizes e vectores de cada elemento sdo calculadas, correspondendo aos
verdadeiros graus de liberdade nodais de cada elemento, e o agrupamento ¢ executado
utilizando para cada elemento um vector de conectividade no qual sdo guardados os indices
dos graus de liberdade para o elemento em termos do conjunto agrupado. Na pratica, também,
as matrizes ¢ os vectores de cada elemento finito podem ser primeiramente calculadas
relativamente aos seus graus de liberdade locais, nao alinhados com os graus de liberdade do
conjunto agrupado; neste caso, antes de se proceder ao agrupamento deve-se realizar uma
transformagdo das matrizes e vectores dos graus de liberdade locais para os graus de liberdade
globais. Isto equivale a transformar o sistema de coordenadas local, no qual estdo
referenciados os graus de liberdade locais, no sistema de coordenadas global, no qual estao
referenciados os graus de liberdade globais.

A Eq. 6 ¢é a equacdo de equilibrio estatico para o sistema global. Nas consideragdes deste
equilibrio as forcas aplicadas podem variar com o tempo; neste caso, os deslocamentos
também variaram com o tempo e a Eq. 6 ¢ a equacao de equilibrio para qualquer ponto
especifico no tempo. Contudo, se as forcas sdo realmente aplicadas de forma rapida as forcas
de inércia necessitam de ser consideradas; isto €, € necessario resolver um verdadeiro sistema
dindmico. Utilizando-se o principio de Alembert, Apéndice A.5, pode-se simplesmente incluir
as forcas de inércia como parte das forcas de corpo. Assumindo que as aceleragdes sao
aproximadas do mesma maneira que os deslocamentos na Eg. 7 a contribuicdo das forgas

totais de corpo no vector das cargas {R} ¢ (com o sistema de coordenadas X, Y, Z
estacionario):

{Rs} = ZJ[N Lo} - po [N {7} Jar

Eq. 12

B o o LR ~
onde os vectores {f (m)} ja ndo incluem as forcas de inércia, {U } ¢ o vector das aceleragdes

nodais (isto &, a segunda derivada de {U} em relagdo ao tempo), p™ é a densidade de massa
do elemento m. Neste caso as equacdes de equilibrio resultantes sdo:

(M) {0} +[K]{U} = {R}

onde {R} e {U} sio dependentes do tempo. A matriz [M] é a matriz de massa para o
sistema global:
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pm[N™] T[ N ay

)

.
T[]

A matriz de massa [M] ¢ sempre definida positivamente pois a energia cinética ¢ sempre

positiva; no entanto, a matriz de rigidez [K] pode ou nao ser dependendo do sistema global
em questdo (a energia potencial pode ser positiva ou negativa). Em problemas de vibragdes

surgem trés situagdes interessantes [Kelly, 1993; Meirovitch, 1986]: quando a matriz [K]
também ¢ definida positivamente, o sistema global ¢ designado por sistema definido
positivamente ¢ o movimento ¢ do tipo vibracdo em modo livre ndo amortecido; quando a

matriz [K] é apenas semidefinida positivamente, entio o sistema é designado por sistema
semidefinido positivamente € o movimento também ¢ designado do tipo vibragdo em modo
livre ndo amortecido mas movimento rigido ¢ possivel pois sistemas semidefinidos ndo sdao
restringidos (isto €, tais sistemas sdo suportados de maneira que movimento rigido do mesmo

pode acontecer); para sistemas instaveis, a matriz [K] nao ¢ definida positivamente. Em

problemas estaticos de estruturas a matriz de rigidez do sistema [K] é sempre simétrica e
definida positivamente com os elementos da diagonal sempre positivos e bastante superiores
aos restantes elementos de cada linha.

Na medi¢ao das respostas dinadmicas reais do sistema global ¢ observado que a energia ¢
dissipada durante a vibracao; na analise de vibragdes tal dissipacao ¢ geralmente considerada
pela introdugdo de forcas de amortecimento dependentes da velocidade. Introduzindo estas
forcas como contribui¢des adicionais as for¢as de corpo obtemos, correspondendo a Eq. 12:

(1 = [T L) =00} e v} o

B o o .
Neste caso os vectores {f ('")} ja nao incluem as forcas de inércia nem de amortecimento

dependente da velocidade, {U } ¢ o vector das velocidades nodais (isto ¢ a primeira derivada

de {U} em relagdo ao tempo), e k™ & o parAmetro de amortecimento para o elemento m.
Neste caso, as equagdes de equilibrio resultantes sdo:

[M]{ 0} +[c]{ 0} +[K]{U} = {R}

onde [ C] é a matriz de amortecimento do sistema global:

j K[ N™] ! [N ]ar
po

[c]=3"

T e
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Na prética ¢ dificil, se ndo impossivel, determinar para sistemas gerais de elementos finitos
os parametros de amortecimento para os elementos que os constituem, particularmente porque
as propriedades de amortecimento sdo dependentes da frequéncia. Por esta razdo, a matriz
[C] nao ¢ geralmente agrupada a partir das matrizes de amortecimentos dos elementos mas ¢
construida utilizando-se as matrizes de massa e de rigidez do sistema global conjuntamente
com resultados experimentais do valor do montante de amortecimento. Assim a matriz de
amortecimento do sistema [C] é uma combinago linear de poténcias das matrizes de massa

[M] e de rigidez [K] do mesmo, isto é:
[C]=al&] +p[M]

onde a e [ sdo valores reais € » ¢ s sdo valores inteiros; nestes casos, 0 amortecimento ¢
designado por proporcional. Se r e s sdo iguais a um, entdo o amortecimento ¢ proporcional e
viscoso ficando a equagdo matricial de movimento para o sistema global com a forma:

[M1{T} +[alM]+ AIKTI{U} + [KI{U} = {R}.

Até este momento considerou-se que cada elemento individual apresenta nodos livres; isto
¢, nodos que podem sofrer deslocamentos sem nenhum tipo de restrigdes. A implicagdo ¢ que
o sistema global ndo esta restringido e pode sofrer movimentos rigidos e, desta forma, a

matriz [K] torna-se singular. Contudo muitos sistemas sdo suportados de forma a impedir
movimentos rigidos, o que ¢ reflectido nas condi¢des da fronteira geométrica. Outros
sistemas, designados por indeterminados, sdo suportados de maneira que os deslocamentos
sao nulos num nimero de pontos superior ao requerido para impedir 0 movimento rigido.

Um maneira simples de resolver o problema no qual a matriz [K] ¢ singular e o sistema ¢
suportado de tal maneira que um certo nimero de deslocamentos nodais sdo nulos ¢ eliminar

das matrizes [M], [C], [K] ¢ {F} o correspondente niimero de linhas e colunas que estdo
associadas aos nodos restringidos.

Em resumo uma andlise completa de um sistema pelo método dos elementos finitos
consiste no calculo da matriz de rigidez [K], e das matrizes de massa [M] e de

amortecimento [ C] numa anélise dinamica, e do vector das cargas {R}, resolvendo para os

deslocamentos {U} a partir da Eg. 6 (ou {U} , {U} , {U} a partir da Eq. /13 ouda Eq. 15), ¢
de seguida determinar as deformacgdes e as tensdes utilizando respectivamente a Eq. 2 e a Eq.
3.

2.1 - Graus de Liberdade Locais e Globais

A derivacdo das matrizes dos elementos permite concluir que ¢ mais facil e conveniente
estabelecer em primeiro lugar as matrizes correspondentes aos graus de liberdade locais do
elemento. A construcdo das matrizes do elemento finito que correspondem aos graus de
liberdade do sistema global (ou seja, aos graus de liberdade globais), utilizados na Eq. § até a
Eq. 14, podem posteriormente ser obtidas directamente pela identificagdo dos graus de
liberdade globais que correspondem aos graus de liberdade locais do mesmo. Contudo

considerando as matrizes [N (m)], [B('")], [K (m)], e por ai adiante, definidas relativamente aos
graus de liberdade globais apenas as linhas e colunas que correspondem aos graus de
liberdade do elemento tém entradas ndo nulas, e o objectivo principal na defini¢do destas
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matrizes especificas foi apenas o de ser possivel exprimir o processo de agrupamento das
matrizes dos elementos de uma maneira teoricamente elegante. Em implementagdes praticas,
do método dos elementos finitos, esta elegancia também esta presente; contudo, todas as
matrizes dos elementos sdo calculadas correspondendo apenas aos graus de liberdade de cada
elemento e posteriormente sao agrupadas directamente utilizando a correspondéncia entre os
graus de liberdade locais do mesmo e os graus de liberdade globais do conjunto agrupado.
Assim considerando apenas os graus de liberdade locais dos nodos do elemento incluidos no

vector {i} podemos escrever:

{uf =[N]{as

Eq. 16

onde as entradas no vector {u} sdo os deslocamentos do elemento medidos num qualquer
sistema de coordenadas local. A seguir também temos:

{ey =[B]{u}.

Considerando as relagdes na Eq. 16 e na Eq. 17 o facto de nenhum indice superior ser
utilizado nas matrizes de interpolacdo indica que as matrizes sao definidas relativamente aos
graus de liberdade locais do elemento em questdo. Utilizando as relagdes para as matrizes do
elemento de rigidez, de massa, e os calculos anteriormente utilizados para o vector de carga,
obtemos:

[K]=ﬁB]T[c] [B]av

(1)~ [ o[ [,

(o} = | 5T (v
{m) = [V 4"},
)= 81 {o"}av.

onde todas as variaveis sdo definidas como na Eg. 8§ até a Eq. 14, mas correspondendo aos
graus de liberdade locais do elemento finito considerado. Desde que as matrizes dadas na Egq.
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18 até a Eq. 22 estejam calculadas, podem ser agrupadas directamente, pelo processo descrito
anteriormente, determinando-se assim as matrizes para o sistema global.
Neste processo de agrupamento ¢ assumido que as direc¢des dos deslocamentos nodais do

elemento {u} na Eq. 16 sio as mesmas das direcges dos deslocamentos nodais globais {U}.
Contudo, geralmente ¢ conveniente comecar a derivacdo das matrizes e dos vectores

relativamente aos graus de liberdade locais do elemento {ii} que ndo necessariamente

alinhados com os graus de liberdade globais do sistema agrupado {ﬁ} Neste caso temos:

{uf =[N

{ay =[1]{u}

Eq. 24

onde a matriz [ T'] transforma os graus de liberdade {ﬁ} nos graus de liberdade {ﬁ} e a Eq.
24 corresponde a uma transformagdo de tensor de primeira ordem; as entradas na coluna j da
matriz [T] sdo os co-senos de direc¢do de um vector unitario correspondendo ao grau de

liberdade j do vector {ﬁ} quando medido segundo as direc¢des dos graus de liberdade {ﬁ}
Substituindo a Eq. 24 na Eq. 23, obtemos:

[V]=[N][7].
Eq. 25
Assim, identificando todas as matrizes de elementos finitos correspondendo aos graus de

liberdade {ﬁ} com um ~ sobre 0os mesmos, obtemos a partir da Eq. 25 ¢ da Eq. 18 até a Eq.
22:

[K]=[71"[R1[7]: [M] =[] [#][ 7]:
{RB} = [T]T{RB}; {Rs} = [T]T{ies}; {RI} = [T]T{Rl}-

Devemos notar que estas transformacdes também sdo utilizadas quando sdo impostos
deslocamentos na fronteira que nao correspondem aos graus de liberdade globais do sistema.
A Tabela I resume alguma da notacao utilizada.

@ Lo [N} ou {u} =[N] {0}

onde {u(m)} ¢ o vector dos deslocamentos no interior do elemento m fungédo das

coordenadas do elemento, { U} ¢ o vector dos deslocamentos nodais do sistema
global.

®) A{u}=[N{a}

onde {u} = {u(m)} e ¢ implicito que é considerado um elemento especifico,

{u} é o vector dos deslocamentos nodais do elemento em consideragio, as

entradas neste vector sdo os deslocamentos do vector {U } que pertencem ao

12
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elemento.

©  {uy-[¥]4a}

onde {i1} ¢ o vector de deslocamentos nodais de um elemento num sistema de

coordenadas diferente do sistema global (no qual {(A] } estd definido).

Tabela 1 - Sumario da nota¢do utilizada.

3 - Método dos Elementos Finitos Hierarquico

Como ¢ referido no Apéndice A.6 o método dos elementos finitos pode ser caracterizado
como um caso especial do método de Rayleigh-Ritz [Bathe, 1996, Meirovitch, 1986], com a
maior diferenca entre os dois situando-se na escolha das fun¢des admissiveis utilizadas nas
séries que representam a solu¢do. No método classico de Rayleigh-Ritz as fungdes
admissiveis sao fungdes globais; isto ¢, funcdes definidas em todo o dominio do sistema. Por
outro lado, no método dos eclementos finitos as fun¢des admissiveis sao funcdes locais
definidas apenas em pequenos sub dominios; estes sub dominios sdo estendidos por alguns
elementos e nulos nos restantes. Estas fungdes locais sdo geralmente muito simples tais como
polinémios de ordem baixa.

A resolugdo da solucdo do problema determinada pelo método de Rayleigh-Ritz pode ser
aumentada simplesmente pela utilizacdo de um maior nimero de fun¢des admissiveis nas
séries. Por outro lado, no método dos elementos finitos a resolugdo ¢ aumentada pelo
refinamento da malha de elementos finitos o que se traduz num aumento do numero de
elementos utilizados na discretizagdo. Tal refinamento implica a redug¢do na largura /# dos
elementos finitos. Por tal razdo, este procedimento ¢ designado como a versdo # do método
dos elementos finitos. Esta versdo ¢ caracterizada pelo facto de que o grau p dos polindmios
utilizados na aproximagao ¢ constante e geralmente de ordem reduzida.

Uma outra maneira de aumentar a resolucao do método dos elementos finitos € manter 4
constante e aumentar o nimero de polindmios sobre os elementos, o que implica o aumento
do grau p dos polindmios. Esta abordagem ¢ designada por versdo p do método dos elementos
finitos. Como na versao p a resolucao pretendida ¢ obtida pelo aumento do nimero das
fungdes admissiveis na aproximagao, esta versao ¢ similar ao método classico de
Rayleigh-Ritz. Obviamente que as diferengas se mantém pois no método classico de
Rayleigh-Ritz as fun¢des admissiveis utilizadas sdo globais enquanto na versdao p do método
dos elementos finitos sdo fungdes locais. Tal permite a versdo p uma grande versatilidade.
Além do mais, a taxa de convergéncia da versdo p pode ser mais elevada do que a do método
classico de Rayleigh-Ritz ou da versdo 4. Na versdo p do método dos elementos finitos ¢
possivel escolher as fungdes admissiveis a partir de uma variedade de conjuntos polinomiais
desde que estes sejam completos. Polindmios particularmente desejaveis sdo os designados
por hierarquicos, ponto 5.2.2.1, que tém a propriedade de que o conjunto de fungdes
correspondentes a uma aproximagdo polinomial de ordem p constitui um subconjunto do
conjunto de fungdes correspondentes a aproximacao de ordem p+ 1. Esta versao ¢ designada
por método dos elementos finitos hierarquico e ¢ caracterizado pelo facto de que as matrizes
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de massa ¢ de rigidez possuirem a propriedade de embeberem os elementos antigos*, de tal
forma que o principio de inclusdo ¢ verificado.

4 - Fungoées de Forma

A melhor maneira de resolver um qualquer problema fisico governado por uma equagao
diferencial € obter a solugdo analitica desta. Contudo, existem muitas situagdes para as quais ¢
dificil obter a desejada solugdo analitica: A regido em consideragdo pode ser muito irregular
de tal maneira que seja matematicamente impossivel descrever a sua fronteira; A
configuragdao pode ser composta por materiais diferentes cujas regides sejam de descricdo
matematica dificil; Podem estar envolvidos materiais anisotropicos e desta forma as equagdes
envolvem termos ndo lineares...

Um método numérico pode ser utilizado para obter uma solugdo aproximada quando nao
pode ser obtida uma solucdo analitica. Todas as solu¢cdes numéricas produzem valores em
pontos discretos para um dado conjunto de parametros independentes. O procedimento para a
solugdo completa ¢ repetido cada vez que estes parametros sdo alterados. Mesmo assim,
solugdes numéricas sdo mais desejaveis que nenhuma solugdo. Os valores calculados
fornecem informacao importante ha cerca do processo fisico mesmo sendo apenas em pontos
discretos.

Existem varios procedimentos para obter uma solugdo numérica para uma equagdo
diferencial e podem ser separados em trés classes: /) método das diferencas finitas; 2) método
variacional; 3) métodos de residuos pesados. As duas primeiras sao apresentadas de forma
sucinta a terceira ¢ descrita de forma mais extensiva nos pontos seguintes.

o Meétodo das diferencas finitas

O método das diferengas finitas aproxima as derivadas nas equacdes diferenciais que
governam o problema utilizando equagdes de diferencas. Este método ¢ 1til para a resolugao
de problemas de transferéncia de calor e em mecanica dos fluidos e funcionam bem para
regides bidimensionais com fronteiras paralelas aos eixos coordenadas. Contudo, o método ¢é
ineficaz quando as regides tém fronteiras curvas ou irregulares, e ¢ de dificil implementacao
computacional [Bathe, 1996].

e  Meétodo variacional

A abordagem variacional envolve o integral de uma fun¢do que produz um numero. Cada
nova fungao produz um novo nimero. A fun¢ao que produz o menor nimero tem a adicional
propriedade de satisfazer uma determinada equacdo diferencial. Para ajudar a clarificar esta
abordagem consideremos o integral:

4 . .. , . .
O facto das matrizes de massa e de rigidez possuirem a propriedade de embeberem os elementos antigos traduz que as
matrizes de ordem (n + 1) sdo construidas a partir das mesmas matrizes de ordem (#) acrescentando-se uma nova linha e
uma nova coluna sendo apenas necessario calcular estas novas entradas:

(n) (n)

(n+l)_ [M]

Esta propriedade pode ser utilizada para provar que os valores proprios A, determinados pelo método de Rayleigh-Ritz
satisfazem as desigualdades:

(n+1) () (n+1) (1)

A< A< A

1
<A< < A<a

n n

e que ¢ designado por principio da incluséo.
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H

o
Elf) —Qy}dx.

o[l

0

O valor numérico de IT pode ser calculado a partir de uma equagdo especifica y=7£(x).
Contudo, a abordagem variacional demonstra que a equagao particular y =g(x), a aquela que
origina o menor valor numérico para I, ¢ a solugdo para a equagdo diferencial:

d2
DEC-%+Q=O

com as condigdes de fronteira y(0) =y, e y(H)=y,,.

O processo pode ser invertido: dada uma equagdo diferencial, uma solugdo aproximada
pode ser obtida por substituicdo de funcdes candidatas diferentes no apropriado funcional; a
funcdo candidata que origina o menor valor para I1 ¢ a solugdo aproximada.

O método variacional ¢ a base para muitas formulagdes de elementos finitos mas tem uma
grande desvantagem: ndo ¢ aplicavel a qualquer equacgdo diferencial que contenha termos da
primeira derivada [Bathe, 1996].

4.1 - Aproximacao de Funcoes Utilizando Func¢des de Forma

A obtencao de uma solugdo numérica para dado problema, pelo método dos elementos finitos,

exige uma representagdao conveniente da fun¢do incdgnita por uma fungdo aproximada.

Seja uma fungdo @, com dominio €, a qual sobre a fronteira I" assume valores conhecidos
. Escolhendo uma fung¢do que respeite exactamente a condig¢ao de fronteira e um conjunto

¢

|r
de fungdes N, que se anulem ao longo desta, poderemos utilizar a seguinte expressdo para
definir a fun¢do aproximada:

M
= y+ Zai]vi
i~1
Eq. 26

sendo a;, comi=1,2,..., M, um conjunto de parametros a determinar.

As fungdes N, sdo conhecidas pela designagdo de fungdes de aproximagdo ou fungdes de
forma ou ainda por fungdes de interpolacdo. Os coeficientes a; sdo habitualmente designados

por parametros nodais e por vezes coincidem com o valor da fun¢do aproximada num
conjunto de M pontos do dominio.

O modo como forem escolhidas as fun¢des de forma e a fungdo i garante a verificacao
automatica da condicdo de fronteira quaisquer que sejam os valores dos parametros nodais.
Necessariamente teremos:

As fungdes de forma N, deverdo ser completas, ou seja, deverdo ser tais que, qualquer que

seja a funcdo exacta, a fungdo aproximada tende para esta a medida que aumenta o nimero M
de parcelas que intervém na respectiva defini¢ao:
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Vg=lim,, @=¢.
Esta condi¢@o ¢ necessaria mas ndo suficiente para garantir convergéncia. Mais adiante se

definirdo outras condi¢des a respeitar por estas funcdes de forma.

4.2 - Determinacao dos Parametros Nodais

A determinagdo dos coeficientes a,, com i=1,2,...,M, pode fazer-se por diversos modos

correspondendo cada um deles a imposi¢ao de um conjunto de condigdes a serem verificadas
pela fungdo aproximada. Assim, poderemos impor:

e Erro nulo num conjunto discreto de pontos do dominio;

e Erro médio pesado nulo em todo o dominio.

4.2.1 - Erro Nulo num Conjunto Discreto de Pontos do Dominio

Neste caso, obteremos o seguinte sistema de equagoes lineares, cujas incognitas S0 0s N0ss0s
pardmetros nodais:

?¢i= g.comi=1,2,..., M,
M
ZajNij: ¢—w.comi=1,2,..., M,
J=1
onde N; representa o valor da fun¢éo de forma N, no ponto P; do dominio.

4.2.2 - Erro Médio Pesado Nulo em Todo o Dominio

Este método ¢ conhecido pela designacao de método dos Residuos Pesados. Dele existem
varias versdes consoante a fun¢do de peso escolhida. Assim, poderemos ter:

a) Método da colocagio pontual
Neste método a funcdo de peso ¢ a funcdo O de Dirac (fungao impulso) definida do seguinte
modo:

Ax—x1)=0 com x #xl,

Xx—xl)=00 com x=x/,

x>xl

fG(x) So—x1)dx = Gxl).

x<xl

Estabelecendo o anulamento do erro médio pesado no dominio, utilizando M fun¢des de
Dirac, correspondentes a M pontos diferentes, obteremos:
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X>X‘

M M
(@— 1//i+2aj]\fljj5(xi—xj)dx=0, ZajNi]: -y, i=1,2,...,M.
Jj=1 j=1

x<x‘

Note-se que este método conduz exactamente ao mesmo conjunto de equagdes que o
método do erro nulo num conjunto discreto de pontos do dominio; equivale portanto, a impor
erro nulo apenas num conjunto M pontos discretos do dominio [Oliveira, 1990].

b) Método de colocagdo por sub dominios
Neste método ¢ utilizada uma fungao de peso assim definida:
@;=1comx;<x<Xx;,

@;=0 com x <x; ou x> Xx,.

Impondo o anulamento do erro médio pesado por esta fungdo, para um conjunto de M sub
dominios (correspondendo a consideragcdo de M+ 1 pontos discretos sobre o dominio), obter-
-se-a o seguinte sistema de equagdes para a determinacdo dos parametros nodais:

X+l

T+l
J D a;Njdx :J( ¢~ ;) dx,
J

xl
i+1

T+ Y+l
Z ajJdex :f((éi - y)dx.
J

c¢) Método de Galerkin

O método de Galerkin utiliza as mesmas fungdes para fungdes de peso que sdo utilizadas na
equagao de aproximagao; isto €, usam-se as funcdes de forma como fungdes de peso, o que
conduz ao seguinte sistema de equacdes para determinacdo dos valores dos parametros
nodais:

J N, (¢— v+ Zajzvjdx) =0,

J
Q

S [ Nias=[ Nig- s
7 a Q
Este método ¢ a base do método dos elementos finitos para problemas nos quais estdo
envolvidos termos da primeira derivada.

d) Método dos minimos quadrados

Neste método impde-se que o erro quadratico médio em todo o dominio assuma um valor
minimo. Assim teremos:
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I= j(¢— Xe)
Q

%:0 comi=1,2,...,M.

a;

Atendendo a que:

a_y
oa;

1

o erro quadratico médio torna-se minimo quando:

[w(s-Bra-0
Q

condi¢do que coincide com a imposta por aplicacdo do método de Galerkin. A funcdo de peso
utilizada no método dos minimos quadrados €, portanto, a propria fungdo de forma.

O método dos minimos quadrados também ¢ utilizado para formular a solu¢do para
elementos finitos; no entanto, ndo ¢ tdo popular como o método de Galerkin e como a
abordagem variacional [Bathe, 1996].

e) Método dos momentos

O método dos momentos consiste em utilizar como fungdes de peso a série de poténcias de x
assim definidas:

N(x)=x"lcomi=1,2,...,M.

Equivale a impor que num grafico que mostre o erro da funcao aproximada em funcao de x ¢
nula a 4rea abaixo dessa curva e nulos os seus momentos em relagdo a origem.

4.3 - Aproximacao de Funcoes Derivadas

Quando um dado problema pode ser descrito por uma equagdo diferencial a sua resolugdo
pelo método dos elementos finitos exigira que as derivadas da fun¢do incédgnita, contidas
nessa equacao, sejam convenientemente representadas pelas derivadas da fun¢do aproximada.

Admitindo que se utiliza para representar a aproximag¢do a uma fun¢do incdgnita uma
expressdo como a definida pela Eg. 26 a aproximagdo a uma sua derivada de ordem s sera
obtida por:

A necessidade de lidar com expressdes como esta impde que as fungdes de forma N, sejam

derivaveis pelo menos até a ordem (s —1). S6 assim se poderd garantir que uma expressao em
que intervém derivadas de ordem s das fungdes de forma toma valor finito (embora possa nao
ser continuo) em todo o seu dominio.

Diz-se que uma fungdo de forma possui continuidade C°, quando admite derivada continua
até a ordem (s — 1) e derivada de ordem s finita.

Como se depreende se num problema de elementos finitos apenas intervém primeiras
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. T L . o 0
derivadas, situagdo alids frequente, bastara utilizar funcdes de forma de continuidade C". Para
casos em que aparecem segundas derivadas teremos utilizar fungdes de forma de continuidade

1 . .
C’ e assim sucessivamente.

4.4 - Fungoes de Forma de Defini¢ao Local

No método dos elementos finitos o dominio é dividido num certo nimero de sub dominios
mutuamente exclusivos:

Q=>Q,com Q;NQ;=0 para i #/

1

e o calculo dos integrais que intervém na formulagdo do problema, que seriam extensivos a
todo o dominio, sera feito pela soma de parcelas integrais extensivas aos diversos sub
dominios considerados:

J(...)dQ:ZJ(...)in.
Q "o

Actuando deste modo ¢ possivel definir fungdes de forma locais em cada sub dominio
(elemento finito) as quais correspondem fungdes globais que tomam valor ndo nulo em
elementos contiguos anulando-se necessariamente nos restantes.

Este modo de definir as fungdes de forma tem a vantagem de permitir garantir um
tratamento sistematico, sempre semelhante, em dominios globais diferentes permitindo assim
a obtencdo de matrizes de banda. Porém tem o inconveniente de impedir o uso de fungdes de
forma que se anulem necessariamente sobre a fronteira do dominio pelo que o problema de
imposi¢do das condi¢des fronteira, tem de ser tratado de modo diferente do utilizavel com as
fungdes de definicdo global.

Repare-se também que a continuidade no valor da fun¢do de forma correspondente a
elementos contiguos em geral ndo garante a continuidade das suas derivadas. Pode haver na
fronteira entre dois elementos uma varia¢do brusca do valor desta mesmo quando no interior
de cada elemento a func¢ao de forma admite derivada continua.

O grau de continuidade das funcdes de forma deve ser observado ao nivel global do
dominio e ndo apenas em cada elemento. Em principio, dever-se-ia impor que nunca
aparecam no dominio global quaisquer valores infinitos nas expressoes que sao utilizadas na
formulacdo do problema. Acontece, porém, que muitas vezes esta condi¢do apenas ¢
respeitada no interior de cada elemento havendo sobre a fronteira entre elementos contiguos
valores infinitos nas derivadas. Essas fronteiras sdo excluidas aquando do calculo dos
diversos integrais envolvidos obtendo-se assim frequentemente resultados numéricos
aceitaveis apesar destes desrespeitos cometidos sob o ponto de vista teorico [Oliveira, 1990].

As fungdes de forma definidas ao nivel de cada elemento permitem gerar uma funcao
aproximada da solugdo do problema pela seguinte expressao:

¢(m) = Zai]\[i(m)'
i

Do facto de as funcdes de forma serem definidas num elemento resulta que a expressao
anterior ¢ também valida quando nos referimos a funcao incégnita em todo o dominio. Isto &,
na obtencdo dos valores da funcdo incdgnita apenas intervém as funcdes de forma
correspondentes a dado sub dominio j& que as fun¢des de forma definidas noutro sub dominio
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sdo nulas fora dele:

&5| a Z(Zaf]\]i(m)j =Y aN"= g

4.5 - Geracao de Funcoes de Forma
4.5.1- Uso de Coordenadas Generalizadas

Podem gerar-se fungdes de forma a partir do pressuposto de que a incognita varia de acordo
com uma fungdo que contém certo numero de coeficientes os quais sdo considerados como
coordenadas generalizadas.

Os polindmios s3@o uma classe de fungdes particularmente aconselhada para este tipo de
formulagdo. Com efeito, permitem obter boas aproximagodes as fungdes incognitas sendo de
esperar que esta aproximacao melhore com o aumento do grau do polindomio utilizado. Sao
faceis de diferenciar e de integrar o que constitui vantagem aprecidvel.

Outras bases funcionais também sdo utilizaveis. Fung¢des trigonométricas, por exemplo,
sdo utilizadas sobretudo em algumas aplicagdes especificas como no método das tiras (“finite
strip method”) tirando-se entdo grande partido da ortogonalidade que estas fungdes possuem.

Para gerar um conjunto de fungdes de forma utilizando coordenadas generalizadas
comegamos por escolher a forma desejada para a funcao incognita:

p=a,+a,x+ay+axy+---,

Eq.27
o=[1 x » x ]{ a, a, - }T’

A T
¢=[P]iaj .
Impondo agora que nos diversos nés do elemento que estamos a formular a fungdo, Eq. 27,

possua valores coincidentes com a funcao incognita poder-se-a obter o conjunto de funcdes de
forma com a seguinte representa¢do matricial:

(97 =[cla} " = {a} =[] {9}
s=[PIlc] {5},
[M=[P][c]

onde [N] ¢ matriz das fungdes de forma.
Este algoritmo de geracdo das funcdes de forma ¢ muito sugestivo, por parecer muito
versatil e adaptavel a quaisquer bases funcionais por nds desejadas. Pode, porém, ser dificil

ou mesmo impossivel de inverter a matriz [C] contida na Eq. 28 cujos elementos dependem
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das coordenadas nodais e da base funcional pretendida. Dai a necessidade de procurar outros
modos de geracdo das funcdes de forma.

4.5.2 - Formulacao Directa das Funcoes de Forma

A partir de polindmios simples 1D correspondentes a cada um dos eixos coordenados x, y € z
¢ possivel obter fungdes de forma de diversos graus adequados ao problema especifico que
estivermos a tratar. Tais fungdes respeitam, em geral, a seguinte condi¢do: tém valor unitario
em determinado né do clemento finito e valor nulo nos restantes. Esta condi¢do nao so
permite gerar, de modo simples, fun¢des de forma 1D, 2D ou 3D como ainda permite atribuir
um significado fisico ao pardmetro nodal pelo qual sdo multiplicadas na expressdo de
definicao da fung¢do incognita. Com efeito:

4= aN(x)=0+...+a1+...+0=a,=,
J

ou seja, o parametro nodal coincide com o valor nodal da prépria funcdo incognita. Esta
condicdo ndo ¢ universal. Podem existir parametros nodais diferentes.

5 - Fungées de Forma Complexas

A escolha das funcdes de forma a utilizar condiciona e depende do grau de aproximacao que
se pretende obter e do custo da computacdo que envolvem.

Os elementos finitos mais simples utilizam fun¢des de forma lineares (ou mesmo
constantes). A melhoria da solugdo depende apenas, nestes casos, do nimero de elementos
considerados. A utilizacdo de fungdes de forma mais complexas permite, em geral, obter
solugdes mais rigorosas com a mesma malha de elementos finitos.

Interessaria poder fazer a melhor escolha para obter certo grau de aproximagao com o mais
reduzido custo de computacdo possivel. Em geral parece ser mais favoravel aumentar a
complexidade das fungdes de forma do que aumentar o nimero de elementos. Mas a resposta
a esta questdo nao ¢ sempre verificada dependendo do tipo de problema com que estamos a

lidar.

5.1 - Erros nas Aproximacgdes Polinomiais

A analise da ordem de grandeza dos erros associados ao uso de determinada malha de
elementos finitos e de quaisquer funcdes de forma ¢ uma tarefa penosa e nem sempre
concludente; porém se nos limitarmos ao uso de fun¢des de forma polinomiais esta andlise
tornar-se-a mais simples.

Consideremos um dominio Q, dividido em elementos Q) cada um com dimensdo
caracteristica /4, e utilizando fun¢des de forma que sejam polindmios completos de grau p.

Se a solucdo exacta ¢ de um problema for um polindmio de grau inferior ou igual a p a

solucao aproximada ;5 deve convergir para a solu¢dao exacta quaisquer que sejam as fungdes
de peso escolhidas para a sua obteng¢ao.

A solugdo ¢ nao sera, em geral, um polindmio. Mas, desde que ndo existam singularidades
que tornem algumas ou todas as derivadas infinitas, pode sempre desenvolver-se em série de
Taylor. Por exemplo:

_ 04, \,08, A 2100, \ ,18°¢
A Ax,Ay) ¢|0 +Ax8x+Ay8y+Ax 28x2+Ay 2ay2+ .
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Usando agora uma expressdo polinomial de grau p e desde que esta possa reproduzir
exactamente a série de Taylor até ao grau p entdo o erro maximo E© no interior de um
elemento de dimensao / sera:

EO=("")
sendo / o valor maximo de Ax e Ay para o elemento.

De modo semelhante se verifica que a aproximagao a primeira derivada tera erro O(hp ) ea
aproximacao a derivada de ordem d terd erro:

ED=0(n""™),
Eq. 29

Consideremos o problema geral da resolucao diferencial:
A(@)=Lo+p=0em Q
subordinada as condicdes de fronteira:
B(g)=mg+r=0emT

utilizando uma fung¢do aproximag¢ao definida por:

. M
¢=>a,N,
m=1
Eq. 30

e uma formula¢do do método dos residuos pesados:

j o[Lp+plda + j o[np+rdr
Q I

Observamos que, para que haja convergéncia, tanto a funcdo ¢ como as derivadas contidas
nos operadores L. e m deverdo ser correctamente representadas quando a dimensdo
caracteristica / tender para zero.

Sendo d a maior ordem das derivadas referidas o grau minimo exigido para a expansdo
polinomial, Eq. 30, devera ser tal que a ordem de grandeza dos erros na representacdo seja
pelo menos O(4). Deveremos entao ter:

p+1-d>1
ou seja:
p—d=0.

Vemos agora melhor a utilidade da formulacdo fraca do método dos residuos pesados. Ao
reduzir a ordem d dos operadores diferenciais reduz também o valor minimo do grau p das
fungdes de forma polinomiais utilizaveis.
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5.2 - Fun¢oes de Forma 1D
5.2.1 - Funcoes Standard com continuidade C°

Vemos na Figura 2 um conjunto de elementos unidimensionais standard. Na Figura 2a)
temos um elemento tipico de dois nés a cada um dos quais associamos uma fun¢do de forma
linear. A figura mostra a forma destas mesmas fun¢des em elementos adjacentes. O uso de
tais fungoes de forma lineares assegura que a aproximagao:

= ZaiNi

¢ uma fungdo linear de x em cada elemento: Nesta aproximacdo, cada coeficiente a; ¢é
simplesmente uma aproximacdo ao valor de ¢ no né i. As funcdes de forma lineares tém
continuidade C° (a primeira derivada ja ¢ descontinua na ligagdo entre dois elementos
contiguos) pelo que a fungdo ¢ também tera esse grau de continuidade.

Pode gerar-se um conjunto de fung¢des de forma de ordem superior utilizando mais ndés no
interior do elemento: considerando uma func¢do polinomial de grau mais conveniente e
impondo que tome valor unitario em determinado nd e anulando-se nos restantes. Assim, por
exemplo, com trés nos podem gerar-se fungdes de forma quadraticas, Figura 2b); com quatro
nds podem gerar-se funcdes de forma cubicas, Figura 2c); etc.

Repare-se que as fungdes de forma associadas aos nds interiores do elemento nio vao
propagar-se aos elementos vizinhos pelo que a posi¢ao dos nds interiores €, em principio,
indiferente.

A expressdo genérica de uma fungdo de forma gerada deste modo podera ser:

N,:a0+a1x+a1x2+~~-+apxp

Eq. 31
sendo os coeficientes q, ..., a, determinados pelas condigdes:
_ =N
2 p ()
I x Xy X a,
2 P a
I x, x5 - X} 1 0
i DR =R
I x X; X; a 1
2 D
1 xp+l xp+1 xp+l ap kO)
| 4 )

Na Eg. 31 aparece um polindmio completo de grau p para um elemento com (p+ 1) nds.
Nao ¢ imperioso, embora seja desejavel, que se utilizem todos os termos do polindmio
podendo, para algumas aplicagdes especificas, eliminar algumas das componentes.
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¢)

Figura 2 - Elementos 1D e consequentes fungoes de forma: a) linear; b) quadratico; c) cubico.

5.2.2 - Funcgoes Hierdrquicas com Continuidade c’

A definicdo de funcdo de forma sugerida no ponto anterior teve como consequéncia a
possibilidade de identificar os coeficientes a; da expressdo de defini¢do da fun¢do aproximada
¢, com os valores ¢, da propria funcao ¢, nos diversos nos. Permitiu assim atribuir certo
sentido fisico a estes coeficientes o que pode ser considerado uma vantagem. No entanto,
existe uma desvantagem: As funcdes de forma correspondentes a polindmios de grau
crescente sdo completamente diferentes entre si, pelo que, decidindo em determinada fase de
resolucdo de um problema aumentar o grau de aproximacao € necessario recalcular todo o
sistema de equacoes.

Poder-se-a optar por definir as fun¢des de forma de modo a que aumentando o grau de
aproximacao as ja utilizadas anteriormente permanecam inalteradas, o que representa uma
optimizag¢ao em termos computacionais. Assim, fazendo:

?¢: y+ Zn:aiNi
=1

seria, por exemplo em problemas de andlise estatica, possivel a seguinte sequéncia de calculo:
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M=2— =

ki ko ki a A
M=3—>| ky ky ky a, p=1/
k3, ky o ks as S

Com estas funcOes desaparece o sentido fisico dos coeficientes a,, os quais apenas

permitem obter parcelas correctivas de ordem superior de modo a melhorar a solugdo. Este
tipo de fungdes de forma € conhecido pela designagao de fungdes hierdrquicas.

Deve-se tentar fazer com que o acoplamento entre as diversas equacdes seja 0 menor
possivel e, com tal procedimento, reduzir a influéncia dos erros de arredondamento crescentes
que aparecem no calculo dos novos coeficientes a,. As imprecisdes que existem no célculo

dos coeficientes pouco afectardo a qualidade da solucao final [Oliveira, 1990].

5.2.2.1 - Polindmios Hierarquicos

Consideremos o seguinte conjunto de fun¢des de forma para um elemento finito genérico m,
Figura 3. Com as fungdes de forma N, e N, obtém-se uma aproximacao linear, Figura 3a2).

Com a funcdo de forma hierarquica quadratica, Figura 3bl), obtemos uma melhor
aproximacao, Figura 3b2). Uma terceira fung¢do permitird nova melhoria, Figura 3cl) e
Figura 3c2), etc.

A fungdo hierdrquica quadrada N; pode gerar-se partindo da expressdo genérica do

polinémio do segundo grau:
2
Ny=o,+ o, é+ o é

sendo os coeficientes ¢, o, € a; escolhidos de modo a que a fungdo de forma tome valor nulo

nos nos extremos (£==+1). Deste modo garante-se continuidade C° para a fungdo ¢
A condicdo N;=0 para £==1 ndo ¢ suficiente para definir a fung¢do. Da infinidade de

solugdes possiveis, podemos escolher uma pardbola simétrica, Figura 3b1); por exemplo, com
valor unitario para £=0. Com esta opcao, pode conseguir-se uma aproximacao quadratica
num elemento genérico m fazendo:

)N 1 1
¢( ):¢1N1+¢2N2+Q3N,N1:_§T>N =+§2—,N3=—(§— 1)(&+1).

Conforme verifica-se na Figura 3b2) o coeficiente ¢ ¢, neste caso, igual a diferenga entre
o valor de ¢ e uma aproximagao linear a essa fun¢ao no ponto médio do elemento.
De modo semelhante se podera definir uma fungao hierarquica do terceiro grau como:
2 3

e impondo que N,=0 para £=*1. Temos de novo uma infinidade de fung¢des possiveis e

podemos escolher, conforme a Figura 3cl), uma fun¢do que tome também no ponto médio
(£=0) o valor nulo e que nesse ponto tenha derivada unitaria:

Ny(=1)=N,0)=N,(+1)=0,
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Ny,
0 e0
b b=q
v /&,
br=a,
(m) * X
a2)
b /¢
N;
' % (m) v X
bl) b2)
¢
N,

(m)
cl) c2)

Figura 3 - Elementos 1D e fungoes de forma hierarquicas: a) linear; b) quadratica; c) cubica.
A funcao:
2
N=¢(1-8)
satisfaz estes requisitos. Neste caso o pardmetro ¢, representa a variagdo da inclinagdo da

tangente a ¢ no ponto médio relativamente a inclinacdo da tangente na solugdo linear, Figura
3c2). De modo idéntico chegariamos a:

Ny=&(1-8).

As funcgdes hierdrquicas que acabam de ser representadas ndo sdo Gnicas. Uma outra forma
possivel sera dada pelas expressdes genéricas:
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Np-%—l(é) :l?i!(éﬁp_ 1) para p par,

Eq. 32

N,.1(9) =§(§” ~ &) para p impar.

Eq. 33

Utilizando estas expressdoes genéricas resultaria o seguinte conjunto de fungdes
hierarquicas:

Ny :%(982_1)9
Eq. 34
1
Ny =5(£-9),
Eq. 35
1
Ns :ﬂ(éA_ 1),
Eq. 36
_ 1 p_
Eq. 37

Note-se que todas as derivadas de ordem igual ou superior a segunda tém valor nulo no

ponto £=0 excepto 67 (Np +1)/ (08)? que tem valor unitario. Neste caso poderemos identificar
os diversos coeficientes com a seguinte expressao:

o
o _09 parap>2.

=0

5.2.2.2 - Polindmios Hierarquicos de Forma Quase Ortogonal

Conforme ja citado o ideal seria usar polindmios ortogonais os quais originariam o
aparecimento de sistemas de equacdes desacopladas. Esta condi¢do, dificil de obter, pode
contudo ser aproximada.

Em muitos problemas verifica-se o aparecimento de matrizes [K (m)] cujos elementos
tomam a forma:

ON, ON ON, ON
l(n’:l): K—1Zm x:i A mge
ox Ox AL o0& o0&

Q" 1

K

O ideal seria conseguir encontrar fun¢des de forma tais que Klg:,") para /#p. Os polinémios de

Legendre possuem esta propriedade no intervalo [-1,1]. Entdo poder-se-iam definir as
fungdes de forma hierarquicas em termos desses polindmios. Definisse o polindmio de
Legendre de grau p de acordo com a seguinte expressao:
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P(o-—— L [(2-1)]

(p+D12r '
Utilizando a expressao anterior podemos obter as seguintes fun¢des de forma:
Ny =&-1,
Eq. 38
Ny =2(£-9),
Eq. 39
N, =i(15¢“— 182 +3),
Eq. 40
Ny=78 -10& +3¢,
Eq. 41

5.3 - Fungodes de Forma 2D para Elementos Rectangulares
5.3.1 - Elemento Rectangular Linear

Para o elemento de quatro nés da Figura 4 utilizemos uma fun¢do de aproximacao quadratica
para o campo dos deslocamentos. Considerando por exemplo a componente u do

deslocamento do ponto genérico P( x,y ) podemos escrever:
u(x,y)=ci+ce, x +e3y+e Xy,
Eq. 42

u,=u(0,0)=c,, u,=u(a,0)=c, +c,a, uy=u(a,b)=c,+c,a+c;b+c,ab,

uy,=u(0,b)=c,+c5b.

Yy
4 3
b
12
L a | i

Figura 4 - Elemento rectangular de 4 nos.

Resolvendo em ordem a ¢, obtemos:

Uy—u Uy—u Uy —Uy+ U —U
— _pmu WU UymUTU T
CI=Up, Cy= , C3= :

a b P 4= ab

Substituido ¢, ¢,, c; € ¢, na equagdo Eq. 42 obtemos:
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_ Uy—Uy — Uy—Uy — Uy—Uy+ Uy —Uy — —
2~ U a— U atu —uy

u(x,y)=u,+ X+ +=2 x

a

({_X_y Xy X _xy\  xy (Y. Xy
(1 a b+ab)ul+(a ab)u2+abu3+(b+ab)u4

ou

4

i=1

em que depois de reordenadas, o valor das fungdes de forma N, ¢ dado por:
1 — — 1 - — 1 —— 1 = =

=— — — =— — N =— =— — .
Ni=k(a- D)0~ M=t 6-3). V=L 55 N=L(a- 1)

As expressdes de forma podem ser obtidas considerando os zeros das sucessivas fungdes
de forma. Assim N, sera nula para x =a ¢ y =b deste modo tera entdo de ser da forma:

Nl(;a;)zcl(a_;)(b_;)-

Usando a condic¢do N,(0,0) =1 obtemos ¢, = 1/(ab) e portanto:
N(%,7) = (a= )b~ 7)
De igual modo obtinhamos as expressdes anteriormente deduzidas.

Deve-se notar que este elemento formulado em coordenadas cartesianas viola algumas das
condigdes de convergéncia. Nao deve assim ser utilizado em problemas de andlise de
estruturas [Gomes, 1995].

5.3.2 - Familia de Lagrange

Numa malha rectangular num dominio (x,y) € possivel obter fun¢des de forma com o grau
desejado multiplicando funcgdes de forma unidimensionais referentes a cada uma das
direcgdes x e y. A expressdo geral de tais fun¢des de forma sera:

N =N E®A )
Eq. 43

em que os indices r e s referem o namero do n6 ao longo de cada direcgdo e A? e A! sdo

polinémios interpoladores de Lagrange, Eq. 44, de grau p e g respectivamente. Estas fungdes
de forma, muito faceis de gerar, constituem a conhecida familia de Lagrange. Respeitam a
condi¢do de tomarem o valor unitdrio no n6 a que se referem e valor nulo nos restantes. Como
estes polinomios ficam definidos de modo unico hé continuidade nos valores das fungodes
entre elementos adjacentes, continuidade C°, assim como havera igualmente continuidade C°
na funcéo global ¢.

Nesta familia de fun¢des de Lagrange aparecem necessariamente alguns nds no interior
dos elementos, os necessarios, para definir completamente os polindmios. Como as fungdes
de forma ndo associadas a n6s na periferia dos elementos se anulam nessa mesma periferia as
fungdes de forma correspondentes a nos intermediarios ndo se transmitem a elementos
vizinhos. Podem entdo ser eliminados ao nivel de cada elemento antes do agrupamento dos
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diversos elementos da estrutura. Tudo se passard, a partir de entdo, como se cada elemento
apenas possuisse nos na periferia.

Na Figura 5 estdo representados os elementos: linear, quadratico e ctibico desta familia e
como ¢ possivel observar um elemento rectangular de ordem p possui # nds com:

n=(p+1y, p=0,1,....

[ * o . 2 ° ° 'Y
i N ® o'l o ®
Y 9 6O
& ¢ ® ° o’ o
3 4 5
® o © ® e o ® ° ®
a) b) c)

Figura 5 - Elementos: a) linear, b) quadratico e c) cubico da familia de Lagrange.

Vejamos como obter a expressdo da fungdo para o n6 1 do elemento quadratico. Note-se
que esta fun¢do de forma devera tomar o valor um no n6é 1 e o valor zero em todos os
restantes. Para a deducdo desta funcdo comecemos por considerar o seguinte polindmio de
segundo grau em &

Li=3&(&-1).

Na Figura 6 esta representado este polindmio. Note-se que ele assume o valor um nos noés 1,
2 e 3 e o valor zeros nos restantes.
Consideremos agora o seguinte polinémio do segundo grau em 7:

1
Ly=5n(n+1).

Este polindmio, representado na Figura 7, assume o valor um nos nos 1, 7 e 8 e o valor zero
nos restantes.
E evidente que o produto dos polinémios L, e L, nos da a fun¢do de forma N, com as

caracteristicas atras indicadas:
1
Ny=Len(e- D+ 1).

Na Figura 8 esta representada esta fun¢do de forma de Lagrange.
A dedugdo das fungdes de forma N, a N, ¢ realizada de maneira andloga obtendo-se:

Ny==Z(n=1)(& 1), Ny=E(E+ 1) (7 =1), Ny==5(E+ D77~ 1),
Ny==0(+ 1) (1), Ny=—2(n+ 1)(& = 1), Ny ==L~ 1)+ 1),
Ny==5(ED(P-1). M= (E-1)(P-1),

Este processo pode também ser utilizado para a dedugdo das fun¢des de forma para os
outros elementos desta familia.
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e
STt

Figura 6 - Representagdo do polinomio Figura 7 - Representagdo do polinomio

L=3&(&-1), L=3n(n+1).

Figura 8 - Representagdo da funcdo de forma N, :%&7(5‘— D(n+1).
A formula geral para os polindmios interpoladores de Lagrange, de ordem p, a uma
variavel & ¢ a seguinte:

n(e=LEm)e=8) (66 )(6=6) (6= 60)
T (E-a)(E-8) (e )(E-E) (65

Eq. 44

As fungdes N/ &) assim definidas anulam-se para &= & (i#)) e assim 0 valor um no ponto

&=

Deve-se notar que no caso das aplicagdes da mecanica dos solidos ¢ garantida a
continuidade material quando a discretizagdo ¢ efectuada utilizando-se elementos de
Lagrange [Gomes, 1995; Oliveira, 1990].

5.3.3 - Familia de Serendipity

Examinemos os termos que ocorrem numa fun¢do de forma 2D de Lagrange do tipo da Egq.
43. Esta fung¢do resulta do produto de dois polindmios completos de grau p e ¢g. O niimero de
termos deste produto ¢ obviamente superior ao numero de termos de cada um destes
polinémios.

Na Figura 9a) temos uma representagdo (tridngulo de Pascal) dos termos de um polindmio
completo. Por exemplo a tracejado estdo os termos correspondentes ao terceiro grau. Na
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Figura 9b) a tracejado temos os termos que estdo presentes numa funcdo de forma de
Lagrange cubica. Aparecem seis termos “a mais” relativamente ao nimero de termos
necessarios para cada polinomio do terceiro grau. Esta situacdo sugere que o nimero de nos
associado a elementos de ordem elevada poderia ser reduzido tentando assegurar que as
fungdes de forma possuam apenas os termos que estariam presentes num polindmio completo
de igual grau.

Para tal objectivo ser conseguido desenvolveu-se uma série de fungdes de forma deste tipo
que ¢ conhecida pela familia Serendipity. Os nds estdo colocados, tanto quanto possivel, nas
fronteiras e as funcdes de forma obtém-se pelo produto de termos de grau p numa variavel por
termos lineares na outra. Nas fronteiras dos elementos, a forma da funcdo aproximada ¢ &
idéntica a dos da familia de Lagrange e mantém-se a continuidade C°. Definem-se, conforme
a Figura 10, as coordenadas locais normalizadas:

2(x—xm) 2(y—ym)
= c =
(m) (m)
7t K

b

sendo x™ e y™ as coordenadas globais do centro do elemento.

A Figura 11 ilustra o modo de obten¢do de fungdes de forma de Serendipity. As fungdes
correspondentes ao meio dos lados obtém-se directamente multiplicando o polindmio de
segunda ordem correspondente a uma direc¢do por uma fungao linear correspondente a outra.
Para os nos dos vértices este procedimento ndo ¢ adequado visto original fungdes que teriam
valor diferente de zero nos nos restantes de um mesmo lado. Nestes casos o que se faz ¢
combinar a fung¢do bilinear com uma fun¢do quadratica, consoante a Figura 11.

Para uma representacdo mais facil das func¢des de forma da série Serendipity ¢

normalmente feita uma mudanga para as variaveis & e 77 da seguinte forma:

&i1=¢g € ;z: nm,

sendo & e 7, as coordenadas (§ , 77) do n6 /. Com estas novas varaveis as fungdes de forma
tomardo o seguinte aspecto:

e FElementos Lineares:

lei(l +&)(1+77,) comi=0,1,2,3;

e Elementos Quadraticos:

N=t(s )1+ 7)(&+7,-1) com 1=0,2,4,6,
Ni=3(1-8)(1+7) com i=1.5,

NZ=%(1 + EZ)(I - 772) com /=3,7;
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Figura 9 - Triangulo de Pascal. A area a tracejado engloba os termos presentes numa forma de
terceiro grau. a) de um polinomio completo; b) de uma fungdo de forma 2D de Lagrange,
¢) de uma fungdo de forma 2D Serendipity.

Elementos Cubicos

szg%z(l + Ez)(l + ;1)(_10 +9(§2+ 772)) com/=0,3,6,9,

Ni=55(1+ £)(1=7)(1+97) com 1=4.5.10.11.
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Figura 10 - Coordenadas normalizadas (&, n) para um
rectangulo no plano (x,y).
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Figura 11 - Modo de geragdo de funcoes de forma de Serendipity. (continua)
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Figura 11 - Modo de geragdo de fungoes de forma de Serendipity.

Na Figura 12 estao representados os elementos 2D da familia de Serendipity para p <3.

n n
3 2 6 5 4
3 10e ®5
p=1 — T p=2 e p=3 —
g E 11 o4 &
—————o o— o o o—o—9o o
0 1 0 1 2 0 1 2 3

Figura 12 - Elementos 2D da Familia de Serendipity (para p=4 sdo necessarios nos interiores).

Note-se que o nimero de termos polinomiais que podem obter-se com nds na periferia ¢
insuficiente para obter uma representagdo polinomial completa para um grau superior ou igual
a quatro.

Para elementos de ordem mais elevada é portanto necessario introduzir nds internos ou
simplesmente um grau de liberdade hierarquico do tipo que a seguir sera descrito.

Em problemas de analise de estruturas esta familia ¢ mais utilizada do que a familia de
Lagrange e distingue-se desta, como se verificou, pelo facto de nao existirem nds no interior
do elemento. A ndo considera¢do destes nos deve-se ao facto de ndo contribuirem para a
conectividade com os elementos vizinhos e a sua eliminag¢do, e dos respectivos graus de
liberdade, tem além do mais a vantagem da diminui¢do da matrizes envolvidas no método
[Bathe, 1996; Gomes, 1995; Oliveira, 1990].

5.3.4 - Fungoes de Forma Hierdrquicas

A geracdo de fungdes de forma hierarquicas para dominios bidimensionais pode efectuar-se
por simples produto de fungdes hierdrquicas unidimensionais. De facto o produto de duas
fungdes lineares permite obter’ uma fungdo bilinear que constituira a fun¢do de forma
hierarquica do mais baixo grau. Produtos de fungdes hierarquicas de grau mais elevado

> Este produto apenas permite obter aproximagoes lineares.
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tomarao sempre valor nulo sobre a periferia dos elementos. Estas fung¢des hierdrquicas de
grau superior ao das bilineares andam associadas a varidveis nodais que ndo t€ém o mesmo
significado fisico que tinham para as fungdes standard. Permitirdo ir adicionando parcelas
correctivas que aumentario o grau de precisio da fungio aproximada ¢ no interior do
elemento.

Como exemplo da obtengdo de um conjunto de fungdes hierarquicas poderemos
multiplicar os polinomios de Legendre, Eq. 34, Eq. 35, Eq. 36, Eq. 37, pela fungdo linear,

N,= —%(5— 1)eN,= +%(§+ 1), do que resultara:
1 1 1
N(&m) =3+ 1)(E=1). Ny (G =2(n+D(E = 1). Ny (Em)=(np+1)(& - &).
Estas fungdes, representadas graficamente na Figura 13, correspondem a um n6 de vértice

e uma formulagao hierarquica ao longo do eixo ¢ (paralelo ao lado 2—-3) mantendo-se numa
variagao linear ao longo do eixo 7.

n
3 2
° °
—
g
[ °
0 1

_Nz (273)(; 77) N3 (273)( é 77)

Figura 13 - Fungbes de forma hierarquicas para elementos rectangulares.
Para poder ter fungdes ¢ que sejam polindmios completos até um grau >4 sera

necessario adicionar o produto de funcdes de forma que estejam associadas a parametros com
valor nulo entre os elementos. Por exemplo:

Ny=3(&-1D)(P+1)

¢ a funcio de forma possivel para adicionar termos ¢ 7% a fungdo aproximada ¢,
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5.4 - Funcoes de Forma 2D para Elementos Triangulares
5.4.1 - Coordenadas de Area

Consideremos a familia de tridngulos da Figura 14. Como os nos estao colocados de modo
semelhante as intersec¢des de linhas no tridngulo de Pascal, Figura 9a), resulta que esta
familia de triangulos permite sempre obter o nimero suficiente de nds para gerar uma familia
de polindémios completos. Esta caracteristica associada a maior facilidade de geragdo de
dominios complexos com formas triangulares do que com formas rectangulares justifica a
popularidade deste tipo de elementos. Note-se que elementos triangulares podem ser obtidos
pela adequada distor¢do de elementos quadrangulares permitindo assim utilizar-se as fungdes
de forma destes apds uma correcta manipulacio das mesmas de forma a reflectirem a
distor¢ao existente.

a) b)
Figura 14 - Familia de elementos triangulares: a) linear, b) quadratico, c) cubico.

E atil um sistema de coordenadas particularmente adaptado aos tridngulos: as coordenadas
de area (L,,L,,L,), Apéndice A.7. Tais coordenadas podem definir-se pelas expressdes:

Eqgs. 45

em que L,, L, e L, sdo as coordenadas de area e (x;,y;) sdo as coordenadas cartesianas globais

dos noés dos vértices.
Verifica-se que L, deve ser uma fungdo que assume o valor unitario no vértice 0 e nulo nos

veértices 1 e 2. O valor de L, num ponto P pode definir-se pelo cociente de duas areas
triangulares, Figura 15:

_ area(P,1,2)
|p  area(0,1,2)

o que justifica a designa¢ao de coordenadas de area que lhes foi atribuida.
A equagdo 1=L,+L,+L, relaciona as trés variaveis pois estas ndo sdo independentes entre

si: a localizagdo de um ponto pode ser especificada utilizando-se apenas duas destas
coordenadas.
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Lo=1

(x0.20) ) (r1)

Figura 15 - Coordenadas de area para um elemento triangular.

A partir das relagdes dadas pelas Egs. 45 obtém-se, a partir das coordenadas cartesianas
globais, as seguintes expressdes para as coordenadas da area:

I oyt fox+ py I ot fix+ny I gt fBx+py
00— s 1~ s ) — B

2A 2A 2A
Eqgs. 46

onde:
Ay=X1Yy=XV1s By=Y1= Vs Yo =Xy — X1, C1=X300— X0 V2 B1=V2— Y0 11 =X~ X2,
1 xy

1 ,
G =X0Y1 =X Y0, Br=Yo =15 }/2=x1—x0,A=§ 1 x; » |=4rea(0,1,2).
I x »

5.4.2 - Fungoes de Forma Standard

Definidas as coordenadas de area facilmente se verifica que as fun¢des de forma lineares sao
proprias fungdes que definem essas coordenadas;
Ny=Ly, N,=L,,N,=L,.

Com efeito estas fungdes sdo lineares e respeitam a condi¢ao habitual de assumirem o valor
unitario no no a que se referem e o valor nulo nos restantes nos.

Para gerar fungdes de forma quadraticas vamos efectuar o produto de polinomios do
segundo grau referentes a cada uma das coordenadas de area. Vejamos na Figura 16 a forma
que estes polindmios apresentam, referentes a cada coordenada, por exemplo L.

Para obter cada funcdo de forma multiplicar-se-do polindmios referentes a0 mesmo noé e a
cada uma das trés varidveis L, L, e L,. Assim, resultardo as seguintes expressoes:

Ny=(2L5—-L,)(2L7 3L, +1)(2L; - 3L, +1),
N, =(2L; - L,)(2L5-3L,+ 1)(2L; - 3L, + 1),

N,=(2L5-L,)(2L; 3Ly +1)(2L} - 3L, +1),
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05, 0
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o
A
.

a) A(L) =202~ L, b) A (L) =2L2-3L,+1.

c) A23,5(L0) =—4L)+4L,.

Figura 16 - Polinomios do segundo grau usados na defini¢do de fun¢oes de forma
para elementos triangulares.

Ny=(=4L;+4L,)(-4L7 +4L,)(2L; - 3L, + 1),
N,=(=4L}+4L))(-4L;+4L,)(2L; —3L,+ 1),
Ny=(—4L3+4L,) (- 4Ly +4L,)(2L] - 3L, +1).

Para um elemento genérico triangular, Figura 17, poderemos escrever a fun¢do de forma
correspondente ao né i, em termos de coordenadas de area, deste modo:
N;=A{(Lo)A/(L)A(L,)

em que Al, A/ ¢ AX sdo polindmios interpoladores de Lagrange. Nesta expressdo o indice

12
superior refere o grau do polindomio utilizado e o indice inferior refere o né a que a funcao diz
respeito. Cada um destes polindomios ¢ fungdo de uma coordenada de area.

Note-se que:

e Da defini¢do destes polinomios de Lagrange resulta que a fun¢do de forma N, assume
valor unitario no no i e nulo nos restantes.

e Como /+J+K=p, valor constante para dada triangulagdo, o termo de ordem mais
elevado em N, sera da forma L/, LY, LY, a qual, em consequéncia das expressdes Egs.
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46, sera um polindmio de grau p. A ordem da funcdo de forma N, serd, obviamente, a
soma das ordens de cada um dos polindmios que intervém na sua defini¢do.

092)
/\
AVA

v

(».0,0) (0.p,0)

Figura 17 - Elemento triangular genérico.

Na Figura 18 estdo representadas as funcdes de forma para o elemento linear e quadratico.
As fungdes de forma, em termos de coordenadas de area, para um elemento triangular
quadratico, Figura 18, sao:

Ny=Ly(2Ly—1), Ny=4LL,, N,=L,(2L, 1), N;=4L,(1-L,~L,),
Ny=1-3(Ly+L,)+2(Ly+L,Y, Ns=4Ly(1-Ly—L,).

5.4.3 - Fungoes de Forma Hierdrquicas

A derivagdo de fungdes hierarquicas de continuidade C° é bastante simples. Da Figura 15
resulta que, ao longo de um lado, por exemplo 1 -2, a coordenada da area referente ao nd
oposto ¢ identicamente nula. Entao da relagdo das Egs. 45 resulta:

[L,+L,],,=1.
Sendo & uma coordenada local normalizada® definida do seguinte modo:
C2(x—xm)
N h(m)
onde x™ ¢ a coordenada x do ponto médio de elemento e 1™ a sua amplitude (comprimento),
paralela ao lado 1 -2, podemos escrever:

—2(1-9,L, =3(1+9),

L
: |12

|12
Eqgs. 47

donde resulta que:

&= (Lz _LI)I—Z'

Isto sugere que poderemos gerar fungdes de forma hierarquicas num elemento triangular
generalizando as fungdes de forma 1D hierdrquicas ja introduzidas. Por exemplo, utilizando
as expressoes da Eq. 32 e da Eq. 33, poderemos associar ao lado 1 -2 um polinémio de grau p
(=2) definido por:

% Esta coordenada tomara valores sempre entre —1 e +1 qualquer que seja a dimensao real do elemento.
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1
Np(l—Z) =;[(L2 _Ll)p - (L1 +L2)p] para p par,

1 - ,
N, (1—2)=E[(L2_Ll)p_(Lz_Ll)(Ll+L2)p 1] para p impar.

P

a) Elemento linear: N, b) Elemento quadratico: N,.

d) Elemento quadrdtico:N..

Figura 18 - Elementos triangulares linear e quadratico e respectivas fun¢des de forma..

Resulta das Egs. 47 que estas fun¢des assumem o valor nulo nos nés 1 e 2. Além disso
assumirao o valor nulo ao longo dos lados 0—1 e 0 —2 o que garante a continuidade na fungao
aproximada ¢.

Neste caso, para p>3, o nimero de fungdes hierarquicas provenientes dos lados do
elemento ¢ insuficiente para definir um polinémio completo de grau p. Necessitam entao de
ser introduzidas novas fungdes hierdrquicas que sejam identicamente nulas na periferia. Por
exemplo, para p=3 poder-se-ia utilizar L,L,L,; para p=4 poderia usar-se a soma das trés

fungdes Ly L,L,, LoL; Ly, LoL L,
Na Figura 19 estao representadas funcgdes hierarquicas tipicas, linear, quadratica e ctbica.

Poder-se-iam deduzir outras func¢des hierdrquicas por exemplo a partir do conjunto de
funcdes hierarquicas 1D das expressdes das equacdes Eq. 38, Eq. 39, Eq. 40 e Eq. 41
(polindmios de Legendre).
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Figura 19 - Fungées hierarquicas para elemento triangular: a) linear; b) quadratica; c) cubica.

5.5 - Fungoes de Forma 3D

Os métodos apresentados para os casos 1D e 2D sdo extrapolaveis para as trés dimensdes
resultando elementos de forma tetraédrica ou hexaédrica regular. A tnica diferenca
significativa na derivacao das fun¢des de forma 3D ¢ a necessidade de introducao de variaveis
na face para além das varidveis no elemento e na aresta. A Figura 20 mostra elementos
hexaédricos tipicos da familia Serendipity.

Figura 20 - Elementos 3D standards da série de Serendipity: a) quadratico; b) cubico.
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5.5.1 - Elemento Tetraédrico

O elemento tetraédrico é o elemento mais simples para estados tridimensionais de tensdo e
com ele pode ser analisada qualquer estrutura maciga [Gomes, 1995; Oliveira, 1990]. Na
Figura 21 esté representado este elemento e € possivel verificar a sua configuracdo nodal.

Y, vV

X, U
Figura 21 - Elemento tetraédrico.

O elemento tem um nd em cada vértice € em cada no estdo definidos trés deslocamentos.
Assim para o no i temos:

u.

1
{ﬁ}z: Vi p-

w;

O elemento terd portanto um total de doze graus de liberdade assim agrupados:
e D
{i},
(i}
Lt}
i},

\ y

Cada deslocamento u, v, w ¢ definido por quatro valores nodais a que corresponde uma
variagdo linear do campo dos deslocamentos. Teremos assim:

S={w v oW v W U, Y, W, U, Y, W

u=a,+a,x+asy+a,z, v=b,+b,x+byy+ bz, w=c,+c,x+c3y+c,z.
Eqgs. 48

Considerando apenas o deslocamento u, podemos determinar as constantes a; escrevendo a
primeira das Egs. 48 para cada um dos nos do elemento:
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(1) —
ui—al +a2xi+a3yi+a4zi
um=a1 +a2xm+a3ym+a4zm

\

Resolvendo este sistema em ordem a g, e substituindo os respectivos valores na primeira
equacdo de Egs. 48 obtemos:

u=Nu;+Nu+N,u,+N,u,

Eq. 49
onde:
(. a+bx+cy+dz
a 6V
N:a/.+bjx+cjy+djz
J 6V
) _a,+b,x+c,y+d,z
me 6V
N :ap+bpx+cpy+dpz
L7 6V
L x y z
1 Ly g o
V=gdet I x oy oz =volume do tetraedro (i,j,m,p).
1 X, YV, Z

N Y5 Ly g
g=detl Xm Yn Znm | b=—detl 1 Vn Zn |,
X, YV, z, 1 Yy %,
Y 1 Zj Xp 1
c=detl Ym 1 Zw | d=det| *m Vu 1 |
X, 1 z, X, Y, 1

as outras constantes sao definidas por permutagdo circular dos indices na ordem p, i, j, m.
Para os deslocamentos v e w obtém-se expressoes semelhantes a Eq. 49 isto ¢é:

v=Nyv;+Nyv,+N,v,+N,v,
Eq. 50

44



INTRODUCAO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

w=Nw,+Nw,+N,w,+N,w,.
Eq. 51
As expressoes Eq. 49, Eq. 50 e Eq. 51 podem ser agrupadas na seguinte equa¢ao matricial:

)

T < =
Il

o o =

o = o

= o o
o o =

o =2 o

=< o ©°
oosz

e 32 e

S o o

o o=

.2 o

=Z o o
3

Eq. 52

ou de uma maneira mais condensada:

{uf =[N]{u}

onde {u} é o vector de deslocamentos de um ponto no interior do elemento, [N] a matriz das

fungdes de forma e {i} o vector dos deslocamentos nodas.

5.6 - Elementos Isoparamétricos

A nocao de elemento isoparamétrico permitiu a utilizagdo de elementos quadrangulares de
lados ndo necessariamente rectos. Estes elementos apresentam um bom comportamento em
diversos problemas estruturais € uma maior performance quando comparados com elementos
triangulares simples.

Fundamentalmente os elementos isoparamétricos caracterizam-se por utilizarem a mesma
funcao de aproximacao para descrever a geometria do elemento e o campo dos deslocamentos
[Bathe, 1996; Gomes, 1995]:

{uovow P=[V{a),

onde u, v e w sdo os deslocamentos no interior do elemento finito, [N] a matriz das funcdes

de forma e {u} ¢ o vector dos deslocamentos nodais;

{x oy 2V =IV{e},

onde o vector de coordenadas nodais {c} pode ser definido por
{c}={ {ch {c}y ... e} }T onde cada sub vector {c}; ¢ constituido pelas coordenadas

(x;v,,2;) dond i.
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De modo analogo, o vector de deslocamentos nodais {u} ¢ dado por
{u}={ {u}l {ay, ... {u}, }T onde, como ¢ usual, cada sub vector {u}, é

constituido pelos deslocamentos nodais (u;,v,,w;) do nd i.

Na formulagdo utilizada nos elementos isoparamétricos ¢ usual exprimir as fungdes de
forma, ndo em coordenadas cartesianas mas, em coordenadas naturais (as coordenadas valem
0 na origem e -1 e 1 nos limites inferior e superior). Por exemplo para um elemento finito do
tipo axial’ e adoptando um polindmio interpolador linear obtemos as fungdes de forma,

expressas em funcdo da coordenada natural &, N, =1—;§ e N, =1—;§, Figura 22.

N N, 1

Figura 22 - Fungées de forma lineares para um elemento finito do tipo axial
expressas em termos da coordenada natural &

Como geralmente as expressdes para a determinacdo das matrizes e dos vectores
envolvidos no método dos elementos finitos estdo expressas em termos das coordenadas
cartesianas utilizando-se coordenadas naturais ¢ necessario, nao so representar as fungdes de
forma em termos destas coordenadas naturais mas também determinar a transformacgao entre

derivadas cartesianas e derivadas naturais utilizando-se, para tal fim, a matriz Jacobiana [J]
que no caso de elementos axiais reduz-se a um escalar J habitualmente designado por
Jacobiano. Recorrendo, mais uma vez, ao exemplo do elemento finito do tipo axial a
transformagao entre a derivada de x e a derivada de & ¢ determinada a partir da relagdo entre a
coordenada x e as coordenadas dos dois nodos:

derivando-se em ordem a & obtemos:

j—zg=—%xl +%x2=%(x2—xl)=%L, ou seja, dx=§d§=Jd§ onde J é o Jacobiano.

Utilizando-se trés nos e fungdes de forma quadraticas € possivel definir o elemento finito
do tipo axial representado na Figura 23. Neste caso, partindo de uma aproximagdo quadratica
ao campo dos deslocamentos:

7 Este elemento & bastante utilizado na modelizagdo de estruturas triangulares do tipo asna.
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Uy

u=[1 g 52]”2,

Us

obtinhamos as seguintes expressdes para a matriz [N] das funcdes de forma e para o
Jacobiano J:

U X1
u=[ 1 ¢ & [Jup.x=[NR =y,
Us X3

X

[ =eZ &2 _dx_[ —1+2& 142 }x

-] 55 G2 g [t [ F2 12 e )

X3
de notar que, neste caso, J ¢ fungdo de &.
e @ ®
1 3 2
| L |
| | |
E=-1 £=0 E=1

1 3 2

Figura 23 - Elemento finito do tipo axial com fungdes de forma quadraticas.

Utilizando-se quatro nos e fungdes de forma cubica ¢ possivel definir o elemento finito do
tipo axial representado na Figura 24. Neste caso, partindo de uma aproximagdo cubica ao
campo dos deslocamentos:

u=[ 1 & & &%
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Figura 24 - Elemento finito do tipo axial com fungoes
de forma cubicas.

obtinhamos as seguintes expressdes para a matriz [N] das fungdes de forma e para o
Jacobiano J:

) )
ul xl
2 0B Uy X2
u=[ 1 ¢ & 21, pr=IV V=LV M NN,
3 3
\u4/ \x/
Fxl\

dx x2>
=L _\VJ 4 g J
Jd§[1234]<x3,

kx4)

Nl:_%(§+%)(§_9(‘§_l)’]v2 16 5”)(5%( )
1

J
Ny=+32(e+ D) £-3)(6= D Nem+ 22 D) 841 (6= )

(e 3D s+3)(6- D15 6+3)(e3)
G G A G e G
5=2 =)= D+l g (- D2l e,
I = e+3)(e= D+ 3+ (=D + 3L ) £+4),

de notar que, também neste caso, J ¢ fungdo de &

Como ja foi referido a utilizacdo de elementos isoparamétricos permite a utilizacdo de
elementos distorcidos. Esta distor¢do ndo deve no entanto ser exagerada pois pode haver
intersec¢ao de dois lados do elemento. Normalmente faz-se um controlo da distor¢do através
do Jacobiano que d4a uma medida da area do elemento.
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O uso de elementos isoparamétricos, associado a técnicas de integracdo numérica, permitiu
a partir de meados da década de sessenta a formulacdo de um niimero muito elevado de
elementos finitos. Permitiu também a modularizagdo dos programas computacionais
fazendo-os mais gerais e mais facilmente adaptaveis a diferentes elementos.

Além dos elementos isoparamétricos podemos ainda definir:

a) Elementos sub paramétricos: aqueles em que sdo usadas para a interpolagdo geométrica
apenas algumas das fungdes de forma usadas na interpolagdo da fungdo incdgnita,
Figura 25a).

b) Elementos super paramétricos: aqueles em que sao usadas para a interpolacao
geométrica mais funcdes de forma do que as usadas na interpolagdo da funcdo
incognita, Figura 25b).

a) Elemento subparamétrico b) Elemento superparamétrico

O Interpolagdo geométrica cInterpolag@o da funcdo incognita

Figura 25 - Elementos sub e super paramétricos.

5.6.1 - Elementos 2D

Vejamos agora qual a tipologia de alguns elementos isoparamétricos aplicaveis a problemas
de elasticidade bidimensional. Comecemos pelo elemento linear de quatro nds representado
na

Figura 26. Os eixos & e n passam pelo ponto médio de lados apostos, ndo sao
necessariamente ortogonais nem paralelos a x e y.
Para o elemento isoparamétrico podemos escrever as seguintes equagoes:

NEGIORA SIS
{C}T:{xl YioX ¥ Xy X oy b,

YA
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YV 4 " 3
kj
£
1 2
L e
n
3 4 3
2
g
1 2

X, U M

Figura 26 - Elemento isoparamétrico de 4 nos.
N O N, O Ny O N, O
M=l o N, 0 N5 0N 0 N |
as fungdes de forma sdo obtidas a partir de um polinémio:

u=a,+a,l+asn+a,én

-1
depois de determinados os coeficientes a,, através da determinagdo da matriz® [4] ', obtemos:

Ny =5 (1= (1= 1), Ny=3 (1 + (1 - ),

Ny=3(1+ (1 + 1), Ny=5(1- &)1+ ),

Egs. 53

A matriz de transformagdo entre as derivadas naturais (0¢/0&, 0¢/0n) de uma fungdo ¢ e
as derivadas cartesianas (0¢/0x , 0¢/dy) designa-se, como ja foi referido, por matriz Jacobiana
[J]. Seja por exemplo a funcao ¢= ¢(x,y). Podemos escrever:

04_0¢0x_ 00y
o0& oxo& oyoé
0¢_0pox  opdy
on 0Oxomn 0Oyon
Eq. 54

ou sob a forma matricial:

Esta matriz contem os coeficientes a; e ¢ obtida apos o estabelecimento do polindmio u para cada nodo do elemento;

resultando assim, um sistema de equag¢des onde as coordenadas cartesianas dos nodos estdo relacionadas com as
coordenadas naturais dos mesmos.
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Gl & |0

o 0§ 0¢ ox

| & v [)os

on on on Oy
n _

Eq. 55

Nas aplicagdes do método dos elementos finitos as fungdes ¢ sdo geralmente definidas em
termos de coordenadas naturais (&, 77) € pretendemos o calculo das derivadas cartesianas. No
caso de problemas planos a fun¢@o ¢ serd substituida por qualquer das componentes u € v do
vector de deslocamentos.

No caso de elementos isoparamétricos podemos escrever:

r r
x:zNixiay:ZNiyia
i=l1 i=l1
Egs. 56

em que x; e y; sdo as coordenadas de cada um dos r n6s do elemento.
Substituindo na E£q. 55 obtemos:
CaN, o,
2 PR X; < afyi
[J] = r N, * N,
2o LY
on ~0n

i=1 =1

Eq. 57

-1
A inversa da matriz Jacobiana, [J] , relaciona as derivadas cartesianas com as derivadas

naturais através da equacao:

o9 o9 09
Ox -1] 0& o0&
oS oIk o
oy on on

Eq. 58

o pode ser obtida recorrendo a técnicas standard de inversao de matrizes [Chapra 1988; Press,
1992; Tavares, 1995]:

os an o
[]_1 Ox Ox 1 o0&  On
J p—l p—t
¢ o |Tqa[| o o
oy Oy on 0¢&

Eq. 59
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As expressoes das Eq. 54 a Eq. 59 sdo genéricas. Os valores numéricos dos coeficientes da
matriz [J] dependem do tamanho, da forma e da orientagio dos elementos. Para o caso do
elemento de quatro nds, utilizando a Eq. 57 com r=4 e a Eq. 55, podemos escrever:

ON, ON. ON. ON.

I _ox_ 1x1 + 2x2+ 3x3 + 4x4,
o0& o0& 0¢ 0¢ 0¢
ON, ON. ON. ON.

12:@: 1)’1 + 2J’2+ 3)’3"' 4)’4:
o0& o0& o¢ o¢ o¢

_ox_ON, 0N, ON;  ON,

== + + + ,

21 o anxl anxz 877x3 677x4
oy ON ON. ON ON,

Jzzzé'Z: P 1y1+ 2y2+ 3y3+ 4)’4-
n on~ on " On~~ On

Utilizando as Egs. 53 podemos calcular os diferentes termos em 0/0& e 0/0n:

8N1:_1_;78N2:1_776tc
0e 4 coe 4 ¢

Conforme o grau do polindmio interpolador e portanto do niimero de nos na fronteira
obtemos elementos isoparamétricos bidimensionais diferentes:

e clementos lineares de quatro nds;
e clementos quadraticos de oito nos, Figura 27a);

e clementos cubicos de doze nos, Figura 27b), ...

n.

a) b)

Figura 27 - a) Elemento isoparamétrico quadrdtico, oito nos;
b) elemento isoparamétrico cubico, doze nos.

Para o elemento quadratico ¢ utilizado um polindmio ctbico para a funcao interpoladora:

Py=a,+a,5+ 0377"‘0452+as§77+a6772+a7§277+08§772-

As fungdes de forma para o elemento cibico sdo baseadas no polindmio de quarto grau
seguinte:

P4=P3+a9§3+a10773+a11§277+a12§772.

Para o elemento isoparamétrico de oito nds as fungdes de forma, expressas em fungdo das
coordenadas naturais (& 7), sdo:
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N= (14 EE)(1+ )&+ 1) para i=13,5.7;
2
N=5 1+ (1= 1)+ L (1 p)(1- ) para =246

Em lugar de gerar as funcdes de forma a partir da inversdo da matriz [A] pode seguir-se a
metodologia mais directa. Vejamos por exemplo o caso do elemento quadratico de oito nés de
que representamos algumas func¢des de forma na Figura 28. Em a) representamos a
deformada associada a um deslocamento unitario no né 5. Esta deformacao tem variagao
quadratica segundo ¢ e linear segundo 77 e € nula para =1, £=-1 e =1, os trés zeros do
polinémio de interpolagdo. Por substituicdo directa ¢ imediato concluir que a fun¢do de forma
para o n6 5 sera dada por:

== =)

De modo anélogo para o né 8 obtinhamos:

v (=a0-p)
8 2 :

Se por outro lado aplicarmos um deslocamento unitdrio ao ndé 1, com variagdo linear
segundo & e 7, obtemos deslocamentos ndo nulos, #=1/2, nos nos 5 ¢ 8. Esta deformada é
incompativel com a defini¢do de funcdo de forma. Para anular o deslocamento do n6 5 e 8
basta subtrair metade das deformadas representadas em a) e b):

E(EVI I Y

5.6.2 - Elementos 3D

E possivel estender o conceito de elementos isoparamétricos de problemas bidimensionais ao
caso mais geral de problemas tridimensionais. Neste caso, o volume do elemento ¢ agora
descrito por trés coordenadas naturais —1 <&<+1, -1 <y<+1, -1<<+1 e a formulagdo
anterior ¢ expandida a terceira dimensdo. Isto €, as coordenadas z e os deslocamentos w serdo
calculdveis a partir de fungdes de forma e de coordenadas e deslocamentos nodais segundo a
terceira dimensdo. As fungdes Egs. 56 serdo generalizadas a:

x:ZNixia ”:ZNi“ia
i i

y:ZN'yv ZNVV
z= ZNZZ, w= ZNW
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b) - Fungdo (1 - &)(1-1n)/4.

b) - Fungdo de forma N,.

Figura 28 - Representagdo de algumas fungoes de forma para o elemento isoparamétrico

quadradtico de oito nos.

Assim serd necessario determinar os diferenciais 0¢/0&, 0¢/On e 0@/ 0 pelo que a matriz
Jacobiana sera expandida a:

Ox
o
ox
V=] &y
Ox
o¢

oy
o¢
oy
on
oy
o¢

&z
o¢
oz
on
oz
o¢

Jl 1 Jl 2 Jl 3
J2 1 J22 J23
J3 1 J32 J33

Na Figura 29 estao representados os elementos paralelipipédicos linear de oito nds e
quadratico de vinte nds. As func¢des de forma para o elemento de oito nds sdo:

N=5(1+E6)(1+ nn)(1+ &5)

onde &, n7,e {;=*1parai=1,2,....8.
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n
§
G

Figura 29 - Dois elementos isoparamétricos 3D: a esquerda um elemento linear de oito nos,
a direita um elemento quadratico de 20 nos.

6 - Determinacgao das Deformacgées e das Tensées
Conhecido o campo dos deslocamentos o calculo das componentes do tensor das deformagdes
segue-se por diferenciacao [Bathe, 1996; Branco, 1985, Timoshenko, 1970, 1982]:

ou _ _0Ov ow Ou  Ov ov , ow ow , Ou

ExT A T2 gzz:_9 X :_+_5 z:_+_9 x 2
o ey T, T ar ey o oz

ou utilizando a nota¢ao matricial:

2 9 o
ox
(.Y 3 0
& Ou/ ox 0 %
& ov/dy o < |,
0z
E ow/ 0z
=y, (N awaova (7] 5 & 0 ||
Yooy u/0y+0ov/ox dy oOx W
% ov/0z+ow/0dy 0 8 8
Ou/0z+ ow/ox 0z Oy
Yz L J
7 o o
e O -~
0z ox
2 9 0
ox
0
0 -~
Oy
0o 2
0z
= & 2 o |[M{a}=[8]44}
oy Ox
0 0 @
oz Oy
0 0
) 0 -~
0z ox
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onde u ¢ o deslocamento e &, a deformagdo segundo o eixo x, v € o deslocamento ¢ &, a
deformagdo segundo o eixo y, w ¢ o deslocamento ¢ ¢, a deformagéo segundo o eixo z, 3,

=y ) a deformagao de corte no plano (x,y), 7. (= a deformacao de corte no plano (y,z) e
. p V) V=V p Y
7.. (=7.) a deformagéo de corte no plano (x,z), [N] ¢ a matriz das funcdes de forma, [B] ¢a

matriz das deformagdes e {i} é o vector dos deslocamentos nodais. Por questdes de
tratamento matricial no método dos elementos finitos as componentes das deformagdes sao

geralmente agrupadas num vector designado por vector das deformacdes {g} :

{‘9} = { Ex &y &z Ny Nz Vx }T.

Conhecidos em cada ponto do elemento os deslocamentos e as deformagdes pode ser
realizado o célculo das tensdes instaladas. Admitindo que para o nivel das forgas aplicadas ao
elemento o material se encontra no dominio linear-elastico, isto ¢ no dominio de

aplicabilidade da lei de Hooke, as componentes do tensor das tensoes {0'} podem ser
calculadas a partir de:

{0y =[p]{s}

T, ~
onde {0'} ={ Oun O O Ty T, sz} ¢ o vector das tensdes de componentes o, para a
tenséo segundo o eixo x, o,, para a tensdo segundo o €ixo y, o, para a tensdo segundo o eixo

Z, T,

. (=17,) para a tensdo de corte no plano (x,y), 7,. (= z,) para a tensdo de corte no plano

(y,2) e 7, (=) para a tensdo de corte no plano (x,z), [D] ¢ a matriz de elasticidade e para
estados tridimensionais de tensdo tem a seguinte forma:

[D]= E(l-v)
(1+ov)(1-2v)

S OO Q Q ~
S OO Q —~Q
S OO~ Q Q
SO TTO OO
ST OO OO
SO OO OO

Eq. 60

, . . , .. 1))
onde v ¢ o coeficiente de Poisson, £ 0 modulo de elasticidade, a = eb

Utilizando-se a lei de Hooke generalizada pode-se escrever:

{ef =[C]{o}
onde [C] ¢ a matriz que relaciona as tensdes com as deformagdes para o material e, repare-se
que [C][D]=[DP][C]=[I] (sendo [I] a matriz identidade), ¢ dada como:
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1 —v -o 0 0 0
-v 1 -vu 0 0 0
1 -v -uv 1 0 0 0
[cl=Z o o o 20-v) o 0
0 0 0 0 21-v) 0
0 0 0 0 0 2(1-v)
Eq. 61

Note que para as equagdes que relacionam o vector de deformagdes com o vector das

tensdes dadas por Eg. 60 e Eq. 61 serem validas o coeficiente de Poisson v tem de ser inferior
1

a—.

2

6.1 - Consideracoes sobre o Calculo das Tensoes

As tensoes podem ser calculadas utilizando a equagao:

{0} =[Dl[B]{u}.

Eq. 62

Serdo portanto varaveis de ponto para ponto no interior do elemento em questdo. No caso dos

elementos isoparamétricos os elementos da matriz de deformacao [B] sdo funcdo de £e 7, as
coordenadas locais do ponto seleccionado. Em geral o valor calculado ¢ mais correcto nos
pontos de Gauss utilizados na integracdo numérica (ponto §8). Os valores das tensdes nestes
pontos, interiores ao elemento, ndo correspondem as tensdes maximas da estrutura. Por
exemplo no caso simples de uma viga a flexdo os maximos localizam-se nas fibras extremas e
portanto nos noés da fronteira da modelizagdo por elementos finitos. A partida, o calculo das

tensdes nos nos nio oferece dificuldades. Bastaria calcular o valor da matriz [B] no né
correspondente. Esta aproximac¢do ndo ¢ a que d4 melhores resultados. Varios autores
sugerem técnicas diferentes de extrapolagdo das tensdes dos pontos de Gauss para os nos.

Pela propria natureza do método dos elementos finitos como método de aproximagao ¢
natural que as tensdes apresentem descontinuidades entre elementos € no nd central. Uma
primeira solugdo consiste em calcular as tensdes em cada no6 a partir da Eg. 62 e proceder a
uma simples média aritmética. Esta solugdo apresenta o inconveniente de nao contemplar
qualquer correccao quanto a dimensao relativa dos elementos adjacentes.

Cook [Gomes, 1995] utiliza, no caso de estruturas bidimensionais, a seguinte técnica.
Considere-se em primeiro lugar o caso unidimensional da Figura 30a). Entre os pontos de
Gauss ¢ utilizada uma interpolagao linear definida a partir de:

_[ l-s 1+s } 4!
o= 2 2 o,
Eq. 63

em que s ¢ a coordenada natural s =¢&/P em que s=—1 para £=—P e s=+1 para =P e,
P=0.57735(...) define a cota do ponto de Gauss. Para determinar as tensdes nos pontos 4 ¢ B
, £=%1, usamos s =+1/P. Podemos entdo escrever:
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ol 1 1+1/P 1-1/P ||

o[ 2| 1-UP 1+UP ||o|

a) b)

Figura 30 - Calculo de tensées nos nos, usando uma extrapolagdo linear. a) Trogo de uma
viga modelada por uma unica camada de elementos isoparamétricos. A tracejado o valor
correcto da tensdo de corte sob a ac¢do de uma carga uniformemente distribuida. A traco
continuo os valores da tensdo de corte calculados. Os valores sdo exactos nos pontos
de Gauss. b) Identificag¢do dos pontos de Gauss e dos nos para extrapolagio
segundo a técnica de Hinton e Owen (Eq. 64).

Nas expressoes da Eq. 62 e da Eq. 63 as tensdes o, 05, 0; € 0, serdo sucessivamente
substituidas pelas componentes das tensoes (o, o, ¢ 0,).

No caso do elemento bidimensional da Figura 30b) um processo semelhante ¢ aplicado aos
quatro pontos de Gauss do elemento. Como fungdes de extrapolagdo sdo utilizadas as fungdes
de forma bilineares definidas para o elemento isoparamétrico de quatro nos. Por exemplo para
o ponto 4, tomando &= 17 =-1/P, obtemos:

a

G=Z[ a2 ab b2 ab ]{ O O, O3 Oy }T

em que o; ¢ a tensdo no ponto de Gauss i e a=1+1/P e b=1-1/P. Para o ponto E, £=0 e
&=-1/P e portanto:

GE=i[a a b b]{ 0 0, O3 Oy }T-

Hinton e Owen [Gomes, 1995] recomendam uma técnica de amaciamento local das tensdes
dentro do elemento, baseado no método dos minimos quadrados em que o calculo das tensdes
nos nds de um elemento isoparamétrico quadratico ¢ definido a partir de:

(o) | 1432 —12 132 -2 (o)
s —12 132 12 132 || =
Vo (7| 132 —12 132 -2 o[
(o) | 12 132 12 1432 e

Eq. 64
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ApO6s a passagem das tensdes para os nds, entdo sim, elas seriam amaciadas por uma média
aritmética de todos os elementos concorrentes dos nos.

Na Tabela 2 apresenta-se uma listagem dos pontos “Optimos” para célculo das tensdes para
tipos diferentes de elementos [Gomes, 1995].

Tipo de Elemento Ordem de Quadratura e Localizagdo
Viga 2 pontos, (+PL/2)
Linear Plano 1 ponto, ({=1n=0)
Quadratico de Lagrange 2x2,(E==xP; n=1P)
Quadratico Plano 2x2,(=xP;n=41P)
Cubico Plano 3x3, (9 pontos)
Sélido Linear 1 ponto, (&=n=¢,=0)
Sélido Quadratico 2x2x2,(E=1P;n=1P;{=1P)

Tabela 2 - Para tipos diferentes de elementos: ordem de quadratura e localizag¢do dos pontos
ideais para um cdlculo adequado das tensdes.

6.2 - Estado Plano de Tensao

Quando o sistema elastico ¢ muito fino e ndo existem forcas aplicadas segundo a direc¢ao
paralela a espessura, entdo pode-se considerar que as tensdes resultantes sdo constantes ao
longo da espessura e estamos na presenca do que € usualmente designado por estado plano de
tensdo. O deslocamento de um ponto P, de coordenadas (x,y,z), serd descrito pelas duas

componentes u ¢ v do seu vector de deslocamento {u} Em geral os deslocamentos serdo
diferentes de um ponto para outro mas independentes da cota z. As fungdes u e v serdo
portanto fung¢des de x e y. Usando uma notagdo matricial podemos escrever:

T
fuh={u vy
Conhecido o campo dos deslocamentos, o calculo das componentes do tensor das tensdes

sera efectuado de acordo com a Mecanica dos Meios Continuos. Dado o caracter

. . . ~ r T ~ r
bidimensional do problema o vector das tensdes resultante ¢ {0'} ={o, 0, 1, } (ndo ha
tensdes envolvendo o eixo z, na realidade sdo bastante reduzidas e por isso desprezadas). O

T . ,
vector das deformagdes resultante ¢ {&} = { &« &, & %, } (isto ¢, apesar de estado plano,
existe deformacao segundo o eixo z:

onde v ¢ o coeficiente de Poisson e £ o modulo de elasticidade, as restantes deformagdes de
corte relacionadas com o eixo z sdo bastante reduzidas e assim desprezadas). Para este estado

a matriz de elasticidade [ D] ¢ definida como:
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1 v 0
E v 1 0
D]=
[P] 1-0? 0 o l=v
2

De notar que se o coeficiente de Poisson v ¢ igual a 0.5 entdo o sistema & incompressivel
elasticamente.

6.3 - Estado Plano de Deformacao

Quando o sistema ndo expande segundo a direccdo perpendicular ao plano das forcas
aplicadas (isto ¢, quando a espessura ¢ elevada) entdo pode-se considerar como em estado
plano de deformagdo. Se as forcas aplicadas actuam no plano (x,y) entdo w, o deslocamento
segundo a direc¢do z, ¢ zero e os deslocamentos u e v sdo apenas fungdes de x e y. Este
conjunto de deslocamentos faz com que as deformagdes relacionadas com o eixo z sejam
nulas (ou seja, bastante reduzidas e por isso desprezadas) resultando o vector de deformagdes

T - T -
{8} = { Ex Gy Ny } e o vector das tensoes {a} = { Ox Oy Oz Ty } com a tensdo segundo
0 eixo z determinada a partir da lei de Hooke como:

o,=—L [ 2 (aa+qﬁ}

“1+o/1-20

e as restantes tensdes relacionadas com o mesmo eixo reduzidas e por isso desprezadas. Para

este estado a matriz de elasticidade [ D] ¢ definida como:

a b 0
[D]:lfu ’ (1)
0O 0 =
2
onde a=—L e p=—2

1-20v 1-2v

7 - Condigées de Convergéncia

Para a solu¢do obtida pela utilizacdo do método dos elementos finitos convergir para a
solugdo exacta do problema os elementos utilizados na modelizacdo devem ser completos e
compativeis (também designados por conformes). Se estas condi¢cdes forem totalmente
respeitadas, a precisdo da solucdo aumentara continuamente com o refinamento da malha de
elementos finitos utilizada. Este refinamento devera ser obtido por subdivisao de um elemento
anteriormente utilizado em dois ou mais; assim a malha antiga serd embebida na nova.
Matematicamente isto significa que o novo espago das fungdes de interpolacao do elemento
finito conterd o espaco anteriormente usado, € a0 mesmo tempo que a malha ¢ refinada a
dimensdo do espago da solucdo de elemento finito serd continuamente aumentado para
finalmente conter a solugdo exacta.

A necessidade de um elemento finito ser completo significa, no caso de problemas de
elasticidade, que as fungdes dos deslocamentos do elemento devem ser capazes de representar
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os deslocamentos de corpo rigido e o estado de deformacdo constante. Elementos ndo
completos podem ndo conseguir esta representacao.

Os deslocamentos de corpo rigido sdo os modos de deslocamento que o elemento dever ser
capaz de admitir tal como um corpo rigido sem o aparecimento de deformagdes. Como
exemplo, um elemento bidimensional em estado plano de tensdo devera ser capaz de
transladar uniformemente em qualquer direcc¢do e rodar no seu plano sem se deformar.

O numero de modos de corpo rigido que um elemento devera ser capaz de admitir
geralmente pode ser identificado sem dificuldade por inspec¢do mas, devesse notar que o
numero de modos de corpo rigido ¢ igual ao nimero de graus de liberdade menos o numero
dos modos de deformacdo (ou modos naturais). Para elementos finitos mais complexos os
modos de deformagdo e os de corpo rigido sdo efectivamente identificados pela representacao
da matriz de rigidez numa base de vectores proprios. Assim, resolvendo o problema de
valores/vectores proprios:

[K]¢= 24

obtemos:

[K][@]=[o][A]

onde [CD] ¢ a matriz que contém os vectores proprios @, ..., 4, € a matriz diagonal [A]

contém os valores proprios correspondentes, [A] =diag(A,). Utilizando a ortonormalidade dos
vectores proprios obtemos:

[o] [K][@] =[A].

Eq. 65

Podemos considerar a matriz [A] como sendo a matriz de rigidez do elemento correspondente
ao vector proprio dos modos de deslocamento. Os coeficientes de rigidez 4,, ..., 4, descrevem

de forma directa quanto o elemento ¢ rigido relativamente ao correspondente modo de
deslocamento. Assim, a transformacao da Eg. 65 mostra claramente quais os modos de corpo
rigido e quais os modos adicionais de deformagdo que estdo presentes (quanto menor o valor
proprio mais eficaz ¢ o elemento).

A necessidade de estados de deformagdo constante pode ser fisicamente interpretado se
imaginarmos que mais € mais elementos sao utilizados no agrupamento para representar um
dado corpo. Entdo no limite, assim que cada elemento se aproxima de um tamanho reduzido,
a deformacgdo em cada elemento aproxima-se de um valor constante e qualquer variagao
complexa da deformagdo no interior do corpo pode ser aproximada.

Elementos compativeis ou conformes sdo aqueles em que a funcdo incdgnita ¢ continua
tanto no seu interior como na fronteira entre elementos. Repare-se que esta condicdo apenas

implica, em geral, continuidade C° para as fungdes de forma. Porem existem casos, como no
estudo de flexdo de placas, em que esta condicdo implicaria o uso de funcdes de forma de
graus de continuidade mais elevados. Nao ¢ facil de conseguir elevado grau de continuidade
na fronteira entre dois elementos. Para contornar esta dificuldade pode utilizar-se como
variavel nodal o valor da derivada da fungdo incégnita. Com este artificio consegue-se obter
continuidade C' para a funcdo incognita utilizando fungdes de forma de continuidade .
Fisicamente, a compatibilidade assegura que vazios entre elementos ndo ocorrem quando o
sistema de elementos finitos ¢ carregado. Quando apenas sdo definidos graus de liberdade de
translacao nos ndés dos elementos apenas continuidade nos deslocamentos u, v € w (nos que
efectivamente existirem) devera ser verificada. Contudo, quando também sdo definidos graus
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de liberdade de rotacdo que sdo obtidos por diferenciagdo dos deslocamentos transversos
também ¢ necessario satisfazer a continuidade no elemento da primeira derivada do
correspondente deslocamento.

Frequentemente acontece o desrespeito pela condicdo de compatibilidade sendo apesar
disso obtidos bons resultados. O uso de elementos nao conformes implica, em geral, a perda
da convergéncia monotonica para a solucdo o que pode ndo significar total perda de
convergeéncia.

Cada elemento utilizado na modelizacdo nao deve possuir direcgdes preferenciais; isto €,
os resultados obtidos devem ser geometricamente invariaveis.

No caso de se utilizarem polinémios interpoladores estes devem ser no minimo simétricos
em relacdo aos termos em x € em .

Também a taxa de convergéncia depende das func¢des de forma utilizadas. Habitualmente ¢
referido como muito desejavel o uso de polindmios completos na definigdo das fungdes
incognitas. Em elementos de geometria constante embora seja esperado um aumento da
convergéncia a medida que aumenta o grau do polindmio das fungdes de forma nio esta claro
que essa convergéncia ¢ mais rapida do que a obtida por refinamento da malha. Vérios
estudos [Oliveira, 1990] tém mostrado que, para um dado niimero de parametros incognitos, a
taxa de convergéncia obtida com aumento do grau do polindmio ¢ sempre superior. Na pratica
tem que haver um compromisso, ja que para modelar contornos irregulares e/ou
heterogeneidades ¢ sempre necessdrio considerar um grande ntimero de elementos. A
utilizacao de polinomios de segundo ou terceiro grau para as fungdes de forma parecem ser
muitas vezes uma escolha acertada [Oliveira, 1990].

A verificacdo das condigdes de convergéncia nem sempre ¢ facil. Por vezes, sobretudo
com uso de elementos ndo conformes, apenas a realizagcdo de testes (como por exemplo o
“Patch Test”) permite concluir se ha convergéncia e em que condi¢des. Outros métodos de
verifica¢do fazem uso da andlise dos valores e vectores proprios da matriz de rigidez desses
elementos.

7.1 - Verificacao da Convergéncia: o “Patch Test”

Por diversos motivos, muitas vezes ndo sdao integralmente verificadas as condi¢des
necessarias para o comportamento correcto dos elementos finitos; nomeadamente no que
respeita ao uso de elementos ndo conformes, ha utilizacdo de técnicas de integragdo reduzida,
etc.

Bruce Irons [Oliveira, 1990] idealizou um método de verificar o comportamento de
elementos finitos ndo standard, consistindo em fazer um conjunto de testes computacionais,
destinados a verificar o grau de aproximagdo obtido em diversos casos tipo. Outros
investigadores apresentaram versdes mais matematicas destes testes.

Tem havido certa controvérsia sobre a discussdo matematica do “Patch Tesf” e na
definicdo da forma que, sobretudo em situacdes mais complexas, este devera ter [Oliveira,
1990].

Do ponto de vista de engenharia o “Patch Test” tem sido uma técnica muito util, talvez a
mais utilizada [Oliveira, 1990], para verificar o comportamento dos elementos finitos.

Basicamente o teste permite verificar se dado elemento satisfaz ou ndo a condi¢do de ser
completo (capaz de convergir para a solugdo exacta, qualquer que esta seja).

Consiste em prescrever valores da fungdo incognita na periferia de dado dominio e
verificar se no interior deste dominio os valores obtidos, pelo método dos elementos finitos,
usando o elemento em andlise coincidem ou ndo com os esperados qualquer que seja a malha
utilizada na divisdo do dominio.
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Assim, por exemplo, num problema de elasticidade de dominio Q diz-se que um elemento
finito passa o “Patch Test” quando ¢ capaz de reproduzir as seguintes situagdes:

e Deslocamento de corpo rigido na direc¢ao de cada eixo;
e Deslocamento proporcional na direc¢do de cada eixo.

Entende-se aqui por deslocamento proporcional um campo dos deslocamentos em que cada
no na periferia ¢ forgado a ter deslocamento proporcional a sua coordenada.

No caso do deslocamento de corpo rigido, além de os nds interiores deverem apresentar
deslocamento igual ao prescrito na periferia, as tensoes calculadas em todos os elementos
deverdo se nulas, Figura 31.

Este teste deve ser feito utilizando uma malha irregular de elementos finitos, Figura 32.
Verifica-se frequentemente que ha elementos capazes de passar o “Patch Test” em malhas
regulares e ndo em malhas distorcidas.

N

Figura 31 — Exemplo de um “Patch Test” aplicado Figura 32 — Elementos a considerar obrigatoriamente
a todo o dominio: Num deslocamento do corpo ao verificar o “Patch Test” no no I. OQutros elementos
rigido, ndo ha deformagaes, pelo que as poderiam também ser agrupados mas neles
tensoes calculadas deverdo ser nulas. as fungoes de forma seriam nulas.

8 - Integracao Numérica

Quando os elementos tem fronteiras curvas os integrais para as matrizes dos elementos sao
mais facilmente determinados utilizando-se um sistema de coordenadas naturais. Os
elementos bidimensionais num sistema de coordenadas naturais tornam-se quadrados ou
tridngulos e ndo ¢ necessario determinar as equagdes para as suas fronteiras curvas. Contudo,
determinar os integrais num sistema de coordenadas naturais ndo ¢ uma tarefa facil. A
integracdo necessita de ser realizada numericamente pois equacdes explicitas ndo podem ser
obtidas para todos os passos envolvidos no processo de integracdo. Neste ponto sdo
apresentadas transformagdes das varidveis de integracdo e técnicas numéricas para integragao
das matrizes dos elementos finitos utilizados na discretizagao.

8.1 - Transformacao das Variaveis de Integracao

Os integrais que definem as matrizes dos elementos estdo expressas em termos de dx ou, em
caso de problemas bidimensionais, de dxdy ou ainda, em problemas tridimensionais, em
termos de dxdydz. Obviamente que ¢ necessario uma transformagdo das coordenadas de
integracdo se as integracdes sdo efectuadas num sistema de coordenadas naturais.

A equagdo para transforma¢do de uma coordenada num integral unidimensional de um
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sistema de coordenadas para um outro permite escrever:
X, p,
d(x
[reax- [ew (i%j d

i p,
Eq. 66

onde x(p) ¢ a equagdo que relaciona os dois sistemas de coordenadas e %(If))= [J] =J ¢

designada, como ja anteriormente referido, por matriz Jacobiana para a equacdo da
transformagdo. Neste caso esta matriz consiste apenas num unico elemento que ¢ denotado
por J e ¢ designado por Jacobiano.

O objectivo principal ¢ exprimir o integral utilizando a coordenada natural & e assim a Eqg.
66 fica:

xj}<x>dx=Jg(cf> [t

e torna-se necessaria uma equagdo que exprima x em funcdo de & Esta equagdo ¢ obtida
utilizando as fungdes de forma N, para o elemento em questdo:

x=N,( )X, +...+N, (X,

onde X}, X,, ..., X, sdo as coordenadas globais para os nodos 1,2, ...,m do elemento.

A transformagdo de coordenadas de integragcdo em integrais duplos é:

+1 +1

j f(x,y>dxdy=”g(é, n)det[J]d&dn
A —-1-1

onde £ e 7 sdo as novas coordenadas naturais e [J] é a matriz Jacobiana da transformagao
entre os dois sistemas de coordenadas:

ox Oy
dg 0¢
[J]: ox oy
on on

As equacdes da transformacdo de coordenadas podem serem obtidas utilizando-se um
procedimento idéntico ao descrito no problema unidimensional: as equagdes sdo determinadas
utilizando-se as fun¢des de forma e as coordenadas globais para os nos do elemento em
questao.

A transformagdo de coordenadas de integragdo em integrais triplos é:

+1+1 +1

j f(x,y,Z)dxddejJJg(é n,¢)det[J]dédnd<

-1-1-1
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onde &, 17 e {'sdo as novas coordenadas naturais e [J] ¢ a matriz Jacobiana da transformagao
entre os dois sistemas de coordenadas:

ox dy 0Oz
o0& 0 o&
ox Oy Oz
[/]= on on 0On
x Oy Oz
o¢ 0 o¢

As equacdes da transformacdo de coordenadas podem serem obtidas utilizando-se um
procedimento idéntico ao descrito nos problemas unidimensional e bidimensional.

8.2 - Técnicas de Integracio Numérica

A complexidade dos termos que aparecem nas matrizes dos elementos finitos, sobretudo
quando se utiliza uma transformag¢ao de coordenadas (x,y,z)—>(¢&, 17, {') para poder lidar com
elementos distorcidos, obriga a utilizagdo de métodos numéricos para calculo de integrais.
Geralmente podemos aproximar esses integrais, em dominios 1D, 2D ou 3D, efectuando
uma soma de termos que envolve o valor do integrando em certo numero de pontos & do

dominio multiplicado por pesos’ @; convenientes. Assim:

+1

- j G AdE=yG(E) + rG(E) + -+ 0,G(E).

-1
Eq. 67

Para desenvolver métodos deste tipo, no dominio 1D, podemos escolher pontos &, &, ...,

&, no dominio e calcular o polindmio de grau n que ¢ exactamente igual a essa funcdo G(&)
nesses pontos. Faremos:

P()=a+ o+ -+ a8

Eq. 68

sendo ¢, &, ..., o, obtidos do seguinte sistema de equagdes:
G(&) =+ &+ + &)
G(gn) = 0{0+ Q é:n +oeet ané:nn

Eq. 69

O integral da Eq. 67 sera agora calculado aproximadamente substituindo a funcao
integrante G(¢&) pela sua aproximagao P,(&). Assim:

9 ~ C oA R .
Estes pesos ddo a “zona de influéncia” de cada ponto de amostragem sendo o seu somatorio igual ao comprimento do
intervalo.
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+1 +

1
IZJG(f)dé:; Pn(f)dfz 2a0+%a2+...+ % [1_(_1)n+1].

n+l1

-1 1

Eq. 70

Como exemplo, vejamos o caso da Figura 33 que ilustra a conhecida regra trapezoidal.

G(&)
P(2) o

Go=-1 &i=+1 3

®y=1 o;=1

Figura 33- Pesos e colocagdo dos pontos correspondentes a regra

+1

trapezoidal para o calculo de fG(cf)df.

Seguindo o sugerido na Eq. 68 e na Eq. 69 chegariamos aos valores:

a =G(§1)+G(§o) e a _G(§1)_G(§o)
0 2 1= )

e o valor do integral, de acordo com Eq. 70, sera:

+1

zsz(f)dgz (&) + (&)

Uma analise de erros na aproximacdo referida pela Eg. 70 mostra a possibilidade de
integracao exacta de qualquer polinomio de grau <z se n for impar. Se n for par a expressao
Eq. 70 dard um integral exacto de um polindmio até ao grau n+ 1.

Num dominio 2D, estamos perante o calculo de um integral duplo da forma:
+1+1

I= f j G(&n)dedn,

Como se trata de um dominio rectangular o método mais simples consiste em efectuar duas
integracdes numéricas nas direc¢des & e 17 de forma independente. Teremos entao:

e z[a{z 0G(&, n_,)}]

ou seja:
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n n
12373 @,6(&n)
Jj=0 i=0
Eq. 72
sendo w;=ww; a “area de influéncia” de cada ponto de amostragem, dando o somatorio
destes produtos a area do dominio considerado.

Se os integrais nas direccoes & e 7 sao exactos para polindmios de graus p
(independentemente) entdo as expressdes da Eg. 7/ e da Eg. 72 permitirdo calcular

exactamente todos os termos & 77> sendo p, e p, ndo superiores a p.

O integral de uma fun¢do definido numa regido triangular, utilizando-se coordenadas de
area (Ly,L,,L,), Apéndice A.7, é:

1 l—Ll

Jf(an’)dA = J Jg(LO’Ll)dLOdLl
4 0 0

onde g(L,,L,) inclui o termo det[J].

A passagem a trés dimensdes ¢ imediata. Temos agora:

+1+1+1

=0 i=0 k=0
1-1-1 I

sendo @ = w00, o “volume de influéncia” de cada ponto de amostragem, dando o
somatorio destes produtos o volume do dominio considerado.

Note-se também que a integracdo numérica permite muito facilmente considerar elementos
de espessura variavel: Basta que se entre na expressdo da integragdo respectiva com a
espessura ¢, em cada ponto de amostragem. Normalmente ¢ dada a espessura do elemento em
cada nodo, sendo a espessura nos pontos de amostragem interpolada recorrendo-se as fungdes
de forma e a espessura nos nodos.

8.2.1 - Método de Newton-Cotes

Utilizando igual espacamento entre os pontos, a expressao da Eg. 70 corresponde aos métodos
de Newton-Cotes para o calculo de integrais. Nao sao habitualmente utilizados em elementos
finitos por exigirem em geral n+ 1 calculos da fun¢do integrante; contudo, este método pode
ser eficiente em analise ndo lineares [Bathe, 1996].

8.2.2 - Quadratura Gaussiana (Gauss-Legendre)

Um método alternativo consistird em atribuir a priori as posi¢des em que G(&) dever ser
calculada tentando determinar essas posi¢des de modo a que a aproximagdo dé o valor exacto
do integral sempre que G(&) for um polindmio de grau <p sendo p (=n) um valor também a
determinar. Seja:
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P(O=ay+a s+ -+ a,&

e facamos:

+1

IZJG(é)dSZEwo(ao+“1§o+ "'+0‘0‘fZ)+a’1(0‘0+0‘1‘§1+"'+0‘n§17)+
4
ro(agraé+ o +a,l).
Eq. 73

Comparando esta equagdo com a Eq. 70, que da o resultado do calculo exacto do integral
do polinémio P (&), concluiremos que devera ser:

-
oyt o+ -+ w,=2

Y oSt 0,822

1
a)og“(”)+a)1§f+~-+a)n§:p+l [1_(_1)}7”]

\
Egs. 74

Estas condigdes, Egs. 74, correspondem a um sistema de (p+ 1) equagdes nas incdgnitas
{a)i, fl.} com i=0,1,...,n. Este sistema sé admitird solu¢do quando o numero de equagdes
igualar o niimero de incédgnitas (condicdo alias nao suficiente!). Ou seja:

p=2n—1.

Dado que 7 ¢ inteiro p devera ser impar. Poderemos construir a tabela da Tabela 3 com os
primeiros valores de variagdo de p com n. Assim, por exemplo, calculando a funcao
integrante em trés pontos por este método integrar-se-ia exactamente um polinomio até ao
grau cinco enquanto pelo método de Newton-Cotes s6 se conseguiria exactidao até ao grau
trés.

Uma regra para determinar-se o nimero de pontos de amostragem necessario para integrar
uma fung¢do unidimensional ¢ igualar (2n—1) ao grau da funcdo a integrar (quando o valor
obtido para n ndo ¢ inteiro deve-se utilizar n igual ao inteiro superior mais proéximo) ficando o
integral com a forma:

1=f¢d§%iw,-¢i
1 i=1

onde @, sdo 0s pesos e ¢, o valor da fungdo a integrar em cada um dos pontos de amostragem.

Numeros de Pontos Grau do polinomio
de Integracao integravel exactamente
() (»)
1 1
2 3
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Numeros de Pontos Grau do polinomio
de Integracdio integravel exactamente
() ()
3 5
4 7

Tabela 3 - Relagdo entre o numero de pontos de integra¢do e o maximo
grau do polinomio integravel exactamente utilizando a quadratura Gaussiana.

Este método de integracdo designa-se habitualmente por quadratura de Gauss-Legendre
ou, de forma mais simplista, por apenas quadratura de Gauss ou Gaussiana.
A resolugdo dos sistemas de equacdes, Egs. 74, permitira obter as coordenadas & e os

pesos o, para os diversos valores de p, Tabela 4.

No caso de fungdes de duas variaveis ¢= (& 77) o dominio de integragdo estara definido no
plano (&,7):

11 !

_ j J¢<§,n>d§dnz {zwm,m} =y ‘{i@ﬂgﬂ S5 00 d(En).

1 J=1 i=1 j=1i=1

Eq. 75

Para determinar-se m e n iguala-se (2m—1) ao grau mais elevado presente na fungdo em
termos da varidvel 77 e (2n—1) ao grau mais elevado presente na funcdo em termos da
variavel &.

A Egq. 75 ¢ normalmente implementada como um somatorio simples de K=n * m pontos de
amostragem sendo o produto @,®; o coeficiente de peso de um ponto especifico.

A Figura 34 ilustra a aplicagdo da quadratura de Gauss-Legendre a dominios 2D.

+ + + + +

+ + + +
S I S

plap2$1 pl,p2S3 pl,p2§5

Figura 34 - Colocagdo dos pontos de integragdo na regra de Gauss-Legendre
para quadrilateros.
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n & 0] p

1 0.00000 2.00000 1

2 0.57735 1.00000 3

3 0.77460 0.55556 5
0.00000 0.88889

4 0.86114 0.34785 7
0.33998 0.65215

5 0.90618 0.23693 9

0.53847 0.47863
0.00000 0.56889

6 0.93247 0.17132 11
0.66121 0.36076
0.23862 0.46791

7 0.94911 0.12948 13

0.74153 0.27971
0.40585 0.38183
0.00000 0.41796

8 0.96029 0.10123 15
0.79667 0.22238
0.52553 0.31371
0.18343 0.36268

9 0.96816 0.08127 17
0.83603 0.18065

0.61337 0.26061
0.32425 0.31235
0.00000 0.33024
10 0.97391 0.06667 19
0.86506 0.14945
0.67940 0.21909
0.43340 0.26927
0.14887 0.29552

Tabela 4 - Valores das coordenadas & e dos pesos , correspondentes ao cdlculo
aproximado de integrais pela quadratura de Gauss-Legendre.
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A quadratura de Gauss-Legendre ¢ bastante comum em problemas de analise nos quais sao
utilizados elementos finitos isoparamétricos. Na Tabela 5 ¢ apresentada a ordem de
integracdo recomendada em [Bathe, 1996] para a integracdo das matrizes de elementos finitos
isoparamétricos segundo este método.

Elementos Bidimensionais | Ordem de integracio
4 nos nao distorcido 2x2
4 nos distorcido 2x2
8 nos nao distorcido 3x3
8 nos distorcido 3x3
9 n6s ndo distorcido 3x3
9 no6s distorcido 3x3
16 n6s nao distorcido 4x4
16 nos distorcido 4x4

Tabela 5 - Ordem de integra¢do recomendada para a quadratura Gaussiana para elementos
isoparameétricos segundo [Bathe, 1996]

Na Tabela 6 esta indicada a localizacdo dos pontos de amostragem e os correspondentes
pesos para a integracdo em dominios triangulares, utilizando-se coordenadas de area

(Ly,Ly,L,), Apéndice A.7, para a quadratura de Gauss-Legendre.

8.2.3 - Método de Gauss-Lobatto

Existem obviamente possibilidades inimeras de efectuar o célculo de integrais. Por exemplo
poder-se-ao fixar no dominio alguns pontos &, e deixar os outros por determinar. Neste caso o

maximo grau do polindmio que consegue ainda ser integrado exactamente estara contido

entre o que corresponde ao método de Newton-Cotes e ao de Gauss-Legendre. Em particular,

¢ por vezes util incluir os dois extremos do dominio (§,=-1,{,=+1) mas deixar livre a

escolha dos pontos intermédios. E 0 método de Gauss-Lobatto.

Vejamos, como exemplo, um método de integragdo em trés pontos sendo &,=—1¢ & =+1.

As equacgdes Egs. 74 permitem escrever:

-
o+ o+ @+ wy=2
-y + o, &+ w,=0

2

2 .

2
\
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Ordem de Localizacao Peso w, Erro
Quadratura
LO Ll
2 1 1 1 O(h)
2 2 2
1 0 1
2 6
3 1 1 1 o(n’
2 2 6 ( )
0 1 1
2 6
1 1 0.11250
2 3
0.0597159 | 0.470142 | 0.00661071
0.470142 | 0.470142 | 0.00661071
7 0.470142 | 0.0597159 | 0.00661071 o(r°)
0.101287 | 0.101287 | 0.0629696
0.797427 | 0.101287 | 0.0629696
0.101287 | 0.797427 0.0629696

Tabela 6 - Localizagdo e pesos dos pontos de amostragem para a integra¢do num dominio
triangular utilizando a quadratura Gaussiana.

A solucdo deste sistema de equagdes sera:

4

3

De igual modo se obteriam as coordenadas & e os pesos @; para a regra de Gauss-Lobatto
para quatro pontos, Tabela 7.

8.3 - Ordem de Integracio

A ordem de integragdo numérica ¢ geralmente definida por ensaios numéricos em problemas
tipo. A solucdo de uma analise pelo método dos elementos finitos ¢ inicialmente condicionada
por dois factores; por um lado, o tipo de polindmio interpolador (e portanto de elemento
seleccionado); por outro lado, pela discretizagdo efectuada, isto €, pelo grau de refinamento
utilizado na malha de elementos finitos. Em principio, utilizando polindmios de grau mais
elevado (isto ¢, elementos hierarquicamente superiores) para um mesmo numero de elementos
melhores serdo os resultados obtidos.

A utilizagdo de mais elementos ou de elementos com maior nimero de nés introduz um
maior numero de incognitas e consequentemente um maior esfor¢o computacional.

Um terceiro factor importante em termos de esfor¢o de calculo diz respeito a ordem de
integracdo utilizada na avaliacdo das matrizes de elemento. O esfor¢o ¢ proporcional ao
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numero de pontos de integracdo vezes o quadrado do nimero de graus de liberdade do
elemento.

(n+1) é o,
S=-1 a’o—%
3 =0 a’F%
&=+1 a)2=%
=1 | gL
4 681:—% 0)1=%
682:% 0)2:%
&=+1 “)3=é

Tabela 7 - Valores das coordenadas & e correspondentes pesos @, correspondentes
ao cadlculo aproximado de integrais pela regra de Gauss-Lobatto

r

O limite inferior & ordem de integracdo ¢ estabelecido pela necessidade de que a lei
utilizada calcule o volume do corpo de forma exacta. Com efeito, a medida que a malha ¢
refinada, serd obtido um estado de tensdo constante em cada elemento; por outro lado, a
energia de deformagdo, sera dada por

ch[J] td&dn, onde ¢ é a espessura constante e [J] a matriz Jacobiana,

ou

JJJC[J] td&dndd, onde a espessura ¢ ndo € constante e ¢ :% {E}T[D] {8}

Cada um dos integrais sera igual a uma constante ¢ (devido ao estado de tensdo na malha)
vezes um elemento de volume. Se o volume da estrutura for integrado de forma exacta, a
energia de deformagao também o sera.

No caso de elementos lineares, o termo [J]t ¢ linear em & e 77 e portanto s6 serd necessario

um ponto de integracao. No caso de elementos quadraticos, [J] contem termos em §3 enre
portanto sera necessaria uma lei de 2x2 pontos de Gauss.

A medida que a malha é refinada, os elementos tornam-se paralelogramos de lados rectos.
No limite, os elementos de 8 nds comportar-se-iam como elementos lineares de 4 nos. Seria
entdo teoricamente possivel a utilizagdo de 1 ponto de Gauss. Esta regra ndo ¢ no entanto
aconselhavel pois podera originar modos de energia de deformagao nula.
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Um modo de energia de deformagao nula forma-se quando as deformagdes impostas aos
graus de liberdade corresponde um campo de deformagdes nulas nos pontos de integracao.

Se o modelo de elementos finitos admitir modos de energia nula, a sua matriz rigidez [K]
sera singular e ndo ¢ possivel resolver o sistema de equacdes de equilibrio. No caso de uma
malha de elementos lineares 2D o problema resolver-se-ia, por exemplo, integrando pelos
menos um elemento em 2x2 pontos de Gauss ou, se o problema fisico o permitir, fixando o
deslocamento nos pontos de Gauss 1, 2 e 3.

8.4 - Que Tipo de Regra Utilizar?

No caso de problemas planos, em geral uma regra de 2x2 pontos de Gauss ¢ suficiente quer
para elementos lineares quer para parabolicos. No caso de modelos 3D, a regra 2x2 pontos de
Gauss ¢ a melhor no caso do paralelepipedo linear de 8 nds mas pode originar resultados
errados no caso de elementos parabolicos; para estes elementos parabdlicos, ha que recorrer a
regra de 3x3x3 pontos de Gauss ou a regra de 14 pontos, portanto mais econdmica, a seguir
indicada:

111
J”f(ei, M1:$) = B[ f(=,0,0)+/(6,0,0)+£(0,-b,0) + -+ (6 termos) |

-1-1-1
+ Cg[ f(=¢,—c,—¢) +f(c,~c,—¢) + -+~ (8 termos) |

em que
B,=0.886426592797784, Cy=0.335180055401662, b=0.795822425754222,
¢=0.758786910639328.

9 - Conclusoes

Em problemas de meios continuos, quer se trate de andlise estrutural, teoria da elasticidade ou
mecanica dos fluidos, o numero de graus de liberdade ¢ infinito e sdo poucas as solugdes
analiticas conhecidas. Ou melhor, sdo poucos os problemas para os quais ¢ possivel uma
solugdo analitica de 4 a Z. Na maior parte dos problemas praticos € no entanto possivel tentar
uma solucdo numérica aproximada. Isto s6 sera possivel admitindo que o “continuo” pode ser
modelado por um nimero finito de varidveis. No caso do método dos elementos finitos, o
continuo ¢ subdividido num conjunto de elementos, ligados entre si num ntimero finito de
pontos, os pontos nodais ou nos.

O método dos elementos finitos em engenharia foi inicialmente desenvolvido numa base
fisica para a analise de problemas de estruturas mecanicas. Contudo, foi rapidamente
reconhecido que a sua técnica podia ser aplicada de forma também bastante satisfatoria a
outras classes de problemas.

Os pontos importantes a ter em consideragcdo numa analise de um sistema pelo método dos
elementos finitos sdo os seguintes:

I. A escolha do modelo matemdtico a utilizar na modelizagdo deverd depender na
solugdo a ser esperada;
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2. O modelo matematico mais adequado ¢ aquele que origina as solugdes para as
incognitas do problema com a precisdo desejada e com o menor custo possivel,

3. Uma solugdo, segundo o método dos elementos finitos, s6 ¢ adequada para o modelo
matematico escolhido para o problema e nao pode fornecer mais informagdes além
das que estdo contidas no mesmo modelo;

4. Devera existir um compromisso adequado entre a complexidade do modelo
matematico adaptado e a precisdo requeridas paras as solugdes determinadas pela
utilizagdo do mesmo. Por vezes o modelo matematico adequado para um determinado
problema ¢ tdo complexo que a sua utilizagdo se torna impossivel. Nestes casos
devera-se optar por um modelo mais simplista que origine solugdes satisfatorias para
o problema em questao.

Em resumo, deveremos ter sempre consciéncia que o passo crucial em qualquer analise
utilizando o métodos dos elementos finitos ¢ sempre a escolha do modelo matematico
apropriado pois a solu¢do encontrada pelo método apenas € solucdo para este mesmo modelo.
Além do mais, o modelo matematico deverd depender das incognitas da andlise e devera ser
robusto e eficiente. No processo de andlise, devera-se determinar se o modelo matematico foi
resolvido com a precisao adequada e se o0 mesmo modelo foi adequado para as incognitas em
estudo. Adoptar o modelo matematico, resolver o modelo pelos procedimentos apropriados
dos elementos finitos, e verificar e validar as solugdes determinadas sdo as fases fundamentais
de uma analise utilizando o método dos elementos finitos.

Nao seréd por demais realcar que tratando-se de um método de aproximagao, aplicavel aos
mais diversos problemas da Fisica, os resultados dizem respeito ao modelo matematico e sera
portanto necessario garantir que este representa com grau de aproximacao suficiente o modelo
real. Em principio tal facto estd logicamente garantido desde que se utilize um nimero
suficiente de elementos finitos, isto ¢ uma malha suficientemente refinada. O nimero de
elementos desempenha portanto um papel fundamental mas, o aspecto e a distor¢do dos
mesmos ¢ também importante.

O grau de precisdo obtido pelo método dos elementos finitos depende assim de diversos
factores entre os quais se encontra a forma dos elementos e o tipo de fungdes de interpolagdo
escolhidas.

Apesar, que no geral em andlises pelo método dos elementos finitos (quer sejam estaticos
quer sejam dindmicos), o equilibrio diferencial ndo ¢ exactamente satisfeito em todos os
pontos do sistema continuo considerado, duas propriedades importantes sao sempre
verificadas pela solugdo determinada pelo método, independentemente da malha utilizada ser

grosseira ou mais refinada. Estas propriedades sdo:
e equilibrio nos pontos nodais;
e equilibrio de cada elemento finito utilizado na modelizagdo.

Nomeadamente, considerando que uma anélise segundo o método dos elementos finitos foi
efectuada e que seguidamente foi calculada para cada elemento finito m os vector de forcas
nos pontos nodais:
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{rh = (3] o aven

onde {O'(m)} = [D(’”)] {5"”)}. De seguida ¢ possivel observar que de acordo com a propriedade
I:

1. Em qualquer nodo de um elemento, o somatorio das for¢as nodais esta em equilibrio
com as forgas externas nodais aplicadas (nas quais estdo incluidas as for¢as de
corpo, de trac¢do na superficie, das tensoes iniciais, das cargas concentradas, da
inércia, de amortecimento e das reac¢oes).

e de acordo com a propriedade 2:

2. Cada elemento m esta em equilibrio sob as suas for¢as {F (m)}.

A propriedade / ¢ rapidamente verificada pois a equagao:

[M{U} + [cC{U} = {R}
exprime o equilibrio no ponto nodal e temos z {F (’")} = [K] {U }

m

O estado de equilibrio de cada elemento finito da propriedade 2 é verificado desde que as

fungdes de interpolagdo para os deslocamentos do elemento finito na matriz [N ('")] satisfacam
os requisitos basicos de convergéncia, os quais incluem a condicdo de o elemento ser capaz
de representar movimentos de corpo rigido. Nomeadamente, considerando que o elemento m

¢ sujeito ao vector de forgas nodais {F (m)} e ¢ imposto deslocamentos nodais virtuais
correspondendo aos movimento de corpo rigido. Entdo para cada movimento virtual de corpo

rigido com deslocamentos nodais { i } , temos:
{ 5}T{F<m>} - J[[B(m)] { ,j:}]T{O_(m)}dV(m): J{;} {omyar™ =0
Ve o

pois {E} = {0} Utilizando todos os movimentos de corpo rigido aplicaveis concluimos que
as forgas {F ('")} estdo em equilibrio.

Como conclusdo uma analise segundo o método dos elementos finitos pode ser
interpretada como um processo no qual:

1. O sistema global ¢ idealizado como um agrupamento de elementos discretos ligados
entre si em nodos comuns.

2. As forgas externas aplicadas (forgas de corpo, trac¢des na superficie, tensdes iniciais,
cargas concentradas, forgas de inércia e de amortecimento, e reacg¢des) sao
consideradas como aplicadas nos nodos dos elementos utilizando-se o principio dos
trabalhos virtuais de forma a obter-se as forcas externas equivalentes.
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3. As forcas externas equivalentes aplicadas nos nodos (determinadas no ponto 2) sdo
equilibradas pelas forcas nodais do elemento que sdo equivalentes (no sentido do
trabalho virtual) a tensdo interna do elemento:

S AF™ ={R}.

4. Compatibilidade e a relagdo deformagdo/tensdo para o material sdo verificadas
exactamente, mas em vez de um equilibrio ao nivel diferencial, apenas ¢ satisfeito
equilibrio global para o sistema total, nos nodos e para cada elemento m sob as suas

forgas nodais {F (m)} .

Apéndices

A.1 - Principio da Energia Potencial Minima

A configuragcdo de equilibrio de um sistema ¢ aquela que torna nulas todas as variagdes
possiveis da energia potencial total do mesmo; isto €, ¢ aquela configura¢do que torna minima
a energia potencial total do sistema [Branco, 1985; Gomes, 1995; Timoshenko, 1970, 1982].
Um sistema com n graus de liberdade necessita de n coordenadas generalizadas para a
defini¢ao da sua configuracao de equilibrio.
Exprimindo a energia potencial total em func¢do destas n coordenadas generalizadas
(designadas por D;):

,=11,(D,.,D,,...,D,)
cujo diferencial total ¢ dado por:

oIl oIl oIl
T, =—2dD, +—L2dD, + --- +—2dD,
?~ oD, oD, oD

n

garantir o minimo de D,, qualquer que seja a variagdo em torno da configuragdo de equilibrio,

obriga a que cada uma das derivadas parciais seja nula. Obtemos assim n equagdes de
equilibrio:
oIl

——L=0comi=1,2,...,n.
oD

i
A energia potencial total de um corpo ou sistema elastico ¢ dada por:
In,=U-Vv
onde U ¢ a energia de deformacdo eldstica (Apéndice A.2) e V o potencial das forcas
exteriores.

A.2 - Energia de Deformacao

A energia de deformacdo [Branco, 1985; Timoshenko, 1970, 1982] para um corpo
tridimensional elastico m é:
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(m _1 (m)
U=3 j(%sxﬁ Oyt Ot Ty o+ Tt o)AV
V(m)

que pode ser formulada como:

y=1 j (Y {abar™
ye

Utilizando-se a lei de Hooke generalizada, e como a matriz de elasticidade [ D] é simétrica,
podemos reescrever a equacgao anterior com a forma:

y-1 j (Y [D]{ebar™.
ye

Escrevendo a energia de deformag@o em termos dos deslocamentos nodais obtemos:

o =4 [{i 8 [0)[8) ) ar - [{iy (8 [) e far™

po

onde {&;} é o vector das deformagdes térmicas.

Nota, foram desprezadas as tensdes/deformagdes iniciais [ Timoshenko, 1970, 1982].

A.3 - Principio dos Deslocamentos Virtuais

A base do método dos elementos finitos, formulado a partir dos deslocamentos, ¢ o principio
dos deslocamentos virtuais, por vezes, também designado por principio dos trabalhos virtuais
[Bathe, 1996]. Segundo este principio, o equilibrio de um corpo requer que para qualquer
pequeno deslocamento virtual permitido imposto ao corpo no seu estado de equilibrio, Figura
1, o trabalho virtual interno total € igual ao trabalho virtual externo:

— — 7T — T — T .
[y teav=[ (T tryars [{T rohas- S LTV (r3
v v S !
Eq. 76
onde {f B} ¢ o vector das forcas de corpo aplicadas (por exemplo: por acgdes graviticas, isto
¢, 0 peso proprio dos corpos; as forgas de atracgdo eléctrica e, em andlise dinamica, as forcas

P . S , ~ . . ,
de inércia), {f /} ¢ o vector das trac¢des na superficie do corpo (forgas por unidade de area

de superficie, por exemplo: forcas distribuidas em vigas ou em placas ou cascas), {R’C} ¢o

vector das forcas concentradas no ponto i, { U } ¢ o vector dos deslocamentos virtuais e o

{E} ¢ o vector das deformagdes virtuais correspondentes (o traco denota quantidades
virtuais).

O adjectivo virtual significa que os deslocamentos virtuais (e as correspondentes
deformagdes virtuais) ndo sdo deslocamentos reais que o corpo realmente sofra em
consequéncia da carga aplicada; em vez disso, os deslocamentos virtuais sdo totalmente
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independentes dos deslocamentos reais e sdo usados para estabelecer o equilibrio integral da
Eq. 76.

Devemos ter em consideragcdo que na Eq. 76:

e As tensdes {o} sdo assumidas como quantidades conhecidas e como as Unicas
tensdes que equilibram exactamente as cargas aplicadas.

e As deformacgdes virtuais {E} sdo calculadas por diferenciacdo dos deslocamentos

virtuais admitidos { 17 }

e Os deslocamentos virtuais {U } devem representar um campo dos deslocamentos

virtuais continuo (para ser possivel determinar {E} ), com as componentes em { U }
nulas para os deslocamentos correspondentes a area de suporte do corpo S,; também

TSV A PR g
as componentes no vector { U ’} sdo simplesmente os deslocamentos virtuais { U }
calculados na superficie do corpo Syna qual actuam as trac¢des de superficie.

e Todas as integracdes sao efectuadas sobre o volume e a superficie original do corpo
inalterado pelos deslocamentos virtuais impostos.

E importante ter em conta que quando o principio dos deslocamentos virtuais, Eg. 76, é
satisfeito para todos os deslocamentos virtuais admissiveis e a tensdo {o} €& obtida
adequadamente a partir de um campo dos deslocamentos continuo {U} que satisfaca as
condi¢des de deslocamentos na fronteira ao longo da superficie S,, todos os trés requisitos
fundamentais da mecanica sdo preservados:

1. O equilibrio ¢ garantido, pois o principio dos deslocamentos virtuais ¢ uma expressao
de equilibro.

2. A compatibilidade é garantida, porque o campo dos deslocamentos {U} ¢ continuo e
satisfaz as condi¢des dos deslocamentos na fronteira.

3. A lei deformagdes/tensdes é garantida, pois a tensdo {o} € calculada utilizando-se as
relagdes constitutivas a partir da deformagdo {&} (a qual foi determinada a partir dos
deslocamentos {U}).

Até agora foi assumido que o corpo que tem vindo a ser considerado estd suportado
adequadamente; por exemplo, existem condigdes de suporte suficientes para uma Unica
solugdo para os deslocamentos. Contudo, o principio dos deslocamentos virtuais também ¢
verificado quando todos os deslocamentos de suporte sdo removidos e, em vez destes, sao
aplicadas as reaccdes correctas (necessariamente assumidas como conhecidas). Neste caso a
area de superficie Sy, na qual tracgGes conhecidas sdo aplicadas, ¢ igual & area da superficie

total do corpo S (S, € nula). Esta observagdo basica pode ser utilizada para desenvolver as

equacdes do método dos elementos finitos; isto €, € possivel ndo considerar em primeiro lugar
nenhuma condi¢do de deslocamento na fronteira, seguidamente desenvolver as equagdes
correspondentes para os elementos finitos e, antes de resolver estas equagdes, impor as
condicoes dos deslocamentos na fronteira.
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A4 - Equacgdes de Movimento de Newton

Consideremos o sistema de particulas da Figura 35, onde as particulas t€ém massa constante
m,(i=1,,...,N).

A\
Figura 35 - Sistema de particulas.

As particulas podem estar ligadas por intermédio de molas, ndo necessariamente lineares, e
sujeitas a forcas dadas pelos vectores {F}, (i=1,2,...,N), as quais podem ser externas ao
sistema ou forcas nas molas ligando m, com todas ou algumas massas restantes. Podemos

escrever as forgas {F}, com a forma:
{F}i:in?+Fyi.7+inl_€ Comizlaz’ ---:N’

onde F'

Xi°

F,; ¢ F,; sdo as componentes cartesianas do vector {F},, respectivamente, segundo a

- o -

direc¢do x, ye z, e i, j € k s@0 os correspondentes vectores unitarios. Em adi¢do as forcas
aplicadas {F'}, assumimos que existem forgas de restrigdo {f}i actuando nas massas m;,. Tais
forgas podem ocorrer se 0 movimento das massas m; € restrito de alguma maneira. As forgas
de restri¢do podem ser escritas como:

{f}izﬁci?+]§,if+]2iz comi=1,2,...,N,

onde f,, f,, € f.; sdo as suas componentes cartesianas. Porque o movimento de m; ¢ em geral
tridimensional o seu deslocamento pode ser escrito com a forma:

{r}i=xi7+yj+zi1? comi=1,2,...,N,

onde x,, y; € z; sdo as componentes cartesianas do vector do deslocamento. Utilizando a

segunda lei de Newton para cada particula, podemos escrever as equacdes do movimento em
termos das coordenadas cartesianas do seguinte modo:

Fot+fa=mx, F+f=my, F+f,=mz,comi=1,2,...,N,

D

Eqgs. 77
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e que podem ser reescritas, utilizando a notacao vectorial, da seguinte forma:

{F},+{f},=mir}, comi=1,2,...,N.
Eq.78
As Egs. 77, ou Eq. 78, representam as 3N equacdes diferenciais de segunda ordem do
movimento do sistema. Podem ser lineares ou ndo lineares dependendo se as forgas {F}, e

{f}i sdo fungdes lineares ou ndo lineares dos deslocamentos {r} ; € da sua segunda derivada
em relagdo ao tempo {r} -

Na maior parte dos casos, as forcas de restri¢ao {f} ; ndo sdo dadas de forma explicita mas
implicita através de equagdes de restrigdo do movimento de qualquer uma das massas m,.
Como resultado, as coordenadas x;, y; € z; (i=1,2,...,N) ndo sdo todas independentes. De

facto, uma equagdo de restri¢do pode ser utilizada, pelo menos em principio, para eliminar
uma coordenada na formulacao do problema. Se existirem ¢ equagdes de restrigdo entdo o
nimero de coordenadas independentes para a descri¢do do sistema € apenas n=3N-c. Neste
caso, diz-se que o sistema tem n graus de liberdade e um conjunto de no minimo n
coordenadas independentes ¢ necessario de forma a descrever completamente o mesmo. Este
conjunto de coordenadas ndo € Unico e estas sdo habitualmente designadas por coordenadas
generalizadas g, (k=1,2,...,n).

A.5 - Principio de Alembert e Equagdes de Lagrange

O principio do trabalho virtual, Apéndice A.3, ¢ estabelecido para o caso de sistemas estaticos.
Por si mesmo ndo pode ser utilizado na formulag¢do de problemas dindmicos. Contudo, pode-
se estender o principio do trabalho virtual para problemas dindmicos, tal pode ser conseguido
utilizando um principio atribuido a Alembert [Meirovitch, 1986].

Utilizando a segunda lei de Newton, Apéndice A.4 Eq. 78, podemos escrever:

{F}i+ {f}i_mi{;}i:() Comi=l,2, ~--9N9
Eq. 79

onde —m;{}, pode ser considerado como uma forga de inércia. A Eq. 79 é geralmente

referida como o principio de Alembert e permite encarar problemas dindmicos como se
tratassem de problemas estaticos; assim, esta equacao permite estender o principio do trabalho
virtual para o caso dindmico. De facto, utilizando-se a Eg. 79, podemos escrever o trabalho
virtual para a particula i, Figura 35, como:

({F},+ {f}i—mi{f}i)-{é'r}i=0 comi=1,2,...,N.

Assumindo deslocamentos virtuais {d}, compativeis com as restrigdes do sistema, podemos
considerar o trabalho total do sistema de particulas e obtemos:

i({F}i_mi{;}i)'{é‘r}i:O_

Eq. 80

onde o trabalho virtual associado com as for¢as de restri¢cao ¢ nulo:
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> {fhtor <o

A Eq. 80 engloba simultaneamente o principio do trabalho virtual para problemas estaticos e
o principio de Alembert e ¢ designado pelo principio generalizado de Alembert. A soma da

forga aplicada e da forca de inércia, {F},—m,{7},, é por vezes designada por forga efectiva.

Assim, o trabalho virtual pelas forcas efectivas ao longo dos deslocamentos virtuais
compativeis com as restrigoes do sistema ¢ nulo.

Apesar do principio de Alembert, Eq. 80, permitir uma formulagdo completa da mecanica
de um problema, ndo ¢ muito adequado para derivar as equagdes de movimento do sistema
porque os problemas sdo formulados em termos de coordenadas de posi¢do, as quais podem
ndo ser todas independentes. Contudo, o principio € Util em permitir uma transi¢do para uma
formulagdo em termos de coordenadas generalizadas que ja ndo apresentam essa dependéncia.
Além do mais, esta formulagdo ¢ extremamente conveniente, pois permite a derivagdo de
todas as equacdes diferenciais do movimento do sistema a partir de duas funcdes escalares, a
da energia cinética e da energia potencial, e uma expressao infinitesimal, a do trabalho virtual
associado as forcas ndo conservativas. Desta forma, diagramas de corpo livre ou nenhum
conhecimento das forgas de restrigdo nao sao necessarios. As equagodes diferenciais derivadas
deste modo sdo designadas por equacdes de Lagrange.

A.6 - Método de Rayleigh-Ritz

O problema fundamental da Mecanica dos Meios Continuos consiste na determinagdo da
deformacdo de corpos sobre a ac¢do de um sistema de forgas. O método de Rayleigh-Ritz
[Bathe, 1996; Meirovitch, 1986], desenvolvido por Lord Rayleigh em 1877 e posteriormente
generalizado por W. Ritz em 1908 [Gomes, 1995], permite a resolugdo deste problema'
recorrendo a fungdes de aproximagdo, geralmente sob a forma polinomial, que contenham um
numero suficiente de coeficientes independentes. A partir destas equagdes € possivel chegar
as equacgdes de equilibrio utilizando-se o principio da energia potencial minima (Apéndice
A.I) para determinar os referidos coeficientes.

Admitindo uma solugdo para o campo dos deslocamentos, u segundo o eixo x, v segundo o
y e wsegundo o z, do tipo:

u=Yaf, fi=fixy.z2),i=1,2,..,1,
v=Ybg, g=g(x.y.2),j=1,2,...,m,
W:ZCkhk, hkzhk(x,y,z), k= 1,2, e N,

onde f;, g; ¢ h sdo fungdes de aproximagdo, fungéo das coordenadas (x,y,z) e admissiveis; a,,
b; e ¢, os coeficientes dos polinomios interpoladores usualmente designados por coordenadas
generalizadas.

Arbitradas as  fungdes de  aproximacdo e  conhecidas as  relagdes
deformagdes/deslocamentos e tensdes/deformagdes ¢ possivel exprimir a energia de
deformagdo e a energia potencial de deformagdo em funcdo das coordenadas generalizadas.

" Em problemas de analise de vibragcdes o método de Rayleigh-Ritz ¢ utilizado para gerar um sistema de equagdes, por
minimizagdo do quociente de Rayleigh em relacdo aos deslocamentos nodais, com o qual é possivel determinar uma
aproximagdo das frequéncias naturais do sistema. As aproximacdes obtidas sdo de melhor qualidade para as menores
frequéncias do sistema tornando-se de qualidade mais reduzida & medida que as frequéncias sdo mais elevadas.

82



INTRODUCAO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O principio da energia potencial minima permitird, Apéndice A.1, escrever as (I+m+n)
equagdes de equilibrio que conduzem a solugdo do problema. Estas equagdes t€ém a forma:

oIl oIl oIl
£=0,—£=0e—£=0,
oa; ob, oc,,

i J

onde IT, designa a energia potencial e para um corpo tridimensional tem a forma:

S U IR B RS

4

onde V designa volume, S superficie, {f B} o vector das for¢as de corpo ou de volume (por
exemplo: por acg¢des graviticas, isto €, o peso proprio dos corpos; as forcas de atracgdo

, . o oA . ., . Ky .
eléctrica e, em analise dinamica, as forcas de inércia), {f /} o vector das forcas de superficie
(por exemplo: forgas distribuidas em vigas ou em placas ou cascas), {R'C} o vector das forcas

pontuais no nodo i, {U } o vector dos deslocamentos, {U ! } o vector dos deslocamentos no
nodo i e w, designa a energia de deformagao por unidade de volume e tem a forma:

1
= ({e'[D]{e} - {a} [P1{e} + {or} {e})
onde g, e o, designam, respectivamente, as deformagdes e as tensdes inicias.

A questao fundamental do método de Rayleigh-Ritz ¢ a determinagdao da melhor funcgdo de
aproximagao para o campo dos deslocamentos. Como metodologia pode dizer-se que as
fungdes de aproximagdo devem ser tdo simples quanto possivel. Em geral sdo constituidas por
formulas polinomiais, séries de senos ou co-senos ou séries de Fourrier.

Uma das condigdes necessarias para o método de Rayleigh-Ritz convergir para a solugdo
exacta ¢ que o campo dos deslocamentos seja completo: Uma fun¢do de aproximacgdo, € o
respectivo campo dos deslocamentos que aproxima, diz-se completa se os deslocamentos ¢ as
suas derivadas que aparecem na equagdo de I1, podem ser obtidos com o grau de precisdo

desejado se se considerarem os termos suficientes da série de aproximagdo. Uma série
polinomial é completa, se forem utilizados termos de ordem suficientemente alta (fungdo do
problema) e nao forem omitidos nenhuns termos. Um campo dos deslocamentos completo
exige que os termos de ordem inferior sejam incluidos.

Em problemas de engenharia estrutural as solu¢des determinadas pelo método de
Rayleigh-Ritz ou sdo exactas ou mais rigidas que a solucdo exacta; isto ¢, este método cria
uma estrutura aproximada a real que em geral ¢ mais rigida.

O método dos elementos finitos pode ser visto como um caso especial do método de
Rayleigh-Ritz; contudo diferencgas significativas existem entre os dois.

No método classico de Rayleigh-Ritz as fun¢des de interpolagdo sdo globais, no sentido de
serem definidas em todo o dominio do sistema, e tendem a ser complicadas e de trato
computacional dificil. Esta dificuldade ¢ particularmente verificada quando ¢ necessaria a
integracdo das funcgdes de interpolacdo. Estas fun¢des sdo todas diferentes, apesar de poderem
pertencer ao mesmo conjunto de fungdes, tal como o das fungdes trigonometrias, fungdes de

83



INTRODUCAO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Bessel, etc. Cada um destes conjuntos de fungdes satisfazem uma dada relacdo de
ortogonalidade mas, no geral, esta relacdo ndo ¢ a especificada pelo problema. A utilizagcdo de
fungdes de interpolagdo globais torna o método classico Rayleigh-Ritz mais apropriado para
sistemas com distribuicdo de massa e¢ de rigidez praticamente uniforme. O calculo
computacional das matrizes de massa e de rigidez tende a ser particular ao problema em
questdo. Por outro lado, estas matrizes tendem a serem de baixa ordem.

Os coeficientes das séries sdo geralmente de natureza abstracta e representam,
simplesmente, a contribuigdo de uma dada funcdo admissivel para o campo dos
deslocamentos. Para aumentar a precisdo da solugdo computacional aumenta-se o nimero de
termos das séries. Tal aumento implica apenas o célculo computacional das entradas
adicionais nas matrizes de massa e de rigidez, deixando as entradas anteriormente calculadas
constantes.

Finalmente, a convergéncia para a solugdo desejada ¢ garantida pois as fungdes de
interpolacdo admissiveis sdo geralmente de um conjunto completo.

No método dos elementos finitos as fungdes de interpolacdo sdo locais, no sentido de
estarem definidas em pequenos subdominios do sistema, ¢ tendem a ser bastante simples e de
tratamento computacional facil. De facto, na sua grande maioria, sdo polindmios de baixo
grau e, geralmente, satisfazendo os minimos requisitos de derivagdo. As fungdes de
interpolacdo sdo iguais para todos os elementos do mesmo tipo e sdo praticamente ortogonais.
Como consequéncia, as matrizes de massa e de rigidez tendem a ser do tipo matrizes de
banda. Do mesmo modo, o célculo destas matrizes torna-se bastante simples e francamente
adaptavel a programas computacionais e consiste basicamente no agrupamento das matrizes
dos elementos individuais.

Como no método dos elementos finitos sdo utilizadas fung¢des de interpolagdo locais, este é
mais adequado para sistemas com variagdes bruscas na distribui¢do de massa e de rigidez.
Contudo, neste método as matrizes de massa e de rigidez sdo geralmente de elevada ordem.
Os coeficientes das séries sdo coordenadas nodais e tém um elevado significado fisico pois
representam os deslocamentos e declives nos nodos.

Para aumentar a resolu¢ao da solu¢do determinada o tamanho dos elementos utilizados
deve ser reduzido (isto €, devem ser utilizados mais elementos: refinando-se a malha). Tal
requer uma nova computacdo das matrizes de massa e de rigidez. Apesar do numero das
funcdes de interpolagdo puder ser aumentado, de tal maneira a obter-se uma solu¢do com a
resolucdo pretendida, as fungdes de interpolacao locais nao se enquadram na definicdo de
conjunto completo e assim nem sempre ¢ garantida uma convergéncia monotica para a
solugdo desejada.

Uma abordagem intermédia consiste em considerar o sistema global como a soma de
elementos mais simples, tal e qual como no método dos elementos finitos, e determinar o
campo dos deslocamentos para cada elemento individual pelo método de Rayleigh-Ritz
considerando como coordenadas generalizadas os deslocamentos nodais em vez dos
coeficientes das fungdes de interpolagao.

A.7 - Coordenadas de Area

Em sub dominios do tipo triangular torna-se util um sistema de coordenadas particularmente
adaptado a estes elementos: as coordenadas de éarea (L,,L,,L,). Tais coordenadas podem
definir-se pelas expressdes:
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y=Lyo+Ly,+Ly),
I=Ly+L,+L,

onde L, L,, L, s3o as coordenadas de area e (x;,y,) sdo as coordenadas cartesianas globais dos

nos dos vértices.
Verifica-se que L, assume valor unitario no no i e valor nulo nos restantes. O valor de L;

pode definir-se pelo cociente entre duas areas: A area do triangulo definido pelo ponto P(x,y)
e pelos extremos do lado oposto i; e a area total do tridngulo; dai a designacdo de coordenadas
de area. Para justificar esta constatagdo facamos o calculo explicito dos valoresde L, L,, L,:

111 L] |
Xo X; Xy [[Li|=|x].

Yo Y1 a2 AL, Yy

Teremos, por exemplo, para L :

1 1 1

X X X,

Y Y1 N
LO :—-

1 1 1

Xo X1 Xy

Yo Vi W

Explicitando o dominador teremos:

A=(x13,=x,1) = (X306 = Xo¥2) + (Xo¥, =X, )

Podemos analisar cada uma das parcelas colocadas dentro de parénteses como sendo o
resultado do produto vectorial de dois vectores, respectivamente, os vectores de posicdo de
cada par de vértices do tridngulo. Deste modo, cada parcela destas ¢ numericamente igual a
area do paralelogramo construido a partir dos referidos vectores de posi¢do. Sera o dobro da
area triangular definida pela origem do sistema de coordenadas e o par de vértices
correspondente, Figura 36. Constatamos assim que o denominador representa, somadas
algebricamente as trés areas dentro de parénteses, o dobro da area do tridngulo de vértices P,,
P, e P,. Igual raciocinio levar-nos-ia a conclusdo de que o numerador ¢ numericamente igual

ao dobro da area triangular definida pelo ponto P e pelos vértices P, e P,, opostos a P,

A.8 - Exemplo I: Determinac¢ao das Matrizes Para um Elemento Finito Axial

Utilizando-se a abordagem variacional [Meirovitch, 1986], as matrizes de rigidez e de massa
e o vector de forcas nodais equivalentes podem ser obtidos através das expressdes em termos
de coordenadas nodais, respectivamente, para a energia potencial, para a energia cinética e
para o trabalho virtual.

O deslocamento axial do sistema de segunda ordem da Figura 37 pode ser escrito com a
forma:
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2drea(O,P,,P,) = ||0_Pl X O_PZH = (X, —x201)

area(Py,P,,P,) P,

area(P,P,,P,)

\ e s sss e,
1200020207)

AP,

L 22222202020 2808020282202,

Py

Lovrirsy Ly=0

lrrsty
s

0 x area(P,P,,P,)
0 Grea(P,,P,,P,)

Figura 36 - Coordenadas de area em elementos triangulares.

u(,) = N, (O, (6) + Ny(un(§) = {NG) ) i)}

onde {N(x)} ¢ o vector de dimensao dois das fungdes de forma, com o indice a indicar qual o

nodo com que cada funcdo de forma esta associada, e {ﬁ(t)} ¢ o correspondente vector de
deslocamentos nodais. Deve-se notar que esta equacdo apenas ¢ valida no interior do
elemento em questdo e nao ¢ aplicavel fora deste.

0 A 0
u, u(x,t) U,
Mg 2
| Z T
0 R —— (¢
l >

Figura 37 - Elemento axial.

A energia cinética para um elemento finito m do tipo axial é simplesmente:

[
2 /

T(0)=1 | m(y| 20 dx%fm(x){ﬁ(t)}T{N(x)}{N(x>}T{ﬁ(t>}dx
0

0

~Hioy [ o}

onde:
/

[m]= fm(x) {N@)} (V@) }

¢ a matriz (2 x 2) simétrica de massa para o elemento m e m(x) a massa em x.
Da mesma forma, a energia potencial é:
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/
/

2
V(t)%JEA(x){ﬂ”a’;—ﬂ a4 | Baw o} (Ve } (V) i i

0 0
-} k™o

onde:
i

[k™]= JEA(x) (N6} {N'(0)} dx
0
¢ a matriz (2 x 2) simétrica de rigidez para o elemento, £ ¢ o modulo de elasticidade, 4A(x) a
area da secgdio em x e {N'(x)} :d%]c {N@)}.

Para derivar o vector de forgas nodais, utiliza-se a expressdo para o trabalho virtual.

Assumindo que o elemento € sujeito a forga axial distribuida nao conservativa'' f(x,f) pode-se
obter:

/ !
W (1)= Jf(x, )i, t)dx=Jf(x, D{NG) } {aux,n}dx= {0} {eu(n}
0 0

onde:
i

{ f(t)}> = J f(x,0) {N(x)}dx ¢ o vector de for¢as nodais nao conservativas.

0
Eq. 81

Utilizando para o elemento finito do tipo axial de massa m as funcdes de forma

polinomiais de grau um: N,(x)=1 —% e Nz(x)=§, representadas na Figura 38, obtemos a

matriz de massa:

isto €, para um elemento finito axial de seccdo constante de 4area 4 e de material com
densidade p:

" Deve-se notar que forgas concentradas podem ser transformadas em forgas distribuidas por intermédio da fungéo espacial
delta de Dirac; por exemplo, a for¢a P(f) concentrada no ponto x=1//3 pode ser expressa na forma distribuida como
J(x,t)=P(£)0(x — 1/3) onde o(x —1/3) é a fungdo espacial delta de Dirac.
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21 2 1
[M(m)]=”%l[l ) }

Nix)  Ny(x)

X X
f l < l N
< =1 =1

Figura 38 - Fungées de forma polinomiais de grau um para um elemento do tipo axial.

Para se determinar a matriz de rigidez do elemento ¢ necessario {N ’(x)} :

X

' [ -
Wl =g v =51 =%{ }}

[

Deste modo, obtemos a matriz de rigidez para o elemento de rigidez axial £4 constante:
!

s e 3]

0

Finalmente, para se determinar o vector de for¢as nodais para a forca distribuida
f(x,f)=a+ bx utiliza-se a Eq. 81 e obtemos:

/ [

1-% a+(b—%x—%x2 é Z+éblz
{fO} = | (a+bx) dx = , dx = L
X a.. b2 Lo 1,2
/ lx+lx 2al+3bl
0 0

A8.1 - Determinagdo das Matrizes no Sistema Global

De acordo com o método dos elementos finitos o sistema global é composto por elementos
discretos que deverao ser agrupados. As componentes dos deslocamentos nos nodos em cada
elemento sdo especificados segundo as direc¢cdes que melhor se adaptam ao mesmo. Por
exemplo, no caso de uma barra com os seus nodos designados por a e b, Figura 39, ¢
conveniente especificar as componentes para os deslocamentos em cada um dos nodos de
maneira que uma componente seja segundo a direc¢do axial x e a outra lhe seja ortogonal. As
componentes dos deslocamentos nos nodos a € b ao longo destes eixos sdo designados na
Figura 39, respectivamente, por u,, u, € Uy, u,.
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Figura 39 - Sistemas de referéncia para uma barra.

Como geralmente os elementos individuais sdo parte de um sistema mais complexo, e
provavelmente tém orientacdes diferentes, torna-se 6bvio que exprimir os deslocamentos num
sistema de coordenadas particular a cada elemento (sendo, um tal sistema, designado por
sistema de coordenadas locais) pode criar dificuldades no emparelhamento dos deslocamentos
em cada nodo. Por esta razdo, torna-se vantajoso trabalhar com as componentes dos
deslocamentos num tUnico sistema de coordenadas, enquanto se mantém a vantagem de
identificar as componentes dos deslocamentos em cada elemento segundo as direcgdes que
lhe sdo mais convenientes. Assim, pretende-se escolher um tnico sistema de referéncia global
(x,y) e denotar as componentes dos deslocamentos ao longo destas direc¢des em @ por u €
u, e em b por u, e u,. Entdo, uma simples transformagio de coordenadas, [Foley, 1991; Hall,
1993; Tavares, 1995, 1995a], permite exprimir as componentes dos deslocamentos de um
elemento particular ao longo do sistema de referéncia global ( x,y ) a partir das componentes

ao longo do seu sistema de coordenadas local (x,y) e vice versa. Para se obter tal
transformagdo de coordenadas, utiliza-se a matriz dos co-senos directores:

- Ly Ly
1 l‘yy—

onde ¢ ; representa o co-seno do angulo entre os eixos x ¢ x, etc. Esta matriz permite escrever
a transformacao de coordenadas do sistema global para o local:

' =m{;}

e a transformacdo do sistema local para o global:
X T|X
_r=[e]5
y y

A mesma transformagdo de coordenadas pode ser aplicada as componentes dos
deslocamentos, obtendo-se:
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U uy| fuy s U rjuy| | us T|Us
=[h -y =l - e{_}=[t]{ } =l
As equacdes anteriores podem ser combinadas de forma a transformacdo ser aplicada ao
elemento como um todo obtendo-se:

uj =[11{u}

(&

(i} =[] {u}

onde {u} e {u} sdo os vectores coluna dos deslocamentos nodais com componentes
respectivamente u,, iy, Uy, Uy € U, i,, Uy, Uy, € a matriz de transformagio [7] ¢ definida
como:

[ [0]
7= 1) 1

Obviamente, que existem diferentes matrizes de transformagio [ 7] para diferentes elementos;
a menos que, alguns sejam do mesmo tipo e tenham a mesma orientacdo. Deve ser notado que

-1 T
a matriz [T ] ¢ ortonormal e, assim, [T ] = [T ] , pois [t] representa uma transformacao entre
dois sistemas de eixos ortogonais.
No caso da Figura 39, sistema plano com z= z, a matriz dos co-senos directores €é:

cosa sina
[t]: —sina cosa |

Para transformar as matrizes de rigidez e de massa e o vector de for¢as nodais do sistema
de referéncia local para o global, e vice versa, utiliza-se, novamente, a matriz de

transformagdo geométrica [T ] Para se obter tal transformacdo, deve-se notar que a energia
cinética e a energia potencial podem ser reescritas na forma de um produto matricial triplo:

r=4iof )i} ¢ =1 o} Tk fuco},

. PO — T
enquanto o trabalho virtual tem a expressio oW = {du} {f}. Mas, se as componentes dos

deslocamentos locais e globais estdo relacionadas por Eq. 82 entdo as componentes locais e

globais das velocidades estdo relacionadas por {it(t)} [T ] {u} e os correspondentes
deslocamentos virtuais por:

{ouy =[T]{6u}

Eq. 83

Assim, utilizando estas relagdes, pode-se obter:

g {d I TN i =5 L T 1)
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onde [Z\_l (”’)] =[T ]T[M (m)] [T] ¢ a matriz de massa para o elemento em termos do sistema de

coordenadas global ( x,y ). Da mesma forma, pode-se escrever a energia potencial como:
1¢-— m — 1¢— 7 (m —
p= L@y T [k ) =L gy R ] (i)

onde [I? (m)] =[T ]T [K (m)] [T] ¢ a matriz de rigidez para o elemento em termos do sistema de
coordenadas global (x,y). Note-se que [A_/I (m)] e [1? (m)] sdo matrizes simétricas pois

[M(m)] e [K(m)] também o sdo. Finalmente, inserindo a relagdo da Eg. 83 na expressdo do
trabalho virtual obtemos:

— Tl T =
ow ={ouy [1] {3 {ou} {1}
= T . .
onde { f } = [T ] {f} ¢ o vector de forgas nodais em termos do sistema de coordenadas global
(x,)-

As matrizes de massa e de rigidez e o vector de forgas nodais expressas em termos do
sistema de referéncia global podem ser utilizadas na escrita das equagdes do movimento do
elemento individual relativamente ao mesmo sistema. Contudo se o objectivo final ¢ a escrita
das equagdes do movimento do sistema global ¢ entdo necessario proceder ao agrupamento

das matrizes de massa e de rigidez ¢ do vector de forgas nodais de cada elemento que
constitui tal sistema.

A8.2 - Agrupamento

A esséncia do método dos elementos finitos € considerar o sistema global como a soma de
elementos individuais. Para esta soma, ou agrupamento, dos elementos individuais representar
adequadamente o sistema global deve existir compatibilidade geométrica nos nodos dos
elementos; por exemplo, os deslocamentos nos nodos partilhados por varios elementos devem
ser iguais para cada um destes. Do mesmo modo, as correspondentes for¢as nodais devem ser
estaticamente equivalentes as forgas aplicadas. Deve-se notar que os deslocamentos podem
incluir rotagdes e as forgas incluir binarios.

Assumindo que o sistema global consiste em L elementos e que estes sdo identificados

pelo indice m (m=1,2,...,L) entdo, considerando um elemento m, o vector nodal de
deslocamentos ¢ designado por {1}, o de forgas por {/™}, a matriz de massa por [M (m)]

e a de rigidez por [K(m)] (onde todas as quantidades referem-se a este elemento e estdo
expressas no sistema de coordenadas global). De seguida, assumindo que o sistema tem um
total de N graus de liberdade, N deslocamentos u; (j=1,2, ..., N), designa-se o vector dos N

deslocamentos nodais no sistema global por {U} Para ser executado o processo de
agrupamento, define-se para o elemento m um vector de deslocamentos nodais expandido

{u (m)}e obtido a partir da adi¢io ao vector {u™} de componentes com valor nulo de forma
que a dimensdo do vector {U (m)}e seja igual a N. Da mesma maneira, define-se o vector de

forgas nodais expandido {F (m)}e com N componentes; assim como, as matrizes (NxN) de
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massa [M (m)]e e de rigidez [K (m)]e expandidas obtidas a partir das respectivas quantidades

para o elemento e adicionando o necessario namero de zeros.

As equagdes de movimento para o sistema global podem ser obtidas por um processo de
agrupamento que consiga exprimir a energia cinética, a energia potencial e o trabalho virtual
em termos da contribuicdo dos elementos individuais utilizados na modelizagdo. Assim, a
energia cinética pode ser escrita com a forma:

r0-L5 L) i) (i} -1 {03 ). {0} -1 (0 Dl 0}
onde

[M]=¥ [,

m=1

¢ a matriz simétrica de massa para o sistema global que ¢ obtida simplesmente pela adi¢ao das
matrizes de massa expandidas dos elementos que constituem tal sistema. Da mesma forma, a
energia potencial € escrita como:

V=13 ) [k, ey =1 {U<m>} KA = {0} K] {0}

L
onde [K]= z [K (m)]e ¢ a matriz simétrica de rigidez para o sistema global.
m=1

Também o trabalho virtual pode ser escrito com a forma:

A = YA i =3 U= (Y o)

onde {F} = Z {F ) }e ¢ o vector de for¢as nodais ndo conservativas para o sistema global.

m=1

Utilizando as matrizes de massa e de rigidez e os vectores de forgcas nodais ndo
conservativas e dos deslocamentos nodais do sistema global ¢ possivel escrever as equagdes
de movimento de Lagrange para o mesmo com a seguinte forma matricial:

(M) {0} +[K]{U} = {F}

onde o vector {F } representa o vector das forgas nodais ndo conservativas.

Obviamente que as matrizes de massa e de rigidez e o vector de forcas nodais para o
sistema global podem ser determinados sem a utilizagdo das matrizes e dos vectores
expandidos de cada elemento individual e, desta forma, diminuir as exigéncias de memoria
exigidas pelo programa computacional se o processo de agrupamento comecar por
transformar as matrizes e o vector de cada elemento do sistema de coordenadas local no
sistema de coordenadas global e somar a contribui¢do de cada um nas células das matrizes e
do vector global correspondentes aos graus de liberdade associados.

A.9 - Exemplo II: Determinacao da Matriz de Rigidez para um Elemento Rectangular
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Linear

O elemento rectangular de quatro nos da Figura 40 tem como graus de liberdade dois
deslocamentos por n6 (u;,v,).

Vv 2

<
2 1
BE
V. 2b
l g v,
3 4

Xe X, U

Figura 40 - Elemento rectangular de quatro nos.

Considerando para o elemento a expressao das func¢des de forma:
1
Ni:Z(l + &)1+ 17)
sendo &,=&& e 1, = nn,;, temos:

Ny= (£ D)+ 1), Ny==5 (6= D(+1), Ny=1 (6= D= 1), Ny=—7 (£+ (- 1),

Eqgs. 84

A matriz de deformagdo [B], que permite relacionar o vector dos deslocamentos nodais

com o vector das deformagdes através da expressido {g} =[B] {u} , para este elemento tem a
forma:
ON,

N

— 0 0 0 0
ox Ox ox Ox
o Mo AN, AN N
[B]= dy oy dy oy

oy  Ox oy oOx Oy Ox oy  Ox

Eq. 85

Na matriz de deformagio [B] da Eq. 85 aparecem derivadas das fungdes de forma N, em
relacdo as coordenadas cartesianas (x,y) enquanto que as fun¢des de forma definidas por Egs.
84 estdo dadas em fungdo das coordenadas adimensionais (&, 7). Precisamos assim de saber

como relacionar (x,y) com (&, 7). Uma maneira, embora bastante restritiva, de o fazer consiste
em considerar que os elementos finitos sdo perfeitamente rectangulares e de lados paralelos
aos eixos coordenadas (tal como na Figura 40). Assim, sendo (2a x2b) as dimensdes do
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elemento ¢ (x,,y,.) as coordenadas cartesianas do seu centro, podemos escrever a seguinte lei
de transformacao:

x=x,+aé
y=y.+bn
Eqgs. 86

Com base nesta lei de transformagdo, vejamos agora como, considerada uma funcdo de forma
genérica NV, podemos calcular as derivadas cartesianas desta fungdo a partir das derivadas em

relagdo a (&, 77). Usando as regras habituais de derivagdo de uma fungio:
aN,_0N,gx N oy
o0& 0Ox 0& oy o0&
ON;_0ONiox  ONidy
on Ox On Oy on

ou usando a forma matricial:

ov| | x o (fay,
oc| | 06 o5 | ox
oN (| & @ |)oN,
on) L 9n o || o
ou ainda:
o, o,
o o
SLR ™
o, oN,
on oy
em que
ox Oy
o0& o¢
V= .
ox Oy
on 0on

representa a matriz Jacobiana da transformacao.

Conhecida a lei de transformago, Egs. 86, podemos facilmente calcular a matriz [J] e, por
inversdo da expressdo anterior, obter as derivadas cartesianas das funcdes de forma:
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on, o,

Ox -1] o&
=[]

o, o,

oy on

Eq. 87

Para o caso particular considerado temos:

a 0
0 b

S Q=

b gy 0

S—= O

tomando a Eq. §7 a seguinte forma:

oN,
o
oN,
o

N,
o0&
N,
an

S Q=
= O

ou ainda:

ON,_10N,
ox  adé

oN,_10K,

oy bon

A matriz de deformacao [B] pode ser agora facilmente determinada. Considerando apenas
a primeira parti¢cao da matriz temos:

- o - _
oM 1
. a?v 2.1+ 1) 0
0 — 1
(5], = v |- 0 @ty
> o 4a(§+1) 4a(77+1)

A matriz de rigidez para o elemento [K] calcula-se usando a expressao:

(- | T sl

14

Admitindo ter o elemento uma espessura ¢ constante, podemos transformar este integral de

volume num integral de superficie escrevendo:
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(K- | 5T o ls1 e
Q
A transformagdo do elemento de édrea para as coordenadas (& 7) é feita através do
determinante da matriz Jacobiana [J], isto é:
dxdy = det[J]d&dn.
Para o caso particular considerado temos:

a 0
det[J]=det| , , |=ab

e portanto:

(1= | [ (a1 (o] Yabazan,

As integragdes contidas nesta expressdo podem ser facilmente realizadas e a matriz de
rigidez do elemento determinada explicitamente.

Note-se no entanto que isto s6 ¢ possivel pelo facto de se ter usado uma lei de
transformagdo (x,y)— (& 77) muito simples, Egs. 86, em que elemento genérico é
perfeitamente rectangular e de lados paralelos ao sistema global de referéncia (x,)). Esta
limitacao pode ser ultrapassada utilizando-se elementos isoparamétricos.
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