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Sumario

Nesta comunicacdo € apresentado um método, proposto por Horn, para a determinacdo da
transformacéo rigida (constituida por rotagdo em torno de um eixo que passa pela origem,
escalonamento em relacdo a origem e translacdo) existente entre dois contornos. Cada
contorno é considerado como um conjuntos de pixels. Também sdo apresentados alguns
resultados experimentais obtidos por uma implementacédo do referido método.

Para a representacdo da rotacdo sdo utilizados quaternions unitarios. Em apéndice, é
apresentada a notacdo utilizada para os quaternions, as suas propriedades, algumas operacdes
efectuadas com quaternions e a relacdo entre diferentes notacfes utilizadas para representar
rotacoes.
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1 - Introducéo

A determinacéo da transformacdo rigida - Em [Foley, 1991; Hall 1993; Tavares, 1995, 1995a]
sdo apresentadas as varias transformacdes geométricas em 2D e em 3D. - entre dois contornos
constituidos por pixels € um problema frequente nos diversos dominios da visdo por
computador. Este problema também pode ser analisado, por exemplo, no campo da robotica,
como a determinacdo da transformacdo geométrica que melhor mapeia um dado conjunto de
coordenadas num outro.

Nesta comunicacgdo é apresentado um método proposto por Horn em [Horn, 1987] para a
determinacdo da transformacéo rigida: rotacdo em torno de um eixo que passa pela origem,
escalonamento relativamente a origem e translacdo. O método descrito baseia-se nos minimos
quadrados e necessita apenas de trés pixels para a determinacdo da transformacao envolvida.
Para a representacdo da rotacdo sdo utilizados quaternions unitarios, a translacdo é
determinada pela diferenca entre as coordenadas do centroide do contorno t e as coordenadas
do centroide do contorno t+1 previamente rodado e escalonado. O escalonamento é
determinado pelo quociente da raiz quadrada dos desvios das coordenadas dos dois contornos
relativamente aos centroides correspondentes. O quaternion unitario que representa a rotacao
é 0 vector proprio associado ao valor proprio positivo mais elevado de uma matriz (4 x 4)
simétrica.

Na seccdo seguinte € apresentado o método proposto por Horn; na terceira sec¢do, sao
apresentados alguns resultados experimentais obtidos por uma implementacdo do referido
método; na quarta seccdo, sdo apresentadas algumas conclusdes; em apéndice, séo
apresentados os quaternions, a notacdo envolvida, algumas das suas propriedades, operacgdes
com quaternions, representacdo de rotacOes utilizando-se quaternions unitarios e relaces
com outras representacdes.

2 - O método proposto por Horn

A transformacdo entre dois contornos t e t+1 constituidos por pixels pode ser analisada
como o resultado de um movimento rigido e, desta forma, como composta por uma rotagdo
em torno de um eixo que passa pela origem, um escalonamento relativamente a origem e uma
translacéo, Fig. 1.

Figura 1a - Contorno { . Figura 1b - Contorno { apés rotagéo de 15°
em torno da origem.
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Figura 1c - Contorno { apés rotacéo de 15° em Figura 1d - Contorno t +1: Contorno { apés
torno da origem e escalonamento de 0.5 rotacdo de 15° em torno da origem, escalonamento de
relativamente a origem. 0.5 relativamente a origem e translacdo

de 100 pixels segundo cada eixo.

Obviamente a translacdo tem associado trés graus de liberdade. A rotagdo tem também trés
graus (direccao do eixo em torno do qual a rotacdo é executada mais o angulo de rotacdo em
torno deste). O escalonamento implica mais um grau de liberdade. Trés pixels devidamente
emparelhados, em cada um dos contornos, fornecem nove restricdes (trés coordenadas cada),
mais do que o suficiente para permitir a determinacéo das sete variaveis desconhecidas.

Desprezando duas das restriches, sete equacOes com sete incdOgnitas podem ser
estabelecidas e resolvidas de forma a ser possivel determinar-se os parametros da
transformacéo.

Na pratica, as coordenadas ndo sdo exactas, e determinar-se-d0 0s parametros da
transformacdo com uma maior precisdo se utilizar-se mais do que trés pixels. Obviamente que
ndo sera possivel determinar-se uma transformacdo que mapei de forma exacta as coordenadas
dos pixels do contorno Tt no contorno t+1. Em vez de tentar tal objectivo devera-se
minimizar a soma dos quadrados dos erros residuais. Determinar os melhores parametros para
a transformacdo ndo é uma tarefa facil. Na pratica, varios métodos empiricos, gréaficos, e
numéricos tém vindo a ser utilizados. Na sua grande maioria sdo de natureza iterativa; isto €,
dada uma solucdo aproximada, tais métodos convergem para uma solu¢do melhor mas ainda
imperfeita. Os métodos iterativos sdo aplicados repetidamente até ser desprezavel o erro
remanescente.

Por vezes, existe informacdo que permite obter uma aproximacédo inicial de tdo boa
qualidade para os parametros da transformacdo que apenas uma so iteracdo é suficiente para
obter-se uma solucgéo suficientemente proxima ha solugdo correcta do problema dos minimos
quadrados de tal forma que, numa situagéo pratica, ndo sao necessarias mais iteragoes.

Horn em [Horn, 1987] apresentou um método néo iterativo para a solucdo do problema da
determinacdo da transformacdo geométrica por minimos quadrados. Uma vantagem deste
método é permitir determinar, dadas as coordenadas dos pixels dos dois contornos
devidamente emparelhados, com um Unico passo a melhor transformacdo geométrica. Outra
vantagem € a ndo necessidade de uma boa aproximacdo inicial tal como é requerida nos
métodos iterativos.

Na seu método Horn utiliza quaternions unitarios para representar a rotagdo. O quaternion
associado ha rotacdo é o vector préprio associado ao mais elevado valor proprio positivo de
uma matriz (4x4) simétrica. Os elementos desta matriz sio combinacdes simples dos
somatorios dos produtos das coordenadas correspondentes dos pixels.
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Enquanto quaternions unitarios constituem uma representacdo elegante para a rotacéo, a
que é mais familiar, no contexto das transformacdes geometricas, é a da matriz ortonormal
com determinante positivo. Felizmente, a referida matriz (3x3) para a rotacdo pode ser
facilmente construida a partir das quatro componentes do quaternion unitario, como pode ser
comprovado no apéndice desta comunicacdo. Trabalhar directamente com matrizes é uma
tarefa ardua devido hé necessidade de lidar com seis restri¢bes ndo lineares de forma a manter
a matriz ortonormal.

Considerando-se dois contornos t e t+1 uma propriedade desejavel para 0 método de
determinacdo da melhor transformacdo geométrica € que a solucdo determinada do contorno
t para t+1 seja exactamente a inversa da solucdo do contorno t+1 para t . Sera verificado,
no préximo ponto, que o factor de escala tem de ser tratado de uma forma particular para se
verificar tal propriedade. Simetria € garantida quando s&o utilizados para representar a rotacdo
quaternios unitarios.

2.1 - Determinacao da translagéo

Considere-se dois contornos t e t+1 constituidos por n pixels com a correspondéncia
devidamente estabelecida. As coordenadas dos pixels no contorno t e as do contorno t+1

}, onde i varia entre 1 e n. A

tii t+1i

sdo referenciadas respectivamente por {F} e {F

transformagéo a determinar tem a forma r,, = sR(ﬁ) +T para o contorno t+1 a partir do

contorno t . Nesta equacdo s é o escalonamento, T a translagdo, e R(ﬁ) representa o vector

I rodado. Neste ponto ndo sera utilizada nenhuma notacéo particular para a rotagéo; apenas

sera considerado o facto da rotacdo ser uma operacao linear e que preserva 0 comprimento:
VI (12 T S : .

HR(rt)H = HrtH ,onde |[F|> =F ¥ ¢ a raiz quadrada do comprimento do vector F .

A menos que as coordenadas sejam perfeitas, ndo sera possivel determinar um
escalonamento, uma translacdo e uma rotacdo de tal forma que a equacdo da transformacéo
geométrica rigida seja satisfeita para todos os pixels. Assim existira um erro residual

O sR(ﬁ,i)—f. Para determinar-se a melhor transformagdo geométrica possivel

devera-se minimizar a soma dos quadrados dos erros residuais:
n
2
2 e
i=1

Nos préximos pontos serd apresentada a variacdo do erro total; primeiro, em fungédo da
translagéo, depois com o escalonamento, e finalmente com respeito ha rotagéo.

2.1.1 - Os centroides dos conjuntos das coordenadas

Verifica-se a utilidade de referenciar as coordenadas relativamente ao centroide
correspondente definido por

: 1 n n
SN AL
i=1 i=1

[

n

Sejam as coordenadas relativas definidas como r; =1,
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n n
Note-se que Y F,; =0, D F,, =
i=1 i=1
O termo do erro pode ser agora reescrito como:

e =T, —sR(ﬁfi)—f’ onde T'=T -F,, +sR(F,

U

)

A soma dos erros quadraticos torna-se:
n ~ |12

Zl: i ~sR( ) =T ou Z C ot DZ[ i =R )+l

Nesta expressdo o somatorio do meio é nulo: as coordenadas séo relativas ao centroide
correspondente. Desta forma restam o primeiro e o terceiro termo. O primeiro ndo depende de

T' e o Gltimo ndo pode ser negativo. O erro total é obviamente minimizado com T' =0 ou
T=r, —sR(ﬁ) . Isto é, a translacdo € apenas a diferenca entre o centroide do contorno t+1 e

0 centroide do contorno t previamente rodado e escalonado. Esta equacdo sera novamente
retomada apos a determinacdo do escalonamento e da rotacao.

t+1| _SR( t|

Este método, baseado na informacdo total, é preferivel aos que utilizam a informacao
apenas relacionada com um ou alguns pixels para a determinacao da translacdo envolvida na
transformacédo geométrica global.

Neste ponto € possivel verificar que o termo do erro pode ser reescrito como
e =r —sR( ) desde que T'=0. Desta forma o erro total a minimizar resume-se a

1
n

2%

i=1

t+1| SR t| H

2.2 - Determinacéo do escalonamento

Expandindo o erro total e notando que

2 :‘

Ft'+1.H 252 Fiva (rﬁ)*sziuﬁfi Hz ’
=

que pode ser reescrito na forma S.., —2sD+s°S,, onde S,,, e S, sdo as somas dos quadrados

dos vectores das coordenadas (relativas ao centroide correspondente), enquanto D é a soma
dos produtos internos das coordenadas correspondentes do contorno t +1 com as coordenadas
rodadas do contorno t . Resolvendo o quadrado de s, obtemos

(S\/S_t_ D/\/S_t)z +(St+1St —Dz)/St.

Esta expressdo € minimizada em termos do escalonamento s quando o primeiro termo é nulo
ou s=D/S,, isto é,

n
=31 (i) /Sl

2

2l

rt,i

IR(r

n
obtemos )
i=1
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2.2.1 - Simetria do escalonamento

Se, em vez de determinar-se o melhor ajustamento ha transformacéo, F[+1:sR(ﬁ)+f,

determinar-se o melhor ha transformag&o inversa, ﬁ:§ﬁ(ﬁ+1)+f, pode-se ter como
objectivo a obtencédo da solucéo inversa exacta:

c_ =_ 1 4% 5_p-
s=ys, T=-"R*(T), R=R™,

Tal ndo acontece com a formulagdo anterior. Trocando os indices dos contornos, obtemos que:

n

S 00 5= Y R(RL) /1

i=1

UI

|

que no geral ndo sera igual a 1/s, como o determinado anteriormente.

Um dos resultados assimétricos apresentados anteriormente pode ser apropriado quando as
coordenadas de um contorno sdo conhecidas com precisdo superior as do outro. Se 0s erros
nos dois conjuntos de coordenadas sdo similares, € mais razoavel usar uma expressao
simétrica para o termo do erro:

ei:THll \/_R( )

Desta forma o erro total torna-se Z‘ Fins

i zil 1, R(E )+szu e 1S, 2D 455,

1 2
Resolvendo o quadrado de s, obtemos (\/Est —ESHJ + 2(StSt+1 - D) :

Esta expressdo € minimizada em termos do escalonamento s quando o primeiro termo é nulo
=21 2 1/2
rtl

Uma vantagem deste resultado simétrico € permitir a determinacdo do escalonamento sem
a necessidade da prévia determinagdo da rotagcdo. Importante é o facto da determinacdo da
rotacdo ndo ser afectada pela escolha de um dos trés valores para o escalonamento. Em cada
caso, 0 erro restante € minimizado quando D €& o maximo possivel; isto €, a rotacdo a

t+1,i

n
ou s=S,,/S,,istoé, s= (z !
i=1

n
determinar maximizar Y _F.,. EIR(F'.) .
i=1

ti

2.3 - Determinacéao da rotacao

Existem muitas maneiras de representar rotacGes, incluindo as seguintes: angulos de Euler,
vector de Gibs, parametros de Cayley-Klein, eixos e angulos, matrizes ortonormais,
quaternions de Hamilton, etc. Destas, matrizes ortonormais sdo as mais utilizadas para a
representacdo de rotacdes em robdtica, computacdo grafica, visdo por computador, etc.
Contudo, existem muitas vantagens associadas hd notacdo de quaternions unitarios (Sobre
quaternions ver apéndice.). Uma destas vantagens, € que é bastante mais simples garantir que
um quaternion tenha amplitude unitadria do que uma matriz seja ortonormal. Também,
quaternions unitarios estdo fortemente relacionados com a notacdo geometricamente intuitiva
de eixos e angulos.
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Horn resolve o problema da determinacéo da rotagdo pela maximizagéo de Z Y (F)

ti

com a utilizagdo de quaternions unitarios. Desta forma deve-se determinar o quaternion

unitario g que maximize Z(q ) [,y -
i=1

n
A expressdao a maximizar pode ser reescrita com a forma Z(qrt(i) E@r‘t’ﬂyiq). Supondo-se que
i=1

rtl _( tl’ytl' tl) € r-t+l| _(Xt+l|’yt+1|’ t+l|) entao

0 _Xt’,i _yt’,i _Zt,,i
Xt,i 0 Z{,i _yt',i —

qrt" = I’ ] ] q = th ’
! Yii T4 0 Xt !
Zt',i y{,i - Xt’,i 0
(S
I ! I
O - Xt+1,i - yt +1,i - Zt+1,i
I I I
P e Xt+1,i 0 - Zt+1,i yt+1,i 0 q
t+Li — i [ ! t+1,i
I yt+1,i Zt+1,i O Xt+1,i I
I I I
Zt+1,i - yt+1,i Xt+1,i O

Notar que O,,,; e Eu sdo transpostas e simétricas assim como ortogonais. A soma que
deve ser maximizada pode ser reescrita na forma:

Zn:( t'qD][@ t+1l OU quD 0 t+1|

i=1

isto é, (ZD“E Hlqu ou g (ZN) =q"Ng,onde N, =0, .,, e N=D N, .

i=1 i=1
Facilmente pode ser verificado que cada matriz N, é simétrica e, por isso, N também
deve ser simétrica.

2.3.1 - A matriz das somas dos produtos

E conveniente introduzir a matriz (3x3) M = Z [, cujos elementos sdo as somas dos

i=1
produtos das coordenadas dos pixels do contorno t com as dos do contorno t+1. Esta matriz
M contém toda a informacdo requerida para resolver o problema dos minimos quadrados
para a rotacdo. Os elementos individuais podem ser identificados escrevendo M na forma

Sxx Sxy sz n n
M=[S, S, S, | ondeS, =2 XX, S, =2 XV €poraiadiante.
Szx Szy Szz i =
Entdo
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(.+S,+S.)  S.-S, s, -5, S, S, |
uo| SemS (Su=S, =Sa) S, *S, S, +S,
s, -5, Sy +S, (-Su*S, -S.) S, S,

| S,-S, S, +5, I |

Desta forma os 10 elementos independentes da matriz (4 x4) real simétrica N s&o somas
e diferencas dos nove elementos da matriz (3x3) M. De notar que o traco, soma dos

elementos da diagonal da matriz N, é zero. (Esta propriedade restringe o décimo grau de
liberdade.)

2.3.2 - O vector proprio maximiza o produto matricial

Horn em [Horn, 1987] demonstra que o quaternion unitario que maximiza q"Ng é o vector
préprio associado ao mais elevado valor préprio positivo da matriz N .

2.4 - O algoritmo proposto

O algoritmo para o metodo proposto por Horn, e apresentado nesta comunicacgdo, pode ser
resumido da seguinte forma:

Em primeiro deve-se determinar os centroides I, e F,, dos dois conjuntos de pixels. OS

centroides determinados sdo subtraidos aos pixels do respectivo contorno: r; =r; -1,

[, =T, —T..; desta forma, as coordenadas dos pixels passam a ser relativas ao centroide
correspondente. Para cada par de coordenadas calcula-se 0s nove produtos possiveis XX, ,

X{Yts1s .- Z;Zy,, das componentes dos dois vectores. Estes produtos sdo somados de forma a
n n

determinar-se S,., S,,, ..., S, S, :ZXt"ix;m, Sy :ZXI”iy;ﬂ,i, e por ai adiante. Estes
i=1 i=1

nove somatdrios contém toda a informacao necessaria para determinar a solugdo desejada.
De seguida determina-se os 10 elementos independentes da matriz (4 x4) simétrica N por
combinacdo dos somatorios obtidos anteriormente:

(.+S,+S.)  S.-S, s, -5, S, S, |
uo| SemS (Su=S, =Sa) S, *S, S, +S,
s, -5, Sy +S,  (-Su*S, -S.) S, S,

S-S, S, +S, I |

Construida a matriz N, determina-se 0 seu vector proprio associado ao valor proprio
positivo mais elevado (Em [Chapra, 1988; Press 1992] sdo apresentados varios métodos para
a determinacdo de valores/vectores proprios de matrizes simétricas). O quaternion que
representa a rotacéo envolvida é um vector unitario com a mesma direccao do referido vector
préprio.

O escalonamento existente pode ser determinado utilizando uma das trés formulas
apresentadas no ponto 2.2. Se a formula utilizada é a de simetria, entdo ndo é necessario a
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prévia determinacdo da rotacdo para obter-se o escalonamento. Desta forma, o escalonamento
¢ apenas 0 quociente da raiz quadrada dos desvios médios dois conjuntos das coordenadas
relativamente aos seus centroides:

=Sl /Sl

Deve-se notar que, neste método, ndo existe nenhuma aproximacao envolvida: ndo existe a
necessidade de correcgéo iterativa.

I
r-t+1,i

2.5 - Utilizacdo de pesos para a confianga associada as coordenadas dos pixels

Os erros esperados para as coordenadas dos pixels ndo sdo todos iguais. Assim deve-se
introduzir pesos na soma total dos erros de tal forma que se deve minimizar:

n 2
lewi Hei H ,
=

onde w, e a medida de confianga associada as coordenadas do pixel i .

O método apresentado nesta comunicacdo pode ser facilmente alterado de forma a
considerar tais medidas de incerteza. Os centroides tornam-se centroides pesados:

_ n n _ n n
i :;Wiﬁ,i Zl:Wi » Fa :Zl:Wirm,i Zl:Wi :
i= i= i= i=

A translacdo é determinada pela utilizacdo destes centroides, como no caso da néo
utilizacdo dos pesos. A determinagdo do melhor escalonamento é alterada ligeiramente pela
utilizacdo das medidas de confianca:

n 2 /4 2\¥2
o= Suleal /Sulr
i=1 i=1

A Unica mudanga no método para a determinacdo da rotagdo envolvida é no facto dos
produtos nos somatorios serem pesados, isto €,

=1
rt+1,i

n
— 212 T
M = Zwirt,irt+l,i '
i=1
entao
n
Sy = zWi Xt i Xtar o
i=1

e por ai adiante. Desde que os elementos da matriz M estejam determinados, 0 processo é
exactamente semelhante ao utilizado no caso de ndo se considerar 0S pesos.

3 - Resultados experimentais

Nesta seccdo sdo apresentados alguns resultados experimentais obtidos por uma
implementacdo do método descrito nesta comunicagdo para a determinacdo da transformacéo
rigida entre dois contornos.
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Na Fig. 2 observa-se o contorno t e o contorno t +1 resultante da aplicacdo, ao contorno
t, de uma rotacdo de 25° em torno da origem, um escalonamento relativamente a origem de
1.5 e uma translacao de 100 pixels segundo o eixo x e de -50 pixels segundo o eixo Y.

Figura 2a - Contorno t . Figura 2b - Contorno t +1: contorno t rodado
25° em torno da origem, escalonado relativamente
a origem de 1.5 e transladado 100 pixels segundo
0 eixo X e -50 pixels segundo o eixo V.

Figura 2c - Contorno t e contorno t +1. Figura 3 - Contorno t +1 e contorno t apés a
aplicacdo da transformacao rigida determinada.

Os resultados obtidos, neste exemplo ndo foi considerada a incerteza associada as
coordenadas, foram: uma rotacdo de 24.75° segundo o0 eixo (0,0,l) que passa pela origem, um
escalonamento de 1.51 relativamente a origem e uma translacdo de 99.01 pixels segundo o
eixo x e de -50.01 pixels segundo o eixo y. Na Fig. 3 € possivel observar-se o contorno t +1
e o0 contorno t apds a aplicacdo da transformacéo rigida determinada. Nesta figura € possivel
verificar a boa qualidade da solucdo determinada pelo método proposto por Horn.

Na Fig. 4 observa-se o contorno t e o contorno t +1 resultante da aplicacdo, ao contorno
t, de uma rotacdo de 10° em torno da origem, um escalonamento relativamente a origem de
0.5 e uma translacdo de 125 pixels segundo o eixo x e de -75 pixels segundo o0 eixo y.
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X
y
Figura 4a - Contorno t . Figura 4b - Contorno t +1: contorno t rodado
10° em torno da origem, escalonado relativamente
a origem de 0.5 e transladado 125 pixels segundo
0 eixo X e -75 pixels segundo o eixo V.
Figura 4c - Contorno t e contorno t +1. Figura 5 - Contorno t +1 e contorno t apés a

aplicacdo da transformacao rigida determinada.

Os resultados obtidos, neste exemplo ndo foi considerada a incerteza associada as
coordenadas, foram: uma rotacdo de 10.03° segundo o eixo (0,0,l) que passa pela origem, um
escalonamento de 0.49 relativamente a origem e uma translacdo de 124.34 pixels segundo o
eixo x e de 75.26 pixels segundo o eixo y. Na Fig. 5 € possivel observar-se o contorno t+1
e 0 contorno t apds a aplicacdo da transformacéo rigida determinada. Nesta figura € possivel
verificar, mais uma vez, a boa qualidade da solucdo determinada pelo método proposto por
Horn.

Na Fig. 6 observa-se o contorno t e o contorno t +1 resultante da aplicacdo, ao contorno
t, de uma rotacao de -20° em torno da origem, um escalonamento relativamente a origem de
0.75 e uma translacao de -10 pixels segundo o eixo x e de 100 pixels segundo o eixo V.

10
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X
y
Figura 6a - Contorno t . Figura 6b - Contorno t +1: contorno t rodado
-20° em torno da origem, escalonado relativamente
a origem de 0.75 e transladado -10 pixels segundo
0 eixo X e 100 pixels segundo o eixo Y.
Figura 6¢ - Contorno t e contorno t +1. Figura 7 - Contorno t +1 e contorno t apés a

aplicacao da transformacao rigida determinada.

Os resultados obtidos, neste exemplo ndo foi considerada a incerteza associada as
coordenadas, foram: uma rotacao de -19.97° segundo o eixo (0,0,l) que passa pela origem, um

escalonamento de 0.75 relativamente a origem e uma translacao de -9.6 pixels segundo o eixo
x € de 100.28 pixels segundo o eixo y. Na Fig. 7 é possivel observar-se o contorno t+1 e 0
contorno t apds a aplicacdo da transformacdo rigida determinada. Nesta figura € possivel

verificar, mais uma vez, a boa qualidade da solucdo determinada pelo método proposto por
Horn.

Na Fig. 8 observa-se o contorno t e o contorno t +1 resultante da aplicacdo, ao contorno
t , de um escalonamento relativamente a origem de 0.5.
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X
y
Figura 8a - Contorno t . Figura 8b - Contorno t +1: contorno t
escalonado relativamente a origem de 0.5.
Figura 8c - Contorno t e contorno t +1. Figura 9 - Contorno t +1 e contorno t apés a

aplicacao da transformacao rigida determinada.

Os resultados obtidos, neste exemplo foi considerada a incerteza associada as coordenadas
dos 43 pixels devidamente emparelhados™, foram: uma rotacéo de 0.0° segundo 0 eixo (0,0,l)

que passa pela origem, um escalonamento de 0.5 relativamente a origem e uma translacdo de
0.5 pixels segundo o eixo x e de 0.0 pixels segundo o eixo y. Na Fig. 9 é possivel
observar-se 0 contorno t+1 e o contorno t apds a aplicacdo da transformacdo rigida
determinada. Nesta figura é possivel verificar, mais uma vez, a boa qualidade da solucéo
determinada pelo método proposto por Horn.

Pelos resultados experimentais obtidos, alguns dos quais sdo apresentados nesta
comunicacdo, podemos concluir que com o método proposto por Horn € possivel

1 O método utilizado para o emparelhamento é o proposto por Shapiro em [Shapiro, 1991] e apresentado em [Tavares, 1997].
A medida de incerteza [Sclaroff, 1993; Tavares, 1997a] é: ]7/ (1+ zi) onde z, é a medida de emparelhamento: entre 0
(bom emparelhamento) e 1 (mau emparelhamento).
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determinar-se boas solucdes para as transformacdes rigidas entre dois contornos constituidos
por pixels.

4 - Conclusdes

Nesta comunicacao é apresentado um método proposto por Horn para resolver o problema da
determinacdo da transformacédo rigida entre dois contornos utilizando minimos quadrados.
Com este meétodo € possivel determinar-se a melhor transformacéao rigida existente entre os
dois contornos. No método apresentado sdo utilizados quaternions para representar a rotagéo.
(Em apéndice sdo apresentados os quaternions, notacdo envolvida, algumas operagdes e
algumas propriedades.)

Neste método o melhor factor de escalonamento é o quociente da raiz quadrada dos desvios
quadraticos das coordenadas relativas ao centroide correspondente. A melhor translacéo € a
diferenca entre o centroide de um contorno e o centroide do outro contorno previamente
rodado e escalonado relativamente a origem. Como sdo utilizadas as coordenadas de todos 0s
pixels disponiveis obtém-se bons resultados e superiores aos conseguidos pelos métodos que
so utilizam a informacéo referente a trés pixels. O quaternion unitario representando a rotacédo
€ 0 vector proprio associado ao valor proprio positivo de valor mais elevado de uma matriz
(4x4) simétrica. A matriz ortonormal correspondente pode ser facilmente obtida a partir do
respectivo quaternion unitario.

A implementacdo do método apresentado € facilmente conseguida e obtém, como é
possivel verificar pelos resultados experimentais obtidos e apresentados, as transformacoes
rigidas existentes entre contornos constituidos por pixels com qualidade bastante aceitavel.

Podemos concluir tratar-se de um método interessante para a determinagdo da
transformac&o rigida a aplicar ao contorno t antes de se determinar as transformacdes ndo
rigidas entre os dois contornos.

Apéndice
1 - Quaternions

Um quaternion pode ser referido como um vector com quatro componentes, resultante da
composicao de um escalar e um vector 3D, ou como um numero complexo com quatro partes
imaginarias distintas. Um quaternion pode ser representado (utilizando a notacéo dos nimeros
complexos) como:

d=q, +q,d+q,j +qg,k,

onde g, éapartereal e q,, g, e g, as partes imaginarias.

A multiplicacdo de quaternions pode ser definida em termos do produto das componentes.
Supondo que
i=-1, j*=-1,k*=-1;ij=k, jk=i, ki=j;e ji=—k, ki=-i, ik=—j.

Entdo, se ¥ =1, +r,i +r,j +rk resulta
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rq :(ro% -4, —ndgy _rzqz) +(roqx +r.q, +,0, —rzqy)i
+(r0qy ~h4; 1,0 +rqu)j +(r0qz g, 1,0, 'H'Z%)k.

Facilmente verifica-se que, no geral, g # gr .

O produto de dois quaternions também pode ser convenientemente expresso em termos do
produto de uma matriz ortogonal (4x4) e um vector de quatro componentes. Pode-se
expandir quer o primeiro quer o segundo quaternion envolvido no produto numa matriz
ortogonal (4 x4) da seguinte maneira:

s
|
—

-1, -,

>

|
—

|
—

|
—

X z X y z
r r -r r r r r -r
. . X 0 z y . N os 0 z y — .
rq = g=0qg ou gr = g==0Uq.
(P L -r P A r,
L o-r, I L or, -n n

Nota-se que O difere de O na transposigdo da sub matriz (3% 3) inferior esquerda.

O produto interno de dois quaternions € soma do produto das componentes respectivas:
P LG = podo + PG, + P, +P,0, -
A raiz quadrada da amplitude de um quaternion é o produto interno do quaternion com ele
préprio: ||q||2 =q0q.
Um quaternion unitario € um quaternion cuja amplitude € igual a 1.

O conjugado de um quaternion é obtido negando-se a sua parte imaginaria; entdo,
d=d,-q, —d,j —q,k . As matrizes (4x4) associadas ao conjugado de um quaternion s&o

simplesmente as transpostas das matrizes associada ao respectivo quaternion. O produto de
um quaternion pelo seu conjugado é um real: dq = (qo2 +q,” +q,° +q22) =g 4. Um

quaternion ndo nulo tem o seu inverso igual a: 4™ = (1/(q m))a. No caso de um quaternion
unitario o inverso é o seu conjugado.

1.2 - Propriedades Uteis dos produtos
O produto interno ¢ mantido pois as matrizes associadas aos quaternions sdo ortogonais;

- LY o s . . o o . T o o o o . o z
assim (qp) [ﬂqr):(Qp) [ﬁQr) :(Qp)T(Qr) e (Qp) (Qr): P'Q'Qr = pT(q m)lr onde | éa
matriz (4 x4) identidade. Pode-se concluir que (qp) [ﬁqr‘) = (q m)(p DT), que, no caso de ¢
unitério, simplifica-se para p O . Um caso especial ressalta de imediato:

(pa) cfpa) = (p o) @);

isto €, a amplitude de um produto é igual ao produto das amplitudes. Também verifica-se que
(pa) 7 = pifra).

Vectores podem ser representados por quaternions puramente imaginarios. Se
r= (x,y,z)T , pode-se utilizar o quaternion r =0+xi +yj +zk . (Da mesma forma, escalares
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podem ser representados utilizando-se quaternions reais). Note-se que as matrizes O e O
associadas com quaternions puramente imaginarios sao simétricas e transpostas; isto é, neste
caso especial, 0=-0 e O=-0

1.2 - Quaternions unitarios e rotacao

O comprimento de um vector ndo é alterado por rotacdo nem o angulo formado por dois
vectores. Desta forma a rotagdo preserva o produto interno. Reflexdo também preserva o
produto interno mas troca o sentido do produto externo - um sistema de vectores méo directa é
alterado para um sistema mao esquerda. Apenas rotagdes e reflexdes preservam o produto
interno. Assim pode-se representar rotacdes utilizando um quaternion unitario se for possivel
descobrir uma solucdo que transforme quaternions puramente imaginarios em quaternions
puramente imaginarios de forma que os produtos internos sejam preservados assim como o
sentido dos produtos externos. (Um quaternion puramente imaginario representa um vector
3D.)

Uma solugdo que pode-se utilizar é o produto composto ' =drq que € puramente

imaginario. Tal pode ser verificado através da expansio ¢rg =(Qr)d =Q"(Qr) =(QTQ)r,
onde Q e Q sdo as matrizes (4 x4) correspondentes a ¢ . Notando-se que

g0 0 0 0
|0 (qo2 +q,” -q,? —qf) 2(qxqy —qoqz) 2(qxqz +qoqy)
Q= o 2(qux +qoqz) (qo2 -q," +q,’ —qf) 2(quz —qoqx) !

|0 2(qqu —qoqy) 2(qzqy +qoqx) (qo2 -q,” -q,? +qf)_

conclui-se que ' é puramente imaginario se ¥ também o for, Q e Q s&o ortonormais se ¢

for um quaternion unitario. Entdo se 6 =1 a sub matriz (3x3) inferior direita de Q'Q

também é ortonormal. De facto, trata-se da familiar matriz de rotacdo R que transforma r em
r': r"=Rr.

Pode-se verificar que o produto externo também é preservado pelo produto composto qgrq ,
tratando-se assim de uma transformagéo de rotagéo e ndo de reflex&o.

Notando-se que (— q)r(—q) =qrq pode-se concluir que —q e +q representam a mesma
rotacao.

1.3 - RelacBes com outras representacdes

A expansdo de Q'Q anteriormente apresentada proporciona um método explicito para

determinagcdo da matriz ortonormal de rotagdo R a partir dos componentes do quaternion
unitario . Pode ser atil relacionar a notacdo dos quaternions com outras normalmente

associadas a rotagfes. Uma rotacdo de um angulo 8 em torno de um eixo que passa pela

A

.
origem e definido pelo vector unitario W=(WX,Wy,WZ) pode ser representada pelo

_ e . 61 . _ . L
quaternion unitario q:COS§+SIn§(WXI +Wyj+WZk). Assim a parte imaginaria do

quaternion unitario representa a direccdo do eixo de rotagdo enquanto o angulo de rotagdo
pode ser obtido a partir da parte real e da amplitude da parte imaginaria.
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1.4- Composicao de rotacoes

Considerando de novo a rotagdo I’ =qrq . Supondo-se que aplica-se uma segunda rotagéo,
representada pelo quaternion unitario p. Obtemos r” =qr'q = p(qr&)ﬁ. Facilmente
verifica-se que (@) = @ Desta forma pode-se escrever r" = (pq)f@.

A rotacdo global é representada pelo quaternion unitario (pq). Assim a composicdo de
rotacOes corresponde a multiplicagdo dos quaternions.

Pode-se concluir que sdo precisas menos operacOes aritméticas para multiplicar dois
quaternions do que para multiplicar duas matrizes (3x3). Também se deve notar que 0s
calculos envolvidos ndo sdo executados com precisdo infinita. O produto de varias matrizes
ortonormais pode ndo preservar a ortonormalidade devido ha limitagdo da aritmética
envolvida. Contudo, enquanto é dificil preservar-se a ortonormalidade, facilmente é
preservada a amplitude unitaria do quaternion resultante.

1.5 - Quaternions como a soma de um escalar e um vector

Por vezes e preferivel pensar os quaternions como compostos por um escalar e um vector com
trés componentes. Assim ¢ =, +0,i +q, j +d,k pode ser representado alternativamente com

aforma g=q+qG emque q=q, € §= (qx,qy,qz)T. Utilizando-se este forma, as regras de

multiplicacbes de quaternions podem ser reescritas de uma forma mais compacta
p=rs—-r[S, p=rs+sr+r x5, quando p=rS e r=r+r, $=s+5, p=p+p. O
resultado é simplificado se f e $ sdo puramente imaginarios, isto é, se r=0 e s=0. Para
este caso especial p=-r S, p=r X8§.

Aplicando o produto de composi¢do com um quaternion unitario

g a
r=qgrq, $ =04, p =qgpq. Claramente r's =(qrq)(qsq) ( )(a (sa) q(rs)
consequentemente —r'[$' = -r [S.

r,sep. Istoe

Também, r’' xs' é o resultado da aplicacdo do produto de composi¢do com um quaternion
unitario a r x 5. Desta forma o produto interno e o produto externo sdo preservados. Pode-se,
desta forma, concluir que o produto de composicdo com um quaternion unitario pode ser
utilizado para representar uma rotagéo.

1.6 - Quaternion unitario a partir de um eixo e um angulo

Supondo-se que um vector r ¢ transformado em r' por uma rotagdo de um angulo 8 em

A

T
torno de um eixo (que passa pela origem) dado pelo vector unitario W= (WX,Wy,WZ) .
Utilizando-se a formula de Rodrigues pode-se escrever:

F' =coséF +sin@v xr +(1 —cos &)(W @)W

Esta transformacdo também pode ser escrita na forma ' =qrq na qual os quaternions,
escritos na forma de um escalar e um vector, sd&o r=0+r, r'=0+r" e

g= cos(9/2)+sin(9/2)w. Para verificar tal correspondéncia deve-se considerar que a parte
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escalar de r é nula e que g é um quaternion unitario. Desta forma, o produto de composicéo
grq tem uma parte escalar nula e uma parte vectorial 7' = (q2 -q Edi)F +2q0 xF +2(q m)q.
Se  substituir-se q= cos(@/z), q= sin(@/Z)w e utilizar as  identidades
Zsin(H/Z) cos(0/2) =siné, 0032(9/2) - sin2(9/2) =cos @, obtemos a formula de Rodrigues.

A relacdo apresentada permite facilmente a conversdo entre as notacdes eixo e angulo, e
quaternion unitario para as rotagdes. Assim, W = q/||q|| e singd= 2q||q||, cosd = (q2 —HGHZ) :

1.7 - Quaternion unitario a partir da matriz ortonormal

Como ja foi verificado anteriormente a matriz ortonormal correspondente ao quaternion
unitario g =q, +q,i +q,j +q,k é

(a7 +a2-a2-07)  2(0.0, -9, 2(0,9, +a0,)
R= 2(qux + qoqz) (qo2 -q,” +q,’ —qf) Z(quz —qoqx)
2(qqu —qoqy) Z(qzqy +qoqx) (qo2 -q,” -q,” +qf)

Por vezes é necessario obter-se o0 quaternion unitario correspondente a uma dada matriz
ortonormal. Seja r; o elemento da matriz R correspondente a linha i e a coluna j.
Utilizando-se as seguintes combinacdes dos termos da diagonal:

— 2 _ 2
l+l’11 T, T —4% ) 1+I’11 -6, Iy _4qX )

_ 2 a2
1—I’11+I’22 Iy _4Qy ) 1_r11_r22 RS _4Qz ,

pode-se determinar qual dos q,,...,q, € 0 mais elevado. Esta componente do quaternion é

obtida extraindo-se a raiz quadrada (e dividindo por 2). Pode-se escolher qualquer sinal para a
raiz quadrada pois —¢ e +q representam a mesma rotacdo. De seguida, consideram-se as

trés diferencas dos elementos ndo diagonais correspondentes
Fy =Ty =400y, Ny — Ty = 4q0qy’ Iy — T, =400,

e as trés somas dos elementos ndo diagonais correspondentes
oy th, = 4qqu’ Mo 13 = 4quz , s+ 1y =40,0, .

Trés destas expressdes sdo utilizadas para determinar as restantes trés componentes do vector
quaternion a partir da componente previamente determinada. Por exemplo, se ¢, foi

determinada como sendo a mais elevada entdo q,, g, € g, podem ser determinadas a partir
das trés diferencas que envolvem 4q,q, , 4q,q, € 44,9, -

Deve-se determinar em primeiro lugar a componente mais elevada pois assim se consegue
assegurar uma melhor precisdo numérica. Se, por exemplo, resolver-se determinar em
primeiro lugar g, e esta for demasiado reduzida entdo ¢,, g, e g, ndo podem ser

determinadas com preciséo elevada.
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