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1 Classes de Subconjuntos

O estudo de classes de subconjuntos surge como necessidade de dotar colec¢des de
subconjuntos com uma certa estrutura, que permita tornar a classe fechada relativamente
a operacdes sobre conjuntos, tornando-se, assim, possivel dota-los de uma medida (em
particular, a medida de probabilidade).

1.1 Classe

Dado um conjunto X, formamos um conjunto, (', de subconjuntos de X designado classe
de subconjuntos de X.

C={4:4AcX}

Exemplo 1-1

A classe @ (X) que contém todos os subconjuntos de X designa-se por vezes "classe das
partes de X". Se X finito, | X|=n = |@2X)|=2".
Por exemplo, X = {a,b,c}; ®(X)={S, {a}, {b}.{ c}.{a,b}.{a, c}.{ b}, {ab,c}=X}

0
1.2 Semi-Anel
Definicao 1-1
Um semi-anel § ¢ a classe que satisfaz:
1. Des,
ii. A, BeS= A NBey;
iii. 4,BesS=A-B=|JE comEeScENE=0,VYi#j
i=l
[ ]

Exemplo 1-2

X =R", prova-se que a classe 7" = {intervalos finitos semiabertos de R" do tipo
{(x1,000%n): @ <x;< b;} } € um semi-anel.

Na situagdo da figura, para 1% temos: 4 = |a, b]x]a, b]; B =]c, d]x]c, d];
A — B={]a, b] x]a, c] Y la, c] x]c, d] Ula, b] x]c, b] U]d, b] x]c, d] }.
O mesmo se aplica a outros "rectangulos". A verificacdo de i. e ii. ¢
trivial.

Note-se, contudo, que A — B ndo pertence a [ 2,

Exemplo 1-3

Para o caso particular do exemplo anterior com X = R, temos a classe [ = I ' =
{intervalos finitos semiabertos do tipo ]a, b]}. O facto de ser um semi-anel reflecte-se
no facto de que, com operacdes de interseccdo, se geram elementos de I e, com
diferengas, se geram conjuntos construiveis como reunides de elementos disjuntos de I.
(E esta a "estrutura" do semi-anel.)

0
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Exemplo 1-4

Seja X =R, e a classe C = {intervalos fechados [a, ]}. Nao ¢ um semi-anel. P. ex., 4 =
[a, b], B=[c,d], coma<ceb>d, pertencem a (; mas A — B ndo ¢ construivel com
reunides de elementos disjuntos de (.. 0

1.3 Anel
Definicao 1-2

Um anel ¢é qualquer classe ® ndo vazia tal que

. A4 Be®R=>ANBe®R;
. A, Be®R=>AABe®R. (A AB=(4 —B) U (B — A) ¢ adiferenca simétrica)
|

Notar que, entdo, também ¢ satisfeita a propriedade i. dos semi-anéis (J = 4 A A). Por
outro lado,4 ABe R= A —B e ® (porque A —B=A4A (A n B)). Esta condigao ¢
mais forte que a anterior iii. dos semi-anéis. Um anel ¢, portanto, fechado para as
operacdes de reunido, interseccao e diferenga de conjuntos.

Exemplo 1-5
{D}, {D, X} e AX) sdo anéis. {J} ¢ o menor anel. [

Exemplo 1-6

I'ndo ¢ um anel. P. ex., 4 = ]a, b], B=]c, d], com a < c e b > d, pertencem a I, mas
A—-Bgl
I

Teorema 1-1

A classe ((S) gerada pelo semi-anel S, cujos elementos se podem exprimir como

n
reunido finita de conjuntos disjuntos de S, E = U A, ,AinA4;=3,V i#j,éum anel.

k=1
Demonstracao:
A8) tem de conter todos os conjuntos que se exprimem como reunido finita de
conjuntos disjuntos de S, por forma a ser fechado relativamente a reunido, como exige o
anel.

Por outro lado, suponhamos que tinhamos quaisquer conjuntos: 4 = U 4 e B= UB_/ e
i=1 Jj=1

sejam as intersecgdes C; = 4, N B,. Entdo os Cj; sdo disjuntos e

ANB =LnJLmJCU. e C(S)

i=l j=1

Por outro lado, da defini¢dao de semi-anel, segue-se por indugdo que
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m 1

4,=lJc, AJp, (=1...m) e B, =]C, uUEkj (j=L...,m)
j=1 k=1 i=1 k=1

com as sequéncias finitas {Dy} (kK = 1,..., r;) e {Ey} (k = 1,..., s;) consistindo em
conjuntos disjuntos de S. Logo,

S

AAB=(A -B)U(B -A)= O(OD%)UO(UE,VJGC(S)

i=1 j=1\ k=1

|
Exemplo 1-7
(1), gerada da forma acima, ¢ um anel. Para os conjuntos indicados no Exemplo 1-6
temos A — B =]a, c] v ]d, b] € ((J).

i

1.4 Campo (Algebra)
Corresponde a uma classe de X que ¢ anel mas ¢ também fechada relativamente a
operacao de complemento.
Definicdo 1-3
Classe ndo vazia, F, que satisfaz:
. ABe F= A UBe€ F,

i. AeF = AeF.
||

Note-se que, sendo fechado para o complemento, podemos aplicar as Leis de Morgan e
facilmente mostrar que:

ANBeF, A-Be¥F, TJe§ XeF.
Portanto, um campo € necessariamente uma classe nao vazia porque tem de conter X.

Exemplo 1-8
AX) é um campo. 0

Exemplo 1-9

A classe de todos os subconjuntos limitados de R € um anel mas nao ¢ um campo (p.
ex., ndo contém ‘R). 0

Exemplo 1-10

X =R", sejaaclasse I "= {intervalos de R" do tipo {(x1,....x,): —0 < a; < x; < b; < 0,
i =1,...,n}}. Portanto, os intervalos semiabertos de 3 " podem estender-se infinitamente
a esquerda. Prova-se que, entdo, €= ((3 ") definida como no Teorema 1-1, é um campo
Os intervalos de 3 " designam-se por rectangulos ou caixas de R".

E é o campo das figuras elementares de R". Prova-se que E é a menor algebra que
contém 3",

0
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Exemplo 1-11

Seja o intervalo 2= ]0, 1]. Podemos, tal como no exemplo anterior, construir o campo
@y a partir de reunides finitas de intervalos semiabertos disjuntos:

A:O]ai’bi]
i=1

1.5 Sigma-Anel (c-Anel)

Trata-se de um anel que ¢ fechado relativamente a realizagdo de uma sequéncia
numeravel de reunides ("sigma" vem do alemdo "summe" de soma = reunido):

des (i=1,2.) = OAieS
i=1

Note-se que, entdo, pelas propriedades do anel, ¢ também fechado para intersec¢des
numeraveis.

1.6 Sigma-Algebra (c-Algebra, o-Campo)
Trata-se de uma dalgebra que ¢ fechada relativamente a realizacdo de uma sequéncia
numeravel de reunides.

Definicao 1-4

Uma o-algebra 4 definida em X, satisfaz:

. Xea (portanto, 4 € ndo vazia)
i, Aed = Aea (logo, também De 1)
iii. 4ea ((=1,2..) = (Jd4ea

i=1

Ao par (X, A) chama-se espago mensuravel. Os elementos de 4 chamam-se conjuntos
mensuraveis.

Dois resultados:

1. Se 4 ¢ uma o-élgebra para um conjunto X, e X” ¢ um subconjunto de X, entdo
X" n A, formada por todas as intersecgdes de elementos de 4 cuja com X', é
também uma o-algebra (chamada traco de 4 em X").

2. Sejam os conjuntos X ¢ X', ¢ 4 " uma o-algebra em X'. Seja a fungdo f: X —
X'. Entdo a classe

=y de )

¢ uma o-algebra em X.
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Exemplo 1-12
A menor o-algebra é {J, X}. AX) é uma o-algebra. 0

Exemplo 1-13
Seja X = {a,b,c}. Entdo (resultado 1.), sdo o-algebras os tracos de AX) em {b} e {b,c},
respectivamente AX) N {b} = {J, {b}} e AX) N {b,c} = {J, {b}, {c}, {b,c}}.

Exemplo 1-14
Seja X = {a,b,c} e X'= {0, 1}. Definamos 4" = {J, {0}, {1}, {0,1}} e

fX->X
a—>0
b—>1
c—>0
entdo f7'(A)={D, {a, c}, {b}, {a,b,c}} é uma c-dlgebra em X (resultado 2.).

Exemplo 1-15

Para todo o conjunto X, a classe de todos os subconjuntos 4 — X, para os quais ou 4 ou
A sdo numeraveis, ¢ uma o-algebra.

0

Teorema 1-2

Qualquer interseccao finita ou numeravel de o-algebras em X ¢ uma o-algebra em X.
|

Aplicando este Teorema € possivel mostrar que, para cada classe C de X, existe a menor
o-algebra A(C) contendo C. Para tal basta considerar a intersec¢do de todas as
o-algebras que contém ¢ (AX) ¢ uma delas). A4(() ¢ chamada a o-dlgebra gerada por C.

1.7 o-Algebra de Borel
Definicao 1-5

A o-algebra gerada por 3", A(J "), designa-se por o-dlgebra de Borel e denota-se

B' = A(T"). Os elementos de B' chamam-se conjuntos de Borel.
I

Teorema 1-3

Sejam 0", F", " as classes dos subconjuntos abertos, fechados e compactos' de R”,
respectivamente. Entdo:

B = A(0") = A(F") = A(C")

! Conjuntos fechados e limitados, i.e., contendo todos os seus pontos limites.
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Segundo este Teorema, ®' contém ndo sO numeraveis reunides e intersecgdes de
intervalos semiabertos, mas também numeraveis reunioes ¢ intersecgoes de intervalos
abertos, fechados e de pontos isolados’. Os conjuntos que se podem assim formar
suportam medidas, nomeadamente a medida de probabilidade. Constituem os conjuntos
de interesse nas aplicacdes praticas. Existem, contudo, conjuntos patologicos, de dificil
construcdo e sem interesse pratico, que nao sao de Borel. Veremos isso mais adiante.

2 Medida de Lebesgue

A defini¢do do campo E das figuras elementares de R” introduz a estrutura minima de
uma classe que permite definir uma funcdo de medida. Comecemos por definir o volume
(comprimento) de Lebesgue.

Seja:
A € 3", A é o produto cartesiano de n intervalos { x; e R: —o0 < a; <x;< b; < 0}

O volume é:

m(A4) = ll[(bl. -a,) 21

m(A) ¢ zero se algum par de extremos dos intervalos tem o mesmo valor; € infinito se
algum extremo for infinito.
Vamos, agora, estender esta funcao para a o-algebra de Borel.

k
Dado B € @', tal que B = UAJ. com 4; € 3" e disjuntos, define-se o volume de B:
J=

m(B) = Zk:m(A D22

Esta fungdo s6 tem sentido se ndo depender da representacao particular de B. De facto,
prova-se que:

Teorema 2-1

A fun¢do m em @' dada por 2.2 é univocamente definida, ndo-negativa, aditiva,
monodtona, e coincide com m em I ". Assim:

i. AcB,A,Be® = 0<im(A)<m(B)
ii. {4,Bjc®,ANB=0 = m(A+B)=m(d)+ m(B)
ii. m(4)=m(d),V Ae 3"

Além disso:

2 Um ponto isolado {x} pode obter-se como interseccio de uma sequéncia infinita numeravel de
intervalos Jx — 1/n, x], n =1, 2, ...Note-se que no caso de uma sequéncia finita, como no Teorema 1-1 nédo
poderiamos gerar, p. ex., um ponto isolado.
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Teorema 2-2

A funcdo m ¢ numeravelmente aditiva, i.e., dada a familia de elementos disjuntos

Ay e B',se B= UAk (logo, pertence a B"), entdo

(B) =Y (4,)

Uma fungdo 1 € — R, de uma o-algebra E em R, é chamada uma medida se for
numeravelmente aditiva (onde a série convege). A anterior medida m definida no

conjunto de Borel, que passaremos a designar por y, ¢ chamada medida de Lebesgue-
Borel (medida LB).

Um espaco mensuravel (X, 4) dotado de uma medida m, i.e., o triplo (X, 4, m), chama-
se um espago de medida. (3", B', 1) € o espago de medida de Lebesgue-Borel.

Algumas propriedades da medida LB:

1. w(B) <+o0o, para todo o conjunto limitado B € ®".

2. Qualquer hiperplano H em R" é um conjunto LB-nulo, i.e., z(H) = 0.

3. Qualquer subconjunto numeravel de R"” ¢ um conjunto LB-nulo, em particular
Q) =0.

4. Seja W=[0,1] o cubo unitario n-dimensional. Entdo, por defini¢cdo, (W) = 1.

A medida LB ¢ a tnica medida em @' que ¢é invariante a translagdo, i.c.,

T(u) = p, para toda a translagdo x — T,(x) = a + x, e que satisfaz a condicao de

normalizacdo (W) = 1.

6. A medida LB ¢ invariante relativamente a transformagdes ortogonais dos eixos.

e

O seguinte Teorema, que usa a propriedade 5, mostra que B' ndo esgota AR"). Por
outras palavras, existem subconjuntos de R" que ndo se podem construir a custa de
reunides e intersec¢des numeraveis de rectangulos de 3"

Teorema 2-3

B =@ANR"),Vn=1,2,..

Demonstracao:
Vamos indicar como se constrdi um conjunto patoldgico. Por uma questao de facilitar a
"visualizagdo mental" a constru¢do serd em R. Contudo, a generalizagdo para R" é
directa. Para tal vamos usar o:
Axioma da Escolha:

Dado uma classe C de conjuntos disjuntos e ndo vazios E,, existe um conjunto

G c UE,tal que, para todo o E,, G N E, € apenas um conjunto pontual de E,.
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(A constru¢cdo de um conjunto que tem apenas um ponto de uma coleccao disjunta de
subconjuntos ¢ certamente trivial no caso da colecg¢ao ser finita ou numeravel. O axioma
da escolha estipula que tal construgdo ¢ também possivel no caso de colecgdes nao
numeraveis. )

Seja Q < R o conjunto dos racionais. Consideremos a relagdo binaria de congruéncia
x~yem R:

X~y <& x—-ye(
A relacdo x ~ y ¢ de equivaléncia e estabelece uma divisdo de R em classes de
equivaléncia C, = {x + Q}. A classe de equivaléncia de todos os racionais ¢ Cy. Como

para todo o real 7 existe um inteiro n tal que n < n<n+ 1, ouseja, n—n € [0, 1],
entao existe um ponto em [0, 1[ para qualquer classe de equivaléncia.

Alguns pontos de Che C E Yo

0 V2-1 1 N2

Entdo, pelo axioma da escolha, existe um conjunto K — [0, 1] tal que tem exactamente
um ponto de cada classe de equivaléncia. Logo:

R=Y+K} e =y, = W+Kin,+K}=D (1,30
yeQ

Suponhamos que K € B . Entdo ¢ aplicdvel a medida de Lebesgue. Como Q ¢
numeravel, temos:

+oo=puR) =D u(y+K)=> u(K) = wuK)#0

yeQ T yeQ
Propriedade 5.
Mas:
Uo+x <o
velo.1[no
Logo:

Yuy+K)<p(02h=2 = YuK)<+o = uK)=0

ye[O,l[ﬁQ ye[O,l[mQ

Chegamos a uma contradi¢do. Logo, K ¢ 3.

3 Funcoes Mensuraveis
Definicao 3-1
Sejam (X, A4) e (X', A4") espagos mensuraveis. A fungdo /i X —> X  diz-se uma fung¢do

A-A" mensuravel se:

7' (X) e A paratodoo X €. (ousejaf'(2)cA))
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Exemplo 3-1
Qualquer mapeamento constante f: X — X' ¢ 4-4" mensuravel.
0
Exemplo 3-2
O Exemplo 1.14 estabelece uma fun¢ao mensuravel.
0
Teorema 3-1
Seja f: X — X uma fungdo A-A" mensuravel. Entdo, para toda a medida ¢z em 4,
HA) = u(f(4Y)
define uma medida g'em 4.
[ ]

Exemplo 3-3

Seja o espago de medida (R, 4, ) em que A4 ¢é a o-dlgebra que contém todos os
subconjuntos 4 numeraveis ou nao-numeraveis de R e (4) = 0 ou 1 conforme 4 ou
A énumeravel. Seja X' = {0, 1} e 4" = AX") e afuncidof: X > X"

0 xeQ

f(x)={1 -

Provar que a fun¢do ¢ 4-4" mensuravel e determinar f{ 12).

Temos:

l@=0ea rliony=0ea f'{1H=0ea f'({0,1})=Re A

Logo, a func¢do ¢ mensuravel e 1" = f{u) € igual a 0 para D e {0} e igual a 1 para {1} e

(0,1}
0

Exemplo 3-4

Sejam dados os espagos mensuraveis ° (R,®), ({0,1}, A{0,1})), um conjunto 4B ¢ a
funcao indicadora I,: R — {0,1}:

() 1 xed

X) = —

4 0 xed

Temos:

l@=0es flio)=4ecas f'({1))=4ded f'({0,1})=Rea.

Logo, a funcdo indicadora é B - A{0,1}) mensuravel.

3 Note-se que pelo Teorema 1-3 a defini¢do de B pode exprimir-se em termos de vérios
conjuntos suporte de R: O, F, C... Assim, usa-se a notacao (*R,®8). (Isto ¢ abusivo porque
j& vimos que ha subconjuntos de R que ndo pertencem a 3.)
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Definicao 3-2

Seja (X, A4) um espago mensuravel e (R, B) o espaco mensuravel de Borel em R. A
fun¢do f: X — R diz-se uma fung¢do mensurdvel se:

fl(B) € A paratodoo B eR (ou sejafl(@) cA))
|

Pode-se mostrar que o conjunto das fungdes mensuraveis ¢ fechado relativamente a
adicdo, subtrac¢ao, multiplicacdo e divisao.

4 Medida de Probabilidade
Definicao 4-1

Seja P uma fung¢do de conjuntos definida num campo ¥ A fun¢do ¢ uma medida de
probabilidade se satisfaz as condigdes seguintes:

1. 0<P(4)<1paratodoo Ae F;
il. P(©2)=0, P(X)=1,
1ii. Dada uma sequéncia de conjuntos disjuntos 4, 4, ..., com A; € ¥, tal que

Zl A, € ¥, entdo P (Ui1 A, ): Zzl P(A,) (aditividade numeravel).

Exemplo 4-1
Seja 0 campo B do Exemplo 1.11, definido em ]0, 1]. E possivel mostrar que a medida
de Lebesgue P(A)=m(A4) = Z; (b, —a,) € nao so finita mas também numeravelmente

aditiva; logo, P define uma medida de probabilidade no campo ®.
0

E possivel provar que uma medida de probabilidade definida num campo F pode
estender-se a o-algebra gerada por ¥, A(F). Este aspecto ¢ importante visto estarmos

interessados em lidar com aditividade numeravel para a medida de probabilidade.
Assim:

Definicio 4-2

Se 4 ¢ uma o-élgebra em X e P ¢ uma medida de probabilidade em 4, entdo o triplo
(X, A4, P) é chamado um espaco de medida de probabilidade, ou simplesmente espaco

de probabilidade.
|

Teorema 4-1 (da extensdo)

Uma medida de probabilidade definida num campo & tem uma extensdo Unica para a

o-algebra gerada por F, A(F).
[ ]

A referéncia [2] indica como construir a extensao.
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Exemplo 4-2

Seja 2 = 10, 1]. Para cada @ € (2vamos associar a expansdo diddica infinita e
numeravel:

a)=id”;w) com d,(w) e {0,1}

n=1

(i.e. s@o os bits da representacdo bindria infinita)

0 1

00 01 10 11

000 001 010 011 100 101 110 111

Para cada sequéncia u, ..., u,, de comprimento »n (tal como no langamento de uma
moeda n vezes), temos:

n U
{a) d(w)=u,,i }21121 2,12z n}

Logo, usando a medida de Lebesgue-Borel como medida de probabilidade, temos:

P({a) di(@)=u,;,i= 1,...,n})= 21"

Considere-se o conjunto:

N = {a) lim — Zld,( )= }

n—o pn

Os pontos do conjunto N sdo chamados numeros normais. A Lei Forte dos Grandes
Numeros, aplicada a esta situagdo, escreve-se P(N) = 1. Ora, € possivel provar que N ¢
LB-nulo, logo P(N )= 0.

0
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