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“Actualmente jd ndo hd nada importante a ser descoberto na Fisica;
resta apenas obtermos mais medicoes e com melhor precisdo.”

William Thomsom (Lord Kelvin), 1900

Esta frase de Kelvin tornou-se célebre por ter sido dita na mesma época em que surgiu a teoria
quantica e poucos anos antes do desenvolvimento da teoria da relatividade, duas teorias que
mostraram que ainda faltava muito para ser descoberto na Fisica Classica.

Na nossa intermindvel aprendizagem da Fisica passamos por situagdes andlogas a que foi
vivida por Kelvin no inicio do século XX. Quando acreditamos ter compreendido perfeitamente
algum fenémeno, somos surpreendidos com paradoxos e resultados errados que nio reproduzem
as observagdes experimentais. Isso ndo deve ser visto como uma fraqueza no nosso método
para estudar os fenémenos naturais, mas sim como uma oportunidade para aprendermos mais
acerca desses fenomenos. A Fisica é uma ci€ncia experimental que precisa de ser corroborada
experimentalmente em diversas situagdes.

Inclusivamente, na Fisica elementar, problemas aparentemente simples podem conduzir a inter-
pretacoes erradas. Neste artigo vamos descrever algumas questdes problematicas relacionadas
com o programa de Fisica de 12.° ano.

1. A forca de atrito

O valor maximo da forga de atrito estdtico entre duas superficies sélidas e rigidas € igual ao
produto da reac¢ao normal vezes o coeficiente de atrito estético, Ue Ry. Mas quando a forca de
atrito estdtico nao tiver o seu valor maximo, deixa de ser igual a . R, podendo ter qualquer
valor entre 0 e esse valor mdximo; nesse caso a forca de atrito passa a ser mais uma incognita
que pode ser calculada a partir da segunda lei de Newton.

Consideremos um exemplo: o sistema ilustrado na figura 1; o coeficiente de atrito estitico
entre as superficies dos blocos A e B é . = 0,5 e o coeficiente de atrito cinético € y. = 0,4.
A roldana e as rodas podem ser consideradas perfeitamente rigidas, com massa e atrito nos eixos
desprezaveis. O sistema é mantido inicialmente em repouso por meio de uma forga externa que
segura o cilindro C; pretende-se calcular a aceleracdo dos blocos A e B em relacdo a aceleracao



da gravidade g, quando for retirada a for¢a que segurava o cilindro, para os casos em que a
massa do cilindro C for 2,5 kg e 3,5 kg.

A 5 kg

Figura 1: Dois blocos acelerados por um cilindro.

Tendo em conta que a aceleragdo do cilindro C serd igual a aceleracio do bloco A, a, a segunda
lei de Newton, aplicada ao cilindro C, implica que a tensdo no fio sera:

T =mc(g—an) (1

As equacdes para as componentes das forcas na direc¢do vertical permitem calcular o valor da
forca de reaccao normal entre os blocos, Ry, € a soma das reac¢cdes normais, F', nas rodas do
bloco B:

Ry=mag (2)
F = (mA -I—mB)g (3)

As equagdes para as componentes das forcas na direc¢do horizontal sdo:

Fa = mpdap (4)
mc (g —aa) —Fy = mpan (5)
onde F, € a for¢a de atrito entre os dois blocos. Admitindo que o bloco A escorrega sobre o B, o

atrito serd cinético e a forga de atrito serd igual a . R,. Assim, as equacOes 4 € 5 conduzem as
seguintes expressoes para as aceleragoes:

ap = £ (©6)
mp

aA:mC_—'ucmAg (7)
ma +mc

A equacdo 7 mostra que, para que seja possivel que o bloco A escorregue sobre o B, é necessario
que a massa do cilindro C seja maior que Ucmp; os dois valores dados para a massa do cilindro,
2,5 kg e 3,5 kg, verificam essa condi¢do.



No caso em que a massa do cilindro C € 2,5 kg, substituindo as massas dos blocos (5 kg e 15 kg)
e o valor do coeficiente de atrito (0,4) nas equagdes 6 e 7, obtém-se as aceleracdes dos blocos:

ag =0,133¢ ar =0,067¢ (8)

No entanto, esta solu¢do ndo € possivel: se os dois blocos partem do repouso e o bloco A
escorrega sobre o bloco B, entdo em qualquer instante a velocidade de A deveria ser maior do
que a de B e, portanto, a aceleracdo de A deveria ser maior do que a de B.

Concluimos que o atrito entre os blocos devera ser estético e teremos de resolver novamente
as equagdes 4 e 5 tendo em conta que agora F; ja ndo € proporcional a reac¢do normal. Assim,
ha trés incognitas nas duas equagdes (aceleracdes e forca de atrito), faltando uma equagdo para
podermos resolver o sistema. A equagdo que falta € a condicdo de que as aceleracdes dos dois
blocos sdo iguais pelo facto de ndo escorregarem entre si:

ap = aa (9)

Com essa relagdo, a solu¢do das equacdes 4 € 5 é:

mgc
_ - 10
ag = aa = . cg (10)

Substituindo os valores das massas dos blocos e do cilindro (2,5 kg), obtém-se uma aceleracao
iguala 0,111g.

A condicdo para que essa solucdo seja valida é que a forca de atrito estitico ndo ultrapasse o
valor maximo L R,; combinando esta condi¢do com as equagdes 4, 10 e 2, obtemos:

me nic
mp (ma +mpg +mc)

< e (11)

que € valida neste caso: o lado esquerdo € 0,333, que € menor que o coeficiente de atrito estético,
0,5.

Quando a massa do cilindro for 3,5 kg, substituindo nas equagdes 6 e 7, obtemos os valores:
ap =0,133¢g apn =0,176g (12)

Esta solucdo € possivel, ja que a aceleracdo do bloco B é menor que a do bloco A, em forma
consistente com o facto de que o bloco A desliza sobre o bloco B. Mas ha um pormenor que
tem de ser tido em conta: se a solugdo em que os dois blocos se deslocam conjuntamente, sem
escorregamento relativo, também for factivel, entdo essa serd a verdadeira solucao, ja que os
blocos tém a mesma velocidade inicial e continuariam sempre com velocidades iguais.

Substituindo o valor de 3,5 kg para a massa do cilindro, na equacao 11, o lado esquerdo da
equacdo € igual a 0,45, que € menor que o coeficiente de atrito estético, 0,5. Consequentemente,
a aceleracdo dos dois blocos € igual e, a partir da equagdo 10, é:

ag =apa =0,149¢ (13)

A solugdo 12 seria possivel unicamente se em algum momento fosse dado um pequeno impulso
adicional ao bloco A para comecar a escorregar em relacdo ao bloco B.



2. Diferentes mecanismos de atrito

Uma questio que causa confusdo entre os alunos de Fisica é: porque € que sao usados pneus
tao largos e lisos nos automdveis de Férmula 1? Parece existir contradi¢cdo com duas leis do
atrito: a forga de atrito ndo depende da drea das superficies em contacto e o coeficiente de atrito
€ menor quanto mais “lisas” forem as superficies.

O mecanismo do atrito entre a estrada e os pneus € diferente no caso de um automdvel normal
e de um automovel de corridas de Férmula 1 (figura 2). Nos pneus do automdvel normal,
numa estrada seca e bem pavimentada, 0 mecanismo € mais semelhante ao caso do atrito seco;
nomeadamente, a forga de atrito cinético e a forca méxima de atrito estitico sdo directamente
proporcionais a reac¢do normal e ao respectivo coeficiente de atrito. O facto do pneu ser mais
largo ou mais estreito ou de ter ou nao ter sulcos ndo altera a forga de atrito.

No entanto, a largura dos pneus e a existéncia de sulcos na sua superficie podem aumentar
significativamente a forca de atrito, aumentando a seguranca em situagdes de estradas molhadas,
com gelo ou com poeira; nesses casos ja ndo se trata de atrito seco. A dgua reduz drasticamente
a adesdo entre a borracha dos pneus e a estrada; os sulcos ajudam a afastar a d4gua da superficie
de contacto.

Figura 2: Os pneus de um automével normal e de um automével de corridas de Férmula 1 sdo
diferentes porque usam mecanismos de atrito diferentes.

A borracha usada nos pneus dos automéveis das corridas de Férmula 1 derrete mais facilmente
com o aquecimento. Isso faz com que o pneu cole mais ao pavimento, produzindo coeficientes de
atrito elevados, maiores que 1, permitindo aceleracdes superiores e travagens mais rapidas. Esse
tipo de atrito ja ndo € atrito seco; quanto mais largos e mais lisos forem os pneus, o resultado
serd melhor, ja que a forca com que a borracha se cola ao pavimento serd maior. O desempenho
desse tipo de pneus s6 serd Optimo apds vdrias voltas na corrida, quando tiverem alcancado uma
temperatura mais elevada; nessas condi¢des o desgaste também € muito maior.

A explicagdo dada nesta sec¢@o € apenas uma visdo aproximada e qualitativa, ja que os pneus
de um automdvel sdo um sistema muito mais complexo. Se os pneus fossem rigidos, o atrito
seria praticamente nulo quando o automdvel estivesse em movimento uniforme, numa superficie
horizontal. A elasticidade dos pneus produz forcas de atrito de rolamento, ja que em cada
rotacdo o pneu € continuamente deformado; o consumo adicional de energia devido a essas
forcgas de atrito justifica-se pelo aumento do conforto para os passageiros e, principalmente, da
maior seguranca de um pneu deformével em relacdo a um pneu rigido. Em situa¢des de perigo,
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por exemplo, um tramo da estrada muito escorregadio, o automdével pode ainda ser controlado
em condi¢des em que o coeficiente de atrito € quase nulo, devido a maior dissipac¢do de energia
num pneu deformével [1].

2.1. Forca de resisténcia nos fluidos

A forca de resisténcia a0 movimento nos fluidos é produzida por dois mecanismos diferentes:
o primeiro depende da viscosidade do fluido e deve-se ao facto de as camadas do fluido mais
proximas se colarem ao corpo, acompanhando o seu movimento e criando atrito com outras
camadas de fluido mais afastadas.

O segundo mecanismo tem a ver com a diferenca de pressdes gerada no fluido a frente e atrés
do corpo. O fluido é comprimido na regido da frente. Essa diferencga de pressdes produz uma
forca directamente proporcional ao quadrado da velocidade.

A forga de resisténcia num fluido € sempre no sentido oposto a velocidade v do corpo. A ex-
pressao geral para o médulo dessa for¢ca compreende um termo que depende linearmente em v,
devido a viscosidade do fluido e outro termo quadratico em v, devido a compressao do fluido:

1
Fr=knv+-CppAv? (14)

onde k e Cp sdo duas constantes aerodinamicas que dependem da forma e do tamanho do corpo,
A ¢ a drea da seccdo transversal desse corpo, 1 € o coeficiente de viscosidade do fluido e p a sua
massa volimica.

Quando a velocidade for suficientemente baixa, o termo dominante serd o que depende da
viscosidade. Se a velocidade for muito elevada, o termo dominante serd o que depende da massa
volimica. O valor que delimita as velocidades pequenas das velocidades elevadas € a velocidade
“critica”, v¢, definida como o valor da velocidade em que os dois termos sdo iguais:

2kn
Vo =
¢ CDpA

(15)

No caso de um corpo esférico com raio r, a constante k € igual a 6 r, a constante Cp €
aproximadamente 0,5 e a drea da seccdio é mr>. Assim, a velocidade critica é dada pela
expressao:

_24n
=,

A tabela 1 mostra os valores obtidos para uma esfera de 1 mm de raio, dentro de glicerina, dgua
e ar. Na glicerina, a velocidade critica € elevada; isso implica que a for¢a de resisténcia no fluido
se deva, principalmente, a viscosidade. Uma esfera de 1 mm de raio, em queda livre dentro de
glicerina, atinge uma velocidade-limite muito menor que a velocidade critica e, assim, o termo
da resisténcia dependente do quadrado da velocidade ndo chega a manifestar-se.

(16)

Ve

Dentro da d4gua ou no ar, as velocidades criticas da esfera de 1 mm de raio sdo muito pequenas.
Uma esfera desse tamanho, em queda livre, dentro de algum desses dois fluidos, rapidamente
ultrapassa esse valor da velocidade critica, passando a ser dominante o termo que depende da
densidade do fluido e do quadrado da velocidade.



Fluido Coef. de viscosidade /Pas Massa voliimica /kgm > v, /ms™!
Glicerina 1,5 1200 30
Agua 103 1000 0,024
Ar 1,8x 107 1,2 0,36

Tabela 1: Coeficiente de viscosidade, densidade e velocidade critica de uma esfera de 1 mm de
raio para alguns fluidos.

Se o raio da esfera for maior que 1 mm, as velocidades criticas serdo ainda menores. Isso
implica que no ar ou na dgua o termo que depende da viscosidade € ainda menos importante e
na glicerina o termo que depende do quadrado da velocidade pode chegar a ser importante.

2.2. Lancamento de projécteis

No lancamento obliquo de um projéctil no ar, a forca de resisténcia do ar serd, como vimos,
predominantemente dependente do quadrado da velocidade. Sé se o projéctil tiver um tamanho
microscopico € que a forca de resisténcia seria linear em funcio da velocidade, mas, nesse caso,
o tamanho reduzido implica forca de resisténcia desprezdvel.

Por exemplo, se o projéctil for um electrdo, numa trajectéria de poucos metros, o efeito da
resisténcia do ar ndo € visivel. No entanto, se o projéctil tiver um tamanho de alguns centimetros,
a resisténcia do ar ja € visivel nos primeiros metros da trajectoria.

Figura 3: Trajectdria de um electrdo, uma bola de ténis e uma bola de pingue-pongue, lancadas
com a mesma velocidade inicial, desde a mesma altura.

A figura 3 mostra a trajectéria de um electrdo, uma bola de ténis e uma bola de pingue-pongue,
que foram lancadas com o mesmo angulo (30°) e a mesma velocidade inicial (12 m s71), desde
uma altura de 2 m. O tamanho das esferas foi exagerado no desenho, mas no calculo da forca de
resisténcia do ar foram usados valores realistas: r = 3,3 cm para a bolade ténise r = 1,9 cm



para a bola de pingue-pongue; 62 g para a massa da bola de ténis e 2,4 g para a massa da bola
de pingue-pongue.

O alcance do electrdo € 15,6 m, igual ao valor calculado para um projéctil sem considerar a
resisténcia do ar. A bola de ténis tem um alcance menor de 13,2 m e a bola de pingue-pongue
apenas 7,3 m. Neste dltimo caso, ja é bem visivel que a trajectéria ndo € uma parédbola.

3. O voo dos avioes

Uma explicacdo errada do mecanismo responsavel pela for¢ca de flutuacio na asa de um aviao
em voo estd muito difundida em livros de Fisica' e em artigos na Internet. Em relacdo ao
primeiro diagrama da figura 4, o erro consiste em admitir que duas particulas de ar que chegam
simultaneamente ao ponto A, passando uma delas pela parte superior da asa e a outra pela parte
inferior, deverdao chegar ao mesmo tempo ao ponto B; argumenta-se assim que a maior curvatura
na parte superior da asa implica uma velocidade maior e, portanto, menor pressao.

Essa explicagdo € errada. Nao existe nenhuma razdo fisica para que os tempos de passagem
pelo percurso superior ou inferior tenham de ser iguais. De facto, a visualizacdo das linhas
de corrente do ar numa asa colocada num tinel de vento mostra que as particulas de ar que
circulam pela parte superior da asa demoram menos tempo a percorrer a asa do que as particulas
que circulam por baixo.
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Figura 4: Para um dado valor da velocidade do avido, existe um angulo de ataque maximo
(neste caso 15°) em que a forca de flutuacdo é maxima. Por cima desse valor, a turbuléncia na
parte superior da asa € muito elevada e a forca decresce bruscamente.

Outro argumento que mostra que essa explicacdo estd errada € a existéncia de asas com perfis
muito mais simétricos do que o da figura 4, que também produzem forgas de sustentacao.
Observe, por exemplo, o perfil usado nas asas do avido supersonico na figura 5. Se as particulas
de ar que passam por cima e por baixo da asa demorassem o mesmo tempo, as velocidades nos
dois lados da asa seriam iguais. Os avides de acrobacia também conseguem voar em posicao
invertida, mostrando que os perfis superior e inferior da asa podem ser trocados, obtendo-se
forca de sustentagdo nos dois casos.

Os dois factores mais importantes que determinam o mdédulo da for¢a de sustentacdo na asa
sdo a velocidade do avido e o angulo de ataque. No lado esquerdo da figura 4, a asa tem um
ligeiro angulo de ataque, de 6°, para garantir a existéncia de for¢a de sustentacdo. Com a mesma
velocidade, se esse angulo for aumentado, aumenta a for¢a de sustentacdo; mas se o angulo

"Eu préprio confesso ter cometido esse erro no passado [2] e aproveito para emendar e agradecer ao professor
José Laginha Palma a gentileza de me alertar.



iEs .‘Perﬁ'l daasa
L dngulo ‘ {
de ataque

LR il

Figura 5: Um avido supersonico tem asas com um perfil mais fino e mais simétrico do que nos
avides comerciais.

for muito elevado, aparece turbuléncia na parte superior e perto do ponto B, que faz diminuir
bruscamente a forca de sustentacdo. No caso da figura, o angulo de ataque em que se obtém a
maior for¢a de sustentacdo é 15°.

Quanto maior for a velocidade do avido maior serd a for¢a de sustentagdo, mas também aumentara
a resisténcia do ar ao movimento do avido. Para diminuir a apari¢do de vortices na asa do avido
usa-se o perfil de asa arredondado a frente e muito estreito na parte de atrés [3].

Nos avides supersénicos sao formadas ondas de choque nos dois extremos da asa. Como nao
aparecem vortices, € vantajoso usar um perfil de asa muito estreito; uma asa plana seria suficiente
para obter a for¢a de sustentacdo, reduzindo a resisténcia do ar [4]. Mas como o avido tem de
voar também a velocidades menores que a velocidade do som, usa-se o perfil de asa ligeiramente
curvado no centro (figura 5).

H4 que ter em conta que o ar € um fluido, compressivel e viscoso. Assim, ndo se verificam as
condi¢des para que a equagdo de Bernoulli seja vdlida. No entanto, a equacdo de Bernoulli pode
ser utilizada para dar uma visao qualitativa da situacdo, embora ndo possa ser utilizada para
obter valores quantitativos fidveis.

4. As marés

Em muitas ocasides somos confrontados com problemas de Fisica que sabemos resolver, mas
que nao sao faceis de explicar sem apresentar todos os cdlculos. Um aluno que é confrontado
pela primeira vez com esse tipo de problema ir-se-4 distrair com os cdlculos sem chegar a
compreender os conceitos importantes subjacentes. Na Fisica de 12.° ano, julgamos mais
importante dar énfase aos fendmenos evitando entrar em cdlculos matematicos muito extensos.

Podemos optar por ndo falar sobre esses problemas mais complicados ou tentar dar uma



explicagdo simples, evitando os calculos extensos. Vamos ilustrar com um exemplo: a explicacdo
da origem das marés. Apresentaremos primeiro uma explicacdo completa, mas sem pormenores
matematicos, e a seguir mostraremos os cdlculos detalhados.

As forcas que ddo origem as marés sao as forgas inerciais devidas ao facto de o sistema Terra-Lua
ndo ser um sistema inercial. O Sol também produz marés, mas comecemos por considerar
apenas o sistema Terra-Lua e mais para a frente incluiremos o Sol. Nomeadamente, comeg¢amos
por admitir que o referencial fixo ao centro de massa do sistema Terra-Lua é um referencial
inercial. As 6rbitas da Terra e da Lua nesse referencial inercial sdo produzidas pela atraccao
gravitacional entre elas.

No referencial ndo inercial fixo ao centro de massa da Terra, aparece uma forga inercial. Nesse
referencial, a ac¢do da Lua sobre os objectos na Terra € essa forca inercial mais a forca de
atraccdo gravitacional da Lua. A soma dessas duas forcas estd indicada pelos vectores na
figura 6.

Figura 6: Accdo da Lua em diferentes pontos da Terra. A circunferéncia a tracejado mostra o
nivel que a d4gua dos oceanos teria se nao existissem marés.

O resultado € diferente em diferentes pontos. Por exemplo, no centro da Terra (C na figura 6) a
forca € nula. Nos pontos A e D a forca aponta na direc¢cao da Lua, em sentidos opostos, mas
com o mesmo médulo nos dois pontos. Nos pontos B e E, a forca aponta para o centro da
Terra e tem modulo exactamente igual a metade do médulo da for¢ca em A e D. Essas forcas
deformam a superficie do mar, que deixa de ser uma esfera (a tracejado na figura 6) e passa a ser
um elipsoéide.

Enquanto a Terra roda sobre o seu eixo durante um dia, um ponto na superficie do oceano passa
uma vez perto’ de cada um dos pontos A, B, D e E. Nos pontos B e E o nivel da 4gua desce até
um valor minimo e em A e D sobe até um nivel mdximo. Assim, observam-se duas marés por
dia e a altura das marés € igual a diferenca de alturas nos pontos A e B.

2Se o ponto estivesse no equador, passaria exactamente pelos pontos A, B, D e E.



No entanto, como o plano da 6rbita da Lua ndo coincide exactamente com o plano de rotagdo da
Terra, um local geogréfico estard mais perto de um dos pontos A ou D e uma das marés sera alta
e a outra mais baixa. A topografia da zona costeira também altera a altura das marés, devido a
interferéncia com ondas reflectidas; em alguns locais essa interferéncia aumenta a altura das
marés e noutros locais fa-la diminuir.

A altura h das marés, num ponto no equador e no mar aberto, sem interferéncia de ondas
reflectidas, pode ser calculada em fun¢do da massa da Lua, My, da massa da Terra, M, do raio
da Terra, Rt, e da distancia entre a Terra e a Lua, d;.. O resultado obtido é:

_ 3MLR}

== 1 17
2MTdE (17

Os valores numéricos das constantes que precisamos para calcular a altura das marés sdo:

Mr =597 x 10** kg

Mp =734 x 107 kg
Rt =637 %x10°m
di, =3,84%x 10 m

substituindo na equagdo 17, é:
h~0,54 m

Falta também considerar o efeito das marés produzidas pelo Sol. Os cdlculos sdo idénticos aos
que fizemos no caso da Lua e, portanto, na equacdo 17 bastard substituir a massa da Lua pela
massa do Sol, que é 1,99 x 10’0 kg, e a distancia até a Lua pela distancia até ao Sol, que é
1,49 x 10'" m. O resultado obtido é um pouco menor que metade do obtido para a Lua:

hs ~ 0,25 m

Quando a Lua, a Terra e o Sol estdo na mesma recta, as marés da Lua e do Sol somam-se, sendo
a altura da maré resultante 79 cm. Isso acontece aproximadamente cada duas semanas, quando a
Lua estd na fase cheia ou nova. Quando a Lua estd em quarto minguante ou quarto crescente,
0s maximos das marés do Sol coincidem com os minimos das marés da Lua; o resultado é
novamente duas marés por dia, mas a altura das marés € apenas de 29 cm.

Agora vamos mostrar como obter a equagdo 17 [5]. Esse cdlculo serd interessante para o
professor ou para alunos mais avangados, mas nao para um aluno com pouca experiéncia em
mecanica newtoniana e andlise matematica.

A forca inercial no referencial da figura 6 é:
F = —mac (18)

em que dc € a aceleragdo do centro de massa da Terra.

A forca de atrac¢do gravitacional da Lua sobre uma massa pontual m, num ponto P, é:

- GmM,
F="—>—a (19)
"L



Figura 7: Forca gravitacional da Lua num ponto na Terra.

em que My, € a massa da Lua, r, a distancia desde o ponto até o centro da Lua, G a constante de
gravitacdo universal e é;, um versor que aponta desde o ponto até ao centro da Lua (figura 7).

No centro de massa da Terra, C, na figura 7, a forca gravitacional € igual a:

F.(C)= —5 & (20)
iy
onde d, € a distancia da Terra a Lua. Assim, a aceleracdo do centro de massa C é:
G M,
dc =~ (21)
di.

Para simplificar os célculos a seguir, usaremos uma varidvel X' = x — di em vez de x, que
equivale a deslocar a origem para a Lua. No sistema de coordenadas (x,y), o versor &, € na
mesma direc¢do do versor radial mas em sentido oposto:

e, — —€r— —W
VAE+y
e a forca gravitacional (equacgdo 19) é igual a:

Como as coordenadas x e y de qualquer ponto P na Terra sdo muito menores que dy,, podemos
aproximar a expressao 22 pela sua série de Taylor, a partir do ponto C, mantendo unicamente os
termos de primeira ordem. A expressdo da série de Taylor, perto do ponto C, para uma fungao
vectorial F com componentes cartesianas Fy e Fy €:
Y) éy
C

e, + %
Cy Cx dx’
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or,
dx!

oF, oF,
x+ _'x x+ y
C dy

ﬁzﬁC—i— -y
()( g




As derivadas parciais das componentes cartesianas na equagdo 22 s@o as seguintes:

oF, GmMy (2x* —y?) JF,  3GmMyx'y
ax (x’2+y2)5/2 ay o (x’2+y2)5/2
JdFy,  3GmMyx'y OF,  GmMy(2y* —x?)
ox'  (x24y2)5/2 dy  (x24y2)5/2
Substituindo as coordenadas do ponto C (X' = —d,y = 0) e substituindo na série de Taylor
obtemos a seguinte aproximacao:
. GmMy, 2x\ y .
F = 1+— - = 23
= (8 e e >

Usando a expressdo 21, a soma da forca inercial (equagdo 18) mais a forga gravitica (equacdo 23)

é:
GmML
3
dy,
Substituindo as coordenadas dos pontos A e B (figura 6) nessa expressao, vemos que em A a
forca aponta para a Lua e em B aponta para o centro da Terra e tem médulo igual a metade do

modulo da forca em A.

F = (2x8, —y&,) (24)

A forca F (equacgdo 24), que tende a levantar a superficie da 4gua nos pontos A e D, € contrariada
pelo peso da dgua. Se & representar a altura da maré, nomeadamente a altura que uma massa m
sobe quando passa do ponto B para o ponto A, o trabalho realizado pela forca F nessa subida
serd igual ao aumento de energia potencial gravitica:

GmMT
2
RT

em que Mt e Rt sdo a massa e o raio médio da Terra.

O trabalho W também € igual ao integral de linha da forca F desde o ponto B até ao ponto A.
A expressdo obtida para a forga, equacdo 24, indica que é uma forca conservativa (dF;/dy =
dF,/dx). Consequentemente, o trabalho que realiza desde B até A pode ser calculado usando
como percurso de integracdo o segmento de recta que vai desde B até C, seguido pelo segmento
de recta desde C até A; assim’:

A C A GmM, 0 Rt
W:/ F~d?:/ Fydy—l—/ Fedx = m3 L [—/ ydy+2/ xdx}
B B C di Rt 0

_ 3GmMLR}
- 2d

(26)

Igualando as equagdes 25 e 26 obtemos a expressdo 17. E de salientar que este resultado ndo
depende do valor da constante de gravitacao universal!

3 Admitiremos que os pontos A e B se encontram ambos a uma distincia Rt do centro da Terra, jd que a altura h
€ desprezavel em comparagdo com o raio da Terra.
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5. A massa relativista
A expressdo para a energia relativista de uma particula é:

E=—u— (27)

em que m € a sua massa em repouso e v o médulo da sua velocidade.

Apesar de a equagdo 27 estar bem corroborada experimentalmente, os fisicos discordam na sua
interpretagado [6].

Alguns fisicos adoptam a interpretacdo dada por Einstein nos seus primeiros artigos sobre a
relatividade, nomeadamente que a massa da particula é E/ ¢? e que aumenta com a velocidade.
Para distinguir a massa em repouso, ou massa propria, usam a notagdo m € escrevem a equagao
27 em alguma das duas formas equivalentes:

2
mgoc
E =mc? E =
o
2
c

Outros fisicos consideram a massa como uma propriedade implicita das particulas, que nio
aumenta com a velocidade. O proprio Einstein disse, em 1948, preferir esta interpretagdo e achar
inconveniente admitir que a massa mude com a velocidade. Com esta interpretacio, a famosa
equagao:

E=mc* (28)

¢ valida unicamente no referencial em que a particula estd em repouso. Em outros referenciais,
a expressao geral é a equacdo 27 e ndo € preciso colocar o subindice 0 porque a massa nio varia.

Na prética, ndo é possivel medir em forma separada m/+/1 —v?/c2. O que se mede no laboraté-
rio € a energia (equacgdo 27) ou a quantidade de movimento:

R my
p:

e, portanto, alguns autores consideram essa discrepancia uma simples questao linguistica [7].
Mas esta polémica tem consequéncias muito importantes por estar envolvido um conceito
fundamental (massa). Na Fisica de particulas também ndo esta totalmente resolvido o problema
da massa das particulas e a sua relacdo com os campos.

6. Fisica moderna no laboratorio

A questao problematica que tentaremos responder nesta seccdo €: como incluir alguma experi-
éncia de Fisica Moderna na Fisica de 12.° ano? Apesar de a Fisica Quintica estar presente em
muitos fendmenos que fazem parte da nossa experi€ncia quotidiana, ndo € facil propor experi-
éncias relacionadas com a Fisica Quantica que possam ser realizadas sem usar equipamentos
complicados.
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Existe uma experiéncia simples que pode ser usada para medir a constante de Planck, a partir
da caracteristica tensdo-corrente de um diodo emissor de luz (LED). Outra vantagem dessa
experiéncia € que nela usa-se um circuito eléctrico que pode ser analisado no contexto do
programa do 12.° ano. Essa experiéncia serd descrita no fim desta sec¢cdo, mas antes vamos fazer
uma introducdo breve sobre os LED.

6.1. Diodos emissores de luz

A A

Figura 8: Virios tipos diferentes de LED.

-

e TR

Os diodos emissores de luz (LED) sdo diodos que produzem luz quando sdo polarizados em
modo directo, passando corrente através deles. Para distinguir o cdtodo do anodo, o primeiro
costuma ser um fio mais curto e estar perto de uma zona onde a cobertura pldstica € plana. A
figura 9 mostra um LED vermelho e o diagrama de circuito usado para representar os LED:

Anodo -
:- . D
Catodo Anodo Catod

Figura 9: Diodo emissor de luz (LED) e diagrama de circuito.

A energia electrostitica que os portadores de carga perdem na passagem da interface entre
os dois semicondutores € transformada em luz. Essa energia corresponde a diferenca entre
dois niveis de energia no semicondutor e tem um valor especifico determinado, préprio dos
semicondutores usados no LED. Na teoria dos fotdes, a energia de cada fotao € directamente
proporcional a frequéncia da luz:

E=hf 29)
onde & € a constante de Planck, com valor igual a 6,626 x 107347 s.

Consequentemente, os fotdes emitidos no LED terdo todos, aproximadamente, a mesma frequén-
cia, igual a diferenca entre os niveis de energia dos electrdes nos dois semicondutores, dividida
pela constante de Planck; isso implica que o LED emita luz monocromatica.

Quando circula corrente pelo LED, cada carga de conducao que atravessar a interface do LED
perderd uma energia correspondente a energia de um fotdo. Assim, a curva caracteristica do
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LED serd semelhante a caracteristica de um receptor com ordenada na origem positiva e declive
positivo constante [8].
A energia que um electrio perde, quando atravessa a diferenca de potencial €, na interface entre
os dois semicondutores, € transformada na energia do fotdo produzido. Assim:

he

ee=hf=— (30)

A

onde ¢ € a velocidade da luz e A o comprimento de onda da luz emitida. Resolvendo para A,

temos:
eeN

C

h 3D

O valor de € corresponde a ordenada na origem da caracteristica tensdo-corrente do LED. A cor
da luz emitida pelo LED depende do material semicondutor usado no seu fabrico. A tabela 2
mostra as cores proprias de alguns semicondutores.

Tabela 2: Cores associadas a alguns semicondutores usados actualmente [9]

Semicondutor Cordaluz  Comprimento de onda
Arsenieto de galio e aluminio Infravermelha 880 nm
Arsenieto de gilio e aluminio Vermelha 645 nm
Fosfato de aluminio, indio e gélio Amarela 595 nm
Fosfato de galio Verde 565 nm
Nitreto de galio Azul 430 nm

6.2. Caracteristica de um LED

7

LED

Figura 10: Circuito usado para determinar a caracteristica de um LED.

Para obter experimentalmente a caracteristica de um LED, podemos usar um potenciémetro
como divisor de voltagem para alimentar o LED, como se mostra no circuito da figura 10. A
resisténcia de aproximadamente 1 kQ & usada para evitar que a corrente no LED ultrapasse o
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valor maximo recomendado, que € aproximadamente 30 mA. Se o LED estiver ligado no sentido
correcto, deverd produzir luz.

Medem-se os valores da diferenga de potencial e da corrente no LED, para diferentes valores
da tens@o. A figura 11 mostra o resultado dessa experiéncia, realizada com um LED vermelho.
Para os dados experimentais apresentados na figura 11, o resultado da regressao linear produz:

£=1,825V (32)

AV/IV

2—0“/.—

1 AV = 0,028] + 1,825

I/ mA

0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 11: Caracteristica tensdo-corrente de um LED vermelho.

Portanto, a experiéncia anterior permite calcular a constante de Planck a partir da equagdo 31,
usando o valor da carga elementar e = 1,60 X 10~12 C, da velocidade da luz ¢ = 3,00 x 108 m/s,
e do comprimento de onda da luz dos LED vermelhos (tabela 2). O valor que obtemos &
h = 6,28 x 1073* J s, com um erro de apenas 5% em relacdo ao valor aceite actualmente,
6,626 x 10734 J s.
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