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Capitulo 1
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tre do primeiro ano.

Ano académico 2018-2019, segundo semestre.
Regente Jaime E. Villate.

Docentes Maria Helena Braga e Jaime E. Villate.
Niimero de alunos 210.

Método de avaliacao Distribuida (dois testes, 40%) com exame final (60%).



Sumdrios

FISICA A- MJEIC - 2018/2019

Ada L. 2019-02-10

Docertes : Helena Braga (mbra%a@,\ce.up-yﬂ. Gabintte 20
Taime \{illajre(vf[(m(z@{e.uP.P{).GaEimtfe HI3

Plgina web: h)r+pst//d27(.§e.Up.Pf/uc¢¢iﬂf

Bibho;»ra{ia: Dindmica ¢ Sistemas Dinamicos. Vfl(a‘(?/zolz

OBJETIVO

Dar competencias de mode(agas de problemas de
mechnia 2 & sva resolugao vsando método computacio-
nals )cheis em ovtras breas da e,ngen(oavf a mformﬂim-
métodos numiricos, sistemas 9r&§m§ ymatares de jagos..

Capﬂu‘o 1. CINEMATICA

A posigao de um Pon'('o num o(oje’fo determi na-se com
1,2 ov 3 varidvels (dist@ncias ou angul 05})m relagdo
o um LQ«%“’—M \ szm?\os-.
L.

2.
P(X;%z)

o

. FEUP> 4!, 1358-7'8)’8.596065
X,&,% sao a$ Chg‘{'@(\C(QS

dots Angolos, latitvde €
okt dwas FMQOQS ¢ o \our»S (v /oC,S
cho

& (Yq%arq,nch( - gc/a«r*fo) R {Qrmdd = Terma.

Porto
v (Feup



1.1 Cinemadtica 3

Mou(men(*o: variogdo da Po.iiga'o/ em gungao do ’\‘em'ppt
ne exemplo 4 — x(€), ylf) 2 ()
no exemplo 22— o£(t)  §(¢)

Todo movimento & sempre relativo (em relagad ao
rz,fzmnciaf vsado).

Gravs de liberdade. Varidveis ysadas para
descrever o Pos(ga”“o em ;Eun/c?[o do 'LLiMPD.

exemplo L — 3 gravs de (iberdade

ex&mp(o 2 —> 2 gravs da (i berdade
Cada gray de liberdady estd assectado a uma
gungas det (vm Iniwvalor para cada t), gue &
sempre continua (a posigao nao pocle Safver variagpe
des continuas\= posiean em fungao dLt s curva conting

) . (4ra )d‘arm)

Movimento dos corpes rigidos.
M;%odog as }?onjros no corpo szy,ulm '6/\99"6‘

taorias ident cas.
rotagdo Eyiste um porrfo que pgrma.néce em
repous o

W: rotagad relofiva a vm f@tfﬁv

+ translagap desse pont

i

trans (agao. W . |
3 oravs de liberda rotogao
Q\(“mm’fo Qﬂd}/lar‘)
(x)y9%),2 ) (ﬁgm{, it \bordald \
(46
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cilindro @ rodar, sem derrapar

P ‘ Kolt) ¢ B L) dependew
@\\ P@ o de Jc/ mas como o cilindre
s /"///K)c/ NEO dgrraf)a sobre a

e X — " e R
= raio do
& ra[agza‘o entre Xc ) ¢ %di‘é) imphca h cilinde
ae wma delas depende da avtra = 4 gray o

SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE

g(—(;) = Pos(gzoco na {’mje+5rfa.. Ruando o
+m]¢(‘6 rio esta estabelecida | basto medip
s, & longo dﬁ(a,/ desde vm Povrfo ond( S=0

emplo
Exemp km 200

0
kMK;?\AAr/

Deslocamento. Num intervalo desde £; (instantz iniciaf
odd t=4+at (nstanTe fma()

deslocamento = AS = S (44 81) =S ()

Velocida de média. Deslpcamento par unidade A

fempo.
eMPo- = N5 _ s(test)=s(&) nointervalo

—

Nt At Cte, t]

~ unidades — mefros par segundo (M/s}ou,m's">}
radianos por sq,grvilémmcrof par hara (km/y,))eh*
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A ¢ ) per d,e,f(mgao osrhv;y) mas NS pode
ser posu five ov negati iVo.
>O mawmavda NO sentido ?os:%\ma&;

V= O) owvsg

e ) mouiw\M{‘o no Szn{‘falo Mﬁm[z‘vo a(qj
(™| = rapidsz

Velocidade instontanea.

olt)= lim 3 (et at) - S(€)
AM-=0 A—t

\)‘(t) :,gungaio olz.‘t/gruk ceve ser continva
o) = ds _ & | decvada da funegp sl
> \v() 02=5 \ f )

em ordem ao temyo
(exish pordue SE) ¢ Ca’l{'(/l(/ac)
ACzterapao {'angznaal media .

Q{; = é,_%' o4 hA{) U’[fl (M/SZ/OU/)CMA]ZJ

Nt rad(anof/sz) ote
Aceleragao tangencial instantinea.

()= lt D’(‘(:('FA*(:)-—O-&(‘)
Ot )"Al{n—;o M

alt) = Lungdo O{L% nao neaessarioments continua

TO\{U %":»W'ﬂ

-
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Kola 2. 2019-02-13

o= 2] [eelo=00 = ‘s‘ﬁ-)}
c

Se a LXpressao de U(£] & conhecida,como obter S()?

Ult)

W = wlocidade média wo
intervalo [tc 4]

G:SC{)‘SL area
r _+ \[mx\cijum

£; t & 7 sH)=s; +m

O resultado £ exato, mas como obter U o Fm‘h‘f oo U)?

/T~

h subintervalos:

Nt = £ %<
U, n .
- n welocidacles médias:
U" — D

@,)le,..) -
[}

& 3 st)=5; + PAVING
L= (

No limite n-s ™, U aproxima-se de U(E)),e o
somaterio inglnito chama-se primifiva oo U(t]:

t
Fcfc) =s.+§ D‘(tj)dfj]
t¢
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Primitivas d{l{_ fungaa u-(t):
P, (¢) = S\Y(ﬁ\)d{-‘ Ccam(?s yr(mﬁi‘/&s (or;)

L quantos Possfvefs Va
¢ de £¢
= Qrea sob a cwrva U-(4Y) em Liet'et

Plt)= St)-5t = og_c = S () =utt)
A derivada de q,va/gru,w Primf{-i\/a oe yma f(/n/w?o,\i

¢ igwl o gungao.

Obtengao de U (#) o )Oar{'fr de a,é({—) :

ﬁ%’ St Ult)= 0 15%@%(4‘) de
(VA ‘

. U Obsuv_e—sz\g(/u& a ]Do?wjﬁr ole
— to Gtdt ¢ nf&ﬁaﬁva porgu
Ay (é‘) 0. Tam(oém/ se &
= dt'co e o L)d¢ 4o
A coda insfante t, corresponds um Unico valor, S(¥),
da posigdo, ¢ uma dnica yelocidads U-(). Como
J(m(, o cada posigab s corres Pondﬂ uma gnica
velocidode . Sa o axlyrzssio o (s) for CO"‘WC,%I/
= At = O\U‘: ol 0(s)) = duts) ds — wrdo-
t 5[17( ©) ds d€ s
Temes entac 4equagses diferenciais :
. . os €GUAGIEN
U =S a.e:U' a,{::S Q.é:-‘U_d_Q‘ da
ds c(nzma/w(fy(
Que em alguns easos) Podzm ser invertidas
usando peimitivas.
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METODO DE SEPARACAO DE VYARIAVE(S
Cods. uma das 3 equofdes do primeira qrdem
U—_—.é/QJc:f}) a{:v%%“> relaciona 2 das varigvels
’t/ S/U)Oq
Quando conhecemas uma ex presszo Pare. s, 0-ou ay,

et gungao de t sav V") pode. S\/‘DS‘H'}'W(~S/Z Zsso.

LR Pressao em q(%umo\ das eguagdes da primeira
of dem) £icando apenas com 2 das varidvels.

QJM temes vma @xPrstZL‘o QJ;;_,;( o) (ﬁn@)

0 LqUeEde Og= u—%_tﬁ: fical §(o)=vdo varie
S (Seo«,

* Xparam-s¢ as varldwels, agropando o cada (ado

do equagao o que depende di cada uma delas -
ds = O d o
(o)

s Z\:mngymm—se 05 doig [acﬂos}usando limites ingerio,
2 SVPUTQR% de M{‘@%rquao Gue sejoun consfs’fe/ﬂi;
no @XQmP\o i.) 0s variaves de fn{'eg,m,%ofo $2rq0
S e U. Se o5 limifes de S fossem d s, para S,
entdlo os limifes de o deveriam cer dg U
(velocida de na posigao L) atf U; (velocidade emS,):

s

Sa 2
S\gd\S :U_'S 4’%’”’) dv-

) ’:m‘egrd com dois limites otc{im“dg & obtida a
P:‘r’dr*dk %}/a(gruﬂ ?rfmifiw/o\: +
{S T de = Bilta) - Pife) ( P“*)ig. $(e)de)
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Exemplo 2. O ciclisto- travo. , desde

O posigao $=0, fa=endo
diminvir o velocidade de
acordo com o L)Pressao:

b= 1\lop-s* (ST
oA pasar wmﬁﬁ%%’ﬂ&,
Determine g(vavvﬁo %zrv@o
de mova otl paraf.

olugzo. A ex‘)mssc% dada sobstitvi-se na
MYUMZ&B W:é)okﬁhdo—sz Umoe Z%Va-ﬁao d(‘fzrgnc(‘q/

com as voriavels set:

,\-\100'52:_@_2
2 oL € gt 4

5¢ paran~se as VariGvels - QW‘
g@j& ‘E{ 0 iI\S—FOWr(I om W cOMZEA a-{-mvar Zm S‘::o/
/

e {:{ 0 EnS‘bu’T(E m qrwz Fafcu Compo éa() C=0¢€
Se encantra=se resolvendo a LquUoga0 U=0 ,C0M A eX~
prossio dade: |97 TL) oz sgrt(100-sa2)/2 ;
[\/La_x\‘mo\——a C”/o(il} SO[V@ (()’: 9 S>3

(%i3) £loat(%6); — [=-1g5=10

Pora. em Sf:\o . In‘\-egm,ndo: %O»{: :S
X o

\¢
_ds
7\ (00-5

[G6e) inTegrefin5,0,29, — npl)
- cimadar-
=) JC,; ~t;=TCx 3. 146 - %Qm'g‘ar&f%o?\ﬁftosé;\? ndos
a:['({ Pafaf.
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Avla 2. 2019-02-(8

LANCAMENTO DE PROJETEIS

Quanda um objd‘o nao $¢4U¢ UMa “Erajef‘"af\"fou pmddzrmL
nada, 2 wmals convgnient estudar o mavimento das
?(0J¢95Q§ dum \)oﬂ""o no Obje’b) a9 (OV!?O dos eixos

coardenados.

movimento dum
ob)'z'fo,\omgado
hori zontmlmert;
o cada instadte Y2 . '
¢, as projeg0es X3 Ko X, %
da posiqiio do obdﬁo) nom 2ixo v\ar«‘aon#a( X ¢ num ClXe
vertical y, sao x(£) e Y(¢)).
X(€) ¢ Ylt) sTo gungoes continvas do fzmpo .
Ks svas derivadas em ondem @o ’f@mpo sao as W(O‘
cidodes e aC@(QfObQ’cTe_s nos dois ¢ixes -

\);2)2 ) &x';\.)}? &x:@‘x%

Um exemp\o o %
)

)
Vy=Y , 9= Uy ) Ay=15 4

No caso do langamanto do Pr‘@‘éﬁl desde wma
y(afco\{orvvm V\OW‘?:O/HM) Galilev Galile; descobriv,
no sécu{om) q,MQ em inzrvales oufamPo [ ats, A,
as posigaes na V\Off%oﬂjml} {Xc/X(/Xg}.--} ¢ sta% Toual-
may{(}; &Zs{‘anciaatas( Kt ’XJ' =AX = cons{uvf(l 5

U\@rUM\JFO as posigoes na vertical avmentam napro-
porgio de  AUMEros 1Mpares :

Y,-Y=bY, YW= 38Y, YsY= 5By L
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como al
Exj=><o+JN<= rorUsty (Tf=Jot, Ux=i
9= Yom 8Y-38Y -~ (5j-) Ay = Yo = j2ay

}zzil_‘t = mzﬂo“@-\i—

= A prOJegao no hor(’&oﬂ{*@l ¢ um mowmmf-o Um,mrme
(aceleragzo nulo): =0x = =0, X=Ux = cons+an‘f5

£ a PFOngao no VQH'(ca( ¢ Um mov:me:/ﬁ‘o uchormema{z

a@lerado (o.cz eragao cons*(‘avv(fd)
—_ ) = — - {Z: (W‘ AL
SRRt B A 7

Q valor de e var & em ohwcc/,rmﬁs [ocaltdadey mas €
@roxuma&amﬁ/f@ L?’ 93 (

Movimerto qam dos PPOLWLQISL

em & q,wmc[o abandona
a platagormoy a velocidad,
L Vv ¢ _Fa%umaw%u(o
¥ com a (r\omzon‘(n‘

Ux = U cosH = constan e = X=X H&&**ﬂ

Uty = Utsintr ) Qj:—g;con?{w’r@
'-3»:%(% = \JB(_%):L)?,&-—}('(‘—%;)
Uiy -glé-te) =44 = Yoy rop, )~ L (-t

S
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DESLOCAMENTO, VELOCIDADE £ ACELERASA

VETORIAIS L
posicae AT = dus|ocamento

g Zm ‘{Lf Z’(‘O . ‘ . _‘Y (ﬂ
os1¢a-0 P NeTorial no (ATerwe
P m’ﬁ%s Ecc/{,{l
Pe
Num sistema de coordenadas

com oriodm wno Pon‘b O)

vetor 7 g Vol da ortgem
otz o P@n+o P onde s¢ en-

confro. o OL ¢+0 no instane  *
+ . chama- sz vetor posigae;
4 <L 7 )ﬁc\ = Versorj

‘(‘(’6’) = K[t L *‘j[‘é)J'F%({- nas oltl‘e oes dos
eixes X, Ye2

’D@SlocamemLo no interval o [ﬁ/ t+AL]
AV = ?(—HA—L) ~T[t) . 27
= AXT+AYy T+ Azt rg) Ft+a+t)

Vetor velocidade:

—_— -
- lim AF _lim (AXA MY~ Az
soo SE T atmo \AE - TREIVEER

L’G = 03T eyl + U =T 9T 2R |

\Jetor  acele ragao :

= [im AO’ [(m AUxa~, AUy
T AMto0 AE T a0 (I:E'“’ 7E
Vy)

Xﬁ'—: Oq/{: +Q3T+a;'lz = C)}/L\"\—
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Exemplo 2.2 (do [ivro). A velocidade do uma partiy
£m tungao do empr t, &
T -(5-t20%) T +(3-€%)7 (57
Zm —t':o/ @ sva Po;ig.a'o ¢ (2’()—\—5")\)’ Determine Ts?}c‘z/
3&7\5\,'\7'(—&!5)/?[%:!5) ¢ 05 limides de & 2@ em t~00.

Resolugme: No Maxima, os uetores podem ser represea-
~ +odos PGP{FS%LS

(BlL) V: 5Erzexpl-t)5), 3-exp(t/12)];)
| GE2) s digf(V,4) ,/g (terivada de cto(ovalzmma

~— na  lista
- ‘12 "t '-t A ‘:t__
— O—:‘I/‘be?—z'tejt + e u.j\
\ 5 |2

‘ (%(%) assome (+>0);
(oid) r: [2/5]+in{'adaymim (vt 0,85
(%i5) expand (%))

— T :L(Wwoﬂz;o)e‘% M +(|ze‘§-°z 13t-2)3
[6600) floak(sobstli=p, Loy, @));) o2

— T(15)= 672 L4144 T(15)=-6.20T +2,21]
A (15) =035T +0024T
No limite + -0 :

\(%i%) (imit (B‘/V} a"]) {:) in&‘) 7}

A

g A -9 A A - -
—5 @)= wl+af, U(@)= 5T +2] ) K(o0) = 0
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Avla &. 20(9-02-20
MOVIMENTO RELATIVO

To (JLJ} Calt] posigoes

dos pontos P e &, m edi dis
desde o 0rigem O

T‘P/& (¢) = posigao do parto
b velativo ao Ponjm Q.

Thte) = Voglt) + Tolt)

Up = Q‘:_;P_ _ velocidade “absoleta” de P
§O\ = Or—4

VQ(OCZ dade wabsoletn” de &

t
Upg = _O_L_@& velocidada de P, relabiva a Q
(\I(, locidade do Powjm P V‘s'(*od_aso(ﬂ G\J

K—U?P: \)—p/a"l“ D—&j |

Derivando novamente obtem-se a relagao Para as
. Y — J—
occé[arqgﬁas : \Q_P = CLP/Q + Og &

%} velocidade absolufo dom Passwgzu‘o

Y\O aviao!?

 —3

O

?qss qus/avuao + U&v\QO/TQrm O-TZPm/Sof‘"
@ Vs b+
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aseronaq{'a (o esjmgzé’o

R wal —
///’\’\\C‘%‘m |
)Q\

7/ /

— -
?0/6 :--(_? a“/e: 0

A \rQ\OCt‘o(ad[i da €S+aﬁ2fo/em

relagae & Terra é/ A e
"M > i

Bi}ef'r :7’65?@9 ( S
_&e/T =-8.662, (%_)
velocidade ¢ acelevogao do astronadta,em relagao
a larra:, -U%_/,‘_ :’\};/T '&%%_: O”C/T
A cada szgunolo ) & ¢stagao ¢ o astronavta caem
4.33 metros para o T2rNa, em grvayd‘o se daslocam
F65% mefros na diregao PQrPgnoUCd{av.
MOVIMENTOS DEPENDENTES

xem N
: plo Bast saber uma das
Ry —2 va(occ’obcué/ Uy ov Uz

paro. en confrar oo oufron.
oV E 0 mesmo pam as
NS pcllerogdes Ay e Qe
| ‘\’ © 0s movimenfos do bloca
cihndro ¢ do cilindro dq)andmﬂ

um  do outre.

e
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O qut f% com gl seiom de ?@\dzm‘es ¢ que 0 cam -
Primm Q cﬁo,(;io (/q Pumameca con SW'(I . Para des -
crever o movimanto horizontal do b(oco/ { Neatssdria
UM vam‘o‘{vel/ )gé(://@ pavo. 0
mou[MQmLa vertical do cilindr
UMA seguno(a varidve| Xe ().
A condigao do comprimento
£ ser constanly redue uma

dos variavels: o ststemg
tem openas om grag de (berda,
ComFrimszro do (O/ em

relagmo o Xplt) e Xelt):
L= dy+ (dy=di~Xel6) + Tcm—(dl{d.,—;g@ VIO + (da ux@

h,h/d,/ .../dq, sao constanfe.s, Deri«/aa\oto o eﬂp@zs@
o v y Xe=Ue =W ocida de do
0 =—Xc = Xe =Xy ,C © Cilindro
Xo = U}, =velecidade do bbe
— V\yb: -—ZU’C} Se o cilindro desce, o blocw

(Ve 20)
desloca~se para o dir‘e{{t}
(0,50 com o dobro olq

velocidade,
Derivando nommmfz) encantro=se vma relogao
seme[haitle para os” aceleragaes:

Tab:—zac !
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PRODUTO ESCALAR ENTRE VETORES

=a(\<€;/\o entre as diregdes dos

2V
?‘\ & /;[;’ Ve rzsa”e?’(enﬁzouc)
— /?f - ]a’l) W/ . médulos dos vetares

Degine-se o ?rodu’f'o escalar:
o = |7 B cosﬂj = nomero real

b

o
ocost (negativa nesﬁ)

Ca 59

“&-\—;:Produl‘o do modulo dvum dos vz’i‘ares) Ve#es
o ijaga‘o do ovtro na d(rega‘o do P(‘imeim.

t ;raci( ver que & um ProMo comotativo ¢ distributive
am m[augﬁo % soma. Vetorial. Tambeém
f.f:j,j\:t.’[E:i fg.j:z.jz.:j\.iz:o \

(XB=0se ¢ Fﬂpznc%u(q,ﬂ

= N ~ a

— Wb =(0xT+0ay) ’raat)° (b{t«—bjj”r bk

= [2-B= b + aybytdals, |

Tm pamLiculow : )
R = [¥[2cos 0 = WSO +45

)

—

%\li‘:(a}g%q&l_”aé— =\
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Aula 5. 2019-02-25
COORDENADAS TANGENCIAL E NORMAL
Em cada porto da trajeforia ~ (L
hé um ngsor fan ncjfa(/@) ¢ &+Haja{hom
tangent & ﬁaje{?;r[&e no
sentido de S>0,¢ um versor »
nocanal, ) perpandicolar o Ct-
’Z,C ¢ no sentido em gue a traiddria se curva.Onde
- — . A
o trajeldria por retn, w0 exicte e om alguns poros
exis{am dos versores /Q\é ¢ dois versores /Z\n
AS Paca um morimento dado, ¥[t), 05 dots
vorsares sao tungoes de t : Gyt Zhly)
she as versores no PO’\’{'U na POST;IEO P({j,
Num intervalo &/H A—D> o) das(oca.mm({,'
0 AT = Rltr &t) T H)
tzm médolo menar ov igvai a0 deslocamento na ﬁq}ﬁﬁc&_&s
(gA“F’l/; As). Mas no imite Il |&F[ aproxima-se de As
Z AC & +an?,emfe' a Jwa)‘@ﬁr?a. Como tal ;& velocidady ¢ .

Y ; T(¢ - : % - .
Gle)= lim  Tleed e o FLO = lim A3 14) Dy{xt):sé\q

= +A—£)

At=0 At—0 At

O médvlo de & 4 a raPide,z) |U|= l§l)e a diregao de
- ~

OH) € 2(4), no mesmo senfido,se 50,00 no santads
o?os{”o/ se U0, | N ~
Nos pon‘fos on de 2 & szcomt('ma)Jc‘LMﬂZ’o 74—51‘::7%1@’
o velocidade O €, necessariaments, aula [ Fdeve ser con-
- . -y R A /8 _ —>
Yiwa): T [4g) = Ut Ce = U(H) e = O




1.3 Movimento curvilineo 19

Derivada de Ce(€)
oL %=1 (médwlo ao gfuadlrao(o)

dt A€
Tsso fmplfca g(ua a d.erivaa{_a} %é\g )ZPerPgndfcg{M Ctéz,
trat
e é\é(:&)
Aa
N Ihe N
¢ (E4a+)

]A/@\ z a base dum trianagulp
com dois lados iguals a A qu
fazem um Bagulo s (Bngulo g
/@n FOCQOu}

No limite At-s0: !
AG ]AZe! oproxima- e do

A arco com raio 4 e &‘nﬁulp
»g\\\ / AG \ﬁzé\__)lAﬂe.]
AT N

~C
£ o ’&n%u)o que On tode , 20,¢ o a‘nﬁulo de ym arco
com centro num onfo C (centro de curvah/m,)) rato R
(rato da frajetiria em£) ¢ orco do comprimento AS
(des(OCamw\Jro na 'Emjz%rfa) . A diregao de ¢ o.Fm){fMd—
—e da diregao (esesagtido,) de S, . Como tal:

70
A2 _ [im A% _im A%G _lim (D)2,
At 7 A0 AT T pumo0 M M=0 AF
A . - rai vatvra
- e _ ~ S R.= raio de cur
= d t- G 7 Qﬂ da +mjg*£;o‘via) na
posi¢ap Y‘(‘é)

&
l
<
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COMPONENTES TANGENCIAL € NORMAL DE oo
g :O(‘G’,\ (i A _ d A A& A A
X (%) H-H(Wéﬂ a%’@t +\)’a—%_a+€e+o(%‘)e,,

‘7\ E(‘é} — a—(:/i{; + ,@

Q{ = J = ’S' = COMPOMIT(E w‘:ar\%amda,/
On = \’_;.é = com ponedtz norma

camo as dwas COMPOVWVI_&g Sao em dir@gﬁ?S PG/‘PQI\*

dicolans s Wl=‘[a&+aﬁ'

Exemplo 3.1. 0 movimento de um portto definids
PO Tost 1+ 242 x 2(1-t9k (ST. t=temp)

Defermine: (o) O valor da velocidade, U4) em fUngo
do HW\pO; (V) o rio de curvatvra dAf‘(‘ajd‘&Ta.) tm
fungao dL{; (c) o deslocamento ao (cmga M&mjg{g-
cia  entre £=0 ¢ t=1.

@‘@-,-cg;stwfcj—dﬁcﬁ

02 = G0 =25 4948 41642 = 25(1412)
Arbitrando $S>0 no sentido do movimerto (0-70):

E’: + 5\ l+'tz"j

| o
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® o= %@ =37 4R = [T[t= B-D=94=25
(aceleragdo canﬁ‘an‘fz)

y = AO’ d‘5\r~>“

\ t+Jc2

2 _\Rl2 a2 25t2 25
= |Q |- = - =
L e +t> 1+t
R=UE_ 2s(i) 32 [ R>0. Nab pods
124 o = ) = ‘5(\+fz> (mana Serq:e;ﬁ;
(==

Ovtrra forma de-obter R (£):
/Z\e - ‘—\)‘? —_ /C a2 3{: A — 4’6 ’Q

Y= 5\{&4& s\t
0p =W =92t 4 let _ 5t

B\ 2 E\SH—J@’- \\T;‘ET
¢ colevla-se an ¢ R lg—(/a QUL foi feito acima.

©) v -= %%5 - 5\{?@”:% (‘GDO divar.sepafqv.)
Sot+h S0,

%ds —SSWOH

So
= NS :,.Z;(\rz‘Jr ln \Tz“u))x 5,739 m

(EMQ?M( calcvlado no Maximﬁ)
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Auvla §.2019-02-2%
MOVIMENTO CIRCULAR

s (+:) ijﬁﬂ%f i P(ana ,com cartro de curvecturg
num PonJro C,fik0,¢ com vaio R cons-

)
Yo Al sty sc4Ro) ol

rqdiam)
w=o = velocidade amg,ular
L=w =X (80’0«.96?0 oung,u lar

Resolvem-se +o |

comO AS LGUOGORS

Kw:é ol = W oé:.Wi-“il
do Canf ‘0.1

oL¢

Relagao en tre variaveis an?ularzs ¢ cireulares™.
U=Rw Q{:Roé anT—sz‘

MOV IMENTO CIRCULAR UN [EORME

ol=0 , W=Wi=constart, §=6;+uw(t-t:)

Periodo. tempo que demora uma volta (46 =27)

Ay =WT=2% =) T:.?;E_
W

Frequ@ﬂtf&, Numero dae vo(%a; par vnidade ol

t . '
I fe = B = weaong

¢ dem vnidades de inverso do fem()o. No sistem
ST, AH=4s5" (hertz)

cpm = min~ _ '@‘,FH_Z (rofaszes par minvto)
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ROTAGAO DOS CORPOS RIGIHOS
N Yosigao relativa. a um PonJm (A)
do Corpo:
_r?B/A':: rB_ Y\A

"‘(\A Y’\"’ —
B Vo pode mudar dire{za‘o)mas
0] o sev médulo permanece constify

Zz

- RN —_2
\PB{A\ = Y\B/A' B/A: AD :ConS{QV\-(I

-~ B .40 = -
= Ty ’__[&ddz = Uppe Vg, =0

(A velocidade relakiva entre dois Fon{os no corpo
& sempre par pandicular & posigao relativa, enfre eles,

Como 1"&(, o movimanto de B e
de g(wcf(w ovtro Pcm{bj W.(a{ivo
o A, & numa esfzrcc de rdlo
B . Como as distancias ¢atre
Yodos ¢s PonJms do corpo devam
e
ser oonsqumL?s) Ut [P
_ ) TR A -
sérao %am /rées 0. OfCoS de owc:uw\@mr\c(qs Pa.ra,\e(qs
UnLre sim.” Ve verqo zxx‘s{*{r zn\Lﬁ dols Fon{*os -7:2—2\)
que estoo em repouso,em rz(ag’aoq&((fé:u@:‘i)
Eixo de rd"agzao; linha reto uL ?asso\(fom«
a

¢ Poﬁ+od05 Qs Fomtos com a mesma velocidade i 4 .
Plano de rotagao: Plane perpudicltlo eixo de rofopzio
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Projegan dos movimentss, re(q#evos)no plang de eotug
| No infervalo (£, trd£), Yodos os portos

rodam o mesmo an%u(o G

/ w=de = velocidade om%u/far

T do corpo, o instanty
[\ D )

de Q cado fns*aﬂﬁ)\w&) Podz <t dice-

RB/P\ e ¢ o dff@gﬂo do eixo ta mbem

=0y =acel,
B (emt) LUB/A: RB/A wj o=l Cctif\;d(qr

RBK‘\ = Proje;&“o do d?s{“&ncm E) No Pfo.noo(fl rdﬂﬁo

Examp‘o 3.2 Sistema biala—mant\lik . Determine w da
biela ¢ da manivela y 00 instanlt em que o Pfs%\“o deslos-

sz para a zsq,wzrdn/ com velocidade Up =éocm
— ° S
¢ ¥=2%0" Q 58 = 2.5¢m
PQ=20¢Cm
distancias em
Us/o 1 O (cm/tmpaeyy
UQ/p _l. —‘S&_

. o
Sinf3 = ﬁ%@ﬁﬂ ~0.2410

Q \5-?:69 — /5':-’ (3‘950
Fafp = Fa-Vo =Va =7 Ua=%5wm

Vap = 29 Win
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I‘?@ = 25 W (-5in $0°T +cos “fooj\) = w"‘(’or'”“a%j)

—G&;\—J,’@,/p {05 = 20wy (sin T +cos p7) —60T
= (4:2W-60) T + 1 94WLT  (CorTIgir cavefa

3.25%0 livro
- ? ~hT2 W = 4520, -€0 Wy=2843 He

535 Wy =194 Ws =7 Wm=9.603 th

Qbserve-se que a diregas do eixo de rofagdd ¢ a velocr-
dode ou/\?u[ow de ym car po rfgl"oio sa.9 inithnﬂ(am‘és
do Pon’fo 2sCo (h?do camo referépcia.

No &X@MF(O da manvela ¢ a bzz(a} a velo cidade

on d(ar}ujm) da Mou/\iw(a/e/ A du‘rvoudﬂu io a‘ngzu(o
% (wm:é)e " vz(oc(otad;e Qn;(/(af da Efcfa i a
dorivada de h 1 We=3

Os resoMfados Posh‘ivas) indicam gue e f estao
~ owmzn{af)msse MSW .

Nos dols casas) 0 eixo de rofagao & parpendicular

N

A f(ﬁ(/l’& .
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Aula 7. 2019-03-06

VETOR VELOCIDADE ANCULAR

AN W+ wdulozw=10 |

direg¢ao = 2ixo de rofogao
sendido : do wao direita

P g

sinf=20

lano de
! a£+agao

Naote-se q,ui? \U’\=\R§QA)\:QT{3I£[LU\

(nese codute vetorial:
begines i - q\l médulo Tgval ao codwts
U= Wl dos mmwo? dos vetares ez
o azno do &ngulo antre eles. Diregao Pﬁf?ﬁndt?‘/(@‘
aos dals vetares) sentido da (g ro. da mao o(zru%a/
do primeiw \mro\ 0 Szgfunio vz“(‘oV‘.
Pm')rieda&zs do ?rod;f!'o vetorial
O wxB=-Brd (0= 180-%)
@ axg=% (929 o
/t?gj\.:._/& ) j‘x'&:'{f )'txt:j' ('ﬁ=90 nos 3 caso;)
@ Br(B+2) = BB+ AT © Rr(8)= (K=K
D

B = @_{C +Qy7 1—0(2,'(2)% (bx/L\{—(Ojj\i» ba'b)

O

=
- CQS\?; - Q%b‘!ﬂ)i\ + (a.; \Ox —Qx b:?)j\“i' (a’(bj\aﬂb}sﬁ
- T 7%
o 7{@ = 0k a3 a%\
b)( bf) b% .
Se 0 eixo dos Zror escoH’Mo na diregap d¢ w.
L |t Tk ¢ 7 X
= \7:\ 0 Jo W grw < v\“"*’(”’ﬂ)
XYy Z
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> _ d_‘@ P O ~
o F %%L}KY‘ + WX El?%
BT = = (R | T A acelera
=) E~ZM‘ + wx(ww)J o Gt angole 0
_ N _
gl T
MOVIMENTOS DE TRANSLACAO E ROTAGAO
PEPENDENTES
. Lol L
ceda em  mavimento, .
—t /S\L(M deslizar w
/ «— U=0
ponto cam U=0 fio guL cilindre
nao desliza

nas toldanas (Fo& rodar as ro(lmj

£m rz(a(;rEo Qo Pon{'o cam velacidades nyla;
g U=Rw

U= R
Uc_ = R v=Rw
\Ielocidiah Oujr(rans(agio A velocidade do £io
do centro igral a R & R vews a vz?;d-
\eEes o \/a%ocia(aa&ang‘/(”- dade angdlar-

= Qe =Rl Qip = BoC

V=0 02}00,?«’ 0

V2 \)';;c‘—ZRzW?_ = Rw, iy
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MECANICA VETORIAL
M (Newton, 1682).
WM = MasSsa = q,(/an{'fiac& de wm{’érfct
—\? “MT = guamL(iadA da wovimento
(tombém chamado womento linear ).

LEIS DE NEWTON

1% ([ei da intreia ). Todo corpa mankém o sev estady
de (2poUs0 0v de movimento uniforme se ndo vma
[inha mjra, >¢ Nao for coszI?cfo Qa Mug:/o Sev
e,s\L@dQ par £orgas nele imi)rQSSas.

2%. A mvdanga na q(uamﬁfa(.acie de mavimanto &
ngordana( & porfa wotora mpressa ¢ fa% —se
na dim;a?o da linha refo szgundo a gua a forR
motora & aP‘iCaJQoL.

3% A toda agao OFB'e sempre uma igual reagao . Tsfp
é)as afazs mutouas e dois corP0§ un sobre 0 0(/“‘[‘9
s&o semplz ig,vais ¢ opof\%

€><w.g[9_§ :
Q/Y'G: Bola [angade com vtlocidade &
m

Se n@o  hovvessgm ior?as o atvanr
na Bo(a)o sev movimento saria refilineo e um‘,forme,

A sorca gravitica ’sto) rodv2 2
Vnﬁz Fmv%nm na\(a’uanh‘ga\,dz. de I/
movimgndo: OU?':-S {H;

ﬂ&‘;’ r\geso

ol
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A g(uanjridadﬂ de movi manto /F(‘Hc{‘f:) ap6s o intervalo
ot sod Plidt)= PO+ dP = B+ Pt
,‘r?-é}—mu*(% ) Pletdt) = mUfEede)
= Bdt = m(Fdd -F(0)

- m (U‘(%+d-€)—~ 0‘&) :ma({)
dt

Como & € a aceleragao da ﬁmvidac&z_/ g, conrfamﬁz}

conclui-sg que o pes a z:
— —
'P — W\g-

Unidades ST: 4N= 1k L (um nzaf(‘om)
Como {‘a() uma P@ssoa. com massa ou 501%}9@%
P- Eok%«‘ 9.8 1 = 49Ok}o1€‘f‘1 =490 N

o

(Na Tecra . Noutro ?amd”a ond.o_ augmmolaob. Z du‘{ﬂ?ﬂ'@)

o Selv p@so sera szr«:
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Avla €.2009-03-11
Forma geral doo 22 (o do Newton:

—_—

F = soma Vef(/H"aV\t = SO V[{Z)/‘}‘a_(
de fodas as porgas ¢ xternas

No caso em q,w@ m Pumanzca co nsw‘wﬂi/
T=m & = F=m®
4t
REAGAO NORMAL € FORCAS DE ATRITO

/ EZ = Of‘?a. MCQAM
cotpa 4 P % (de & sobre Z)

(L

/ ~
corpay %
B =— T, = torpa de confocd
’ ' i&ilmbmi)

A £orga de confacto entre dwoas Su’)zr,g(efzs cos -
tvma SZFarar—se em doas: AN

(O Reagao narMa{.ComPo— < b Eu

- 'tt d~ m P - -7

Bn 02N PérPQn (il as XK
SU?QL(:(,C(V,S im contacto T

Qa

@ w) Ea.
cOmPon@thz {wx?mr& as Qa?aq(’cces_

A forga de atrito POOU. ser de dofs 'Hpos:
Atrito estatico. Os corpos nao deslizam. 0o
saja) o VQ[OC(daobL re\a{'iva 21v+r€ as dwas 5UP€/~
picies em ontacte ¢ nla

Nesse caso, a forga de ofrifo es%&{ico}?(zz/ Podﬁ pon -
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tar em qualguer dire¢ao }Jran%n’f?, as sonr,F(cfes e o
sev médolo Fo  pods ter aualguer valar no inferuale:

o0& Fe L MeRa

onde Ra € o mbdulo da reagao normal & Me & um
n Gmero ?ro(})rfo do fipo de superfictes om cantocto,
chamado coegiciente de atrito estatico.

Atrito cinético. Se o corpo 1 ADN i\ R
dasliza | com wloadade ¥ reletivea  Fe
X0 corpo 2) & forga olf_;z{-r{‘l'o cinih'w)fc )E na.
mesmo. diregao de ) mas no sentido oi)osfbje
com médwlo exateaments '(ﬂo.t/a,a( a’
X T = McRn) }chwzgicEZAfé de okrihy
. - cingtico
TENSAO NAS CORDAS /CABOS
Num Pon’(’o dkoum Obj@’l‘o)\i 0 aum
cabo, akva uma forga de {‘zms@
—’F, na diregao do caho ¢ no sentity
QUL 5¢ 0pTL & guL o cabo seja
esticado.
Diagrama de wrgg,ﬁi&@_cﬂm&_@: rszesean%
das r Gous externas.
f° T, O peso mg} atva. no centro
-2 .
T, de gravi acu) C.

Se 5 cilindro asta em 0¢pousy
—> —
© F:O/ (ﬁ =0 =) F:W\gﬂ‘l’rﬁ
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’Exemp\o 1.

ED“’ s DK’{‘UW\MZ a acele-
a raglo o) do bloco
sobre o mesa

\ YV\:\O; hori%oﬁ{a(‘
77 X7 7/ ]
Me=0.3 ; r
(mesa~bloce / PP

(ro(d,am+9;i (indro)

&5,9(,%—@-. Diagmmo\ de. corpg livre do bloco:

\j Ox =00
. TI.—} T—ax O:;':-O
c.G.
3Ffl & T /Y'En Z«T—X: T-Fc =m0«
n\%\‘/ =[T-03Rn=0.01Q]

23;5: R,,_mg;-o = Rn=0.0(-9.8

- {T: 0.2°0.0(+9.8 —\-O.ot@
Falba outra egfuouﬁ?o Que sefa o zgrua.ﬁ&o de
movimento  do cilwdro.
DZSPN.-;}N\&O S massas (ﬁa,S Y‘Odas das ro{icmq;
a TUsio sera igual em gtua(q,wzr Par’&‘ do cords
(« demanstragad sera ,fzc{’m no capfule SZ?,V’/'ITCQJ
E,coma fai explicado no co\??%u{o 2, 0. aceeragay

do cilindno ser& igual 'a mefade da agler
do bloco. 9)/ w
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P agroma de corpo livre do cilindso+roldana :
T T -‘\’-_‘T+mg:w\(%>

o
l = ;%/ 2T =0.025"98 "(Q‘%M

m

sto[\lﬁzm—sz @S z_qyayﬁzs do ci[i«w[ro 2 o(o b(oco)
?MD\ anoMmr 0s dwes vartaveis 1T e a.0 rzsu\*
fado ¢ 0= 5.%29 %

Exem Plo 2. Pendulo sim?(zs . ?éﬁ_wzno a&jd‘o Ao massz
m, pendwrodo dum £io dﬁcoM\)riNme X

Cistema cam um Fnico grav de

\iberdade | B (€) . A 2oL
Ao movimento, & =erpreSsTo
);Q,rmi{“t'rof obter 4(t) ¢ 4t -
?ara anconjrnxr a e ,d&movim&fﬁo
usa=se o 2% (¢ de@meﬂ‘on, /
RV mag = m L6

%2
JHo=m Qn =mle

SSH —mg sind =m L9
N P . ¢ 4V az00

SFs T-mgosd=mii @T:m@w&e—k}téz)
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Aulee 9. 2019-03-13

FORGCA DE RESISTENCIA NOS FLUIDOS
Os gluidos ?rodu&am)ﬂos corpos

em wovimento ) forgas o?oyjras {o{éf ffzq
2o mavimenfo . A forga t2ss 1 queda liype
dﬂgendk daorma e +oumonh o dos
obmeoS assim como das Prof)rrw
dades do g(uido (massa voldmi-
ca/?/z coei{dznﬁ da Vi>C05(dac(£)
YL), Os obj‘e 05 COM £0rmas ?eoﬁ L folhg C{Ob‘f‘a_/&q
metricas simples, sofrem uma forma “’&‘%‘Cy‘f’
forga d isistencia na diregao da sua vzloa‘ouu{;
"\}’)no sentido o pasto, e com mé dulo FrzoParcéana(

Qa \9} s U0 ,0v PmPOFCfMa( oL O”) para velo~
cidades maians, O fipo dﬁ%:ofga(ufougz)d‘(?@&
do valor do nomero de Rzgﬂolds,'

Ng = 08

B_£o lhae com Pﬂmiiq_

@ Nkéi) T ;)roporciona( a &

n ® Z ' 2
100 Ng 42000 T proporc. a -
A= “tamanho! do ofajelﬁa / j Po
. o ©Ng>4000. Turbuléncia.
g =massa voldmica do loido nassa /yolume

n= COZ,(:. de viscosidade do f—[a'fo(o < massa/ist. X’(‘ZMPO)
No caso de uma w]wm do vaio R)

F} _ éK’rZ_RU_) Se NRLL

T QRIV™ |y se 100 Ng 42000



1.5 Dindmica dos corpos rigidos

35

VETORES DESUZANTES 2
As corgas aFl(ca,oLas num 2
corpo gido WAO ST vefo— A

vzs livees (como"\; ou-'c_f))ma,s B

sim veloves dﬁs(i%mﬁs,ﬂ;sh

¢y para alEm do serem definidos pelo sev midulo,
dviregfio ¢ sentido g necessario Yambém saber a sve
\'m\na de au;ch Iéov exuvs[:)[o) na \Ct‘?ura OLCEM&) CL
mesmo £07¢a F aPlica&a em Aov® Frodu%— e,g:zﬂbj
di arw\ﬁs. Nos dols casos ¢ madwlo diregao z;sﬁm‘ldo
de f ¢ 0 MEsSmQ, mas a [in(na no cl(oec;afo‘oU\F)
ﬂgatSSandoA)a(o poM’o de a?iimfﬁo dm{or;zq)é di{z-
mn@. Se F gor Q‘E({ca,&a NOo Pon{’o C) Q/u,e Z$§‘5 na
MZsma lin(/m de AGao gruz Fassa Por B/ Usando umw\
corda, 0 efaito serio o mesmo oue em B. AU,
o {W?CL Foﬂu sSar olﬁs(ocow(a ao longo do. sue [inﬁa
de agao -

SO0 BREPOSICAO DE FORGAS corda

Caso 4. Torgas oolineans{com '
o mesma (inha de agao).
EXZMP(OZ §UTQ~S€ vm livre ?a,ssm\&o «

idade 5
pe lo s centro de grod
(CG)e \mssa—sz uma oar&awN o TF

cordn aplica=se vma. porga verti-
ca( \mm (f’,vmafmr 9 (iVro: CF’E
A sargo PQSVH’QYF{Z 2 E+m—§')&F[{Ca&ﬂ Y

em qjyou(gruu Qon‘(’a na linha o G0 .-
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Caso 2. Yorgas ConCor FORTLS .
(linhas de agao diferedlls, guese

ey
crvzam wm panto ) %"ﬁ

7F2 deslocam-se ﬁ z% pava P.

For¢as no
Mmesmo &ﬂ‘o
§> otk

ngSs¢ ?Onfn

P

-

m Se o corpo 257(5 Zm Qgruﬂc'kﬁc
—y —) ~) /

F+F, e Mg s&o colingapes

o |FrR]=mg

>
‘+F2

Caso 3. forgas Paralzlas. lar &

: ra

P O A pef pards oo, do

(A = R f f f agao

———%——M FZ C) ‘ B =
Y B %
W om0 gorto
[}6) -

— L ) o\ = N\ R
T ( \ﬁ F( F ?L: L‘t'{:

"q -
¢ - F colingares,
com resylfadtt nola
e&n colineare,

?7 Sama,m‘f@
1% ¢m P
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= =\ - >
Rzpare-se: FosF, = (‘F"—F)
+(F7+F)
-q\ ——3\ —_— D
':7 E ‘\'j‘r—z = ‘F‘(‘\’:FL
Qs velores Podﬁm ser camados como
vefores livreéjmas 0 {)roce&imzy&p

7 imporTaild vara encontrar a
pasigao da linha do agan da resuf-

haatre! Pa = dctand, = dy tand,

7 toee 2 A tenef
A
. F
-5 ﬂ:lol\: EO(ZJ et das alavanas

&L: dis tancia onfre @ (inba do REAO doe T ¢ a
liaha de agao da vwesvlfai.

Momento de uyma forga .

Fod. chama-se mmerto do forga T em

rz(a@a'o ao Pon{"o A} (ou Plov gfua[g(uﬂ*)odﬁb

?om{‘o N& [’m(/\a Famlz,(& a ¥, q(we?assm ?grg]

M[)Q = F(_ O'.i
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Aola 10.2019-03-\8

MOMENTO DE UMA FORCA
Momento ob;?)a licada em P/ em vela-

T _
/”/ 9% 0 01 N, = [P d < (Fl[lsin
Y 7P Tondica uma +wdincia a codar
no
O&\f\/ ng P{anq e Ve f) vseffe case ne ézm‘ido

y 0{>0st ags Poﬁeiros do rz[o”ﬂjo,
D(/\U‘hZ'Sé 0 VQTPQV momenfo da {-or?a;

— = w : |
- W ¥ = postgao do oﬂto
MO r XF OV{IX)&.Q E océuq.?
BINARIOS . ?zas ,fg;*@&s (guq“ts e 0P05+as/

F T ¢ -E com linhas de agao

P T&P a djfumﬁ"@ (obviccwn‘(r qua(z(as)

T R A farfa resvultarnts ¢ nula.
M Comeo ‘ra() ndo prodveem

nthvmm %rans(agﬁb mas uvnicamdh (‘o‘(‘aLQZr\o‘.
momzn‘{’o (‘Q‘SUHQVI/(Z: ??X (“?) *\—_Y?&XNE = Cﬁ;"?@ )K ]‘:
T s inde Q,nd,uﬂlz do sonto ole
= \M = rQ/P)(i Te{@f:é‘nda Q f
\KZ \= |B| = distancia entre as finlas de aga
SOBREPOSICAO DOE FORGAS

Qualquer sisfema oo forgas podem ser sobrepostas

em gualomr ?‘”‘,‘L")W desig naremos de grigem O,
vsando o Sx‘gu‘wﬂ‘e Proc@dima, :

—Y

N cada forga Fc) Q?licﬂ&&t no ?osfgio FFé)Somo»wsz
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@)

um _}in&rio Mi:ﬁ-x—\;c e doas {-OFQCLS/ ﬁ no orgw”
e =t na posigan T Essas dvas rorgas constitvem
um bin&rio, com momento:, ;T"Uﬁ(—?j:—Mi . Como 1,
as dwas forgas tntredwzidas ¢ o binbrie M g ym sistowq
nvlo, aue rao ddero nada. As duas s
,glorg;ﬁ na Posigﬁo —Yi‘ au\(/[ajm_sgS 'ﬁf Me =0 x5
g(mndo unicamente orgaﬁ' e

now orl ¢ o bindrio M., ©

A pSs deslocar todas as forgas par a origem

/s /

SaMam=-5¢ NESSe pomLo ¢ Semam-se os binarios W
Al - S

torga resubfarf = D' F, (\oinar(o resoltanty = ', ﬁﬂ
= =

(na orc?zm)

Se o bindrio resultantz }—M;) for PerzndA‘cu(ar &ﬁorm
rzsu[{‘aﬁfé,% o £ovga resylHantc })odii ser sempre daslo-
Ca,dza. pavs 2 ovtro ?onfo/na Pcdgz&o Y\) onde RxT=W.
Nesse Pon‘fo {im entao vnicamete £or gox resyltante )
sgm binario rﬂS(lH'aw_(I . E&Mﬁf,ﬂ_t soma. de fargas quale(as.

—_
F

T E > 2 F“'r d =k d
F ‘ r "2 =12
P Q Pt )R

p o)
somadas € ® (g gne Proporciona\ a_i:,f)
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EQUILIBRIQ DPOS CORPOS RIGIDOS.
iEq(u'\ (thrio =" estado de repousa ade movimzﬁo rdila’nzg
uni{ov me ; sem m+aﬁcﬁ (num mgmcial iv\e(/c(ag

N > V\__,, —>
= 2?;:—5 ) A xF =0
é';\ {';l

Obserye <2 que se m{orga r250{+anf?é/&¢ro) ?oda
ser aplicado em QPJCL( quer };orrFo sem acrescentor
nenhum binario adicional = a soma dos momentos

das forgas a;&zrnc@ £ 2¢ro em rZ[&gi’o a qya(q,wzr Pomlo

.20

Exemplo, Automével em

(2poUsSe ) NUMA estrada com
declive de 5%, Determing

05 YRAGDES NOfMAis N0S 035m
poeUs ¢ as forgas de. afrifo.
Diagrama do corpo livie

0 AJ

Ra 0 =(0,9) , P:([.é/o) ) C:<0.4')0.3é‘
R ® \ e mg’: 9000 (-sine T ~ 0036‘7)
‘N & P = -449.47 -83388F (5T)

,\/’L o Y9000\

Ty = Fo 449 420 [Fu=4494N)

S Fy= Rt R, -8988.8 =0

o0.& 035 \+ ¢ O\;o?7§RZ=2)+8.éN
Te ’Rl

2 Mo = \-449.4 ~9935.9

1.2 035 -6 0
2Me =77 Tk \:o =|R.=(g399N!
4494  -%9%53 o X -
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CENTRO DE MASSA
Determina—se dividindo o corPo Lm PM"(IS Mma(s ?ef%wzna;

T2
in{:inﬂ-a.s ?af(‘as

A » Pon{‘va is”

dvas Paf S/ com
Mmassas Mmye Mz ¢ —
. _ L —=
centros de massa G k Fem M 555 r @
- -
¢l Th= MMl dm = $ dxdyda
M R.massa voldmica
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Aula 11, 2019-03-20

MOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA
s S A = B

de
Qe = %&:%}\_madm = Mi’m=mio(m

Wdm = dF = forga MSUH‘M\"‘Z sobre o massa dM/no
volume 1nfini+z5§fMal Axdg@) Na posig T

dF incloi forgas internas ¢ exforng
- -
= SgSO\F = M Oem No [(\Jrzﬂraf, oS ,900’?&8 [n‘f*erna_j
anvam=se Lican do unicamenle
Largas extrnas

= -
:5 [Z Fexfzrm — M a-cm

J F
- i 5
Wt r o
= ,gor;a/ binario resu Uro.nﬁfs

no centro do massa

Tm= F= 25
M ™ N
Se M=0 , entdo vido ha acelerogmo angular (L=0)
Se M=o ¢ '03:0) o corpo tem mavimento oo
erns[agﬁo ) sem mjm Goo )z (18 ouce(wagao de Fodos

—_

0 PO“&OS N9 COFPO Z 0 MZsMma a.cm p
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€xmp(o. Dzjrwmme o @cz(amgao
MEXIMa gL ?Oﬂfﬂ/{—u 0
a(/{‘ow\&/d) com pesa de 9000N,
o. sdbir o gstrada com daclive
do 5"/0) s¢ o coz,ft‘c{m(l olo
atrito ¢statico entre os
PACUS £ & estrada far Ho3)
¢ o trogao do avtomavel( for
nas rodas da ]crem%
RZSG{U‘C_Q.’EJ . A méxiv ocelera-
¢ oblim se:
U) Te = Femix = Me Rz
(i¢) as rodas de akrds sao pertel~
famer@ (vres (Fadyito=0)
Liic') O atombvel estao comega
o aoz(@far,com \)’é=o)ou seja/a, resisttnca do ar

3 aola. -

0 movimento do avtoméual 51Lrans[a§e®/ sem ro{‘mﬁa'.b)
2‘: =m0 com Q&ZO -
PRTE
2 Mem=0

Com ori?@w no C.m., A:Lfl.2/”0.35>) 22[0-4—)—0.35)

-9000-5  40,3R,= 9900%

=/ Y wozs 9%
2., +R2— 9000-100/\16025 =~ °

\-n.z ~o.35\ A {0‘4/’ 4)35\ =0
o R 03R2 Re
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No Maxima.:
eL: -9000 #5/59rt(10029) +0.3% R2 > 900 %4./9.8 7
¢2: RA+R2~9000 %100 /sgrr{:(toozg) =907
z dzhrm(nan{’(ma{‘rix([.\'2‘—0.3;], [o) RJ ))
+ deter minant (mafrix (Ta.4,-0.57) | [03% Ry, R)) =0
sloat (solve (Tet,e248));

Se Se co/\se?uissz mantar ¢ssa
= aceleragao’ demarava 176 s
okt afingtr (OOJsﬁL
ROTAGAO COM EIXO FIXO

2i X0 {.[xo O Pon‘{’o ?)am COM{‘ad’o com
o ¢ixo, est& em tepouso,

A oceleragao do %/a(qmv outro
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Aula 12.2019-03-25
- ’F’? ES+€ sis{‘éma tem um vnlico
7%37 ¢i ko £1xo grav de (ibzrda&z)& ).
Q /2 Em fungao do. velpcidads

dF% ]2 omg,u{ar/ w=46Kea
actlura gao anﬂv(ar/zf-'@"téj
a ve{ociﬂsafﬂ ¢ acz(emga},
de om ponto na posigdo VW =xC +yJ +2l sdo:

% - Q¥xr= w("‘jlﬁ*xﬂ

7 = & KT+ DX(BAF) = (-yT+x]) -wH(xL+YT)

—

T Qe uPenohcdlap

Ot ﬂgdi‘@?a° &0 ¢iro devofag
de U

Como al, a forga cesoHantz na massa dm nesse Porr(v
¢: AT = ((-2y-w )T +(4x-w?y)T) dm
e o momento dﬁ,am M(a&&’o X orf%m é:
- - - ¢ j /F’ 9 o ;Z-)/l:
AM="CxdFednl x y 2|3 (wzg%- }(%)f)\ .
- —wty o | [~ (w KT Fecy
“O('B ws( olX j /\-oL()(z‘f‘ﬁz)lk
O momento resoH-arFﬁé) m dM ) e yer ter unl cameita
compon@n“@ ﬁ) Porgrw. 0 corPo SO Po(iz rodar am—HMQ
ao Ko dOS Z. As _?0'\?@5 dﬂ COH{'OLC{'O/()O Zh(oj?(\(r
dyzem binbrios em T ¢ om j} mas nao Podzm P(‘odl/%if
bindvrios em K. Conc(ui-w grcu—

SSS W :<§SS°L R? dw)&( R%= XZ'“ja = O\fsjr“'&nCia)

até o £ix0,00 ?Uadmdo
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Nesse tnkegral, as porgas infernas anlam-se ficando
onicamene o soma dos mowmentos das forgas externas:

N excluindo as porgas da
\ Y‘i%tii = I;O(v contacto , no eixo.

/

(=1

Ol\dﬁ I} Z o momen"’o de iﬂé“Cia} em W{afil‘o A0
¢ixo dos X: Ts = ﬁg R2dm = gy(xﬁga) dm

EXCM?‘O: determine o momento o2 nércia de um cifir\-
dro \nomogz”neo (MaSSa volimica fconswcan’f':)/ de vato p}
~aldvra L e massa m, em torno ao sev cixe.

coordenadas ci l(ndricas: (v{)&/%)

§ X =TVcost &:V‘,Sin-e
z 2% 9%
or 76

dM@:\ \dra@ = rdrde
29

Pt 9%

> - — [N .

= dw =S dxdydz -Q(R?_Q rdrdé¢ dz

2

T, (fjredm= (220 ke (dofde -mRLL

2 TR%L
= [Fa= g

As unidades de T3 s@o massavezes d(s{*anc[& o
guadrado. Dz{im-—se 0 raio de giragao:

_\| F
r?“{—%

O raio de gjmgﬁo de um cilindro homog_éngo ole

C r A +Zfo =
rain Ryem Tarno ao sev elxe € en (g .\%_
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TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS

¢t 2 momento de ingreia em torno

do eixo 4, O\,Easwcado do contro

de MAsS & ?oou ser cal colado

o ?aF‘Hf do momento deinéreia

em forno do eixo 2 }mmlc(a ao
/

eIXQ 1, mas Possomdo P"‘O CemL@O de massa.

Tscolhe=se o ¢ixo dos x X , Qfm{;i ’
‘m?@ndicdlar @a0S e?xos/ com Rj/mmz
orig.em no centro de massa . ATNEm (0“}%)
e ?Q.Ssan do FQ{O ¢ixo 4. Como ’ILO_() os dis*ﬁ/\cia,s
Rie Ry desde vm ?on{‘o Q),ua(q_um P att o5 e?ms;zsfrﬁ

reloctona das Pe,(cx l¢i dos cossengs -

R\Z': Ri‘ 4 d? -2dR,cos® d= dfz%pdam enfre
0 (Xos
=R§+dz-zoﬂx H= &f\gﬂlo com o €ixo
dés X.
% = coordepada X o P,

= Ta,= [ R¥dm= [fjREdm +def55dm ~2d fjx dm

0 w\'mgi{o in%zg/m) ¢ o mamcm{’o im Jr‘orno do ¢lxo

gt passa pelo c.m) Teem . O segundo mﬁe&g&( £ a
MASS & bH,m, O -terceiro M‘(‘é?ra( Z‘fa"‘componwi(lp
X da Pos{g,{g do c.m./gfwtzf a-ﬁro)()orgrcu.o c-m. esfa
now 0rigem . Conclvi-se que 0 momento de mircia}I;/

e torno de um tixe apostade da origem &
[T Trndr | oo B0
a_fo@{-ar 0 €ix9 doc.m
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gfxo{im

PENDULO FisICO

Cor po r(aidozc?m um 2ixo £iX0
em que as Unias forgas extenas
530 0 DesO ¢ oS forgas ole con-
tacto no eixo.

A let do movimento do P@nd.u(o ¢ :
F»cmx(m_gj> = I—z”a ﬁ
=) Qrcmmgsm{})’fz = mr-;é: jz\

=| & :-Q_f.cz_m sir\'@j
p
k 3

X_;’C;"_ tom unidades de distoncio ¢ a- é%(/ﬂk;ﬁ?)
Fewm  de movimento qu& LsCIOWr=Se: §._g ;v o
N _ . L7

?Z,a( & eqyaLdo de um Pé‘r\ct/io S/Mples oo compr imeth

Se elxo passa ?do camlro do. mass a /zn"‘ﬁ“o Ven=0,

L+ e & —0 0 seja; a velocidads Cm}ular/
w, F@r‘momecz cor\swtaAjOZ. Q ?ﬁncbu(o roda ur\L(:@rMe\
meme.
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Aula 13. 20(9-03-27

TRABALHO € ENERGIA CINETICA

Considesz mos primeiro o caso dvm corpo n’g(do em
Franslagao, sem rofogdo. Todos os PomLos no corpo tem
o mesma Ace (emgza‘o ) se?,uum o mésma -(-mjz{orf/b,

,FOr(C_a TZ)U(‘('OWT(I — E = me =) F& ::mae ;‘m (yg(_@
S U S
= Rds omfodo (g e )

O primeiro il\(’ﬁgfq( chama-~se ’[‘a’a@a”w 0’.& {Jor‘ga_
rZSd(-FarT(Z) th ) eere s Pon+os S e Sz, Oseg,ono(g

-

fn(’zﬂm( ¢ Z\Ud a ‘IMU’ZL";:VWU:Z.

Teorema do trabalho ¢ a energia cinfica -
1 W= gcgEc(J Ec= é: mu?t QAS%(Q”O:HJ

¢ Lraloalhio d ¢a vesoltanfs
= = aloaio a foréa S n ‘
Wie = gs*,Fé s \rol\go i&{'f‘ckj?(”ggrfo\ do carpo. )

Unidads sT de traballio e encfgkc‘a
AJ=A Nm=1 _E%,;_YZLL CUMJOU(e]

Tara ?odu ca(cz/(ar W € necessario conheczr o
Jrrajz%’m‘ a ¢ a expressio de F(s) ao lon%o dessa curva,
Nos casos em que ¥ € uma - gungio oﬁwjosfga‘o)?) ~

Pod;z au,finir-se 0 erlbalho entre dols pantos gfua[s_c}uq;g

sem tur de _gstar na %m)‘zifo’ fio:
C

Wo= |Fe)-de  [FAF=Rds)

A

Y.
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Esfe £ um i_n_{'a%qiﬂ—ﬁﬂm)em Que & necessério in-
dicar 0 percurso e Mjregm;éa"oj ds ¢ o deslocamento
A0 (ong@ do pLrcurso de ints raiéa‘o.
m 9@ra(}o cesvlfado € di Ireile pace. dz’ferzzﬂis
P@rcursos enfre os Poﬁ‘os Yier,. Eo imtegm( so
gern {?ua( o avm M‘Fa da awg,[a cinifico /5€ 9 pet-
curso f"f Qa +Pajejrérm do carpo.
Excmp!o 6.2. F= (3x+9)1 (no plaso xg). ?':off;/m
e F}= f+:)‘ . Parcurse 1 seamento dosde (o/o) ate (1)69/
seguido do segmanto desde (1,0) at? (1)0). Percurso2:
SQ?MM‘(’O vefo desde (0,0) até (1,!).P a p
Resolv e - No percwrso 4, (.dp- (Edrefig
0 o Q
no szgymm{‘o refo 55) dR =dx T
e y=0 = F= ?X'C/ PedR=2Xdx
= ) Fed¥ = (axdx=2

o

- (&e}men'(‘offé) ©
No ~Se3men{'0 QP, dr= dyd ) x=1.= 2,47 = o
P> P . N
;—)Qg F"&U“;O ":7 S Fo&r :i
(a%) 0 2
(percussot)

Percurse 2 . 9=x A= dx T +dy) = (267)dx
F 2(37<+9)D = 4XT

=

E.dr= 4xdx
P 1
= S Fode= (axde=2
0

(ya?wrw z}
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ENERGIA CINETICA DE ROTACAO

No movimento maje 9”“(

_ Am
do c0r(>0 T?A'do/ ca da PomLo “ﬁ

we yma trajetoria o renTy .
2 jetoria dioreity, (g

massq

0D O
. -
cam velocidade e & prépria desse ponto.
,gor;aJ‘(SU[‘{'aﬁ'& ho. Mmasso. Am No Pon‘f‘o P

AF=a.AM = Ar = QQAM:U‘QLQ’AW\
s

AWz = trabalho de AF ao longyo dav{‘r‘aj@”{f\fl'a (ﬂP)

entre S ¢ Sz
2
AW, =CaFeds = Amgu—olu*:iz—bmvf~ L smuf
!

i
Wi, =trabalho do forga. resottan(e no corpo w;,io(o
W= 2 Wi = 1) du =5 {foldw-L ffu? dun

%or?asmaf =t corpe
exte =Ee, — B,

Ec=1 S§S U‘ZO'.M
— 2 - -
O}dﬂ grua(eruer Porrfo P) relativa a Q/ ¢ Wwx T « Em re-
lag@ a0 cenfro e massa

) (
S N N — - v o Nge
- N =Pposledo Pycom ot 0)\
J=Uem +WXT ( - 1Pm centro oo massa

= V=TT = Ui + [BxF202 T, o (D¢F)

Se 0 eixoe de mFmFaTB gor ¢soolhido como elxo 2,
- q_ ut ~ o > =32, 2/ 2 2
WXC= WEYTHRT) = |TxF|*= wi(x +y)
Ui« [@KF) =(-YUeme % Vi)W
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Ee=7 fi(ven s wixiy?) 2oy Ve, +2wx U )

= §{fdm + Wlfoerf)dm -woz, i don-+ o, (11 da

Como o c.m. ests na 0rigem, Yem=Ycm =0

2
) igcz —\ZMUEM “";;Icmwd

znag? a de %*rcu\'sla}??to

enery (o de ro{hpag
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Aula 14.2019-04-01

Emmp[o, Uma esfera homogénm) de caio R 2 massa m

Y
?omtz da (€paus 0, a ume. aHyro (,\) hum ?(ano inclinado, ¢

)
coda sem deslizar, descendo o plano. Defermine o. ve
ko cgnfro da esfero ng fim do plano inclinado.

Torgas externos

(ocidad,

= As ,\;orgas ger atvam em

P (Rae Te) nao realizam
Frabalho.

trabalhe €otal = traballio do peso

2
_ ds = ASc
,\‘gm?cosﬁ s mgv%isé

= \U,Z = mg,k
(nGo nu?zadﬁ do daclive dpg(anﬂ

Ec:=0 gc_; = é‘m UEZ-}- ’;T Ten w?
2 21/
Tow=2 mR (tabela5) = Eq=F Ve +7(EmR ) (Z)

vsando o teorema do trabalho ¢ a edery)

a <

o C(né/wéf%
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FORGAS CONSERVATIVAS .
No exemplo a/v{“ar{or/ L h(';‘idxgj
quel quas QUL fosse o dh T ” cinm
frajetdria do panfo C, -
o trabalho do peso stria

Sempre Mg« alfura gue ¢ desce. o pesas

Wi = gMQC“/b ds ’:SW‘}OU" = "‘9 (h' —h‘*) e (3 ser

varidvel.
Diz ~se gruL 0 Mso & uma jorga conservah'va)
porgut o teabalho que realiza entre dois pontos
nao depende da '{’fﬂjc+5ffa)%P¢ﬂa5 das posigoes
dos ?on’ros 1t ¢2.
Energia potencial. Depine-se a eneryia poten-
cial %mvfﬁm) Ug,) na Posfgz'fo [

U} :-SPM}OLF’ = m}cg dh = Yh}l’\ = pesox

2 altura
Vo

onde o & um fan’{“o onde arbitio-se h,=0
Entre dois pontos 1e2 com QH'V'”?S h e [02_/0 ““/‘aﬁalﬁp

do pese &1\, - gi@r:ﬁ%axﬁ = ma(h~h,)
\ hl

FORGA ELASTICA “’X AE:

Uma mola ) dxcom?rimewf'o fo, 0 |

com um extremo {(xo ne om“?fzm, ;’
- - - €

prodw2 gorga elastica T:e)na PN

OUFZ?ECO rad{q ( v 7 €n
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elongagdo = 2=1-To

Lei de Hooke . O midulo da forga eldstica & dire-
+amentz yroPorcIona( o |2(.

A
g >0 = forpa no senfido o Fod‘o ao versor €

40 - forga no sentido doerser &y
=0 —> forga nvia

= T =-k20 k = constants ¢ldstica da mole
(onidades de forga sobre d?r(*&\adq)

tm cogrde nadas Po[aresl(r,e).' A= &, dr +2, rde
TordP = <kz (¢+8)dr - k2 (2+8) rde = -kz dr
dz = d (r-ve) = dr
.%ra\oa\)\"g da forga z[&stfca/ desdy T, ade Vs
Wo= (Bed? = -k (2de =1kl - Lk%
) * = Ue, =V,

A(;orga elastica € conservdriva) com anerg»fa ?o{zncfa,/
t ¢

astica: Ue= Jk2?

ENERGIA MECANICA - o das energis
Em‘—-Ec-\'U}'*Ué*"' =Ec+ U potencials de todas
oS ,forga.s ConseMtive

C .C, COI\S'L_ l \
W= Ws™ + Wi, = e, -Ec, W™= Fvaba L ho ds

£argas conservatives

' Wi =Trab. das o
ncC.
ViU, + Wy, = ECQ_":EQ Woo Conservaiv

=7 \Mfc = (ECL'\'UZ> ""(Ec.‘l‘uo
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n.c.
\lNll - MZ-:EM;

0 aymerto otaenerg(a meclnica & {3/0&( a0 Hraba ho el
todas as corgas nao conservativas.

Sistemas conservativos: sistemns em gue as
forgds vdo consesvativas rao realizam +raba lho.

A o,nafgria ML CA Nica permancce constortr .

ANALISE GRAFICA DO MOVIMENTO
Nym sistema com um Onico gray oo liberdade, g,
no rﬁf(co da QM’F?F&L pofwxcia/ Energias ()(s)
4/0%0\\ U(S), o e,ner?m mecani- Em(s)
co deverd estar seMmpre por /
cima du U(s), or :
Em_u,;gc _EOW YQ?IECO/ naoo pcrmi+7o(q
A distRncia entre Ep(s) ¢ para Em.
U(s) ¢ a energia cinética. O gragico de U(s) e Gl

Permife analisar o movimedlo . Exsz(OSf
Sistemo. conservativo St stema diss?ga{‘[\lo

'E/fﬁf‘gjas U(S)
=9

Em (cvnslra,nffz A
ULs)"‘ S ! 3
5. | N\ s

0 sistema oscila indeginida- 0 sistema par em Sy,

mente entre Sce Sy S2,53,.-- & fica em
re povso em Se.

S
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Aola 15. 2019-04-03
OSCILADOR HARMONICO SIMPLES
S A suporte tixo S
mo[ﬂk cam
constanf; 7
SPor- = == ©
cilindro da
SOLO /MOLSSG(m
Energia potuncial =k <2
gie poto ‘ v 2SI o
Porea. Yangencial __dU = k72— £ menos
g g Te ds k2 M} a primitiva

O y&{ico de Ufs) € uma Par&\oo(a} crescent, de ¢
com valor minimg em Se, oncle

; =0 = |Se=-M
(pon‘f“o de Zﬁc/ﬂﬂ?rio)
A e,n@r?(o\ mzdx‘ﬂfca) Tm y N9 padL Ser menor quL Uo.

Se Em=Uo ) 0 s stema estard W)
em (‘QFOVSO em S=So, Se €m>Uo/ \Sg—Ps sy StAl/

A ? S

dzspre%ando o resistencia do ar . : =1 !
VU=

Em & vma reto hori%orr(a( grwe uf;-o ~—4 Us °

corfa U em Sotk ¢ SoA R eguilibri,
O mavimerto do sistema & osd(ajro’w“o)anJrre %{‘A
¢ Soti. Se a molo for deslocada ot So-A e | argads

&0 o ?ouso ) e,m(EO £m =U(g°—Aj perma nece congfmf(lf
o cilindro oscila com am?\({vdj_ A.
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PAGO DE FASE £
€S l

Seh  Se A
Cada Ponjro (S,Em) no \ ' ke N
W‘fﬂdm das ener%fas
correj)ondfz o dois insfan-
tes (feramﬁs  quan do o
cilindro asso por S, com
veloci posfg‘va ou Nega-
fiva: Ep= _'!‘L-VZJ‘—U(S)

= Uzt \FCEM:U 53)
V)

’Refr«swd’ andy U~ ne eixo l

das ordenadas esses dofs ins- Espago derase

hfr(zs Licam em po ntos d(\cmn%zs nUMa z[.‘Pse . Coda
anto dow olipse (cvmla de LVdu;;&o) carcesponde a um
x’na’fraﬁfa ‘t’) entre Q ¢ o ?Qr‘fodo e asci[aZdo T,

Apos t="T ya dipsz volta o ser Fercow*ra(a o aff 2T,..

A cada fostante £ correepondL - (s,0)

vm ¢ nico Ponf 0 N0 ¢spage de >

£a.se (3/0‘) NG ?OSWED T}-: e’T @
¥e= S8 +uUe,

Velocidade o\q:ase
- o~ N « N
0 = %% - 3T+,

\ 4 7

~ —> S
—2€,
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curva de

Equagio de movi menfo: 0t=5(0) v :W(U?fﬂ

Fefmﬁe determinar o velo cid aoe oshado Ay Y
de £ase em ggua(%ur ?on'fo do ¢, o;)‘micia( 5/9.?_3\
2spago dﬁio\ ¢ ¢ tagar um e 3\:37\3
campo de diregdes, gue mo stra :/w
os vatres W em virios pontaos. ¥

k parkir de om estado inical, (80, U2, 0btém~se unm

curve de evolugao, qun 32 0 ca%Fo de diregi?es e
epresento o movimento do sisma o parkir dle(So, )

No Maxima, o campo de diregaes ¢ as corvos de evoluay

Poolkm ser gb’(’(oQOS com 0 ffogfamcu ?fméo(f:

plotd e (Tl [y X3, Doy b1 [xe6,43);
dwos ¢ x?‘ré;’ées iuﬂ doas Variave(s

dependlem de Ko €% gut obz,gmz,m wnkervalos
%%OMW&Z&M szlsze(oada ) 0 es&c;soee(e Vf%g é?‘i{
Exem P\o, U=k s pmgs
=Lz f’e:-%%:—k%—w*} - B
m=204 a£=?%8~}: —%3—9,8

O campo de dhwaq’o‘es OM{M -sZ com o comando:
- plotdg([yLir#sfo02 -9.87 15,97, 15040 1, v-331);
s a?{s

|
[k
X((;Jﬁases% ufh/ﬂs
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plotds (D)1 pxsfp.02-9.8 - 03 %% abs (s

Clicande com © mji num
onto do espago s,
Po\ojr{m -se E:l cUrvo dfaa Vo~
IU/GEO gL possa por (5% .
pnto, % s
Se indu(rmos a resc‘s{-@nc(‘& dor or. a o\cz(zra.gzao

£er& um termo adiciana() o Porcim(a[ a U2 mas com

S‘ma( o?os'fo o U - ot = koo 9 _culvl
™ Kcnmr@aﬁ_@ agrodic
Admitindo C’—“O-B) o campo ‘ namica.

de Airegaes obtém-se com:

L5073, T-o4,0.13 1023,
As curvas oo evolvggo s
QsPimis m?roxfman&o—se para (sojo) :

SISTEMAS DINAMICOS
Esprgo o fase (esfado do sfs‘fzma) com N vartdvels:
31)82_)...)31\
velocidade da fase com n componentes:
U=(S1)S2) o) S0)
em oW cada com omn”ti S¢ ZUM& ungcTo conhéc[o(a
P )7 f /
que ou‘%n’&a do ¢stado:
S: :%(Ss),../gw/’{:>
Dado vm estado inicia(} encontim-se a cora de evofugcfa
do sistema, sagvr'nolo o campo de diregoes em n dimensaes
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Aola \6.2009-04-08

Exemplos de sisfemas dindmicos
@) Modelo STR das daengas cantagiosas -

S sSusCePtivel
Ndmero de individvos= N =S+ T+R a dcﬁﬂvﬁa-s
N N I-—-;iﬂ{dadoy
Duas equagoes de evolvedo: Rqrcepvpzrados
d_j: _ I_ + b S:[ (MU/\ZS)
& & estado— (5,3)
dS - —bsT velocidade da fase:
T T (£ 8) 2 LaTebsT 4T
: X = (t,8)=(-aT+bsT, ST
@ Eg(uag; aes di ]czrencia(s. Exzmp?a: torivadas o x
X2y 4 Bxy - ¢y =2 dafinem-se: L v

. 223\ )\}':5\\;&\
= XZU’\+B)<%—€"fj=2)<
3 equagoes de evolugdo: Y=2

2=\ )
- \_ 2X+€Y-32X2
estado — (‘5) t, U') w=(v2) o) U= X*

D”Lz(%) Y% (2,x+€"g~3x%%<a> varid ve( indap«ndlrﬁlf > X

(@) Pendulo. & :—%smﬁ (eq. de mov(mmfn)

-

— — 6 =W
2 equagoes da evalugao g 0 :-./Z—[sfnfﬁ
estado = (6,0)  W=(u) =(w, —%sinﬂ)
Os exemplos 4 ¢ 3 s@o sistemas autonomos, porgue
W nao o(,epandbz da variével indipéno(,en_& [€).
Num sistema avtonomo, o evolvgas a pasfir dvm
estado incial, emts ) no depende do valor de to.



62 Sumdrios

SISTEMAS AUTONOMOS COM 2 VARIAVEIS

i ds. - £(s,5:) 7= (wf ;afz)
%Z—Qz(s‘)sg X

es‘l'awlo M(aa(

PONTOS DE EQUILIBRIO
Pontos do espago de gase onde U=0 ({, 0e¢ )C[OJ
Se num instante £, o esfodo do sistema far Ponf*o

de egrut (OfIO) esse ¢stodo Puwxanecar‘a constanlz em t>¢,
K& dois anos

Ponto de ag(w lTbrio estavel. Se em £ o estado

estiver proximo desse panto P em t2>% o estado conting-
Co Prox(mc? de P

Ponto de Qgrwhbrm instavel. Se em £, 0 estado
estiver Prémmo ole ?) em t>to estard cada ves mais

o\,‘:as‘)“ado de P
Eé@hﬂg}()é O c{rcvlo e ?resemLa um POM‘O de eqw\{bfp

e as curvas sao corvas de ¢ualugao.

X QO T

estvel

equill brio instavel '“5{‘“‘/"—
estavel
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CICLQS. Curvas do evolvgao
sechadas = oscilagsn do sictema

Cada estado Pnocicl re ‘7@’{7:52 in dlf inidamaits
em t, 1’:+"T‘,1€+2T‘). -

?—‘(:/ ++’f}f+2T}..

ORBITAS HOMOCLIN (CAS

Curvas {'QC%ao(as mas com vm
Po#f’o de zq,vi\(’brfo = Oscilagas
3 ocorre yma Ve (guando o K=" 100
estado o\wga 0o ponf“o de a/aruilt’brio J& néo mvda).

GRBITAS HETERQCLINICAS
n curvas de evolupan (Co, entre C

n POMLQS de Qgtuilfbv‘:“o),g:ormwdo . S
UMA CUVA {Qc{/lada. (n=2)

C3

&)’,09

Pt
|

Co

SISTEMAS CONSERVATIVOS

S.( 3%\% (54;3:_>} ézzrgiz(&)sz) ¢ CO/!%ZFV@."'!.\/O)Se a
olivu?tncim do veloctdade dxfase cor gempre nvlo:

= 25 49242 — ora guaisguelr S(e S
V=D 1 Bdr =0 (pora quaisquar Sies,)

=) existe yma LUngao H’(S:,Sz) (ham[['bnrqna)}tz(%;
[S', = %%z , Sa= ~%_S&(} eguagoes de thomiHon

t
2s, At d€ 71{’+ dt L (@ns{aﬂg)
Como '%a(, as curvas de zvo{ugz&o s&o as curvas de

nivel do. fungao H(s(,S2) %urvaS onde Pcrmanecz)

constantz
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Avla (7. 2019-04-10

-

Exemplo 4. 1i=—29
O = -2x

b4 um Pon‘(‘o de Zgruf‘ﬂar?o
em Q(,g)z(o/o) . As curvas
de evolugao sao as curvas

B=Xyi= constant

Mastinne, —= Plo{jgg‘_()(AZ"(j/\l); | o X
Exaem lo 2 . Sistema wecanico conserva+«‘VO/ com um gray
de Iifoerdawhz S, mw%ia- Po{"ahcc‘a( U(s) \[nao:npum
o=Fe—_14v | _ = v
Qe m - W ds 9“‘("3‘#%&)
= o
' -u:?ﬁ’_\_ﬂﬂ_ - -
RATSE TR R 222t - ﬁ_f+%:%ﬂccg)n%)

Ha 5 Pon+os de e%u?[floﬁo
U A CSQ/SUSL/Sa/Sq—). Dais dﬂ‘ej
™ Si 253 (minimos) estdveis”
Nas vizinhangas de S, e S
ha ciclos. Em Sz hé dvas
6rbitos homoclinicas e
entre So ¢ Sa uma Grbite

P

heteroclimica.

s e— Retrato de fase
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MECANICA LAGRANGIANA
Permife enconfrar as egrvagé'es de movimento a quﬁ,
do expressae dow energia mecanica.

Coordenadas %amm(iz-ao(o._g-_ 90 %)) Q?,%SL#MJ
n fungoes de £, cada uma associoda a um gray do liberdadq

\fé(ocidadﬂs%_anara(naég_s: Q:\,ém...,g.;n
decivadas das coordenadas gentralizodos.
Espago da £ase com 2n dimensoes: (%,.--) Qr,,/%,...ﬂ,,)

Yorgas ?,u\ua[imd.as * Cada forga n@o conservativo %um
realize trabalhe degine n porgas generalizodas

‘ B A ¥ = ponto onole 6/>
QG- A = F'%J (a("f‘;\da ¥

Se as @ner?fos ciaﬁfca)%’c e Po+¢nc€a() U forem

expressas em £ungdo das variéves de estado (45,4;),

as n aceleragoes é;\) 'Qﬁz). o1 %n Fodim ser obtidas
‘ oes de Lagrange :

o '?amL(r d,:; eguagde grang

d (9@0\ QEc LU - Q: 1=1,2,3,...,h
d . J
t 29, 79; 9%

tstas equa ¢goes sao egufm[zn‘(ls S eguogoes Zﬁ':m?iq
IMe =Temel ) mas m a van%a%m de serem validgs
em gualguer v*eprzmc(q( (inercial ov nao f'mzrc(al} e nag
inclyem forgas que ndo realizem trobalho.
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Exem ?lo 1. Pendvlo ,ﬁsxco de massam
¢ momento de inGreic sem
celogio ao centro dowmassa,

lg«t/a{ &Icm

Este sistematim ym
e budac& /6‘ 20 ?y&

é: («9«&)

Enu%m cme'{’aca
t(‘, = .Y_V\_.chm '\’IC'“

como © can{’ro de massa tem mavimen"éo circvlar com miz

{wo = A
Phd Vom= & (o 'fzommaj

ST = 2 - e
e ot T T § (g

= A mrEet =vaio de giragao em
= |(BemzMG g relagao %\o (X0 Fix0

Ena%‘o\ ?oﬁncia( (%mvffhca) -

psc\mn(mdo a vesistEncia do ar dﬂSpmeavz() Q =0.
K& uma eq(/avleao de LaP ace:

?f%g‘%c ,2_%+Al =0 = %W\U}Q O+my@rsm©~
?

B Toungao de movimento
- \¥ J Ao PQV\AU
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Avla 18, 2009-04 -24

ENLM?IO- J\,\oco dosprezando a resis-
Bncia do ar ¢ o
" P(;L:th 1 atrifo entre 0 bloco

¢ of(amo/e o Mesae

-Q’
4 ;7 /7

no .
mes o horizonkal 0 P[“

cosrdenadas: NS if\c(i n ado

HOCO: Fb/P: X/l:

s /\
T =cosB&s tsindlu

%‘fomQQQ
= r\b T)b/p t+ r?
= (st Kcose)es ~+ )(Sm€~e,C
\fz,loaciao(a; .
? = 565 ) O} =3
""(S'\'XCOS‘G‘)ZS Fx5inee, ) 0= $34x2+2 3K eosth
Ha& dwas caardenadas genera lizadas: (S X)

om MO O = . 85 p (3reite28 cosd)

2 equagoes diLg%ang.g: U= mg,xsmﬁ
d (9&) 2B o o

(Mm) S + mxcoso-=0

9y ) 9s 2s
i»(ggg 95,900 = Lot X = =gsing
ot 9%) 7X 9K | |

£ sis vio |inear pan
as varikvels S X



68 Sumdrios

\O MCOS'G')
$ - \-gsing l -~ MQSing cos@
[4
Mtm  m cv%} M+ msin®  (Fe K
05 l constanfes
tm 0 i
)'( - tglos& ”}Sf’\f}l = - (Mt m)g 51
Mt m mcasel M+m sin*0
CcoSH- \

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

As ,?or;;as cle [I?OL;E&'O S—EZV\Sﬁ_o NV Ma cora(q) reagao
narma() atrito estatico) nap entram nas equafoe s
de Lagrang-e. A cada {Ig,apao estd asocioda
voa {:c/npa“o: Cc(9%,% 7 Q) = constarle
gfw;&p{fmft redvir o nmero dr %raws o (iber-

Quando far necessario calevlar a forga de ligacap
—) - “ -
- assoaada a cond(,mo {(2 00”194‘@'}—&) vsa-S¢ o

Md’odo dos m«/H'(P[(cadons de Lagrang,e:

(i) nZo sS¢ Uso fgconsajiv\"fi Iam redugir 0 nomey
de gravs de liberdade (admitem-se 9,9, ... 4,
Mo&%;n deites) . S

((¢) em cade Lquafao de Laﬁwan?@) acrescenta-

se uvm Tarmo  N2Li  — componenle J dafof,cm(moﬂ
24  wmento) de [fﬂaﬁc?o C.

498 _98c DU % e = Q; | j=1,z. ey
r—?-\z;W\V('HPl(Cadof de Lagfa,ngj,

ee) Resolvam-se as eqvagpes de Lagrange , junto
)com S}g:consf‘) pare jr;rﬁwrhan Ace %@gf{@..}n)
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E;(emp{o, Resolver o exemplo anterior;do plano
indinado 2 o 'b[oco) admitindo cotf(c?m‘%&@ atrito
cinZ'HCO M‘)Lh‘hé Q HOCO ¢ o ?lcmo/ 7 Mz/znﬁm 0

?\ano ¢ a mesa.

Resolugan . Haverd duas sorgas %mera[igﬂias:
akrito entre o bloco ¢ oplano ¢ entre o plang ¢ amesa

Mas essas foras dLPandim de dvas f_orpas d¢

ligosRo: reagsn narmal no bloco (R‘\ ¢ v\o(flano(RL
° o

(com plan m & MRsq
Sem  essas  dwas (Igagﬁes) 0 bloco poderia andar
Wy na  dirkgGao 5j o plano na
9Ty diregao U ¥ =SZs+UC,
P o =2 -~ ~
< . P = X1 +Y)

A P A
‘ ?s T = xC+yT + 58 +ue.
T =cos6qs +S1ne<u y J=-si 0§25 +cosHe,

"‘—57’1:-(s+;(cos&-—ysm9>/és~\r(u+x57n‘6‘+3cos—9~)?k
Considaram=se 4 coordenadas : (X,4,s, w)
e & velocidades: (0x,0h,05,02)= (X, 9,§, &)
H& dwas candigoes de \fﬁa;;o‘fo:

J;, = Lﬁ:conS'fa/dZ ) ’Fz: M,:cansvlaﬁb;

com  dois mvPrIPHcadores de I/agmf\gfe) R, ¢eR,
As camponedles das forgas de’ligapss sa -

I [ — 2 — { [ — = =
R%%:R\ ) R%}% _R\,;isi ‘E"Z\%"O( DR = reagdo
Ro242 _R, ) Rz?ﬁéz%zﬁz%&_fc&:oﬁ Ro= mea?o)

normad
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As dwas rorgas 0o conservativas sao:
—)

s'LF‘ .—.}L,Rt ) atvando na Fo.sifa‘o: -r-:/f’ =XT *‘jj\

—> N A
Fa=-Ma Ry s aPlimdﬂ em: ?; =82+ UL,

A> q,ucd’ro comPoerst d,CSSa-S ,?or,ca.s Sap :
— —>

ﬁ@lx = ﬁ-gﬁlf,_:: M.Rl QM:F '%{p =0 let@lu:D
X

QZSzE'E: MR, sz_é-?j; =0 sz:sz:O
0s U

?Zs@[ugﬁo das Qgrua@es do Lago”mmﬁe na MOLX?ML’

' 9md’l'f(7yf/ UK

gradef(yt, vY% e £inigdo das velocidaoks
2«”14&;(5/‘6/ vs)$ aene raliza dos
grades [u,t - od
grades (ox,t ax)$
gradep(vy /e | definicao das ace (¢cragoes
gradep(vs, tas)g | genwalizodas
grodes (bwt,ad$ vetares posigad 4o plago e o
re: Is,ul$ /\/ bloce, no vegerencial (25,2
rb: [s+x*cos(q.)~g*sin[q,))u+)<*sin(q,) +Yx0s(2) ]
vpt dys(rp,t)y
Ly Tus,voul (%)
Ub: digf(cb4);
Ls [=sin@) vy +os(q)oxr s, ws(gloy +sing)or+ow]

Ec- M*(\T?-\TP>/2— + m*'{irfgSimP(Uh O'E)/Z ')

A onar?,m \>o+¢ncfa,( ravitica dz?Qndﬁ das coarda nads
. do plano e do %;!oco;

—
Vb
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V: M*?—& (‘PD] A m*g,* Pb[—’»} ;
Equagoes de Lagrange:
et digg(digf(Ec,onyE)~diglEc) +digf(Un)=mutary

eg.2 * dipf{digq( B, 09),€) - dipflEe y) +diff () ~ RL=0;
g3 dige | digpleq, Us), ) ~digt (B g+ dicg (v 19 =-MU2xRs

og & dige(digg (e, od)t) - digg (e u)+digg(y ) - R2=0;
Substitvem—se Y, w,vy,ou) ay,au, usande as condi-
GoZs de lf%;’da:

subst([ay=0,alt =0] [eg4,942 243 Zgﬁﬂ ;

€ reselve ~se para encantrar R‘)?z)w e s,
«{:ri?s?m? (sofvz ("/o) [RY,R2,ax, as | )))

Solueas
(M2 5ing +C059) M o
Ri= - &
" M +@ M M) sin&g - (M.&Mgsm&cos(% M
R, d (Wim)g
g M+ ((\’A\}*z) Sin>g — (Mt“'/lz) Si ﬂ%coSé) m

G = ((1-})\\;@ SR -(Ml+i4£)_gos4}> (Mw‘vvl\ %
T M (M) s = (Metdlp) ST N4 cos4) m
_ ((1=pu Mo sirdrcost *(Mithy) sin*h —M‘)m -—(M«—m)& 3/
M ((1-MH) S8 = (At M) ST cosg) m
WL, Com Mi=M=0, Qx 2 Xs sko as mesmas

bt{das no exemplo anterior

Qbserve—se 9
Q}(PMSSEQS ]
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Aula. 19.2019-04~29
SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

).( =Quk+ A Y
\'j =0y R+ Y

= \%f“ M; «‘;_{X'X le aﬂ

\ehor posican oFero\dor [inear
-
no espago de fase Q(/g) (Rl)

velocidade de rase: W= At‘
Pontos de¢ equilibrio: AR=0 Q“ Qe L
4 = Ay [T

cQ
admi{—e-se gue et A 7&0 (szﬁé'o 0 s&s’l‘emofhi d}(y/la_)

ymao varidve(de stLaAo) Como +0L() 0 scs‘(‘wa AT=0
tem vma Ohica solu ag 0,Y=09.

\Um gnico porrf‘o oLz zq,ut ’bi‘(o na omg,ej

@y, Qg0 € Ay — 4-nimeres reais
)

93& 2

Se em Vo o velocidade de
or U’.o entio em k?o) _» sera:

= P}\(k\’o)—- k(Aro) L(H.o -

= Em cada rtzJ(‘& que ?asga
p@la origem, o diregio cle ‘
W £ oo mesma. Sentidos - T-2Ye

0POS+O§ nos dois [edos JAONZ/@M

vetores grogrlos posigoes Yo onde a vz(ocm(aa(z
de fase Ue tem oo mesma diregao de e

e
—ZlUe.

= AR =27 A = nomero real = VALOR PROPRIo
(da maf‘n‘%—/%)
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ﬁ:ivx} = ({Qu at), ][)(]:7\[)( <_: Qt(‘?\ Q.2 {X]:Q
Y Q2| Oyy Y Y Q21 QA (LY
dd'umimﬁé V\ulo) para.

A=A Q2 que existam solvgdes
=0 d({;{r@n’fls de x=9,4=0

Qg Qyz2-2
) ) - = 2 (Bt )+ 0y

_ £rA = trago dt A
= 7\1__ tﬁ\ A +dz’é’&:ﬂ det A :d‘q‘f‘?r:&iﬂaﬁ_&
du

%:f_—f}tw

Pode m oxisticr um ou dois valores })ro’Prfo.’s reais) ov dots
\/a(orcs Prﬁ ?rfof complzxos (com?éxo Conjr/?ao(o um do

ostre) o i
Se To £ar vetor Profpr?o) do [ o
\Iol\o_: Pr@:o Ne - y . =T |
u-o = Aro’_‘ 7\;‘(0 :
Y
- U=Ar
X

. 4
%é"j = A ——
—-==>\ V)= T e“‘a

(L'>7\£ real Posf'h\/o :Zurvm de evelugao fz‘ﬁa) g UL
c¢ afasta szonzncia(mami Ao ol‘ig,zm.

(Lc‘) Ai real Mg.aJrivO: corva oo zuo(uga”o nzw‘aj gue
se ox,proxi no. exFoneﬂc(a(mo_ﬁfZ da ort‘ﬁam.
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TIPOS DE PONTOS DE EQUILIBRIO _vetores

@ Nés repulsivos. W (}\,(\/ J{ pr Spricg
trA>0 @ﬂ)% detA T w2
z

= N ¢ \y sdo reals, Fosﬂw‘vos

X
¢ direrentis .
. - 4 ~ ?\(:'
Bremplo: A [3 ~1) K2
(2) Nés adrativos . ‘o
trA 40, (Jﬂ‘i@>a>du‘:A Y 2 20
=) Neh reais} nego&ivos)
olf,fzrmﬁs, .
AU =21 el
Exemplo: Afb ’1 N
© Pontos de sela. )
det Aco = e N reals, Aa<o
com sinals o?os‘f‘os - A >
Examplo: :[Z 2| M=) -
plo A 2 -

Nos outros casos, g(uando A=a+(b (compfems))

nio oxistem vetores Fr5Prfos no plano [R&, Todas
as curvas de evelugdo sao curvas.
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— b ~ . .
—'(—3:: .Foe?\t: To é‘k"‘ ){-z o eml:(COS (b‘é)‘(’ LS)G(L‘&))
(solugao complexa)
os parfes real ¢ imagindria de 7

B eas(bt) | Beinlbt),
sao salugdes (veats) particulares do sistema. dind mico.

(4) Centros. E xemplo: P\=B :ﬂ
y 4 N=%(

trA=0, detA>0
?> 7\,)2::‘25 S(ﬂ{:l&\

todas as curvas da evolugao
S&0 c‘ic[os/ com ,(regru?ncia

om?u[o;r \detA

@F&cos rqwlsivos.
£rA>0, [TAYZ dotA

= Np=atib (ax)
Exemplo: A\:[‘l “'1

. osd!aga‘es ‘com am L'JFVGQ
7\‘{- \ £t 1 novlar =4
) crescenle ¢ freq.a guiar =

(&) Focos atrativos
AL, (LAY ditA

=) 7\()1:: atib (QLO)
) =l
%’mmﬂo. A‘{,\l f(]

7\|,2 =~[t( osci[agb“es com'omplrvde decresces,
e trea anavlar=1
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Aula 20. 2019-05-13 |
Tipos de equilibrio nos sistemas lineares
NGEA o detp= (LA
oCco ,QOCO >

/ & atratiw g oteative /
no N no
atrativo rePu\siva' .
gy ' 7 trA
st
pon/fo de/ sel/o.
- (—érA

Nos P0ﬂ+05 do parrfbo(o\ dot A = _-fy) @ matrie
tem Im Unico valor Pr5[>rio)rea(. Existe a.penas yma
ceto com dvas corvas de evalugao Gue se opraximan,
ou agestam da origem =7 NG IMPRGPRIO
SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

%= £k %) §ief. s®o gungoes continuas
).(;_ ’—‘—‘:z()(q,)(L) de X e Xz ¢ nao sao SIM?(CS
combir\agazs lineares do X e K,

Pod@m existir varios PomLos de equi [(brio.
olclinas de Xt £,(X,%)=0 )

‘:urvas ond4 %(jo ) \\)P(?;LX
Nulelinas deke: fuley=o AR 2T
corvas gn o {(L =0 \__,/\
Os pomtos 2 equilibrio s&o a in{vrsegio ertre
as corvas ol nivel £,(c)X)=0 ¢ f(Xyx)=0
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APROXIMACAO LINEAR

Série de Tag(ordx,gl, na vizinhanga dum pomto (a)lg)‘.
— 91()&7& -\—9 ( ()Q"b 92; - 2.‘

5= o) ¥ 280ca) 2 LCH 126 rf.

e de forma ancﬂo?a para £,. Se (ayb) for POHO

de aq,uilfbﬁo) £(&b) ={2(ab)=0 ;e mantendo uni-

comanle os termos que duegendem dle (x~a)e (x,=b):

Glrgxe) = 260 (Xra) + 24 (X-b)

P% () ?X2(a,)
Sa(rgXe) x 262 (xra) 282 (Xo-b)
28 9/2(ab)
Matriz jacobiana do sistema
TD-OQ)XL) = X%—’)% %%z

A oproximagao das tungoes fiefp conduvz o um
375{’2471& linear:

it A" X'X‘f; A =T(a)b)
Ty Ly I

Em cada ponto da egrufl(br?o existe uma makriz
A)corrzspondevﬁi Py mFroximmﬁﬁo (inear nessa v‘tg«(afo.
Se o matriz A estiver na pardbola ov no semieixo
positivo das arde nadas no gritico detAvs. LA (nés
imprGprios ¢ centros), os termos rao \inea regs podem

)
Fo200 Com qus 0 parto cle equil. Sejo. £0c0 ov g,
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v 2
Exemplor ¢ % =6 roledent-0 -3 x2x2
Y 2
%2=2KKE —6X (KE+xE=1)
Resolugdo no Maxima: damio [ ~/ornaxime/atla.20");

"Definicdo das duas fungdes"$
fl: 6*%x2% (X272+x172-1)"2 - 3*x172*x2"2;
f2: 2%x1*x273 - 6*x1*(x2"2+x1"2-1)"2;

"Determinagdo dos pontos de equilibrio"$
p: solve([fl,f2]);

"Ha 13 pontos mas apenas 9 estdo no plano real."$
"Para extrair os primeiros 7 elementos e os dltimos 2, da lista de 13,
usa-se o comando:"$

p: append(rest(p,-6), rest(p,11));

“4 dos pontos estdo nos eixos."$

“C4dlculo da matriz jacobiana"$ f H
1: jscobian([f1,f2], [x1,x2]); < %ICMZWO
"Calculo das 9 matrizes das aproximagdes lineares"$ DU/IAZO. d@/}’)

A: maketist(subst(q,J), q, p);

"Tragos das 9 matrices"$
map(mat_trace, A);

"Todas tém traco nulo. De facto, o sistema é conservativo: a matriz
jacobiana tém traco nulo e, como tal, os pontos de equilibrio
poderdo ser ou centros ou pontos de sela."$

"Calculo dgs determinantes das 9 matrizes"$
mop(determingnt, A);

"0 primeiro, oitavo e nono pontos séo centros.

0 sexto e sétimo sdo pontos de sela.

Nos 4 pontos nos eixos ndo hd aproximacdo linear: esses pontos
ndo sdo dos tipos encontrados nos sistemas lineares."$

"Retrato de fase:"$
p&otdf([fl.fZ}.[Xl.XZ],[X1,-2.2].[X2,-2,2]);

Os 4 pontos de eq,u‘('{t’bm“o nos ¢ixos, (0, 0, [ol—l)) (4,0) ¢ (1,9,
onde ndo ha aprexima ¢@o linear, estao l(gados par ¢
curvas, gormando uMa Srbita hekeroclmica.

Pode ser fragada, de forma o.proximada, ysando

V\S'{—ZFS ‘—"—-;D 4 +fQ}CC+O(‘ _.a.—é’:. Q.005 ~(.005 (menv ; >
Y‘S{'Z?S=iio ¢ ﬁajecfor%,a:é = 0.005 1.Q0% C’on’F?‘
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Ha s +ipos do ciclos: 3 & volta de cado um dos
3 ,carrhros/ um o volta dos 3 centros )a?emtro do 6rbita
hderoclinica ¢ ovtro & volto dos 3 cem(ro;) fora da

scbiton . Podem ser visvalizados ysand o nS‘(ﬂZPS =300
e 'Emjzc{'ow_oft nos sczgfum{‘zs v Pon’f‘of

Q 08y 0 05, 0.9 &3 0.9 450 1.4

ExiSJ(UV\ dvas 5%#@5 hOMOC(l’nIcas)uma em cada
po ato de sela (nsﬁFS';BOO, frajec‘h)ry,acf 10,5272 06502

-0.5%73 0.65@/

€ had vma sz?umﬁa Srbita heﬁroc(t’nica/ com 2
corvas o ligar 05 dois Porﬁ—os de sela.

(nsteps =300, Jcm)'ecfor},af: 0.5129 0.625)
0]

—

T
|
|
(

X2
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Aolp 21. 20(9-05-15°

SISTEMAS DINAMICOS NAO AUTONOMOS
X, =L (Xiy X2yt
{ 5(2,:«?'&()(:7 Xz,‘t’)
Considerando T camo mais vma variave( de emca.do/

e acrescentanda o eg(,uaga‘o t=1 (%215)

K= £y K, £) sistema avténomo
Ko=£2(X0,Xot) com espago Ji&ﬂie

=
’t — i (XI)XZ'/'&) Xlk:'z

comgQ -{' PQSSON o. ser VO”&V@( do Zs‘{'a(g.o) Pq/\a &[&/‘-
minar a corva de evolugao ¢ mecessario saber o
valor de €o (para al€m de Xo € 7).

ESPACO DE FASE COM 3 U MAIS YARIAVES
Q programa ek (método da RUW?«Q“K(IH“Q) produs
vma liste de poros gue aproximam o cvrva de
evolugao o Parf‘itr dum Pon’f‘o inicial no espago ole
fase, num infervalo de valores de +.
Eamlo. %=$x =Py z~fs

£x, %5y e {2 0 erpressTes qut Podxzm otefmn oler
de ¥,y e t. Estado inicial : (X, Y, 2)
\__/_gr(o’tvef fndgp@nd@ﬂ"& —T . desde t a‘/:e/ 1(:1\)
com incrementos At = ta—te

n—I
ok (Tx,$9,§21 Ix, 9,20, Tyt 24, [t w}

prodvz o lista: nGmeres nJ Meres

[te 08 oLl (A X2, 92,22 . - - [tn,xn,yn,2h] |
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Langamento de proj ¢teis

Y (vertical, para cima) ’EQ‘,U(XQZ)—ZS de dovina
/{ O (em t=t) Fo(ignarando a reststén-
™ K(ﬁn,&jl,\'&&)@iﬂr\ cia do ar):.

? X (horizonta ) G =0 ) V9= 7

E um sistema com +voridvéis de es4~ado(x,g/oxlg}—))
Mas separa-5¢ em dois <istemas fnd,tpmaﬂgn’(fg) cadg

um com 2 vanavas

VY
ZQ:U—X Ux N . i\j:&y \
Ox=0 X 0y =98 52 \
’ /4//@

. Y
7/

Z.
A [~y

.
N )

gom msisj(é‘ndox do al: para uma z%erq do raje
- — —— 2_..;—-"__~K9RZ A
5 Fe = %—,?R v = \JU}_(Z-t-DBZ(ORL'\-@Jj

¢+

g:—.ma%‘a VO[&MZCQ d_o ar x~ .2 kg*'m"
Equagoes de movimeaTo (ST)

o sistema
Uy = ——-—-—"ZQ‘PK (%‘)JW%%"‘ Uk %&nom .

Valor doto
(73 =-9.8 - \;._Zz}.(ﬁiw\);ﬁ\)ja Uy

2

orbifrario
m

Solugao numérica) para. R=3.25cm.e M= é%
(bo}a olL’(ZQV\B)?CWY\ velocidade inicial de (

2mM
inclinada 45° sobre a %MT&OHQ( s)
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K: ;:\ocré ((-2 % %opl % 0.0325A2/4/0.062);
U osgrt (Uxaz v oY),
cA: rk([\rx/ vy, —kx Uk U X = 9.3% o*x&)yj)
[X)\j)oﬂ)(/o-y]) )
origem _, [o)o)uaecos(o/oyé/df))lzxsm(%PL/‘F)],
na pdsigao
tnieiel [it) 9,2, O"Oi}\>$ﬁ. imPomLa/ﬂ[I nao uscu“;
last(ct); — [2.0,14.%-32,6.3,-10.5]
AN yem t=2 )ne?aﬁ'?vo

Descobric em gue instarle a bola regressov o Y=»:
sirst (svblist_indices(ct, lambda (Tp3) pI37140)));

L2 (ou sgija, 4o a partir do blemz»rb)
— | Km}(,{ﬁ ko o1

GTOTf(CO da Jrraje{o’ria)em Y20 °,

g4 makelist ([eAtil2], cale) =], 1, 166)

v

Xe Y
plot2d (Tdiscrete, 947) 5
; N —+ ¥ T t X T
2T R
2+
9+ )
\ & 4
t 4
Q0 \ V —- \ ) —+ “J
0O 2 4 t_% o 2 |4
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Se o bo(a for de P:‘nﬁ—Po%) R=1.9cm \mzz,dg

k: cloat (1.2 %%pL*0.01942/4 /0,002 ¢);
C2. rk([\r)c/oy vkaevxw&)-—a g-kxuxuy),
;Y 0%, 0y3, 190 (Z*cos(%yc/q_) 12#sin(%pLfD),
[t,0,2,0. ol])iﬁ;
lost (C2>,~>[z ) 2.6,-%6, 1.4, —F.55]
gicst (subhsjc.md(ces (cz, lam(oc{a([?] PI5140)))5 » 133
2: makelist ([c21dlad, c2Lidls], ¢ ¢, 132)%
Ploﬁzi ([o(i serete, ?2])$

—_— ! \

Resolugao de equagoes dthfCI\ClalS

Exemplo:  x 20 Xy (x _3_)3 O,/ cam Y=0) -
9\=))em X=
sistema din@mico com 3 varidvels

- Vo -0y - W -
gLy &=(g% 9‘5 > 9 *=t
solugdo numerica:

rk(Tw, Yx(V/8/xh2 =) - u/x ] 19, ud,)[9,3,1%)9, Boooi)
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Aula 22. 2019~05-20

Péndulo 5 o
& = ~.}«Sih‘@' - I:[
* -9 o5t 0
\} Povrbs de Qgruc‘\c’brro:
o ~ér:o) stne-=0 =) 4=nt

%=0,%20, 4. .. g
J=|° i} = ti(Z = a2 (enfos)
AT el
=01 137, 5y, i (pendwlo iavertido)
:F-.:[O A ()\:t\i—%j (Pon+os de gz(a)

npiaitos ciclos dunfrg das
ing Sebifas heterocli; nicas

CICLOS LIMITE
Reldgio dao péndulo. A refogao da roda dentada

saz oscilar o péndulo okE uma
om P(?ﬁ/o&e determinadaq

Existe ym ynico
ciclo no refrate
_ de ﬂcase
7 (dc(o (t‘mi{“e)
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exemplo. (x=x(-18x*3¢9*)-y
%g =Y (1-18X*~3642) + X
ws {xx(l—lsxXAz—zé*y/\z)y) 9*(!—(8*)(A2_3é*y,\2')+)(]$
solve(w)y — um Unicw ponfo de eq,u[(e’brr”o na oligey
I jooobian(w, By Y1)$
a{?anva(ues (\subsf(&r—-%:g')) J‘)) - NA=lx(

A origem ¢ goco rePu(sZ\/o. Retrato de fase:
. (\
plotdg (u)091); .
A ori emg fece ser pon
Zi aie POP }:j
M’m{'(uo) Por?uﬂ o domi-
nio, por omissao & Mot ~(o ‘ \
-{o X 10
%ﬂandﬂ.
Com um daominio wenor
consé?w—se Ver o £0co mPulsiw:
P[g%d,g(u/[x/ﬂ)[x)—o.(,o,l:() J
Ej}"O.l)O.ﬁ:()') ~@l 1,

Como as curvas de evolvgadp e aprogimam

do ort'?,@m) 0o primeico Qr&’?‘c}o)”ao ?(Qm
crUzar—se com as corvas a. sair da o rigem ;no
se?undo 9(5&&0/ davera eyistir

vm ciclo limite atrabivo. *
Conseﬁwa mastrar-se o ciclo
com’

plotd (uy b, 3,[x,; 05053
&S)fO.E) 051); ‘

.
o Tntiriar & gvalgte cico limide h& sempr UMlJ
WAQA@@V%((ENO)&{‘PQ‘E[‘VOl QU “’«PU]S'{VQ P

}
>
XXt /7

1
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COORDPENADPAS POLARES

Em q(guns ca30$7az<f>nessando as €guagoes ole
avolug&b em coordenadas po[ams mnszWM*Sé
descobrir ciclos (imite.

9=2'O</ﬁ> é—(%g}/—‘@)_:}(pcos-e/r\S(\ﬂ'g)

&= F(re)
‘: = G(f,&)
existirao ciclos limite se F(r8) for sem pre Posh‘v‘rq

oV sem Pm n 'f'i Vol (cur‘VaS Qa r‘odar no mésmao Szn{‘fo@
¢ G(r@) tiver ralzes Y‘;#O) oncle G(re9)=o0.

Exemplo. {x = X ($2+y2-3 k5 +2) + 2y
§ = 90+ o +2) 2

Decinem—se x ¢ 4 em ooordenadas polaces e as dariva~
J p

—

das d2 v ¢

G, 9)e oxfeos(g), 5] 4T

%radag(r)é/ r)$ rp—>r
radef (9% 40)% 39

Eﬁas cquagies de evolugao:

eqh; digg (%,4) = X *(xA24yn2-3x%sgrt(x NZHYAZ)2) 4%y
g2 ot({_( (vit) = \j*(Mz +y/\z—3*sg,r’c(wz+yz\2) +2) —24 X
Que neste momente estarda em ,fungﬁo du. 4,
¢ o6 . Resolvem-s¢ para encanfrar as expressoes
pa A ¢ e 6‘ .
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solve (Teg4,¢423 [rp,4pd); — |4 =-2 \
3fm?[(,€ica“52 K ex?rassﬁo i

® 6\ —x

Jcm‘;,simp(s’/o [i][ﬂ)‘, Y
Ly = -3r|rl+r®t2r v
.%ra’f{co:

2
Plotad (subst (o, rp) [n931);

- ©=-2 indica que Yodas — © e 2 3
os curvas de evelugdo rodam ne sentido ~7 o
dos ?am(dros do reldgio.

—>\V"=0 em ‘F':O) indica c%,uz s (=0 (om‘gﬂm)o
estado permanec sempre nesse ponto (e quilibrio).

=2 =0 em C=l¢ =2 indica que se num lastant
0 pstado estiver ao uma distincia deo L ou 2 uni-
daddes da origem, esse ¢stado rodard mantendo som-

pre oo mesma disfancia (dois ciclos limite cirevlare
=» 220 em 0414l o estado roda apastando-se
da ora‘g,zm (« origem & foco ré{x/lsfvo)

4 t‘LO} em | Lrs2 s o estado roda a{as%ando—sfe
do ciclo r=)e o.ProximandO’-se do ciclo
r=t (atrativo). )

-2 Y"\?O/ em P>2: 0 estado
roday ) oxgasfandmse até o0
(ciclo com r=2 TZPU(S(VO)
kil (all ) . _
S0 9r (A yng 35597t Plofdg([&i,ﬁ] [x 943 [x;3,3]

YIS )N 7
21 pR(RAZHYN - 2sgrt- _ .
% * * tﬂ,“g/33>}
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Avla 23 2019-05-22

DINAMICA POPULACIONAL

)([é} - POPU[Q?@ no instae £ >0

)23-"({04/{) = aumen%o/dfminufgﬁ da Popu(otgolo
£ deverd ter o ?roPm‘eo(o.dQ: Lo, t)=0

=) x=0,¢ sempre ponfo de eqyilﬂorio

Modelo de Malthus
X =0 X (0\>o) (X:JCOLM de na{'a(iotada=-con5‘{‘aié
= xEH =X e“t crsce zx?onanc(‘a(medz ofd @

Modelo Logfsh'co (Verhulst)

%= Y(a-bx) (x20,b70)
o=ty ce na-(—a(iolaole)cons#anﬁ

(b)( = Jrq)ca de mo&a(f&aa@z; malar grucwrfv wia Cof
i for o po PU[WWO.
Sem |

0 espago o&{:asz ¢ ct/wr(u real R e o veloctdade
de fase & U= ¥(a-bx). Retvato de tase:

U DO w40
o———?———%‘———é‘ > X
0

b

2Pontos da qui(fbrl‘o: g

xX=0, instive |

- & <
=1 )es{*o\vz(

A poFula;a'o aproKi mi=se
do valor limitz x:%




1.11 Ciclos limite e dindmica populacional 89

SISTEMAS DE DUAS ESPECLES
Xi(#) = popul agcao da @sPec% 1 =0
Xe(£) =popy [agao da zsp@cm 2 20

Equagoes de eva lvgao :

R =5 (%) X2) K!’n £ (Xtﬂ(z)
%, =52 (¥, X2) (m*%zo(”x@-_—o
K20
MM’N% Jacobmna : m{lu@ncm Ao
c,ra;(MmL ZS dcie 2 na
?X propr 9. 9)( eSpécie 1
J (- Xo) = da espicies crecimento
) QL2 | proprio da
’ enc ¢spécie 2.
(o) o, % o
g c@eocez
Tipos d¢ sistemas
?os -9—& >Q Q:Eé; 0

(O Sistema com caoperagao: 5, >0 ) 3
(@ Sistema com comFaﬁ‘gd‘o. 2:& 20 _£_ Yo,

9)<|
€ Sistema predador-preso Q£_ >0, i, 0
K ——?Preda.dorzj oKX N
XJ F resos -

EXﬂm‘?\o Sistema de Lotka -No[terra
% =x(a-cy) , 9=y (bx-d) (a>0,b>0,c>g d>o

fasey -ex X-> presas
i by bX*o(‘l Y- predadores
Pontos de zg(uf(s’brio: Q{(Q——cg)::o
y (ox—d) =0



90 Sumdrios

—

Y=oV, X = %‘ (x9)=(00)  (¥y)= (%) %:)

A= J(O/O):{& O] h=az0 Dp=—d 20
o PoNTO DE SELA
0 _QA' = dfé& :Qd>o
A= (5% :[a(o b} frieme SR
— O, %:tim

= X&) ¢ Yl&) oscilam com Fveq,u?ﬂcfa cmgx/la?‘

~\ad'

Examg(o de fajrra:éo OLQ.%ULSQ com a=6,b=3 c=2,d=I5
plotde (Txx(6-2%1), 9x (3xx-19)], [X, 4], X013, [y, 0,10]
\9 ;

S&X;O)V) g»‘—% 92 Pon-fns oe eqyf((/br?o:

10

r o !

o
2\

0 "x 5 10 -1 Lo 1

Esse jriPo de osci(mgaes observam-se na natureza_ nes
sistemas ?rzaladn%?r%a ( eremplo, rapozas ¢ coe (hos .
Um ?oob[z ma destt modelo € que se inicialmenls uma
das 'POF(/{OL}ZO_QS 5Ar quase nula)o cido vowia a:ée/'
valares muite alevades das POVV(OxW%,com o ovtra
& plcar quast e;dmeq, Seria mais realista ym cicle [imife.



1.11 Ciclos limite e dindmica populacional 91

GXI,MQ(O, Modelo de {r@o\(i/}gfﬁﬂnzr:
fe-R)-E 9= (-4

No Maxima:
w. D(*(l’7(/?)“6*7(*3/(7-1“?*)()) yxl-y/2/x)/5] 5
solve (W), a(:[@:o, x=0J, [9=0,7<=“l],[9=0,)<=¥3)
Ly=-4x=-1 , Y =2, x=417;
) Pon‘('vs e eruE(f’En“o. Um em ny,z as dvas ?o?dtm
goes esta exfintas (0)0),0utro em gu yest extinta
e o ?oPu[aga”@ X glca em 7 ¢ o0tro em gque as dwas
PoPu(m}zO‘zs Vco@xf?ﬁm)zsﬁbf(@andoﬂse om é(,g):(ljzj_

Maﬁ(%\jaao(eiana? (\ _ (X Téo

J: Jacob tan (LL)D(M'_D} N 2 K707-><+?'
= sistema predador —presa fox2

X—=rpresas ) Y- Predadorz 5.

R‘Z‘Ha{'o de ,?ase:
plotde (w,lx) 93, Tx;0- 1,197, [y,~0.,103);
T ciclo i "\ VN e
limie : :

0

Y

N

X ; 0 o Tt
A X # o 20 (30 40 Zp
) ciclo " limitz

existt um Unico cielo limifz com perfodo x 20.

(0)0) 2 (?,0) s&o PomLos de selo ¢ (1)2) & foca rePU(Sz\/o‘
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Avula 24.20(9-05-27

SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS
As voridvels de estado X; s&o Seﬁ_ufe\nc?a,s)zm
vz de fungdes contiuas:

=5 %o X, Xz, - - o= valor do variave(

A zx)xlle 5o X no Pm‘odon.

As equagoes do evolvgao sBo velages de recorréncis,
em vee de eq UAgTLs di{erzncfais.
Exemplo: Modelo (ogtfsh’w—

No caso cant(puo:

X = X(a-bx) (&;Z,o\oz)
Refrato do fase:

No
repo [sivo ér >

fno’ ateativo
< 7
o

a

No case discrefo |0 avmento da populaas entec

0 sz’o&o neo ?zm’o&o nel ¢
Rati— Ko = Xﬂ(a"bx") ,
= Kot = C Xa—bXa (C=Q+(>l)

Ponde escrever-se. em gunc@o dum dnico parimetro;
Xn= % Yn =

—

2 2
%‘j“‘“ = %vﬂ "% 9“2-

| Dv\ﬂ'—‘—cgn(l—kﬁn)_j @'>()

(oggé;l)
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Pontos de eguilibrio: guando yor =y,
= Yo ((e-DYs-c) =0 EWO‘“"
Yn = Sy

Dado um valor Mz‘ciod) @ seq,u:z’:ncica 590 Y-
enconfra-se therando o ag?/uagz@w de recorg@ncia

(Yo, Y= Ce(1=40) ) J2= Y (290) - - 5

No Max(ma)Poc&mqs dﬁ,]c(w(/‘ UM&,%?WZQZTO g{y,&cm?e
a Segubncia: [
£(e,m) =block ([y: [o-07 por 32 thry 0do
y: endcons (cxlast(g)x(1-last(y), y),

mos"’rm X — > 9 }.)

gz,g_uﬁ'anQﬂ
Resultado para otfﬁ«zmmLzs’ valonres 4o pacmetro -
(O c=2. plotzd ([discre{“e) @(2/20))[51?16/ l(n@spoin\‘sﬂ);

" Tx (abef ,ont]
AR Y .
0_0_———0-—0—‘—0-‘." 7
0 N
& =0,
% 5 © 15 2° " na atrafive

n
(z) c=3.2. £(3.2,60) mo [ qruﬁtwa?&. m(%uns
{ 2ncine oscila entre dds valores:
?znootos N QW!\C(O\_

Q.512 2 0.799% )
Q ?on‘l'o oL eg(vilfbrc'o C=) 20,6875 esta gntre os dols.

) e —
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0 Pon‘('o de zgruim)rio ¢ aﬁora Foco REPULSIVO 2
a,?arﬁcw um ciclo lime on{"rmtivo:

J 0.513,0,1995,0.513, 0.7995 .- 1
com Pzrfodo n=2,
> y
0 o5___~ 0. 7995
No caso continup ) nao Fodiam existir ciclos, porgue o
zs{‘ado X nxo T)od,e passar de um lado para 0 o/

A0 pon{*o de eq,(/[ [(Drio. No cuso d(scr((‘o 0 estado

sim pode passar dum ?oz/rfc para omLm/ semg ter do
passar p¢(06 pantos tntermidios.

Os volores do cicle limite podem encontrar—se a
Par{'f'r da condigas 1 Yarz =Y = CYnti (19Y0e)
= C (C\jn(\ -3,\» (l’ CYall "‘jn)) =Yn (eaflocy bicd

_Ooal £\ 5202
Y= Coal \] Q

A i
2¢ ponto  de equilibii
=2 Y= Q.53 ov Ya =q9.7+99%

@ c=3.5 . ,&}[3,5760) mostra. um ciclo limite a:%m—hvg

com periodo n=¢4:
Eo. 5009, 0,875 ,0.382%, 08269, 0.5003, . .. g

dois ‘fﬂ.lQ“ZS WA ares do % o) FQ/[{*O df« Z%/l‘[(rbf‘/\,()
(O?Mr?)@ 0sS oanros dols menores.
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PIAGRAMA DE BIFURCAGOES
Grofgt‘CO com valergs do. C no dixo das abc&ssa.s)z s

valores limite da sequinciadYn no6ixo das ordanadas:
‘ , .

0.5 1

Nos valores de ¢ em Q2 o owo&o do ciclo (imitz
dx/?[{c&) diz-s€ G u hd vma bc’{urca;@.

A ir?mﬁr(x bifurcogio ¢ em c=3) e as szgu[d@s
cada YZ2Z mals proximas:’

FiinjcC (Cte “Cc--z)/(CtC@,«
V1212 .
214 13.44949 E— ' a oLfer&nd& entee ~
2| 8 |3.5449 ¢ 7514 dvas biprcagoes ¢
6 (256440 | 46562 ameEMada menle 4.6
. Neaes roenor do

ntre as duns anteriol
Como h(} 0 FZI/‘(Q&{O torna-se M{MH‘O para ﬁ(&é,i!/nf
valores de ¢ .
Um ciclo de periodo w & uma Sequbncia qus nvnCca s
repele = SOLUEKO CABTICA,
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Um sigfzm(x cabtico ¢ moite sansi ve( a0 valor im‘u‘a.( dado.
Yor exaniplo, modipigaemes o cungio £ gue produe
o~ szg(aﬁ‘ncfac [o?é' sHca j\‘ndfccmdo vm  valor jpicial-
£(69i ) = block (Ty: Ly, 3])§Or 2 thee n do

- endcans (crlast (g)x (4 -last(y), ¥) ¢

)5
Em C;‘P) c%u,z Z Um sfg{wa Ca51’7’co) o valer o[;e. 369)
com Y =0.l SLA:
last (£(4,0-1,60); — 0.324
Mas se o valor intcial {_osse o.lol)

last (§(4,0.10,¢0)); — 0524
¢ com ovtros valargs inicials proXimos de 0.1,

last(5(4 0.1001,49); — 0. 9642

last( £(4,0-10001,60)5 — 0.01402
O sistema 7 dettrministico(a sequidnclo esta zﬁo.fc“ni~
da de forma Q»Xﬁﬂl?\” wmas coma NUACA ’hzre/ygos
o valor m(cm( z,xocfo (erra da med(;Eo)>+rcqmm05
com yma ?mndfﬁ incerftezoe no valor di Yeo -
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SISTEMAS CONTINUOS CAATICOS
Um sistemo dindmico conttnuo com 2 ov mais varidves

le estada pode tor atrafores estranhos (solvgtes
cabticas). Alguns z><¢,m?(o5'.

@ Sistema de Rosslet

i B::-g;?ﬁ (3 parofmzjrros reals, Q.)!g/c)
2' = OU\’CX~‘L)) z
Eixando dois dos Pa,rofwxe‘fmS,e variando o Terceira
obsarvam-se bichcagb“zs)ono& 0 PerTOdo de gscilagao
dA)?UC&) de porma anélaga 0.0 5(’51{zma(oﬂa,fs'ﬁc0 Aiscreb,
Par KK‘ZMP(O) com =2, p=4d ¢ variando ¢ entre 0.3
e Q.4

U(c)::[—gszjx +C%372+(x—4)x2]3
® c=03 ,

S rk(u(o.;),[x)y,:z])[g_)z)z]) [t,9 60/0‘0l17$

51 rk(wo3),[xy2), rest(last(s), Tk 0-60,0-00) ¥

comega ande ferminaw @

: listo_anteriar

prE Zi(EAiscrzﬁe} ma‘cefaswé([Pp])?Bﬂ p,S)1);
e et ,PIA

ciclo limile ,

}

X

‘E MU
3 K &  perfodo x6.156

ateativo
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® c=0.35, RQFQ‘H/IC{O O MesMa Pmcedimzﬁo olrtbps-
'_’_’____,_____-—————""—* T

1O}

X t
cic\o Iimiﬁ com ?em’odo aeroximaiumaﬁfz o
o\,obfo do q/uﬁ tem ¢ ciclo da a((nm

@ C=0235 Ciclo limie gL da 4

VQH-QS o0 FOVT{'O AQ. éq_(/[\(/bf‘i:@
y { ngh’wz() aies de feC{'\Ca\’
=) ?er?o&o 4 Ve 2es malial

X

@ ¢=0.398 . Atmbor estmaho. Cido que N Locha

2 CO”‘““‘/MOLO o af('if do Pon‘FO inal ?rode/i outro
o'(‘c[o M{QMW em Cadia aiecac,@ de P[LQ-.),

O siskema torna-se caético e C—0-3985

O mecanismo ?z[o val se torno castico £ por
dJ)F(Imga’o A0 ?Qrﬁ)io das oscilagazs em Torno
dvm Fmrfo de mru((ﬂorfo reFu(sim
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® Sistema- do Chen— Ueta

‘X = c(y-x)
g = (28-C) X +28y—Ky (azzsz) bza)
z =Xy -32
C=60
o(K): =[C#(Y=R), (28-0) % X +203Y X%, X%Y-3%2];
s vk (u(60), [¥)Y, 21 [0.(,0,01, £, 9, £,0.001)%
g i;r6xim0 da on ) g
¢ porte de He

O estado regnessa a
orn’W.

& c=50 \Z
O sistemo aproxima-se 2
(&W f ti &
,QOCO oTratvQ
doS AGS  m ()(/Lj/%\’x(4,24/4’.24—/£) 5
oorigem € agara instavel) ‘
(origem € age ) 2 0oy w0
cC=32%
—> Atrator estrnbho gruL oscl (ap entre dofc {bco,s
atratives . O mzcanismo que conduz & solugas
cadtica chama-se intermi¥nca - o };omLo ke

@gui.(ﬂor?o NA WW {selagg#%ﬁ;;ja 1[&51(‘0\ 0. Sis"(Zma

do. vizinhan ga dos %;g;;v paro. o oufro.

)
wos qwmplang & o
m}/ls;’(m*wos navtra. dire¢
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Capitulo 2

Exames

2.1 Exame de época normal

O exame realizou-se no dia 18 de junho de 2019. Compareceram 152 estudantes e a
nota média foi 12 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versdes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.



PORTO MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2018/2019

FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA  EIC0010 — FISICAI— 1° ANO, 2° SEMESTRE 18 de junho de 2019
UNIVERSIDADE DO PORTO

Nome:

Duracéo 2 horas. Prova com consulta de formulério e uso de computador. O formuldrio pode ocupar apenas uma folha
A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cadlculos e ndao para consultar apontamentos ou
comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s?.

1. (4 valores) A barra na figura, com massa m = 1.9 kg e comprimento L = 0.85 m,
pode rodar a volta dum eixo horizontal fixo que passa pelo seu centro de massa '
®
C

C, no ponto meio da barra. Dois blocos de 3 kg e 1 kg foram pendurados nos
dois extremos da barra, por meio de fios de massa desprezdvel em comparacao
com as massas dos blocos. Sabendo que o momento de inércia da barra, 3kg lkg
em relacdo ao eixo no centro de massa C, é dado pela expressao % ml? e
desprezando a resisténcia do ar e o atrito no eixo, determine as aceleracoes
dos dois blocos, no instante em que a barra estd na posi¢do horizontal.

2. (4 valores) Determine os pontos de equilibrio do sistema dindmico com equacdes de evolucao:
i=x(1-y%) y=x+y

Encontre a matriz da aproximacao linear na vizinhanca de cada um desses pontos, e os seus valores proprios e vetores proprios
(caso existam no plano real xy). Com base nos valores préprios, indique que tipo de ponto é cada um dos pontos de equilibrio.
Mostre os pontos de equilibrio no plano real xy e com base nos vetores proprios obtidos, trace algumas curvas de evolu¢ao na
vizinhanca de cada um desses pontos.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. Um avido estd a voar com velocidade de valor 900 km/h, em Resposta: D
relacdo ao ar. Nesse instante, o valor da velocidade do vento
é de 50 km/h. Qual dos valores na lista poderd ser o valorda 7. As equagdes de evolugdo de dois sistemas dinamicos sao:

velocidade do avido em relacdo a terra? {x =2xy-y {x =2x-y

(A) 825.0km/h (C) 925km/h (E) 1000 km/h y=3x-y? y=3x-2y

(B) 975.0 km/h (D) 800 km/h Qual das seguintes afirmagoes é verdadeira?

Resposta: D (A) O 1°é conservativo e o 2° ndo € conservativo.
4. As equacdes dum sistema dindmico com varidveis de estado (B) Nenhum dos dois € linear.

(x, y) foram transformadas para coordenadas polares (r, 0), (C) Ambos sdo conservativos.

obtendo-se as equacdes: 0 = —2 i =r?>-3r

: : . .. onjon é i 04 .
Como tal, conclui-se que o sistema tem um ciclo limite: (D) O 1°ndo é conservativo e 0 2° é conservativo.

(E) Nenhum dos dois é conservativo.

(A) atrativocomr =2 (D) repulsivocom r =3
. Resposta: D

(B) atrativocomr =0 (E) atrativocomr =3 P

(C) repulsivocom r =2 8. Determine o médulo da aceleracio da Terra a volta do Sol,

Resposta: D sabendo que a distancia média entre o Sol e a Terra é 1.50 x
10'! m e que a Terra demora 365.25 dias a completar uma volta

5. A forga tangencial resultante sobre um objeto é —s*+s+6, ~ emtorno do Sol (admita uma érbita circular).

onde s é a posicao na trajetéria. Sabendo que o retrato de (A) 3.43 m/s? (D) 4.44 x 107 m/s?

fase do sist t 6rbita h lini i

ase do sistema tem uma 6rbita homoclinica que se aproxima (B) 2.99 x 10* m/s? (E) 2.64x 10-%5 m/s?

assimptoticamente do ponto (a, 0), determine o valor de a.
(C) 5.95x 1073 m/s?

A) 3 (C) 2 (E) 1
B) -1 (D) -2 Resposta:D
Resposta: D 9. A equacao diferencial:

¥-x2+x+6=0
é equivalente a um sistema dindmico com espaco de fase (x, X).
Qual dos pontos na lista é ponto de equilibrio desse sistema?

6. Para subir uma caixa com massa de 65 kg, desde o chao até
um camiao com altura 120 cm, um homem empurra a caixa
sobre cilindros (para reduzir o atrito) ao longo duma rampa

inclinada 30° em relagdo a horizontal. Determine o trabalho A) 0,0 @ G0 (E) (-3,0)
minimo (quando o atrito e a resisténcia do ar sdo desprezaveis) (B) (1,0) (D) (-1,0)
que devera realizar o homem para subir a caixa ao camiao.
Resposta: D
(A) 331] (C) 382] (E) 191]

(B) 764] (D) 662]



10. Um ciclista demora 22 s a percorrer 200 m, numa pista reta e 14. Um projetil lancado verticalmente para cima atinge uma al-

11.

12.

13.

horizontal, com velocidade uniforme. Sabendo que o raio das
rodas da bicicleta é 27.8 cm e admitindo que as rodas nao des-
lizam sobre a pista, determine o valor da velocidade angular
das rodas.

(A) 49.1rad/s
(B) 32.7rad/s

Resposta: D

O vetor velocidade do objeto 1, em funcdo do tempo, é:
U1 = (1-21¢)i+81¢j (unidades SI) e o vetor velocidade do objeto
2, no mesmo referencial, é: 7, =5¢7+(1—-9¢) j. Determine o
vetor aceleracdo do objeto 1 em relacao ao objeto 2.

(C) 65.4rad/s
(D) 57.2rad/s

(E) 40.9rad/s

@A) 7i+1]
B) —71+17]
(C) 3i+17]

Resposta: D

Qual das seguintes afirmacdes, acerca da origem no espago de
fase num sistema dindmico de duas espécies, é correta?

D) -3i-1j
(E) 7i-1]

(A) E sempre ponto de equilibrio instavel.

(B) E sempre ponto de equilibrio estavel.

(C) Esempre ponto de equilibrio, de qualquer tipo.
(D) Pode nao ser ponto de equilibrio.

(E) Esempre ponto de equilibrio, do tipo sela.

Resposta: D

Um camido transporta uma caixa retangular homogénea, com
60 cm de largura na base e 90 cm de altura. Quando o camido
acelera, numa estrada horizontal, existe suficiente atrito entre
a superficie do camido e a caixa evitando que a caixa derrape
sobre a superficie, mas a aceleracdo nao pode ser maior do
que um valor maximo, para evitar que a caixa rode. Determine
esse valor maximo da aceleragdo do camido.

(E) 6.53 m/s?

(C) 3.92m/s?
(D) 5.88 m/s?

(A) 4.20 m/s?
(B) 7.35m/s?

Resposta: D

15.

tura i méxima, que depende da velocidade inicial com que foi
lancado, antes de voltar a cair. Se a velocidade for muito ele-
vada, a altura pode atingir valores elevados, onde a aceleracio
da gravidade ja ndo é a constante g mas é dada pela expressao:

gR*
(R+ h)?

onde R = 6.4 x 10° m é o raio da Terra. Desprezando a re-
sisténcia do ar, determine o valor minimo que devera ter a
velocidade inicial, para o objeto atingir uma altura méxima
infinita; ou seja, fugir ao campo gravitico da Terra.

(C) 3.7x10° m/s (E) 100.8x103m/s

(D) 56.0x10% m/s

(A) 2.2x10°m/s
(B) 11.2x103 m/s

Resposta: D

Um bloco de massa 1 kg desce deslizando sobre a superfi-
cie dum plano inclinado com base x =5 m e altura y = 3 m.
Calcule o médulo da reagdo normal do plano sobre o bloco.
(C) 10.08 N
(D) 8.17N

(A) 9.8N
(B) 84N

Resposta: D

(E) 42N

16. A trajetéria de uma particula na qual atua uma forga central é

17.

sempre plana e pode ser descrita em coordenadas polares r
e 0. As expressdes da energia cinética e da energia potencial
central em questao sao:
m 5., .
E.= 3(r202+r2) U=krt
onde m é a massa do corpo e k uma constante. Encontre a
equacao de movimento para ¥

3 3
@A) ré2—4kr D) r292_4kr
. Akrd 3
(B) r0+ kr (E) r2é2+£
m

. 4krd

© rii+ 2K

m
Resposta: D

Qual das seguintes equacoes poderd ser uma das equacoes de
evolucdao num sistema predador presa?

@A) y=2y*-3y (D) y=6y-y°

B) y=2y-5y° (B) j=x+xy?

(C) y=-5xy+2y

Resposta: D
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2.1.2 Resolucao

Problema 1. Mostra-se a a resolucao por dois métodos diferentes: mecanica vetorial e
mecanica lagrangiana.

(@) Mecdnica vetorial. E necessario separar o sistema em 3 corpos rigidos (blocos e
barra), porque o movimento de cada um deles é diferente: a barra roda, sem se deslocar
e os blocos deslocam-se sem rodar.

A figura seguinte mostra os diagramas de corpo livre de cada um dos trés corpos. No caso
da barra, por ter movimento de rotacdo em torno de um eixo fixo, ndo ha necessidade
de indicar as forcas que atuam no eixo.

(@]

-

_ T1' '—

38
Y

A barra terd aceleragdo angular @ no sentido contrério aos ponteiros do relégio. A
aceleracao do bloco do lado esquerdo serd a = a(L/2), para baixo, e o bloco do lado
direito terd a mesma acelera¢ao a, mas para cima. Como tal, as equac¢des de movimento
dos 3 corpos sdo as seguintes:

«
oy

3g-Tr1=3a
Tg—g:d
L Ly 1,
h|=-|-T|=-|=—mL «a
2 2 12

As duas primeiras equacdes permitem encontrar as tensdes nos cabos, em funcao da
aceleracao:

T1:3(g—a) T2:g+d
Na terceira equacao, substitui-se @ =2 a/L e, a seguir, as expressdes encontradas para

as tensoes:

ma 2g m
Tl_TZ:T - a:4 =423 —
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(b) Mecdnica lagrangiana. Considera-se o movimento do sistema completo. A barra
rodard um angulo 0, enquanto os blocos descreverdo dois arcos de circulo, ambos com
0 mesmo comprimento s = 6 L/2, tal como mostra a figura seguinte.

N | B~

SSEL
S

Como tal, o sistema tem um unico grau de liberdade: basta usar 6(¢) ou s(f) para
descrever o movimento de todo o sistema. Escolhendo s, as duas variaveis de estado
serdo s e v = §, e existird uma unica equagdo de Lagrange.

O movimento de cada um dos blocos € de translacdao, num circulo com raio L/2, com

velocidade v = §. O movimento da barra é rotagdao com velocidade angular w = v/(L/2).
Como tal, a energia cinética do sistema, em funcao da variavel de estado v, é:

32 ¥ 1(1 2v\? my ,
Ec=—+—+-|—mL°||— :(2+—)v
2 2 21\12 L 6

A energia potencial, usando como posicao de energia nula a posicao horizontal da barra,
é o peso do bloco da direita, vezes a altura que sobe quando a barra roda o angulo
0 = s/(L/2), menos o peso do bloco da esquerda, vezes a altura que desce quando a
barra roda. Em funcdo da varidvel de estado s, a energia potencial é:

s (8 s a2 s3]

A aceleracao tangencial dos blocos, a = v, obtém-se aplicando a equac¢do de Lagrange
para sistemas conservativos com um tnico grau de liberdade s:

d (OEC) OEC+6U (4+m) 5 (25) 0 2g (25)
— | === - = —la-— CoS|— | = — a-= COS | —
dt\ov) as * as 3 7 1+ T

Substituindo a massa da barra e s = 0 (posicao horizontal), obtém-se a = 4.23 m/s?.

Problema 2. Os pontos de equilibrio sdo as solucoes das duas equacoes:

— 2 = = = = —
x(1-y%)=0 X o,v,y=1,v,y=-1
x+y=0 y=-x

que conduzem a trés pontos de equilibrio no plano x y:

P; =1(0,0) P,=(-1,1) P;=(1,-1)
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Derivando as duas expressoes das equacgoes de evolucdo, em ordem a x e a y, obtém-se
a matriz jacobiana:

1-y?> -2xy

I=1 1

No ponto P;, a matriz da aproximacao linear € entao,

A = 10
|
a soma dos valores proprios € 2 e o seu produto 1, ou seja, os dois valores proprios
sdo iguais a 1. Como tal, P; é n6 improéprio repulsivo. Os vetores proprios obtém-se

resolvendo o sistema de equacgdes lineares:

00
10

x
y

g = -

Qualquer vetor no eixo dos y é vetor proprio.

Nos pontos P, e P3, a matriz da aproximacao linear é a mesma:

2
AZ:Agz[O }

11

A equacado dos valores proprios é:

‘—/1 2

— 2_ — — — =
1 l—ﬂ'_o = A°-1-2=0 = UA-2)A+1)=0

Ha dois valores proprios, 1; =2 e 1, = —1. Como tal, os pontos P, e P3 sdo pontos de
sela.

Os vetores proprios correspondentes a A; = 2 sdo as solucoes do sistema:

-2 2
1 -1

0
0

x
y

—> y:x

0s vetores proprios estdao na reta com declive +1, que passa pelo ponto de equilibrio (P,
ou P3).

Os vetores proprios correspondentes a 1, = —1 sdo as solucdes do sistema:

1 2
1 2

0
0

x
y

X
fr— y:—E

os vetores proprios estdo na reta com declive —0.5, que passa pelo ponto de equilibrio
(P2 ou Pg).
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A partir dos valores e vetores proprios obtidos, conclui-se que na vizinhanca de P;
ha duas curvas de evolucao retas que se saem do ponto, na dire¢do do eixo dos y; as
restantes curvas de evolugcdo que saem do ponto sdo todas curvas. Nos pontos P, e P3,
ha duas curvas de evolucao que saem do ponto de equilibrio, com declive igual a1, e
outras duas curvas de evolucao retas, que terminam no ponto de equilibrio, com declive
-0.5. A figura seguinte mostra esses resultados:

d_g(,liVC A
declive )
"0'5&1 J '&

Y

Perguntas

3. C 11. B
4. D 12. C
5. D 13. E
6. B 14. B
7. C 15. B
8. C 16. A
9 C 17. C
10. B
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2.1.3 Cotacoes

Problema 1

(@) Mecanica vetorial.

e Diagrama de corpo livre /equacao de movimento do bloco 1 0.8
* Diagrama de corpo livre /equacao de movimento do bloco 2 0.8
* Diagrama de corpo livre /equacao de movimento da barra 0.8
* Indicar que as aceleracdes dos blocos tém o mesmo valorabsoluto___ 0.6
* Relacgdo entre a aceleracao dos blocos e a aceleracdo angulardabarra__ 0.6
* Resolucdo das 3 equacoes de movimento 0.4

(b) Mecanica lagrangiana.

* Indicar que as velocidades dos blocos tém o mesmo valor absoluto 0.4
* Relacao entre a velocidade dos blocos e a velocidade angulardabarra_ 0.4
* Energia cinética do sistema, em func¢do das varidveisdeestado 1.2
* Energia potencial do sistema, em funcao das varidveisdeestado 1.2
* Aplicagdo da equagdo de Lagrange 0.4
* Resolucdo para obter o valor da aceleracao 0.4
Problema 2
* Obtencdo dos 3 pontos de equilibrio 0.4
e Matriz jacobiana 0.4
* Matrizes das aproximacoes lineares 0.4
e Valores / vetores proprios do ponto na origem 0.6
* Valores / vetores préprios dos outros dois pontos 0.6
e (Classificagdo correta dos 3 pontos 0.8

Grafico 0.8
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2.2 Exame de época de recurso

O exame realizou-se no dia 1 de julho de 2019. Compareceram 65 estudantes e a
nota média foi 8.9 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versoes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.
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A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cadlculos e ndao para consultar apontamentos ou

comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s?.

1. (4 valores) Um bloco de massa m = 1.5 kg encontra-se na superficie de um plano inclinado, que

faz um angulo 6 = 28° com a horizontal. Entre o bloco e o plano inclinado o coeficiente de =

atrito estético € 0.3 e o coeficiente de atrito cinético é 0.2. Sobre o bloco atua uma for¢a externa
F, horizontal, tal como mostra a figura. (@) Quando o médulo da forga for F = 10 N, o bloco

permanece em repouso; determine o valor da for¢a de atrito entre o bloco e o plano. (b) Se a forca
aumenta para F = 15 N, o bloco acelera para cima do plano; determine o valor da aceleracao.

yz
H(x,y)= > +U(x)

. (4 valores) A fun¢do hamiltoniana de um sistema conservativo é:

onde U(x) é a funcdo representada no grafico a direita. (a) Deter-
mine a posicdo dos pontos de equilibrio no plano xy. (b) Trace o
retrato de fase aproximado, no plano xy, mostrando os pontos de
equilibrio e as curvas de evolucdo que considere mais importan-
tes. (¢) Se no instante ¢ = 0 o estado do sistema for (x, y) = (5,-1),

explique como serd a evolucao do sistema em ¢ > 0.

12

10

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

O vetor posicdo dum ponto, em funcado do tempo, é dado pela
expressao: 2 B2+ 2) j (unidades SI). Calcule o angulo
entre os vetores velocidade e posi¢ao, no instante ¢ = 1.

(A) 88.8° (C) 16.9°
(B) 42.3° (D) 55.0°

Resposta: D

(E) 67.6°

4. A expressdo da energia cinética dum sistema conservativo é

3 (82 +3s%), onde s é a posigdo na trajetoria, e a expressdo da
energia potencial total é 9s. O sistema tem um tinico ponto de
equilibrio; determine o valor de s nesse ponto de equilibrio.

A) -1 ) -2 B 1
B) 2 D) 3

Resposta: D

5. As equacdes de evolugao dum sistema linear sao:

X=x-2y y=2x+y
Como variam x e y em func¢do do tempo?
(A) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude crescente.
(B) Oscilam com periodo /2 e amplitude constante.
(C) Oscilam com periodo igual a 7 e amplitude constante.
(D) Oscilam com periodo 7 e amplitude crescente.

(E) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude decrescente.

Resposta: D

6. Aforca resultante sobre um objeto de massa2kgé F =2i+7¢}

(SI). Se a velocidade do objeto em ¢ = 0 for 5746 j m/s, calcule
avelocidadeem t=7s.
A) 12.0i+30.5]
(B) 7.0i+85.8]
(C) 12.0i+91.8]

Resposta: D

O espago de fase dum sistema dindmico é o plano xy. Em
coordenadas polares, as equacoes de evolucdo sdo 0 = -3,
7 = r3+3r2+2r. Quantos ciclos limite tem o sistema?

(€) 2
D) 3

(D) 12.0i+85.8]
(E) 19.0i+177.5]

A) 1
(B) 4

Resposta: D

(BE) 0

8. A matriz jacobiana dum sistema néo linear, num ponto de

equilibrio P no plano de fase (x, y), encontra-se na varidvel J
do Maxima. O comando eigenvectors (J) produz:
ccf-1,-21, 1,111, CC[1,-117, [[1,1/311]1]

que tipo de ponto de equilibrio é o ponto P?

(A) ponto de sela. (D) n6 atrativo.

(B) centro. (E) foco atrativo.

(C) foco repulsivo.

Resposta: D



duas variaveis de estado e 4 pontos de equilibrio: A, B, Ce D.
Que tipo de curva de evolucao € a circunferéncia niimero 2?

(D) Ciclo.

(E) Orbita heteroclinica.

(A) Isoclina.
(B) Nulclina.
(C) Orbita homoclinica.

Resposta: D

11. Obloco B move-se para a direita com velocidade de valor cons-

tante 210 mm/s. Calcule o valor absoluto da velocidade do
bloco A.

(A) 105 mm/s
(B) 70 mm/s

Resposta: D

(C) 210 mm/s
(D) 140 mm/s

(E) 315 mm/s

12. Quando um avido acelera desde o repouso, na pista de desco-

lagem, a expressao da sua aceleracao tangencial é 2.5 —2.5 x
10712 (em unidades SI), onde v é o valor da velocidade do
avido. Para conseguir levantar voo, a velocidade minima do
avido no fim da pista deve ser de 250 km/h. Determine o
comprimento minimo, em metros, que dever4 ter a pista de
descolagem.

(A) 612
(B) 989

Resposta: D

(C) 701
(D) 1251

(E) 820

13. Qual das seguintes equagdes podera ser uma das equacgdes de

evolucdo num sistema de duas espécies?

D) y=x/7—x+ xy?
(B) y=2xy*>-xcosy

(A) y=y>-3xsinx
B) y=y3+3xysinx
C) y=x/y+1-5yx>

Resposta: D

14. Asequacdes de evolugao dum sistema linear, sao:

X=ax+y y=x+alx+y)
onde a estd no intervalo a < —1. Que tipo de ponto de equili-
brio é a origem do espaco de fase?

(A) n6 atrativo (C) no repulsivo (E) foco repulsivo

(B) foco atrativo (D) ponto de sela

Resposta: D

10. A figura mostra o retrato de fase dum sistema dindmico com 15.

12 cm.

17.

18.

A barra na figura é homogénea, com 20 cm de comprimento
e massa igual a 50 gramas. Se na posicdo inicial, no lado es-
querdo da figura, a barra for largada do repouso na posicao
horizontal, rodard descendo até a posicao vertical, no lado
direito da figura. Uso-se uma mola de 15 cm (quando ndo esta
nem comprida nem esticada) e com constante eléstica que faz
com que quando a barra desca fique novamente em repouso
na posicao vertical. Determine a constante eldstica da mola.

r
1

Fchm*:(

(A) 2.72N/m
(B) 6.81 N/m

Resposta: D

Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea com
2 centimetros de raio e massa igual a 101 gramas, que roda a
volta dum eixo tangente a superficie da esfera, sabendo que o
momento de inércia de uma esfera de raio R e massa m a volta
do eixo que passa pelo centro é 2 m R?/5.

(A) 3.23 x 107° kg-m? (D) 2.89 x 107° kg-m?
(B) 8.08 x 107 kg-m? (E) 5.66 x 107° kg-m?
(C) 1.62 x 107° kg:m?

Resposta: D

Um jogador de golfe lanca a sua bola com uma velocidade
inicial de 53 m/s, fazendo um angulo de 25° com a horizontal.
Desprezando a resisténcia do ar, determine o raio de curvatura
da trajetéria descrita pela bola, no ponto inicial onde esta foi
lancada.

(A) 183.0m
(B) 219.6 m

Resposta: D

Para determinar a posicao do seu centro de gravidade, uma
barra retangular foi pendurada de dois fios verticais, ficando
em repouso na posi¢do horizontal que mostra a figura. Sa-
bendo que a tensdo no fio ligado no ponto A é 2.2 N, a tensédo
no fio ligado em B é 3.1 N e o comprimento da barra, desde A
até B, é 30 cm, determine a distdncia desde a aresta AC até o
centro de gravidade.

(C) 4.08 N/m
(D) 5.44 N/m

(E) 8.17N/m

(C) 316.3m
(D) 152.5m

(E) 263.6 m

A B

C

(C) 12.2cm
(D) 10.1cm

(A) 8.4cm (E) 14.6cm

(B) 17.5cm

Resposta: D
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2.2.2 Resolucao

Problema 1. O grafico a direita mostra o diagrama de corpo livre
do bloco e uma forma possivel de definir os eixos x e y. O sentido
indicado na figura para a forca de atrito, F,;, é o que terd na alinea
b, quando for atrito cinético, oposto ao sentido do movimento
do bloco. Na alinea a, em que o atrito é estatico, podera ter esse
sentido ou o sentido oposto (nesse segundo caso, o valor obtido
para F, serd negativo).

(a) Uma das condicoes de equilibrio é que a componente x da
forca resultante seja nula, que traduz-se na seguinte equacao:

F,+mgsin28°—Fcos28°=0 = F,;=10co0s28°—14.7sin28°=1.928N

O sinal positivo indica que a forca de atrito sim € no sentido indicado na figura.

(b) A forca de atrito, F,, corresponde a atrito cinético e, como tal,

Fa=pcN=02N

A componente y da forca resultante devera ser nula, e a componente x devera ser igual
a menos a massa vezes a aceleracao:

N—-15sin28°—-14.7 cos 28° =0 N=20.02N
> m
0.2 N+14.7sin28°—-15c0s28°=-1.5a a=1.559 )

Problema 2. As equacoes de evolucdo do sistema sao obtidas a partir das equacoes de
Hamilton:

L_OH _ __0H _ dU
_Oy_y Y= ox  dx

Ou, em vez de usarmos as equac¢oes de Hamilton, podemos considerar que o sistema é
uma particula de massa igual a 1, que se desloca no eixo dos x, sob a acao da energia
potencial U(x), com velocidade y = x. A funcdo hamiltoniana é a energia mecanica
dessa particula.
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(a) Ha trés pontos de equilibrio, onde ade- 12
rivada de U é nula: dois minimos locais em
x =15 e x = 6.5 e um maximo local em
x = 3.5, indicados na figura ao lado com trés | H=8

10 [

8
circulos. A primeira equacao de evolucao \ He63

implica que nos pontos de equilibrio y=0.y ¢} ) /

As coordenadas (x,y) dos 3 pontos de equi- Ao
librio sdo entdo: 4

P; =(1.5,0) P, =(3.5,0) P3 =(6.5,0) | N

(b) As barras horizontais na figura mostram 0 1 > 3 4 5 6 7
onde poderd estar o sistema para diferentes

valores de H. Ha 4 casos diferentes:

(i) H maior que o valor de H no ponto P3 (igual a U(6.5) = 1, porque y = 0) e menor
que o valor de H no ponto P; (U(1.5) = 4.3); optamos por usar H = 2 que, como mostra
o gréfico, corresponde a um ciclo a volta de Ps. (ii) H maior que 4.3 e menor que o
valor de H no ponto P, (U(3.5) = 6.3); optamos por usar H =5, que conduz a dois ciclos
diferentes, um a volta de P; e outro a volta de P3. (iii) H = 6.3, que conduz a duas Orbitas
homoclinicas, uma a volta de P; e outra a volta de P3. (iv) H > 6.3, que conduz a ciclos
que contornam os 3 pontos de equilibrio (mostra-se o caso H = 8).

O retrato de fase é o sumario desses resultados:

9/\

(c) H(5,-1) = 1/2+4+4 = 4.5, que se encontra na regido onde ha ciclos em torno do
ponto P3. O sistema oscila em torno desse ponto. O valor inicial negativo de y implica
que x diminui e y aumenta, até um instante em que x = 4.5 e y = 0. A partir desse
instante, x e y aumentam, até um instante em que x = 6.5 e y atinge o valor maximo
¥y =v/2(4.5—1) =~ 2.6; a seguir, x continua a aumentar mas y diminui, até um instante
em que x = 7.5 e y =0. Depois, x e y diminuem até x = 6.5, y = —2.6 (valor minimo
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de y). A seguir, x continua a diminuir mas y aumenta, até voltar ao estado inicial do
sistema: x =5, y = —1. O mesmo ciclo repete-se indefinidamente.

Perguntas

3. B 11. B

4. D 12. B

5. D 13. B

6. C 14. B

7. E 15. E

8. D 16. C

9. E 17. B

10. D

2.2.3 Cotacoes

Problema 1
* Diagrama de corpo livre incluindo angulos e eixos 0.8
* Expressdo da soma das componentes das forcas paralelas ao plano (a) 0.8
* Obtencao da forga de atrito, indicando as unidades 0.2
* Relacao entre forca de atrito cinético e reacdao normal (b) 0.4
* Expressao da soma das componentes das forcas paralelas ao plano (b) 0.8

* Expressao da soma das componentes das forcas perpendiculares ao plano (b) 0.8

* Obtencao da aceleracao, indicando as unidades 0.2
Problema 2
* Obtencdo dos 3 pontos de equilibrio 0.8

* Retrato de fase mostrando os eixos x e y, os 3 pontos de equilibrio e as curvas
importantes (6rbitas homoclinicas/heteroclinicas, ciclos, curvas abertas) com
setas que indiquem o sentido em que o sistema evolui 24

* Explicacdo da evolucao do sistema para t > 0 na alinea ¢ 0.8




Bibliografia

Acheson, D. (1997). From calculus to chaos. Oxford, UK: Oxford University Press.
Alonso, M., & Finn, E. J. (1999). Fisica. Reading, MA, USA: Addison-Wesley.

Antunes, E (2012). Mecanica Aplicada. uma Abordagem Prdtica. Lisboa, Portugal: Lidel,
edicoes técnicas, Lda.

Arnold, V. 1. (1987). Métodos Matemdticos da Mecdnica Cldssica. Editora Mir: Moscovo,
Russia.

Banks, B. W. (2000). Differential Equations with Graphical and Numerical Methods.
Upper Saddle River, NJ, USA: Pearson.

Beer, F. P, & Johnston Jr, E. R. (2006). Mecdnica vetorial para engenheiros: Dindmica (7a
ed.). Rio de Janeiro, Brasil: McGraw-Hill editora.

Blanchard, P, Devaney, R. L., & Hall, G. R. (1999). Ecuaciones diferenciales. México, DE,
Meéxico: International Thomson Editores.

Borelli, R. L., &S, C. C. (1998). Differential equations: a modeling perspective. México,
DE México: John Wiley & Sons, Inc.

Devaney, R. L. (1992). A first course in chaotic dynamical systems: theory and experiment.
USA: Westview Press.

Edwards, C. H., & Penney, D. E. (2004). Differential equations. computing and modeling
(3a ed.). Pearson Education, Inc.: New Jersey, USA.

Farlow, S.J. (1994). An introduction to Differential Equations and their Applications.
Singapore: McGraw-Hill

Fiedler-Ferrara, N., & Prado, C. P. C. (1994). Caos: uma introdugdo. Sao Paulo, Brasil:
Editora Edgard Bliicher.

French, A. P. (1971). Newtonian mechanics. New York, NY, USA: W. W. Norton &
Company.

Galilei, G. (1638). Dialogue Concernig Two New Sciences. Itdlia: Publicado em:
http://galileoandeinstein.physics.virginia.edu/tns_draft/. (Traducao de 1914,



116 Bibliografia

por H. Crew e A. de Salvio)

Garcia, A. L. (2000). Numerical methods for physics. Englewood Cliffs, NJ, USA: Prentice-
Hall.

Gerthsen, C., Kneser, & Vogel, H. (1998). Fisica (2a ed.). Lisboa, Portugal: Fundacao
Calouste Gulbenkian.

Gregory, R. D. (2006). Classical mechanics. Cambridge, UK: Cambridge University Press.

Guckenheimer, J., & Holmes, P. (2002). Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and
Bifurcations of Vector Fields. Berlim, Alemanha: Springer-Verlag.

Hand, L. N., & Finch, J. D. (1998). Analytical mechanics. Cambridge, UK: Cambridge
University Press.

José, J. V,, & Saletan, E. J. (1998). Classical dynamics: a contemporary approach. Cam-
bridge University Press: Cambridge, UK.

Kallaher, M. J. (Ed.). (1999). Revolutions in Differential Equations. Exploring ODEs with
Modern Technology. The Mathematical Association of America: Washington, DC,
USA.

Kibble, T. W. B., & Berkshire, F. H. (1996). Classical Mechanics (4a ed.). Essex, UK:
Addison Wesley Longman.

Kittel, C., Knight, W. D., & Ruderman, M. A. (1965). Mechanics. berkeley physics course,
volume 1. New York, NY, USA: McGraw-Hill.

Lynch, S. (2001). Dynamical systems with applications using MAPLE. Boston, MA, USA:
Birkhatiser.

Maxima Development Team. (2019). Maxima Manual (5.43.0 ed.). Disponivel em:
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/maxima.pdf

Meriam, J. L., & Kraige, L. G. (1998). Engineering mechanics: Dynamics (4a ed.). New
York, NY, USA: John Wiley & Sons, Inc.

Monteiro, L. H. A. (2002). Sistemas Dindmicos. Sao Paulo, Brasil: Livraria da Fisica.

Nayfeh, A. H., & Balachandran, B. (2004). Applied nonlinear dynamics. Weinheim,
Alemanha: WILEY-VCH Verlad GmbH & Co.

Newton, 1. (1687). Principios Matemdticos da Filosofia Natural. Lisboa, Portugal:
Fundacao Calouste Gulbenkian. (Traducao de J. R. Rodrigues, 2010)

Redfern, D., Chandler, E., & Fell, R. N. (1997). Macsyma ODE lab book. Boston, MA, USA:
Jones and Bartlett Publishers.

Sanchez, D. A., Allen Jr., R. C., & Kyner, W. T. (1988). Differential equations (2a ed.). USA:


http://maxima.sourceforge.net/docs/manual/maxima.pdf

Bibliografia 117

Addison-Wesley.

Solari, H. G., Natiello, M. A., & Mindlin, G. B. (1996). Nonlinear dynamics. Institute of
Physics Publishing: Bristol, UK.

Spiegel, M. R., Lipschutz, S., & Spellman, D. (2009). Vector analysis. New York, NY, USA:
Mc Graw-Hill.

Strogatz, S. H. (2000). Nonlinear Dynamics and Chaos: With Applications to Physics,
Biology, Chemistry and Engineering. Cambridge, MA, USA: Perseus Books.

Taylor, J. R. (2005). Classical mechanics. Sausalito, CA, USA: University Science Books.

Thornton, S. T., & Marion, J. B. (2004). Classical dynamics of particles and systems (5a
ed.). Belmont, USA: Thomson, Brooks/Cole.

Villate, J. E. (2007). Introdugdo aos sistemas dindamicos: uma abordagem prdtica com
maxima. Porto, Portugal: Edicao do autor.

Villate, J. E. (2019). Dindmica e sistemas dindmicos (5a ed.). Porto, Portugal: Edicdo do
autor.



	Sumários
	Cinemática
	Cinemática vetorial
	Movimento curvilíneo
	Mecânica vetorial
	Dinâmica dos corpos rígidos
	Trabalho e energia
	Sistemas dinâmicos
	Mecânica lagrangiana
	Sistemas lineares
	Sistemas não lineares
	Ciclos limite e dinâmica populacional
	Sistemas caóticos

	Exames
	Exame de época normal
	Enunciado
	Resolução
	Cotações

	Exame de época de recurso
	Enunciado
	Resolução
	Cotações


	Bibliografia

