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Resumo. Neste trabalho apresentam-se e caracterizam-se as principais fases envolvidas na
concep¢do de um sistema de controlo activo de vibracoes de estruturas adaptativas:
modelag¢dao numérica (modelo estrutural, modelo de controlo e simulagcdo) e experimentagdo
(montagem dos sensores e actuadores, implementacdo do controlador e andlise dos
resultados experimentais). Para isso, um caso de estudo especifico de uma viga adaptativa é
apresentado, demonstrando a necessidade e a capacidade do modelo na antevisdo de
potenciais instabilidades do sistema de controlo. O modelo espacial é caracterizado,
apresentando-se o modelo de elementos finitos de viga adaptativa de trés camadas, assente
numa formulacdo layerwise parcial dos deslocamentos e numa teoria com acoplamento
electromecdnico total. No modelo de controlo, o sistema dinamico é representado na base
modal do espago de estados. No caso de estudo apresentado, um sistema de controlo por
feedback, com base nas medi¢oes da velocidade efectuadas por um transdutor laser, é
avaliado por via numérica e experimental na capacidade de amortecer as vibragoes numa
viga adaptativa em regime for¢cado harmonico. Da andlise dos resultados numéricos e
experimentais demonstra-se, por um lado, a robustez e representatividade do modelo de
elementos finitos e, por outro, a aplicabilidade e funcionalidade do sistema de controlo
activo de vibragoes apresentado.
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1. INTRODUCAO

A utilizacao de actuadores ou sensores piezoeléctricos no controlo activo de vibragdes tem
sido extensivamente divulgada nos ultimos anos [1, 2]. Para o projecto de sistemas de
controlo activo torna-se necessaria a utilizacdo de um modelo matematico do sistema, seja ele
analitico ou numérico. Dependente das condi¢des de servico do componente estrutural e dos
objectivos do controlo, o projecto do controlador pode ser facilitado recorrendo a simulagdo
como ponto de partida para a concepg¢ao do sistema. Torna-se, assim, possivel, por um lado, a
antevisdo e correccdo de potenciais instabilidades do sistema e, por outro lado, a utilizagao
desse modelo matematico em algoritmos de controlo que dele necessitem.

Desde os anos 70, diferentes modelos analiticos € numéricos para a analise de estruturas
com sensores e actuadores piezoeléctricos tém surgido na literatura. Os modelos de elementos
finitos apresentam as ja conhecidas vantagens do método e, além da formulacdo mecanica
convencional, devem incorporar, de forma conveniente, os acoplamentos electromecanicos
tipicos dos materiais piezoeléctricos [3, 4].

Neste trabalho, pretende-se caracterizar as diferentes fases envolvidas na concep¢do de um
sistema de controlo activo de vibragdes de estruturas adaptativas. Comeca-se por abordar a
modelacdo numérica, caracterizando o modelo estrutural e o modelo de controlo. Para isso, ¢
apresentada a formulagdo de um modelo de elementos finitos de viga adaptativa. De seguida,
o sistema dindmico ¢ definido na base modal do espaco das varidveis de estado. Por fim, ¢
apresentado um caso de estudo de uma viga adaptativa, demonstrando a necessidade e a
capacidade do modelo na antevisdo de potenciais instabilidades do sistema de controlo. Um
sistema de controlo por feedback, com base nas medi¢des da velocidade efectuadas por um
transdutor /aser, ¢ avaliado por via numérica e experimental na capacidade de amortecer as
vibragdes em regime forcado harmoénico. A implementagdo do elemento finito e a simulagdo ¢
efectuada em ambiente MATLAB®.

2. MODELACAO ESTRUTURAL ELECTROMECANICA

Para a modelizacdo de estruturas adaptativas, diferentes hipdteses, em particular as
relativas ao campo eléctrico dos materiais piezoeléctricos, sdo encontradas na literatura. Essas
hipoteses condicionam a precisdo do modelo e, por isso, modelos eléctricos mais refinados
téem surgido na literatura. Nos primeiros modelos publicados, eram utilizadas teorias
desacopladas em que os efeitos do carregamento eléctrico eram considerados no modelo
através de deformacdes equivalentes [5]. Teorias em que apenas o efeito piezoeléctrico de
conversdo ¢ considerado na formulagdo foram denominadas por Tiersten [6] como teorias
com pequeno acoplamento piezoeléctrico. Esses modelos consideravam a teoria de mais baixa
ordem para a aproximacao do campo eléctrico, ndo levando em consideracdo a influéncia das
deformagdes mecanicas induzidas, limitando o estudo a situagdes em que os elementos
piezoeléctricos montados na estrutura funcionavam apenas como actuadores [7]. Numa fase
mais recente, ¢ de forma a obter resultados mais precisos, o efeito piezoeléctrico directo ¢
incluido nos modelos eléctricos conduzindo a teorias com acoplamento electromecdnico.
Assim, os efeitos dos campos eléctricos induzidos, e a correspondente alteragdo da rigidez



C. M. A. Vasques e J. Dias Rodrigues

estrutural, sdo considerados e a modelizacao permite que os elementos piezoeléctricos tenham
a dupla capacidade de actuar sobre a estrutura (actuadores) ou de medir as suas deformacgdes
(sensores). Quando a teoria de mais baixa ordem ¢ utilizada para a definicdo do campo
eléctrico, os modelos resultantes caracterizam o denominado acoplamento electromecanico
parcial. No entanto, foi demonstrado por via analitica e numérica [8, 9] que a verdadeira
natureza dos campos eléctricos induzidos apresenta uma distribui¢do linear. Assim, teorias
que consideram distribuicdes quadraticas do potencial (lineares do campo eléctrico),
denominadas por teorias com acoplamento electromecdnico total, comegcam a aparecer na
literatura e constituem as melhores aproximagdes para o campo eléctrico.

2.1. Modelo mecanico

Considere-se a viga adaptativa ilustrada na figura 1. A viga ¢ constituida por um nucleo
metalico e duas camadas exteriores piezoeléctricas.
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Figura 1. Viga com formulagdo /ayerwise: deslocamentos axiais, transversais e rotagdes

Para a defini¢do do campo de deslocamentos generalizado ¢ utilizada a teoria layerwise
parcial na aproximacao das componentes axial u; e transversal w; dos deslocamentos das
trés camadas, na forma

up(x,t) =uop(x,t)x % 0.(x,t)+(zx £ h?k)@k (x,1), we(x,t) =wo(x,0), (1)

em que k =a(—,—),n(+,—),b(+,—) designa a camada, /¢ a espessura da camada, u,, wy, 6
e yx sdo, respectivamente, o deslocamento axial e transversal do plano médio da viga, a
rotacdo e o angulo de corte de cada uma das camadas. A continuidade do campo de
deslocamentos nas interfaces das camadas ¢ garantida, conduzindo assim a termos de
acoplamento nos deslocamentos axiais u; das camadas. O deslocamento transversal w;, = wj
¢ considerado constante ao longo da espessura da viga.
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De acordo com o campo de deslocamentos generalizado (1), as deformagdes mecanicas
axiais Sy, e as deformagdes de corte Si. , para cada camada k , definem-se por

k k |, = ok k k k
Sxx = uk,x = Sm + ZkSmf + ZZSf: sz = WO,x - uk,z = Sc s (2)

k k k k r .
com S, =Uor, Sur =60y, Sy =6x € Sc =wox—6c. Os indices m, mf , f e ¢ referem-se,

respectivamente, as deformacdes de membrana, acoplamento membrana/flexdo, flexdo e
corte. Os termos geométricos relativos ao eixo transversal z; de cada camada, representativos
do acoplamento membrana/flexdo, z; , ¢ da flexdo, z;, definem-se por

— hn — — hn * ha * * hb

Zo=——7,2,=0, 2y =4+—,2, =2, ——,Zy = Zu, Zp = Zp + —. 3)

2 2 2 2

As hipoteses cinemadticas consideradas conduzem a deformagdes transversais nulas para as
trés camadas. Rescrevendo as componentes das deformacdes mecanicas das camadas
piezoeléctricas exteriores p =a,b e do nucleo metalico n em fungdo das deformacoes de
membrana, acoplamento membrana/flexado, flexao e corte na forma vectorial, obtém-se

S2 Sh+7z,8° + 2,87 ) S Sy +znS%
AT 1 S A R W S b M

2.2. Leis de Comportamento dos Materiais

Os materiais piezoeléctricos das camadas exteriores p sao considerados ortotroépicos, em
que as direccdes de ortotropia coincidem com os eixos da viga. Esses materiais sdo
polarizados na direc¢do do eixo dos zz e a sua lei de comportamento ¢ aquela dos materiais
piezoeléctricos standard, com as propriedades de simetria de um cristal ortorrombico da
classe mm2 [3]. As equagdes constitutivas piezoeléctricas lineares [10] exprimem-se por

{T} =[c" 1S} ~[e]' {E}, {D} =[el{S} +[¢" HE}, )

em que {T} é o vector das tensdes, {S} o vector das deformagdes, [c"] a matriz de
elasticidade a campo eléctrico constante, [e]' a matriz transposta das constantes
piezoeléctricas, {E} o vector campo eléctrico, {D} o vector deslocamento eléctrico e [¢°] a
matriz das constantes dieléctricas a deformagao constante.

Perante as hipdteses cinematicas anteriores, o campo de deslocamentos considerado ¢
independente de yy e nulo segundo essa direc¢do (Si, =0 e S, =S5/, =0). Além disso,
admitindo-se que 7.2 ~ 0 (estado plano de tensdo), as leis de comportamento para as camadas
piezoeléctricas tomam a seguinte forma reduzida,

Y| |ef 0 |)S& 0 &l ||EY| |Df 0 ef||Sh N e 0 ||Ef

3 >
P P P p P p *p P *p »
T 0 c&||SE el 0 ||E! D! es; 0 |[|SE 0 &f ||E! ©)
cfy’ ¢y ep’
p _ P P P P P _ P
com ¢ =Cjp—— 7,61 =€ =€ 7,83 =&+~ -,
33 33 33
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em que a modificagdo das constantes cf], e e &f; deve-se a hipdtese de estado plano de
tensao (EPT). A expressdao (6) pode também ser utilizada na caracterizacdo do material
elastico do nucleo n, desde que os termos relativos as varidveis eléctricas sejam eliminados.

2.3. Modelo Eléctrico

Adoptando uma teoria com acoplamento electromecanico total, ¢ utilizada uma
aproximacao linear do campo eléctrico na direccao transversal. Assim, ¢ considerado o efeito
piezoeléctrico directo e adoptada uma aproximacao fisicamente adequada para o campo
eléctrico na direc¢do axial.

O vector deslocamento eléctrico da expressao (6) pode ser escrito na forma

p P P _ P P *p
Det_fen O BB Er o Sgp Fro Sl (7
DY 0 &7 ||Ef—EF &l &1

em que E” e E? sdo os campos eléctricos axial e transversal induzidos. Frequentemente, as
componentes longitudinais do campo eléctrico EY e do deslocamento eléctrico Df costumam
ser desprezadas. No entanto, a sua influéncia pode ser facilmente incorporada no modelo
mecanico da viga através de parametros de rigidez efectiva. Segundo Krommer e Irschik [11],
para a condicdo de fronteira eléctrica de diferenca de potencial eléctrico prescrita, as
expressoes do campo eléctrico transversal e axial escrevem-se na forma

pr=-fr g L7

" E’dz,,E’ =E?, 8
hp hp Z;.r p ( )

inf

em que ¢, ¢ a diferenca de potencial eléctrico e z,” e z,” sdo o limite inferior e superior da
coordenada z, de cada camada. Se a diferenca de potencial eléctrico for prescrita, pode ser
comprovado por (8) que, em contraste com o caso de pequeno acoplamento piezoeléctrico [6],
um potencial eléctrico quadratico ¢ induzido na direccdo da espessura das camadas
piezoeléctricas. Esse ¢ o reflexo da influéncia do efeito piezoeléctrico directo e representa a
mencionada extensdo para a teoria electromecanica com acoplamento total. Desprezar a
influéncia dos campos eléctricos induzidos implica que ndo haja nenhuma diferenca no campo
eléctrico devido ao tipo de condicdo de fronteira imposta. Assim, no caso de condigdes de
fronteira eléctricas triviais, como eléctrodos em circuito aberto, em que a carga eléctrica total
nos eléctrodos ¢ nula (Q, =0), ou eléctrodos em circuito fechado (¢, =0), a resposta
mecanica da viga seria exactamente igual nas duas situagdes. Porém, modelos de elementos
finitos com acoplamento electromecanico [12] demonstram que diferentes condi¢des de
fronteira eléctricas resultam em diferentes respostas mecanicas. No presente modelo, esses
resultados poderdo facilmente ser obtidos recorrendo as expressdes (8) para a defini¢do do
campo eléctrico.
Através da relagdo EY =—¢,. e de (8), o potencial eléctrico ¢, ¢ dado por

ZSup

inf
in J-A— Zy,—Z R
®Dp =+¢_P(ZP_ZPf)_J.Zmr EZPde_i_(Ph—P)J.m{ Ezdep (9)
P p r

h, z
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Na equagdo (9) pode observar-se que o potencial eléctrico se anula na superficie inferior da
inf

camada (z, =z, ), toma um valor constante na superficie superior (z, =z,"), € que a
condicao de area equipotencial dos eléctrodos ¢ verificada.

3. FORMULACAO VARIACIONAL

Para estabelecer as equagdes electromecanicas do movimento e condigdes de fronteira
(formulagdo forte) da viga adaptativa de trés camadas, ¢ utilizado o principio de Hamilton.
Adaptando a Lagrangiana e o trabalho das forcas exteriores [6] para as contribuigdes
mecanicas e eléctricas das camadas, o principio de Hamilton escreve-se

s[" ST —H +whyde =0, (10)
fo T

em que f e # definem o intervalo de tempo, 7" ¢ a energia cinética, H* é a entalpia
eléctrica e W* representa o trabalho realizado pelas forcas mecanicas e eléctricas exteriores,
de cada camada.

O trabalho virtual SH* realizado pelas forcas electromecanicas internas é apresentado em
termos das contribuicdes mecanica SH,,, para todas as camadas de volume V;,
piezoeléctricas 6H; e 0H,, e dieléctrica 6H,, para as camadas piezoeléctricas exteriores
de volume V,,

SH" =6H,,, SH" =SH/}, -SH}, - 5H}, - SH, (11)
em que

SHi = [ (3SheifSt+5SEckSE)dVy, SHY, = [ (3SheEL +5SkelEN)dV,,
' ’ (12)
SH}, =[ (SErellSt+SELel,SL)AV,, SH, = | (SELEhE! +SE!el EL)AV,.

O trabalho virtual das forcas de inércia ST, levando em consideragdo as inércias de
translacao e de rotacdo, ¢ dado para cada camada por

ST" =— jV D (Sugdiy + S )d Vs, (13)

em que p, ¢ a massa volumica de cada camada e ii; e w; as aceleracdes generalizadas.

O trabalho virtual das forgas exteriores SW"*é composto pelo trabalho virtual realizado
pelas forcas mecanicas exteriores oW, , para as trés camadas, ¢ pela densidade de carga
eléctrica superficial oW, , para as camadas piezoeléctricas, na forma genérica

SW* =W} —oswy . (14)

Assim, para a definigdo do termo mecanico, dois tipos de for¢a sdo considerados,
nomeadamente as forgas volumicas axiais F, e transversais F.',

SWF = jV_ (FfSuy + Frow)d7i. (15)
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Substituindo o campo de deslocamentos em (1) e integrando obtém-se

5VVup = IL[XP(§u0 i%égn ithégp)-i_Mpéep +ZP5W0]dL’

W = | (Xuttg+ M50, + Z,5wy)dL, (16)
com (X, Mi,Zi)= [ (F,Fze, FFydd,

em que X,, Z, e M, sdo, respectivamente, as forgas axiais, transversais € 0s momentos.
O trabalho virtual realizado pela densidade de carga eléctrica 7, em cada camada
piezoeléctrica ¢ dado por

W} =, tr0pdd; = [ bz, 5L, (17)

em que 4, € a area superficial dos eléctrodos ¢ b a largura da viga. Note-se que da definigdo
do potencial eléctrico em (9), e considerando apenas o termo relativo ao potencial aplicado,

tem-se que @,(z, =25") =0 ¢ ,(z, =2") = ¢,

As equacdes do movimento sdo obtidas pela substituicao das expressoes (11), (13) e (14)
no principio de Hamilton em (10). Efectuando a integracdo por partes e agrupando os termos
relativos as variagdes ouy, owy, 06,, 06, ¢ 60,, independentes e arbitrdrias no intervalo
[O,L], as equagdes ndo tém outra solugdo sendo a trivial, e as equacdes diferenciais do
movimento sao dadas por

Oug : Yo xx + N36uxx + Y140, xx + Yi5Ob 1 + Bi@ux + Pohpx + Fi
= Juto + J13éa +Jl4én + Jlséb,
oWy : GoWoe + G230, x + GO, x + GosOs  + Fy = T nWin,
00, : Yisug xx + Y330, 10 + Y340, o — GsWo x — G330, + P + F5 = Ji3iip + J33éa + J34é1, (18)
00, : Yiauo xx + Y3404 1x + Y440, v + YasOp xx — GoaaWo x — G140, + Py x + P + Fu
= Jatlp + J34éa + J44én + J45éb,
30y : Yistho e + YisOnux + YssOs.0 — Gaswo — GssOy + Payx + Fs = Jisio + Jus6y + J536p.

Da mesma forma, as equagdes de equilibrio electrostatico sdo obtidas agrupando os termos
relativos as variagdes o@, € o@,, obtendo-se

5¢a : Rluo,x + Blea,x + Bllen,x - C11¢g =—-7,

(19)
Oy : Potg « + P, « + Pl . — Coohy = —17>.

As condigdes de fronteira electromecanicas para x =0,L sdo deduzidas em termos das
forcas mecanicas e diferengas de potencial eléctrico aplicadas, definidas por
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(Yuox + Y136, + Y146, « + Y150, . + Bida + Bagy )Oouy =0,

(GoWox + G230, + G2sO, + G5O, )owy =0,

(Ysuox + Y330, 1 + Y3460, « + Pag. )06, =0, (20)
(Yauo x + Y4B, x + Y140, + Y450y« + Py + Pingy )06, =0,

(Yisuox + Y56, « + Y556y« + Pagh, )06, = 0.

Os termos de inércia J;, rigidez extensional ¥; e de corte G; , rigidez piezoeléctrica
equivalente P, e capacitancia C; , das equagoes (18)-(20), sao definidos por

Jn :zpkAka J13 :pal_aa Jia = prEpApa Jis :prb, Jn =Ju, Ji3 = puda,
k p
J = paEaTag Ju = prfpzAp + onlyy Jas :,DbEbI_bg Jss = pulp,
P
Yi =Zcff°Ak, Yis=cifl,, Yiu= ZcfprAp, Yis=citly, Yis =c2 1,
k P
Y = c]*laEaI_a, Y = ch*lpfpzAp +eoil,, Yas = cl*lbfbl_b, Yss :Elbl(mlb’
P
Gy = Z@§(¢)Ap +C55Au, Gz = —Z’sasw)Aa, Gy =—c554,, Gas = —Eshs(mAb,
P

G33 = G23) G44 = - G249 GSS = - GZS:

*q xbh *q *q xbh *b
€31 €31 € - € €1 € -+
Bi=—A4, Bo=—A4, Pi=—1,, Ph=—Z, A4, Po =—Zp 4y, Pn =—1,
h. hy h. h, hy hy
*aq *h
£33 £33
11 =—2Aa, Cr =—2Ab,
h. hy
bh,}? bh

= I, =+ =

com A =bh,I,=% 5 s I TR (21)

em que A, I, e I; sdo, respectivamente, os momentos de ordem zero, primeira ¢ segunda
ordem. As forcas mecanicas F; e densidades de carga eléctrica 7; sdo definidas por
h hy

a hn
F=S X B=SZ. BE=M,~x, F=M,+2x,-x.), =M, +" x,,
lzk:kzzk:"3 2 ) o Xo= X B =Myt %0 o)

! :bTa, 7, = bry.

Os parametros de rigidez efectiva ¢2” e ¢ em (21), representativos do aumento de

rigidez devido aos campos eléctricos induzidos nas direc¢des axial e transversal [13], sdo
definidos por

*p 2 p2

=p() _ 4,.0r , G =p) _ .0, G5
C —4011 +Tp, Css ' = Css +—p. (23)
€33 11

As equagdes (18)-(22) representam o modelo electromecanico analitico da viga adaptativa
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de trés camadas. O efeito piezoeléctrico directo, para a condi¢ao de potencial eléctrico
prescrito, € levado em consideracao através de parametros efectivos de rigidez e os potenciais
eléctricos ndo especificados, juntamente com os deslocamentos mecanicos, constituem as
variaveis independentes a determinar.

4. FORMULACAO DO ELEMENTO FINITO ADAPTATIVO

4.1. Matrizes e vectores do elemento

Na formulacdo do elemento finito de viga ¢ utilizada a formulagdo fraca das equagdes (18)
e (19), as quais governam o movimento e o equilibrio electrostatico da viga adaptativa de trés
camadas. Os cinco deslocamentos mecanicos generalizados e as duas diferencas de potencial
eléctrico sao agrupados nos vectores de deslocamentos e diferencas de potencial
generalizados,

{u(xa t)} = {uo(x,t),wo(x,t),ﬁa(x, t)aan (xat)’eb(x’t)}Ta {¢(X,t)} = {¢a (X, t)a ¢b(x7 t)}T' (24)

A formulagio fraca das equagdes (18) e (19) tem a forma
[ 6w 1AL+ [ (0w} (L) [V Lo ]+ LT (G Le D) fu}dL
+[ {ouy LT IPHAAL = | {ou}™{FdL, (25)
[ 08y IPT (L1 tubdL~ [ {56} [CHGYIL =~ {06} {r}dL.

Os termos nao nulos das matrizes de massa [J], de rigidez extensional [Y] e de corte [G], de
dimensdo (5x5), de rigidez piezoeléctrica equivalente [P] e capacitancia [C], de
dimensdo (5x2) e (2x2), respectivamente, sdo definidos em (21). Os termos dos vectores
de for¢as nmecanicas aplicadas {F} e densidade de carga eléctrica {r}, de
dimensdes (5x1) e (2x1), respectivamente, sdo apresentados em (22). Os operadores
diferenciais [L..] e [L..] em (25), usados na defini¢do das deformacdes generalizadas, sdo
definidos por

1 0 0 0O 0 0 0 0 0
0 0 0 O o/ox 0 0 0
[Lxx]:% 1 0 0,[L:]= I 0 Of (26)
sim 1 0 sim 1 0
L 1_ L 1_

Para obter uma solugdo aproximada das equagdes (25), o comprimento total da viga L ¢
discretizado em 7 elementos finitos de comprimento L. . Para a defini¢do das aproximacdes
locais dos graus de liberdade mecanicos e eléctricos generalizados, ¢ isolado da malha de
elementos finitos um elemento genérico (figura 2). O elemento finito de viga de dois nds
possui cinco graus de liberdade mecanicos por n6 e dois graus de liberdade eléctricos por
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elemento, com os vectores nodais de graus de liberdade mecanicos {u°} e eléctricos {¢°}
dados por

W)=, w',0.,0,.0, us ,w>,0.,0. 0.}, {6} =1} ". 27)
gbl w(l) wg gbz
9 _ gnz
_”1 ¢b N2
6, 0,
N 7 )
i, 7 i,

Figura 2. Elemento finito de viga adaptativa de trés camadas

Dos operadores diferenciais em (26), constata-se que as equagdes em (25) contém, no
maximo, derivadas de primeira ordem dos deslocamentos generalizados e de ordem zero dos
potenciais eléctricos. Assim, os deslocamentos em cada subdominio elementar devem, no
minimo, ser aproximados por fungdes de interpolagdo lineares de Lagrange de
continuidade C°. Relativamente as diferencas de potencial eléctrico, sdo utilizadas funcdes
de aproximacao unitdrias, tomando as diferencas de potencial um valor constante em cada
subdominio elementar, ndo sendo, pois, considerada a sua continuidade entre elementos
adjacentes. As fungdes de interpolagdo sdo agrupadas nas matrizes de interpolagdo mecanica
[N.] e eléctrica [N,], e os deslocamentos generalizados {u°} e diferengas de potencial {¢°}
no subdominio elementar sdo aproximados por

(.0} = [NJ@ Y, {6°(x, 0} =[Ny 119} (28)

Considerando a equacgdo (25) estabelecida ao nivel do elemento finito, em que L =L,,
obtém-se as matrizes e vectores do elemento definidas por

[Mi]= [, INJTTINNIAL, [KiS91= [ [Bul'VI[BuldL. + & [, (BTGB AL,
[Kis) = (K51 = [ [BaT'[PWL., [K)= [ [N, [CIIN, L., (29)
(Fy =] INTFL, {0 = [ [N, {r}dL,

em que [M,] e [Ki?] sdo as matrizes de massa e de rigidez mecanica, [Ky;]=[K}.]" sdo as
matrizes de rigidez electromecanica, [K;; ] ¢ a matriz de rigidez eléctrica, {F°}¢é o vector de
forcas mecanicas nodais e {Q°} ¢ o vector de cargas eléctricas aplicadas. Note-se que o
indice (¢) ¢ utilizado na notacdo da matriz de rigidez mecanica de forma a evidenciar que o
aumento de rigidez devido aos campos eléctricos induzidos ¢ considerado através da alteragao
das constantes de rigidez em (23). As matrizes de deformacdo extensional [B,.] e de corte
[B..] sao dadas por
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[Bee]=[Lu][Nu], [Be:]=[Le][No]. (30)

Para evitar o aumento de rigidez do elemento para espessuras reduzidas (shear-locking),
no calculo da matriz de rigidez mecanica utiliza-se a integracao selectiva.

4.2. Modelo espacial

O modelo espacial da discretizagdo por elementos finitos, constituido pelas equagdes do
movimento e de equilibrio electrostatico, apds a assemblagem das matrizes e vectores dos
elementos em (29), tem a forma

(M. )} + K 1y +[Kus 1@} = {F}, [Kp 1y +[K {0} =10}, (1)

Para a condicdo de camadas com eléctrodos, duas configuragdes dos eléctrodos sao
possiveis, nomeadamente eléctrodos em circuito aberto ou circuito fechado. No caso dos
eléctrodos estarem em circuito aberto ({Q}={0}), o aumento de rigidez, devido a
distribuicdo quadratica do potencial eléctrico no interior da camada, ¢ considerado através da
modificagao das constantes de rigidez de flexdo e de corte em (23). Além disso, as diferencas
de potencial dos eléctrodos ndo especificadas, que correspondem aos graus de liberdade
eléctricos do elemento finito, podem ser estaticamente condensadas nas matrizes globais.
Dessa forma, para a defini¢do das diferencas de potencial {¢#} ndo especificadas, duas
alternativas sao consideradas. A primeira delas conduz aos mesmos resultados que a condigao
de camadas sem eléctrodos [13], situagdo essa que corresponde a modelizagdo mais
habitualmente apresentada na literatura, em que

(M1} + Koy = {F} com [Ku]=[Kil 1= [Kil[Kw] [Ka] (32)

No entanto, a condi¢do de area equipotencial ndo ¢é respeitada. Para a verificagdo desta
condi¢do, ¢ proposta uma condensagdo estatica modificada das diferengas de potencial
eléctrico ndo especificadas, a qual toma a forma

[M )4} + K] (@} = {F} com [Ku]=[Ki1-[Kiy[AVEI K] [Kp]. (33)

De forma a respeitar a condicao de area equipotencial dos eléctrodos foi utilizada uma matriz
de média [Avg] [13]. Através dessa matriz, na determinagdo das diferencas de potencial
eléctrico ndo especificadas, ¢ considerada uma contribui¢do média de todos os elementos
finitos adjacentes a uma separagdo finita (eléctrica) dos eléctrodos superficiais. Assim, essas
duas alternativas conduzem a duas respostas mecanicas e eléctricas distintas para a condi¢ao
de eléctrodos em circuito aberto, e a condi¢do de camadas sem eléctrodos ¢ distinguida da
formulacao convencional em (32).

No caso de os eléctrodos estarem em circuito fechado, os potenciais eléctricos ndo nulos
no interior da camada (potencial eléctrico quadratico induzido) sdo considerados da mesma
forma que na situagdo anterior, através de [K\?], mas uma vez que a diferenca de potencial é

nula ({¢} = {0}), a condensagio estatica nio é realizada ¢ a expressdo (32) é modificada para

(M.} + KD} = {F}. (34)
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4.3. Modelo modal

O modelo espacial obtido pelo método dos elementos finitos possui, geralmente, um
elevado numero de graus de liberdade e as matrizes de massa e rigidez apresentam uma
estrutura em forma de banda que representa o acoplamento entre os varios graus de liberdade.
Quando se projecta um controlador, pode optar-se por um modelo completo do sistema e,
consequentemente, por um esforco computacional elevado, ou por um modelo reduzido do
sistema, o qual exige um esfor¢o computacional menor. Com efeito, quando excitada, a viga
adaptativa apresenta modos preferenciais de vibracdo, cuja amplitude depende do contetido
espectral da excitagdo. Assim, existe uma grande vantagem na transformagao das equagdes do
sistema na base generalizada para a base modal. Dessa forma, em alternativa a utilizagcdo do
modelo espacial para a caracterizagdo do sistema, pode ser utilizado o modelo modal
reduzido, o qual ¢ mais conveniente do ponto de vista computacional e mais interessante na
analise da contribui¢do individual dos modos naturais de vibragdo para a resposta global do
sistema e, ainda, na inclusdo do mecanismo de amortecimento. Neste estudo, adoptou-se um
mecanismo de amortecimento viscoso introduzido sob a forma de razdes de amortecimento
modal.

Considerando que apenas os primeiros modos terdo uma contribuicdo significativa na
resposta global do sistema, devido ao facto de serem os de menor energia e,
consequentemente, os mais facilmente excitaveis, a resposta do sistema ¢ regulada apenas
pelos primeiros » modos. Assim, a base modal necessaria ¢ de dimensdo » e o vector dos
deslocamentos {u} pode ser aproximado pela sobreposi¢ao modal dos primeiros » modos,

)= 2 (%) =¥, (39)

em que [W]=[{¥},...,{¥},] ¢ a matriz modal e {n}={n,...,n.}" o vector de coordenadas
modais truncadas aos primeiros » modos. Dessa forma, a dimensao do sistema na base modal
ou natural ¢ dada pelo nimero de modos escolhidos para a sua modelizagao.

Com base na sobreposi¢ao modal truncada (35), as equagdes (31) do modelo espacial, com
a inclusdo da matriz de amortecimento modal, ddo origem ao modelo modal reduzido de
dimensao r na forma

i+ AL+ QU+ [YT (Ko 1) = [T HF}, [KaJ[P 1 +[Ke1{g} = {0}, (36)

onde [A] e [€2] sdo matrizes diagonais cujos termos valem, respectivamente, 2&wm; €
o’,i=1,.,r, sendo @ e & a frequéncia natural e a razio de amortecimento, e [I]
corresponde a matriz identidade.

5. CONTROLO ACTIVO DE VIBRACOES

Os algoritmos de controlo constituem um aspecto integrante e fundamental no controlo
activo de vibragdes. Um dos objectivos do controlo activo de vibragdo pode ser a reducdo dos
picos de ressondncia da fungdo de resposta em frequéncia — active damping [2], o qual pode
ser conseguido sem um modelo da estrutura, desde que o par sensor e actuador estejam
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convenientemente colocados na estrutura e possuam uma dinadmica perfeita. No entanto, este
aspecto corresponde a situagao ideal e, normalmente, os actuadores e sensores nao possuem
uma dinidmica perfeita e todo o sistema de amortecimento activo possui uma largura de banda
finita. Com esse propdsito, podem ser utilizadas técnicas cldssicas de controlo baseadas no
feedback da posicao, velocidade ou aceleracdo. Um outro objectivo do controlo pode ser
reduzir os efeitos de perturbacdes externas numa determinada banda de frequéncia, com a
finalidade de manter uma determinada variavel de controlo (a posi¢do dum determinado ponto
da estrutura) dentro duma gama de valores desejavel — model based feedback [2]. O problema
do projecto consiste entdo em encontrar o compensador apropriado que garanta a estabilidade
do sistema em malha fechada. Nesta perspectiva, recorre-se as consideradas estratégias
globais, as quais permitem atenuar todas as perturbagdes dentro da banda de frequéncia
considerada. Em contrapartida, requerem um modelo matematico do sistema estrutural
(modelo de elementos finitos) e tém uma largura de banda limitada pela resolu¢do do modelo.
Além disso, existe sempre a possibilidade que os modos residuais, fora da banda de
frequéncia considerada, possam ser desestabilizados e que as perturbacdes fora da banda em
analise possam ser amplificadas (spillover).

5.1. Representacio no espaco de estados

O método das variaveis de estado ¢ a base das teorias de controlo moderno [14]. A
principal vantagem desta representacdo estd relacionada com a maior facilidade de
representacdo de sistemas com um elevado numero de inputs e outputs e, ainda, com a
possibilidade de representagdo de sistemas transientes nao lineares.

As variaveis de estado do modelo modal reduzido definem-se por

o=}, {ej =15 (37)

Um sistema em malha aberta ¢ representado por um conjunto de duas equagdes
diferenciais matriciais de primeira ordem em termos das varidveis de estado {x;} e{x,} e
toma a forma

() =[A1x} + [ B +[By 1175, {yy =[Clix}, (38)

em que {x} ¢ o vector de estados, [A4] ¢ a matriz de sistema, [B,] ¢ a matriz de entradas
mecanicas, [B,] ¢ a matriz de entradas (controlo) eléctricas, {r}¢é o vector de entradas
mecanicas, {7;} € o vector de entradas (controlo) eléctricas, {y} € o vector de saidas e [C] ¢ a
matriz de saidas, definidos por

1 _s — 0
{x}={{”}, ) = :; Ry ={F ()= @, [A]{” “]J,

2 Q] A
e s 7 Q] )
[B,] :[ [O]T} [Bs] :{ T[O] } [C]= {—[Kw]s [Kp Js[Y] 71[0] }
. (YT (Kool (0] Ko K Y]

[P 4] ({92
S

Os indices “a” e representam os graus de liberdade eléctricos (diferengas de potencial
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eléctrico) associados com os actuadores e sensores, respectivamente.

5.2. Feedback da velocidade

O sistema em malha aberta contempla dois tipos de carregamento exterior distintos:
carregamento mecanico {F} (forcas nodais) e carregamento eléctrico {@}. (tensio eléctrica).
Em malha fechada, e considerando o presente sistema de controlo, o carregamento eléctrico
deixa de ser independente do sistema e passa a relacionar-se com a velocidade medida num
determinado ponto da viga (sinal de feedback). Para o sistema em malha fechada, a tensdo de
controlo ¢ definida de acordo com o tipo de feedback utilizado e, no presente estudo, o sinal
de feedback ¢ proporcional a velocidade transversal medida num determinado ponto da viga,

{$}o =K. ]{x}, com [K,]=-[[0] G{[Loc]['*]}], (40)

em que [K,] representa a matriz de ganho do feedback, G ¢ o valor do ganho e [Loc]
representa uma matriz booleana de identificacio do grau de liberdade correspondente a
velocidade medida. Assim, para o sistema em malha fechada, o vector de entradas apenas
contempla a excitacdo mecanica {r,} . Além disso, e uma vez que o vector de controlo {r;} ¢
definido apenas em fung¢do dos estados, a representagdao do sistema em malha fechada toma a
forma

(X} = ([A]=[By][Ke D {x} + [ Bu ] {7} (41)

Assim, a matriz de ganho [K,] controla o sistema através da modificagdo da matriz de
sistema. Assim, através da defini¢do adequada da matriz de ganho, a lei de controlo permite
estabilizar os modos de vibragdo do sistema aumentando o amortecimento modal (os modos
iniciais de [ 4] transformam-se nos modos mais amortecidos de [A]—[B;][K.]).

6. CASO DE ESTUDO

No sentido de validar por via experimental o modelo de elementos finitos de viga
adaptativa e o algoritmo de controlo por feedback da velocidade, avaliaram-se as fungdes de
resposta em frequéncia em malha aberta e malha fechada.

Nos ensaios experimentais foi utilizada uma viga de aluminio em consola com 400 mm de
comprimento, 15 mm de largura e 2 mm de espessura, ¢ duas cerdmicas piezoeléctricas
PLT30/15/1-PX5-N (Philips Components) com 30 mm de comprimento, 15 mm de largura e
1 mm de espessura, as quais sao fixadas em ambas as faces da viga a uma distancia de 5 mm
do encastramento. As propriedades do material da viga (aluminio) e das cerdmicas
piezoeléctricas (PXE 5) sdo definidas nas tabelas 1 e 3, respectivamente. As razdes de
amortecimento modal utilizadas no modelo numérico foram identificadas por via
experimental a partir de uma funcdo de resposta em frequéncia em malha aberta (tabela 2).
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Tabela 1. Propriedades materiais da viga

Tabela 3. Propriedades do material piezoeléctrico

Aluminio PXE 5

E[Nm?] 70.00x10’ ¢ INm7?]{13.11x10" |d,, [m V']|-215x10™"

G[Nm?] 26.92x10° ¢, [Nm™]{7.984x10" |d,, [m V']|500x10™"

p[Kgm™]| 2710 ¢, [Nm™]|8.439x10" |d,, [m V']|515x10™

. . ey [Nm™]{12.31x10" | &, / &, 1800

Tabela 2. Razdes de amortecimento modal C}z [N m2]|2.564x10" 513T13 /g(; 2100
Modos P2 ¥ ¥ cE [N m™]|2.564x10° | p [Kg m~1|7800
E[%]. 1.71 072 042 041

De forma a implementar por via experimental um sistema de controlo por feedback com
base nas medigdes da velocidade, foi utilizado um transdutor /aser Polytec — OFV 303 para a
medi¢do da resposta dindmica. Para a aquisi¢do de dados foi utilizado um analisador
dinamico de sinal Briiel & Kjer — 2035 de dois canais com um modulo de geracdo de sinal. A
excitacdo, de tipo multi-seno numa banda de frequéncia [0; 400 Hz], foi aplicada a viga
através de uma ceramica piezoeléctrica. A montagem experimental ¢ apresentada de forma
esquematica na figura 3. As ceramicas piezoeléctricas (figura 4) foram fixadas na viga através
de um adesivo nao condutor a base de cianocrilato (Loctite - 496).

sistema de controlo

analisador

! L

controlador laser

— - — Mtransdutor laser

viga

% actuador

excitador

amplificador O

Figura 3. Esquema da montagem experimental do

Figura 4. Montagem das ceramicas piezoeléctricas:

sistema de controlo por feedback da velocidade a) vista de lado, b) vista de cima

A resposta da viga foi medida pelo transdutor /aser a 15 mm da extremidade livre e o sinal
do transdutor laser (velocidade) foi utilizado como tensdo de controlo a aplicar a segunda
ceramica piezoeléctrica (actuador). Para isso, o sinal produzido pelo transdutor ¢é
condicionado por um filtro Krohn-Hite — 3550 e por um amplificador operacional de ganho
regulavel, o qual possui um ganho maximo de 101 e uma tensdo maxima de +150 V.

Com base no modelo de elementos finitos desenvolvido, para o sistema em malha fechada
com controlo por feedback da velocidade, o lugar geométrico das raizes, para ganhos
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J4

compreendidos nos intervalos [-o0,0] e [0,+o], ¢ apresentado nas figuras5eo6,
respectivamente. E possivel observar-se que o aumento do ganho de controlo desloca os polos
(x) do sistema em malha fechada na direc¢do dos zeros (o). Esse deslocamento, no caso de
os afastar do eixo imagindrio, Re(s)=0, e desde que se situem no semi-plano esquerdo,
representa um acréscimo da razdo de amortecimento modal, a qual, para £<<1, pode ser
aproximada por & =—Re(s)/ |Im(s)| .

2500 ; ‘ : : 2500 : :
: —_—
2000} 1 2000} \ 1
4° Modo ; o
3 Modo 3° Modo : 4° Modo
15001 1 15007 l .
2 : / 2 ;
E - E -
=~ 1000} 3 = 1000f i 2Modo ]
2° Modo L
500 /_l—‘ 1° Modo : 500 1° Modo \ ,,_\
(1) T (B_.___e ....................................... (1] T G—Q ...................... o
-200 0 200 400 600 -600 -400 -200 0 200
Re(s) Re(s)

Figura 5. Lugar geométrico das raizes do sistema em  Figura 6. Lugar geométrico das raizes do sistema em
malha fechada para ganhos no intervalo [—, 0] malha fechada para ganhos no intervalo [0, +] .

Da andlise das figuras 5 e 6 constata-se que existe uma simetria de comportamento
consoante o sinal do ganho escolhido. Assim, para valores positivos do ganho, os modos
pares sdo facilmente excitados, mesmo para valores de ganho relativamente baixos. Ao
contrario, para ganhos negativos, um comportamento oposto ¢ obtido e os modos impares sdao
facilmente excitados. Dessa forma, com o objectivo de amortecer o primeiro modo, o valor do
ganho, que afecta todos os modos, teria que ser limitado ao ganho maximo admissivel sem
que o segundo e o quarto modo sejam excitados. Porém, nestas condi¢des, o sistema de
controlo seria muito ineficiente. Uma alternativa é considerar, na definicao da tensdo de
controlo, um valor de velocidade com apenas a contribuicdo do primeiro modo [15]. Essa
situagdo foi materializada experimentalmente através de um filtro passa-banda (10-12 Hz)
regulado ao primeiro modo, o qual foi aplicado ao sinal da velocidade medida. Assim, de
forma a amortecer o primeiro modo, o valor do ganho pode ser escolhido livremente, apenas
limitado pela tensdo de saturacdo dos actuadores piezoeléctricos, sem haver o risco de excitar
os modos pares.

A funcdo de resposta em frequéncia em malha aberta, obtida entre a velocidade medida a
15 mm da extremidade livre da viga e a tensdo aplicada ao excitador, e a sua fungdo
coeréncia, sdo apresentadas na figura7. Como se pode constatar, existe uma boa
concordancia entre os resultados experimentais ¢ numéricos. As frequéncias de ressonancia
dos dois primeiros modos apresentam desvios reduzidos e verifica-se um desvio méximo de
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4.75% para o quarto modo (tabela4). Com efeito, verifica-se que o modelo numérico
sobrestima o valor efectivo das frequéncias de ressonancia, o que se atribui a colagem das
ceramicas piezoeléctricas que, dada a dificuldade em garantir a transmissibilidade completa
dos esforgos nas interfaces com a viga, da origem a uma diminui¢do da rigidez da estrutura,
mantendo, no entanto, a sua massa inalterada. Dessa forma, as frequéncias de ressonancia
experimentais tomam valores inferiores aos numéricos. Na figura 7 pode constatar-se que a
func¢do coeréncia evidencia uma boa eficiéncia do actuador piezoeléctrico na excitagdo da
estrutura, demonstrando a relagdo de causalidade entre a resposta e a excitacdo, e revela uma
elevada razdo sinal/ruido.

— 40—
2 Tabela 4. Freq. naturais do sistema em malha aberta
g Modos 1° 2° 3° 4°
. Res. exp. [Hz] 11.50 69.50 188.0 354.0
- Res. num. [Hz] 11.71 71.75 1959 370.8
= Desvio [%] 1.83 324 420 475
E :
. o Res. exp. (G=0) —
g 100 +  Res. num. (G = 0) _E
_1100 50 100 150 200 250 300 350 400 é
1 S T v T g (A o
[0}
iy V |k
= 3,
(E 0.6 1 _g >
804 ] = § o Res. exp. (G=2800) |
© ] 3-100 3 +  Res. num. (G = 800)
0.2 ‘7R G=0) ‘ <_110 ‘ \ \ \ \ \ \
0 ‘ ‘ ‘ : 8. CXp. (G 0 50 100 150 200 250 300 350 400
0 50 100 150 200 250 300 350 400 Frequéncia [Hz]
Frequéncia [Hz] . . .
Figura 8. FRF entre a velocidade e a tensdo do
Figura 7. FRF e coeréncia entre a velocidade e a tenséo actuador em malha fechada (c/ filtro)

do actuador em malha aberta

As fungdes de resposta em frequéncia numérica e experimental em malha fechada, obtidas
para um valor de ganho G =800 (G =G, x Sens., ), sdo apresentadas na figura 8. Como
se pode observar na figura, apenas o primeiro modo ¢ amortecido. Ambos os resultados,
experimentais e numéricos, demonstram esse facto. A concordancia entre resultados ¢
bastante boa e a amplitude do primeiro modo em malha aberta (figura 7), com um valor médio
entre os resultados experimentais e numéricos de —55 dB, diminui para cerca de —65dB em
malha fechada.

Como referido anteriormente, ¢ de forma a poder optimizar a razdo de amortecimento do
primeiro modo sem excitar os modos pares, torna-se necessario filtrar o sinal de feedback.
Nas figuras 9 e 10 s@o apresentadas as funcdes de resposta em frequéncia do sistema em
malha fechada, sem recorrer a filtragem do sinal de feedback. Dos resultados numéricos e
experimentais constata-se que, para valores de ganho positivos crescentes os modos pares sao
excitados e os impares amortecidos (figura 9). Porém, quando o valor do ganho ¢ negativo
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r

(figura 10), o comportamento oposto € observado, confirmando-se, assim, as indicagdes
fornecidas pelo lugar geométrico das raizes do sistema em malha fechada (figuras 5 e 6).

< g o Res. exp. (G =400) |] z 0 °  Res. exp. (G =-400) |
'@ ° + Res. num. (G =400 'n + Res. num. (G = -400

£ 20 ( ) ] £ 20 ( ) ]
L‘“E E 40}, * ]
® @ :

= = 60}

[} o1 %

o k=l

= £ 80

= =)

g £.1008

< T A

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia [Hz] Frequéncia [Hz]
Figura 9. FRF entre a velocidade e a tensdo do Figura 10. FRF entre a velocidade e a tensdo do

actuador em malha fechada (s/ filtro, ganho positivo)  actuador em malha fechada (s/ filtro, ganho negativo)

7. CONCLUSAO

Da analise experimental verificou-se que a colagem das ceramicas piezoeléctricas
condiciona fortemente o desempenho do sistema adaptativo. Uma correcta colagem devera ser
efectuada de forma a garantir uma boa transmissibilidade de esfor¢os nas interfaces com a
viga, permitindo assim uma melhor capacidade de actuacdo das cerdmicas piezoeléctricas, e
uma melhor concordancia entre 0 modelo numérico e o experimental.

O sistema de controlo por feedback da velocidade, utilizando um transdutor /aser como
sensor, mostrou-se eficiente no controlo de vibragdes. Com este esquema de controlo, foram
obtidas razdes de amortecimento consideraveis com um esforco de controlo admissivel.
Porém, os resultados numéricos e experimentais mostraram que elevados ganhos de controlo
podem desestabilizar determinados modos. Para evitar este fenomeno recorreu-se a filtragem
do sinal de forma a controlar especificamente um determinado modo, tendo sido
demonstrado, na aplicacdo em causa, que esse tipo de controlo é bastante eficiente no
amortecimento do primeiro modo.

O elemento finito desenvolvido demonstrou, através da comparagdo dos resultados
numéricos com os experimentais, uma elevada robustez e fiabilidade na obten¢do da resposta
mecanica e eléctrica de vigas adaptativas. Além disso, o modelo numérico proposto constitui
uma ferramenta particularmente interessante na antevisdo e resolugdo de eventuais
instabilidades, permitindo, numa fase de concepg¢do do sistema de controlo, analisar e definir
a melhor solucdo para o controlo activo de vibragdes. Dessa forma, a implementagdo
experimental ¢ facilitada e a sua performance ¢ melhorada.
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