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Resumo

A presente dissertação é o reflexo de um primeiro contacto com algumas ferramentas fun-

damentais para a investigação nas áreas de Sistemas Dinâmicos e Teoria Ergódica. Num

primeiro momento, a passagem por uma classe particular de sistemas dinâmicos simbólicos,

que estão relacionados com as cadeias de Markov, serviu como motivação. Seguidamente,

o foco no operador de Perron-Frobenius e sua caracterização espectral permitiu um enten-

dimento aprofundado das propriedades estat́ısticas de aplicações expansoras por pedaços

definidas em intervalos fechados. Entre as mesmas propriedades, destacamos a existência

de uma medida invariante absolutamente cont́ınua com respeito à medida de Lebesgue,

decaimento exponencial de correlações e validade do Teorema do Limite Central.

Palavras-chave: shift, cadeia de Markov, Perron-Frobenius, expansora por pedaços, va-

riação limitada, Lasota-Yorke, medida invariante, decaimento de correlações, Teorema do

Limite Central
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Abstract

This dissertation consists on a study of spectral analytical tools, which reveal to be ex-

tremely useful for a better understanding of Dynamical Systems and Ergodic Theory.

Motivated by symbolic dynamics and Markov chains we looked at the Perron Theorem

and its connection with the Limit Theorem for Markov chains. Stimulated by these results

we studied the Perron-Frobenius operator, its spectral characterisation and the impact on

the understanding of the statistical behaviour of piecewise-expanding maps of a closed in-

terval. Among the statistical properties of such systems, we highlight the existence of an

absolutely continuous invariant measure, exponential decay of correlations and a Central

Limit Theorem.

Keywords: shift, Markov chain, Perron-Frobenius, piecewise-expanding, bounded varia-

tion, Lasota-Yorke, invariant measure, decay of correlations, Central Limit Theorem
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3 Dinâmica unidimensional expansora por pedaços 25
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3.2 τ : Ω→ Ω expansora por pedaços . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.2.1 Medidas invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Introdução

A Teoria Ergódica é a área que se dedica ao estudo dos Sistemas Dinâmicos usando uma

panóplia de ferramentas probabiĺısticas para melhor compreender o comportamento es-

tat́ıstico dos sistemas.

A ferramenta principal nesta dissertação é o operador de Perron-Frobenius, que será in-

troduzido no Caṕıtulo 2 e que tem como pontos fixos as densidades invariantes de um

determinado sistema. As suas propriedades espectrais revelam-se muito importantes para

melhor compreender o comportamento estat́ıstico dos sistemas e, em particular, a rapidez

com que estes perdem memória. A motivação para esta abordagem será feita no Caṕıtulo

1, onde, para dinâmica simbólica, começaremos por estudar as potencialidades da análise

espectral em dimensão finita.

A introdução do operador de Perron-Frobenius, bem como de algumas das suas propri-

edades, constitui o foco do Caṕıtulo 2, que é inspirado na exposição do Caṕıtulo 4 de

[BG97].

Com a dualidade medida invariante−densidade fixa em mente, no Caṕıtulo 3, por sua vez

baseado no Caṕıtulo 3 de [Via97], é apresentada a prova da existência de tais medidas no

caso particular em que a dinâmica é determinada por uma aplicação expansora por pedaços

num intervalo fechado; para a unicidade, basta que a aplicação seja, adicionalmente, topo-

logicamente misturadora, caso em que se deduz um decaimento exponencial de correlações

e um Teorema do Limite Central para densidades com variação limitada. A conclusão do

caṕıtulo com a análise do espectro do operador de Perron-Frobenius remete-nos para o

Caṕıtulo 1 e serve de ponte para a generalização feita no Caṕıtulo 4.

No Caṕıtulo 4, o pressuposto é a generalização da própria definição de aplicação expansora
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por pedaços (permitindo-se uma quantidade de numerável de descontinuidades ao invés

de uma quantidade finita) e com base nele vem uma descrição mais geral do espectro do

operador de Perron-Frobenius, segundo [Ryc83].

Mas o ponto de partida, no Caṕıtulo 1, tinha sido o estudo de uma classe revelante de

sistemas dinâmicos simbólicos: os shift ’s. Depois de uma passagem por algumas noções

fundamentais e gerais na temática dos sistemas dinâmicos, os shift ’s conduziram-nos às

Cadeias de Markov e respetivo Teorema Limite que, como corolário do Teorema de Perron,

acaba por ser a formulação do resultado sobre o espectro do operador de Perron-Frobenius

num contexto bastante restrito (Rn). Para o desenvolvimento do Caṕıtulo 1, foi seguido

o Caṕıtulo 3 de [BS02].

Em cada caṕıtulo as principais referências são as que aqui foram mencionadas. Na maior

parte das demonstrações foram inclúıdos passos intermédios que não estão presentes nas

mesmas referências.
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Caṕıtulo 1

Dinâmica Simbólica e Cadeias de

Markov

Iniciamos este caṕıtulo com o estudo da dinâmica das aplicações ga = ax mod 1 ([0, 1]→

[0, 1]) às quais, como veremos, o shift num alfabeto de a śımbolos é semiconjugado.

As Cadeias de Markov (em tempo discreto) são um tipo particular de tais sistemas

dinâmicos simbólicos. Ora, uma vez assim interpretadas, faz sentido que uma aborda-

gem clássica de Sistemas Dinâmicos possa ser usada para o seu estudo.

No final do caṕıtulo são preenchidas algumas entrelinhas na prova do Teorema de Perron

apresentada em [BS02], da qual resulta o Teorema Limite para Cadeias de Markov.

1.1 Sistemas Dinâmicos: algum vocabulário

Começamos pela noção de sistema dinâmico e por algumas definições fundamentais.

Definição 1.1. Um sistema dinâmico (discreto) é descrito por um conjunto não vazio X

e uma aplicação f : X → X; estabelecendo que f0 = id e que fn = fn−1 ◦ f definimos fn

para todo o n ∈ N.

Definição 1.2. A órbita de x ∈ X, que denotamos por Ox(f), é o conjunto dos sucessivos

iterados de x pela aplicação f i.e. Ox(f) = {x, f(x), f2(x), ..., fn(x), ...}.
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Definição 1.3. Um elemento x ∈ X diz-se um ponto periódico de peŕıodo n se n é o

menor número natural tal que fn(x) = x; se x ∈ X é periódico de peŕıodo 1, designa-se

ponto fixo.

Definição 1.4. Um elemento x ∈ X diz-se um ponto pré periódico (de peŕıodo n) se existe

m ∈ N tal que fm(x) é um ponto periódico (de peŕıodo n).

Observação 1.5.

• pontos periódicos distintos que não têm a mesma órbita têm órbitas disjuntas: su-

pomos que z ∈ Ox(f) ∩ Oy(f), pelo que z = f i(x) e z = f j(y) para alguns i, j;

mas então, por um lado, Oz(f) = {f i(x), f i+1(x), ..., x, f(x), ...} = Ox(f) e, por

outro lado, Oz(f) = {f j(y), f j+1(y), ..., y, f(y), ...} = Oy(f) − contradição com o

pressuposto de que x e y têm órbitas distintas.

• é claro que para x ∈ X periódico de peŕıodo n se verifica fm(x) = x ∀m ∈ N : n|m.

Vejamos um exemplo, o qual será relevante mais à frente (secção 1.2).

Exemplo 1.6. Para a ≥ 2 (e a ∈ N), consideremos

ga : [0, 1] → [0, 1]

x 7→


ax, 0 ≤ x ≤ 1

a

ax− j, j

a
< x ≤ j + 1

a
j ∈ {1, ..., a− 1}

Daqui em diante referir-nos-emos a este sistema dinâmico simplesmente como ga ou

ax mod 1.

0 1/3 2/3 1

1

Figura 1.1: Gráfico de g3 (3x mod 1)
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Propriedades:

1. ga tem an pontos cujo peŕıodo divide n.

2. an =
∑

m|nNm(ga), onde Nm(ga) denota o número de pontos periódicos de peŕıodo

m de ga.

3. os pontos em 1. são precisamente os k/(an − 1) para k ∈ {0, ..., an − 1}.

4. Se gcd(k, an − 1) = 1, então k/(an − 1) é um ponto periódico de peŕıodo n de ga.

5. Se k1/(a
n − 1) e k2/(a

n − 1) pertencem à mesma órbita, então gcd(k1, a
n − 1) =

gcd(k2, a
n − 1).

Para justificar 1. consideramos a aplicação gna : pontos periódicos de ga cujo peŕıodo divide

n são os pontos fixos de gna ; observando que o gráfico de gna consiste em an retas de declive

an (> 1), então há an interseções com a diagonal, ou seja, an pontos fixos.

Os pontos cujo peŕıodo divide n são precisamente os pontos de peŕıodo m tal que m|n,

logo 2. segue.

3. é consequência de os an pontos de 1. estarem igualmente espaçados (o que pode ser

verificado muito facilmente com argumentos de semelhanças de triângulos sobre o gráfico

de gna ) e 0 e 1 pertencerem a tal conjunto de pontos.

Para 4., suponhamos que gcd(k, an− 1) = 1 e k/(an− 1) é um ponto periódico de peŕıodo

m de ga, com m 6= n tal que m|n. Então, tal ponto é da forma j/(am − 1) para j ∈

{0, ..., am− 1} e, como tal, j/(am− 1) = k/(an− 1) − contradição, pois gcd(k, an− 1) = 1

implica que k/(an − 1) não pode ser representado por uma fração com um denominador

menor.

Temos 5. se notarmos que dado x =
k

an − 1
então

ga(x) = a
k

an − 1
− l a

n − 1

an − 1
=
ak − l(an − 1)

an − 1
, l ∈ {0, ..., a− 1} e

gcd(ak − l(an − 1), an − 1) = gcd(ak, an − 1) = gcd(k, an − 1).

Definição 1.7. Uma semiconjugação de (Y, g) a (X, f) é uma aplicação sobrejetiva

h : Y → X tal que h ◦ g = f ◦ h; no caso de h ser bijetiva então tem-se uma conjugação, e

(Y, g) e (X, f) dizem-se conjugados.
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Notemos que se x = h(y) (x ∈ X, y ∈ Y ) então fn(x) = fn(h(y)) = fn−1(f(h(y))) =

fn−1(h(g(y))) = ... = h(gn(y)). Assim, se h é sobrejetiva então h ◦ gn = fn ◦ h, o que

significa que a semiconjugação preserva as órbitas de (Y, g). Ora, tratando-se de uma

conjugação então há uma identificação bijetiva entre as órbitas de (Y, g) e as órbitas de

(X, f).

É imediato verificar que a relação ∼ dada por (Y, g) ∼ (X, f) ⇐⇒ (Y, g) e (X, f) são

conjugados, é uma relação de equivalência. Juntando este facto com o que acaba de ser

observado acima, então vem que o estudo de um determinado sistema dinâmico pode ser

reduzido ao estudo de qualquer outro na sua classe de equivalência; mais ainda, se apenas

pretendermos deduzir propriedades do sistema, não temos sequer necessidade de conhecer

explicitamente h.

1.2 Dinâmica Simbólica

Dado um sistema dinâmico (X, f) podemos tomar uma partição X0, ..., Xn−1 de X e codifi-

car as trajetórias dos seus pontos de acordo com a seguinte regra: ai = k ⇐⇒ f i(x) ∈ Xk,

de tal modo que x fica identificado com a sequência a1a2a3... . Numa perspetiva de análise

da evolução do sistema a longo prazo, então o que gostaŕıamos de observar seriam as cau-

das de todas as sequências acima mencionadas. Fica pois motivado o estudo de um caso

particular de sistema dinâmico simbólico.

Definição 1.8. O full one-sided shift é o sistema dinâmico (Σ+
n , σ):

• Σ+
n é o conjunto das sequências, indexadas por N, formadas a partir do alfabeto de

n śımbolos {0, ..., n− 1}

• σ : Σ+
n → Σ+

n

(ai)i 7→ (ai+1)i

De facto, podemos introduzir em Σ+
n uma estrutura de espaço métrico.

Usamos em Σ+
n = {0, ..., n− 1}N a topologia produto, para a qual o conjunto de todos os

cilindros

Cm1,...,mk
j1,...,jk

= {(ai)i : ∀i = 1, ..., k ami = ji, mi < mi+1 ∈ N, ji ∈ {0, ..., n− 1}}
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constitui uma base; tem-se σ−1(Cn1,...,nk
j1,...,jk

) = Cn1+1,...,nk+1
j1,...,jk

portanto, com a topologia pro-

duto, σ é cont́ınua.

Verifica-se que a métrica d((ai)i, (bi)i) = 2−l para l = min{i : ai 6= bi} gera a topologia

produto.

Nestas condições, (Σ+
n , σ) adquire as seguintes propriedades:

1. Há pontos periódicos de todos os peŕıodos.

2. O conjunto dos pontos periódicos é denso.

3. O conjunto dos pontos pré-periódicos é denso.

4. O conjunto dos pontos que são nem periódicos nem pré-periódicos é denso.

5. ∃ε > 0 : ∀a, b ∈ Σ+
n , a 6= b,∃n ∈ N : d(σn(a), σn(b)) = ε

6. Há pelo menos um ponto com órbita densa.

1. é imediata e para 2. a 4. basta observar que qualquer sequência em Σ+
n pode ser ar-

bitrariamente aproximada por uma sequência periódica, por uma sequência pré-periódica,

ou por uma sequência que seja nem periódica nem pré-periódica, respetivamente. Em 5.

ε = 1/2. a = 01...(n− 1)0001...0(n− 1)1011...1(n− 1)...(n− 1)0(n− 1)1...(n− 1)(n− 1)...

tem órbita densa, o que valida 6..

De facto, (Σ+
n , σ) é semiconjugado a ([0, 1], gn) do Exemplo 1.5.:

Dado x ∈ [0, 1], temos uma sequência (xi)i naturalmente associada à sua representação na

base n:

x =

+∞∑
i=1

xi
ni

e como procuramos h : Σ+
n → [0, 1] sobrejetiva então tomamos

h : Σ+
n → [0, 1]

(xi)i 7→
+∞∑
i=1

xi
mi

(sabemos que a representação na base n é única excetuando nos casos em que a expansão

de x tem uma cauda da forma 0(0)... ou n− 1(n− 1)..., portanto, a menos desses mesmos

casos, h é até bijetiva).
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Além disso, para ser uma semiconjugaçāo, h deve satisfazer h ◦ σ = gn ◦ h; tal decorre

imediatamente tendo em conta que se x ∈ [0, 1] então

gn(x) = nx mod 1 =
+∞∑
i=1

xi+1

ni

(com 1 admitindo apenas a representação 0.9(9)...).

Consequentemente, a propriedade 1. acima apontada para (Σ+
n , σ) é também uma propri-

edade de ([0, 1], gn). Porque h é cont́ınua, o mesmo se verifica para as propriedades 2. a

6..

Focamo-nos agora num certo tipo de subespaços dos espaços Σ+
n , que estão relacionados

com as Cadeias de Markov.

Definição 1.9. Um subshift é qualquer subespaço de um Σ+
n que seja fechado e σ−invariante.

A condição de σ−invariância legitima que um subshift, com a aplicação σ, seja ainda um

sistema dinâmico.

Por ser fechado, tal espaço fica completamente determinado por um conjunto de sequências

proibidas, no sentido de que nenhuma sequência que lhe pertença pode conter uma sequência

proibida.

Exemplo 1.10. Em Σ+
2 , o conjunto de sequências que entre dois 1’s contêm um número

par de 0’s é um subshift. As sequências proibidas são as do conjunto F = {1 0...0︸︷︷︸
2n+1

1, n ∈

N0}.

Definição 1.11. Um subshift de tipo finito é o caso particular de subshift onde as sequências

proibidas têm comprimento finito e constituem um conjunto finito.

Exemplo 1.12. O Exemplo 1.9. não é de um subshift de tipo finito. No entanto, em

Σ+
2 , o conjunto de sequências que não contêm 1’s consecutivos é um subshift de tipo finito,

com o conjunto de sequências proibidas F = {11}.

Sempre que, tal como no Exemplo 1.11., as sequências proibidas têm comprimento 2,

podemos representar o subshift de tipo finito através de um grafo dirigido (finito) cujos

vértices são os śımbolos do respetivo alfabeto e as arestas correspondem a transições

permitidas entre eles.
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Definição 1.13. Um subshift de tipo finito em que as sequências proibidas têm compri-

mento 2 designa-se uma Cadeia de Markov topológica.

1.3 Cadeias de Markov

Notação: P(A|B) representa a probabilidade condicional de A dado B, i.e.

P(A|B) =
P(A ∩B)

P(B)
, sempre que P (B) 6= 0.

A definição que apresentamos é a definição clássica de Cadeia de Markov enquanto processo

estocástico:

Definição 1.14. Num espaço de probabilidade (Ω,B,P), consideramos uma sequência de

variáveis aleatórias (v.a.) X0, X1, ... para as quais assumimos:

(i) o conjunto de valores admisśıveis é finito, digamos {1, ...,m}

(ii) Xn representa o estado do sistema no instante n

(iii) P(Xn = in|X0 = i0, X1 = i1, ..., Xn−1 = in−1) = P(Xn = in|Xn−1 = in−1)

X0, X1, ... diz-se uma Cadeia de Markov (discreta).

Restringir-nos-emos a processos estacionários, i.e. processos tais que as probabilidades de

transição entre estados são independentes do valor de n.

Definição 1.15. pij = P(Xn = j|Xn−1 = i) designa-se probabilidade de transição do

estado i para o estado j.

Definição 1.16. A matriz P = (pij)ij , i, j ∈ {1, ...,m}, é chamada matriz de transição.

Definição 1.17. Uma matriz A (k × k) diz-se:

• positiva (não negativa) se todas as suas entradas são positivas (não negativas).

• irredut́ıvel se for não negativa, quadrada, e tal que ∀i, j ∃n ∈ N : (An)ij > 0.

• primitiva se for não negativa, quadrada, e tal que ∃n ∈ N ∀i, j : (An)ij > 0.
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• estocástica se for real não negativa, quadrada, e tal que

k∑
j=1

pij = 1 ∀i ∈ {1, ..., k}

(equivalente a afirmar que o vetor coluna com todas as entradas iguais a 1 é um

vetor próprio associado ao valor próprio 1).

Observação 1.18.

• P é não negativa e estocástica (decorre imediatamente da axiomática de probabili-

dade)

• P(X0 = i0, X1 = i1, ..., Xn = in) =

P(Xn = in|X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1)P(X0 = i0, ..., Xn−1 = in−1) =

pin−1inP(Xn−1 = in−1|X0 = i0, ..., Xn−2 = in−2)P(X0 = i0, ..., Xn−2 = in−2) = ... =

pin−1inpin−2in−1 ...pi0i1P(X0 = i0)

Definição 1.19. p
(n)
ij = P(Xn = j|X0 = i) designa-se probabilidade de transição a n

passos do estado i para o estado j.

É consequência do segundo item da Observação 1.17. que a entrada correspondente à

linha i e coluna j da matriz Pn é precisamente p
(n)
ij .

Notação: x(n) =
(
P(Xn = 1) P(Xn = 2) . . . P(Xn = m)

)
(matriz linha)

Decorre que x(n) = x(0)Pn.

Teorema 1.20 (Teorema Limite para Cadeias de Markov). Se P é primitiva então

lim
n→+∞

Pn =


q1 q2 . . . qm

q1 q2 . . . qm
...

...
. . .

...

q1 q2 . . . qm


onde para i = 1, ...,m qi > 0 e q1 + q2 + · · ·+ qm = 1.

Uma demonstração é apresentada na secção seguinte.

Informalmente, o que o Teorema afirma é que as probabilidades de transição a n passos,

à medida que n aumenta, convergem para valores que não são condicionados pelo ponto

de partida.

Adicionalmente, também o vetor estocástico x(n) tem limite:

10



Corolário 1.21. limn→+∞ x
(n) = q =

(
q1 q2 . . . qm

)
.

Demonstração. limn→+∞ x
(n) = limn→+∞ x

(0)Pn = x(0)


q1 q2 . . . qm

q1 q2 . . . qm
...

...
. . .

...

q1 q2 . . . qm

 =

(P(X0 = 1)q1 + · · ·+ P(X0 = m)q1 P(X0 = 1)q2 + · · ·+ P(X0 = m)q2

. . . P(X0 = 1)qm + · · ·+ P(X0 = m)qm) =

(P(X0 = 1) + P(X0 = 2) + ...+ P(X0 = m))
(
q1 q2 . . . qm

)
=
(
q1 q2 . . . qm

)

E tal limite é o único ponto fixo da aplicação que a um vetor estocástico x associa xP :

Corolário 1.22. q é o único vetor estocástico tal que qP = q.

Demonstração. Suponhamos que existe q′ 6= q tal que q′P = q′. Pelo Corolário 1.20.,

sabemos que limn→+∞ q
′(n) = q. Mas q′(n) = q′ ∀n ∈ N, portanto limn→+∞ q

′(n) = q′ −

contradição.

Relembrando agora a Definição 1.10. fica claro porquê que as Cadeias de Markov (tal

como na Definição 1.13.) podem ser vistas como subshifts de tipo finito associados a

palavras proibidas de comprimento 2: (iii) da respetiva definição justifica a representação

de uma Cadeia de Markov por um grafo cujo conjunto de vértices é o conjunto dos valores

admisśıveis e onde as arestas têm pesos determinados pela matriz de transição.

Notemos que começamos por definir Cadeia de Markov como processo estocástico e acabámos

de ver que se trata também de um caso particular de sistema dinâmico simbólico, onde,

para além da possibilidade de um estudo standard no contexto da teoria de sistemas

dinâmicos, se acrescenta a perspetiva de uma abordagem combinatória, à luz da teoria de

grafos.
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1.4 O Teorema de Perron e o Teorema Limite para Cadeias

de Markov

Seja L : Rk → Rk uma aplicação linear. Por vezes indistintamente consideramos o sistema

dinâmico linear associado a L.

Lema 1.23. Se λ é um valor próprio de L ao qual está associado o vetor próprio v, então

λi é um valor próprio de Li ao qual está associado o vetor próprio v.

Demonstração. Basta notar que Liv = Li−1Lv = Li−1λv = ... = λiv.

Definição 1.24. vT diz-se um vetor próprio esquerdo de L associado ao valor próprio λ

se vTL = vTλ.

Observação 1.25. Quando nada é dito em contrário, assumimos a representação de v

através de uma matriz coluna, compat́ıvel com a multiplicação à direita por L, e apenas

por esse facto surge na Definição 1.24 vT (ocorrendo a multiplicação à esquerda por L,

o vetor tem que entrar sob a forma de matriz linha); como sugere a mesma definição, a

designação vetor próprio corresponde, em rigor, a vetor próprio direito.

Lema 1.26. Se v é um vetor próprio de L associado ao valor próprio λ, então vT é um

vetor próprio esquerdo de LT associado ao mesmo valor próprio λ.

Demonstração. Tem-se vTLT = (Lv)T = (λv)T = vTλ.

Notação: Eλ = {v ∈ Rk : Lv = λv} (subespaço próprio associado a λ)

Apenas no Lema que se segue vamos considerar L : R2 → R2.

Lema 1.27. Seja L : R2 → R2. Suponhamos que existe λ valor próprio de L tal que

|λ| = 1.

(i) Se λ é uma raiz da unidade, então todos os pontos de Eλ têm órbita periódica.

(ii) Se λ não é uma raiz da unidade, então todos os pontos de Eλ têm órbita densa em

S1 ≡ {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

12



Demonstração. O caso (i) é claro, pois, sendo λi = 1 para algum i, então dado v ∈ Eλ
tem-se, pelo Lema 1.23, Liv = λiv = v.

Em (ii) trata-se de provar que dado v ∈ Eλ, o conjunto Ov(L) = {v, Lv, L2v, ...} é denso

em S1. Ora, Ov(L) é uma sucessão contida num compacto (S1), portanto admite uma

subsucessão convergente que é, em particular, uma sucessão de Cauchy. Assim, fixando

ε > 0, ∃m,n ∈ N (m 6= n) : d(Lmv, Lnv) < ε; definimos f como a rotação de arco LmvLnv,

pelo que ∃k ∈ N tal que {v, f(v), ..., fk(v)} é ε−denso em S1. Consequentemente, Ov(L)

é ε−denso em S1. Como ε é arbitrário, então Ov(L) é denso em S1.

Proposição 1.28. Se existe um conjunto compacto C 6= ∅ e tal que 0 ∈ int(C) e Li(C) ⊂

int(C) para algum i > 0, então todos os valores próprios de L têm módulo estritamente

menor que 1.

Demonstração. Vejamos que podemos, sem perda de generalidade, assumir que L(C) ⊂

int(C). De facto, tomemos K : Rk → Rk tal que K = Li para i tal que Li(C) ⊂ int(C);

ora, se o resultado é válido, então a conclusão é que todos os valores próprios de K têm

módulo estritamente menor que 1, pelo que, como consequência do Lema 1.23, todos os

valores próprios de L têm módulo estritamente menor que 1.

Notemos que o facto de se ter 0 ∈ int(C) permite-nos concluir que Eλ ∩ C \ {0} 6= ∅,

qualquer que seja λ valor próprio de L, pelo que podemos tomar v ∈ Eλ ∩ C, ou mais

particularmente, v ∈ Eλ ∩ int(C) ou v ∈ Eλ ∩ ∂(C).

Suponhamos que existe λ valor próprio de L tal que |λ| > 1. Então, v ∈ Eλ ∩ int(C) é tal

que limn→+∞‖Lnv‖ = limn→+∞|λn|‖v‖ = +∞; mas, por hipótese, Lnv ∈ int(C) ∀n ≥ 1 e

int(C) é limitado − contradição.

Suponhamos agora que existe λ valor próprio de L tal que |λ| = 1. Tomemos v ∈ Eλ∩∂(C).

Se λ é uma raiz da unidade, então, pelo Lema 1.27(i), Ljv = v para algum j ∈ N −

contradição, pois L(C) ⊂ int(C). Se λ não é uma raiz da unidade, então, pelo Lema

1.27(ii), v tem órbita densa em alguma circunferência, D, de dimensão 1 contida em Rk

(centrada na origem e de raio ‖v‖); mas, assim, existe uma subsucessão (Lniv)i de pontos

da órbita de v que converge para v e está contida em D − contradição, pois sendo D

fechado então v ∈ D, ou seja v ∈ D ∩ ∂(C), e Lniv ∈ D ∩ int(C) ∀ni.
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Teorema 1.29 (Perron). Seja A uma matriz m ×m primitiva. Então, A tem um valor

próprio λ > 0 com as seguintes propriedades:

1. λ é uma raiz simples do polinómio caracteŕıstico de A

2. λ tem associado um vetor próprio v positivo

3. qualquer outro valor próprio de A tem módulo estritamente menor que λ

4. qualquer vetor próprio de A não negativo é um múltiplo (positivo) de v

Demonstração. O primeiro passo é justificar a existência de λ e 2.

Seja S = {(x1, ..., xm) ∈ Rm : ∀j = 1, ...,m xj ≥ 0,
∑

j xj = 1} (o simplexo unitário

(m− 1)−dimensional).

Consideramos f : S → S tal que f(x) = projeção radial em S de Ax, que é cont́ınua.

Observemos que, porque A é não negativa, então Ax é não negativo.

Ora, f cont́ınua e S compacto implicam, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, que

existe v ∈ S tal que f(v) = v. Mas então, v é tal que Av (não negativo, pela observação

anterior) está na semi-reta que parte da origem e passa por v, ou seja, Av é um múltiplo

não negativo de v. De facto, porque A é primitiva, decorre que Av é um múltiplo positivo

de v, e, porque adicionalmente se tem o Lema 1.23, então v tem todas as componentes

positivas.

Prosseguimos no sentido de mostrar 3. e 1.

Vamos exibir uma matriz estocástica, M , cujo espectro nada mais é que o espectro de A

dividido por λ; ora, o nosso problema reduzir-se-á, pois, a provar que 1 é uma raiz simples

do polinómio caracteŕıstico de M e que os restantes valores próprios de M têm módulo

estritamente menor que 1.

Seja V =


v1

v2

. . .

vm

 a matriz diagonal onde v =


v1

v2

...

vm

 é o vetor acima menci-

onado.

Definimos M =
1

λ
V −1AV (a verificação de que se trata de uma matriz estocástica é
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imediata pois V (1 1 ... 1)T = v e Av = λv.). Notemos que M é primitiva, já que é

claramente não negativa e A é primitiva.

Consideremos g : S → S tal que g(x) = xM . É fácil ver que g está bem definida, e g é

cont́ınua. Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe w ∈ S tal que g(wT ) = wT

e w tem todas as componentes positivas (wT = wTM = wTM2 = ... = wTM j = ... e M

é primitiva, logo, se j é tal que todas as entradas de M j são positivas, então wTM j tem

todas as componentes positivas).

A conclusão sobre os valores próprios de M é agora consequência da Proposição 1.28

e do Lema 1.26: C = S − w 6= ∅ é compacto (de um subespaço de Rm isomorfo a

Rm−1), contém 0 no seu interior e, se j é tal que todas as entradas de (MT )j são positivas,

então (MT )j(C) = (MT )j(S − w) = (MT )j(S) − (MT )j(w) = (MT )j(S) − (wTM j)T ⊂

int(S)−w = int(C), portanto, pela Proposição 1.28, vem que, na restrição ao subespaço

(m−1)−dimensional gerado por C, MT só admite valores próprios de módulo estritamente

menor do que 1, de modo que M só admite valores próprios de módulo estritamente menor

do que 1, pelo Lema 1.26; por fim, wT ponto fixo de g implica que 1 é valor próprio de

M , com vetor próprio esquerdo wT , logo, devido à conclusão imediatamente anterior,

E1 =< w >.

Resta 4.

Mas, na sequência do racioćınio acima, basta mostrar que qualquer vetor próprio esquerdo

de M não negativo é um múltiplo (positivo) de wT . Ora, dado que o subespaço gerado

por C é (MT )j−invariante e que o seu único vetor não negativo é 0 ∈ Rm, então qualquer

vetor próprio de MT que seja linearmente independente de w tem alguma componente

negativa, o que é equivalente a afirmar que qualquer vetor próprio esquerdo de M que seja

linearmente independente de wT tem alguma componente negativa.

Lema 1.30. Suponhamos que λ1, ..., λk (valores próprios de L, eventualmente repetidos)

têm módulos estritamente menores que 1. Então existem µ < 1 e uma norma, ‖.‖, tais

que ∀v ‖Lv‖ ≤ µ‖v‖.

Demonstração. Consideramos as duas possibilidades:

(i) ∀λ1, ..., λk as multiplicidades algébrica e geométrica coincidem

(ii) ∃λi cuja multiplicidade algébrica é superior à multiplicidade geométrica
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Para (i) basta considerar µ = max{|λ1|, ..., |λk|}: como existe uma base de Rk formada

por vetores próprios de L então, nessa mesma base, a matriz de L é diagonal e tem-se

‖Lv‖ =
√
λ2

1v
2
1 + λ2

2v
2
2 + ...+ λ2

kv
2
k ≤ µ‖v‖.

Para (ii) podemos supor, sem perda de generalidade, que λ1 tem multiplicidade algébrica

2 e multiplicidade geométrica 1 e que ∀λ2, ..., λk as multiplicidades algébrica e geométrica

coincidem. A forma canónica de Jordan conduz-nos à matriz

λ1 1

0 λ1

λ2

. . .

λk


.

Assim, basta-nos obter ρ < 1 tal que ‖Kv‖ ≤ ρ‖v‖ para K =

λ1 1

0 λ1


(µ = max{ρ, |λ2|, ..., |λk|}).

Fixado ε > 0, seja Sε =

ε 0

0 1

. Ora, SεKS
−1
ε =

λ1 ε

0 λ1

 e queremos provar que

‖Kv‖ =
√

(λ1v1 + εv2)2 + (λ1v2)2 ≤ ρ
√
v2

1 + v2
2 = ρ‖v‖.

Tem-se λ2
1v

2
1 + 2ελ1v1v2 + ε2v2

2 + λ2
1v

2
2 ≤ (λ2

1 + ε2)(v2
1 + v2

2) + 2ελ1v1v2

≤ (λ2
1 + ε2)(v2

1 + v2
2) + ελ1(v2

1 + v2
2) ≤ (λ1 + ε)2(v2

1 + v2
2).

Logo, ρ = |λ1 + ε|.

Podemos, por fim, deduzir o Teorema Limite para Cadeias de Markov - Teorema 1.20 -

como corolário do Teorema de Perron - Teorema 1.29.

Observação 1.31. Todos os vetores na demonstração que se segue devem ser interpreta-

dos como matriz linha.

Demonstração. Notemos que no contexto das Cadeias de Markov nos interessa apenas

considerar vetores do Simplexo Unitário ((m − 1)−dimensional), S, espaço de todos os

vetores estocásticos de Rm.
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Designemos por h : S → S a aplicação tal que h(x) = xP . Queremos provar que se u é

qualquer um dos vetores da base canónica de Rm, então limn→+∞ h
n(u) = q.

P é primitiva, o que nos deixa nas condições do Teorema de Perron, e é também estocástica.

Assim, tal como foi visto para M na demonstração do mesmo Teorema, h tem um ponto

fixo, seja q, com todas as componentes positivas; e como tal, q é vetor próprio esquerdo

de P com valor próprio 1.

Ainda como na demonstração do Teorema de Perron, a restrição de P a < q >⊥ só admite

valores próprios de módulo estritamente menor do que 1, pelo que, pelo Lema 1.30, se

x ∈< q >⊥ então limn→+∞‖xPn‖ = 0, portanto, limn→+∞ xP
n = 0.

Ora, dado que qualquer u se escreve como u = q + x onde x ∈< q >⊥, tem-se

limn→+∞ h
n(u) = limn→+∞ h

n(q + x) = limn→+∞((q + x)Pn) = limn→+∞(qPn + xPn) =

limn→+∞ qP
n + limn→+∞ xP

n = q + 0 = q.
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Caṕıtulo 2

O operador de Perron-Frobenius

O operador de Perron-Frobenius é uma ferramenta para o estudo dos Sistemas Dinâmicos

de um ponto de vista probabiĺıstico. Seja (Ω,B, λ) um espaço de probabilidade e considere-

se X : Ω → R uma variável aleatória (v.a.). O operador de Perron-Frobenius possibilita,

em particular, o transporte (pela dinâmica) da densidade associada a X. Daqui em diante,

escreveremos τ : Ω→ Ω para denotar a dinâmica.

2.1 Definição do Operador

Na terminologia acima, consideramos Ω = [a, b] ⊂ R, B a σ−álgebra de Borel, λ a medida

de Lebesgue normalizada definida em [a, b], eX a v.a. absolutamente cont́ınua com respeito

a λ à qual está associada a função densidade de probabilidade f , de modo que, se A ∈ B,

P(X ∈ A) =

∫
A
fdλ.

De facto, µ(A) ≡
∫
A
fdλ é uma medida de probabilidade.

Seja τ : Ω→ Ω uma aplicação mensurável.

Definimos τ∗µ(A) = µ(τ−1(A)) (o pushforward de µ por τ).

Se τ∗µ � µ, portanto, por transitividade, τ∗µ � λ, então, pelo Teorema de Radon-

Nikodym,

∃φ ∈ L1 : τ∗µ(A) =

∫
A
φdλ
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e φ é única (qtp).

Ora, X ◦ τ é uma v.a. e tem-se

P(X ◦ τ ∈ A) = P(X ∈ τ−1(A)) =

∫
τ−1(A)

fdλ = µ(τ−1(A)) = τ∗µ(A) =

∫
A
φdλ.

Assim, nos termos da discussão que acaba de ser feita,

Definição 2.1. O operador de Perron-Frobenius é Pτ : L1 → L1

f 7→ φ

Observação 2.2. (Ω,B, λ) não tem que ser um espaço de probabilidade, apenas um

espaço mensurável, e X : Ω → R uma aplicação mensurável (µ passa a ser uma medida

com sinal e f a densidade correspondente).

2.2 Propriedades

Pτ goza das seguintes propriedades:

Proposição 2.3. (Linearidade) Pτ : L1 → L1 é um operador linear.

Demonstração. Dadas f, g ∈ L1, α, β ∈ R, queremos provar que

Pτ (αf + βg) = αPτ (f) + βPτ (g).

Ora,

∫
A
Pτ (αf + βg)dλ =

∫
τ−1(A)

(αf + βg)dλ = α

∫
τ−1(A)

fdλ+ β

∫
τ−1(A)

gdλ

= α

∫
A
Pτ (f)dλ+ β

∫
A
Pτ (g)dλ =

∫
A

(αPτ (f) + βPτ (g))dλ

pelo que, sendo A qualquer conjunto mensurável, então

Pτ (αf + βg) = αPτ (f) + βPτ (g) qtp

(o que corresponde ao pretendido já que Pτ é definido a menos de equivalência qtp).

Proposição 2.4. (Positividade) Seja f ∈ L1 tal que f ≥ 0. Então, Pτ (f) ≥ 0.

Demonstração.

∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
τ−1(A)

fdλ ≥ 0

pelo que, sendo A qualquer conjunto mensurável, então Pτ (f) ≥ 0.
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Proposição 2.5. (Preservação de integrais)∫
Ω
Pτ (f)dλ =

∫
Ω
fdλ

Demonstração.

∫
Ω
Pτ (f)dλ =

∫
τ−1(Ω)

fdλ =

∫
Ω
fdλ.

Proposição 2.6. (Contração) Pτ : L1 → L1 é uma contração i.e.

∀f ∈ L1 ‖Pτ (f)‖1 ≤ ‖f‖1.

Demonstração. Sejam f+ = max{f, 0} e f− = −min{0, f}, de modo que f ∈ L1 =⇒

f+ ∈ L1, f− ∈ L1, f = f+ − f− e |f | = f+ + f−.

Por linearidade, Pτ (f) = Pτ (f+ − f−) = Pτ (f+)− Pτ (f−)

logo, |Pτ (f)| ≤ |Pτ (f+)|+ |Pτ (f−)| = Pτ (f+) + Pτ (f−) = Pτ (f+ + f−) = Pτ (|f |).

Assim, ‖Pτ (f)‖1 =

∫
Ω
|Pτ (f)|dλ ≤

∫
Ω
Pτ (|f |)dλ =

∫
Ω
|f |dλ = ‖f‖1

(onde a penúltima igualdade vem da Proposição 2.5).

Observação 2.7. Para a topologia induzida pela norma, Pτ : L1 → L1 é uma aplicação

cont́ınua.

Proposição 2.8. (Composição) Seja σ : Ω → Ω nas mesmas condições de τ (i.e. σ

mensurável e tal que σ∗µ� µ). Então, Pσ◦τ = Pσ ◦ Pτ .

Demonstração. Comecemos por notar que (σ ◦ τ)∗µ � µ: se µ(A) = 0 então, porque

σ∗µ � µ, µ(σ−1(A)) = 0 pelo que, porque τ∗µ � µ, µ(τ−1(σ−1(A))) = 0, ou seja,

µ((σ ◦ τ)−1(A)) = 0.

Assim, como anteriormente, pelo Teorema de Radon-Nikodym vem (σ ◦τ)∗µ(A) =

∫
A
φdλ

para φ ∈ L1 única qtp. Ora, Pσ◦τ está, portanto, bem definido.

Agora,

∫
A
Pσ◦τ (f)dλ = (σ◦τ)∗µ(A) =

∫
(σ◦τ)−1(A)

fdλ =

∫
τ−1(σ−1(A))

fdλ =

∫
σ−1(A)

Pτ (f)dλ

=

∫
A
Pσ(Pτ (f))dλ =

∫
A
Pσ ◦ Pτ (f)dλ

de onde resulta Pσ◦τ (f) = Pσ ◦ Pτ (f) qtp.
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Observação 2.9. Por indução tem-se que Pτn = Pnτ .

Definição 2.10. Seja τ : Ω → Ω uma aplicação mensurável. Uτ : L∞ → L∞

f 7→ f ◦ τ

é o

operador de Koopman.

Proposição 2.11. Sejam f ∈ L1, g ∈ L∞. Então,∫
Ω
Pτ (f)gdλ =

∫
Ω
fUτ (g)dλ.

Demonstração. Seja f qualquer, A ∈ B e g = 11A. Então,∫
Ω
Pτ (f)gdλ =

∫
Ω
Pτ (f)11Adλ =

∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
τ−1(A)

fdλ =∫
Ω
f11τ−1(A)dλ =

∫
Ω
f11A ◦ τdλ =

∫
Ω
fUτ (11A)dλ =

∫
Ω
fUτ (g)dλ.

Uma vez que qualquer g ∈ L∞ é limite de uma sucessão de funções simples (i.e. funções

que são combinação linear de indicatrizes), o Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue implica o resultado.

Observação 2.12. A equação na Proposição 2.11 é frequentemente usada como de-

finição do operador Pτ .

Conclúımos esta secção com uma condição necessária e suficiente para que uma densidade

seja um ponto fixo de Pτ .

Proposição 2.13. Seja f ∈ L1 tal que f ≥ 0 e ‖f‖1 = 1. Então, Pτ (f) = f (qtp) se e só

se µ tal que µ(A) =

∫
A
fdλ é τ−invariante (i.e. µ(τ−1(A)) = µ(A)).

Demonstração. Seja A um qualquer conjunto mensurável.

Suponhamos que µ(τ−1(A)) = µ(A).

Ora,

∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
τ−1(A)

fdλ = µ(τ−1(A)) = µ(A) =

∫
A
fdλ.

Logo, Pτ (f) = f qtp.

Por outro lado, se Pτ (f) = f (qtp) então

∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
A
fdλ, e resulta

µ(τ−1(A)) =

∫
τ−1(A)

fdλ =

∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
A
fdλ = µ(A).
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2.3 Aplicação

Depois de justificarmos uma fórmula para o cálculo de Pτ , válida no caso particular em que

τ é uma aplicação monótona por pedaços, faremos uso da mesma através de um exemplo.

Notação: Se [a, b] ⊂ R e se tem a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b, então P(x0, ..., xn)

denota a partição {Ii = [xi−1, xi) : i = 1, ..., n− 1, In = [xn−1, xn]} de [a, b].

De agora em diante, sempre que nos referirmos a τ : Ω → Ω vamos assumir tratar-se de

uma aplicação cont́ınua à direita (o que, em particular, implica que existe pelo menos uma

escolha de P(x0, ..., xn) tal que todas as restrições τ |Ii são cont́ınuas).

Observação 2.14. Não há qualquer perda de generalidade pelo que acabámos de assumir

uma vez que caso existisse um conjunto finito de pontos nos quais τ não fosse cont́ınua

à direita então bastaria modificar as respetivas imagens de modo a obter τ cont́ınua à

direita; tal não acarreta qualquer prejúızo para as propriedades de integração de τ , das

quais depende Pτ e, por conseguinte, toda a teoria em torno de si desenvolvida.

Definição 2.15. τ : Ω → Ω diz-se monótona por pedaços se existe P(x0, ..., xn) tal que,

para i = 1, ..., n, τi = τ |Ii é monótona.

Vejamos então que se τ está nas condições da Definição 2.15, Pτ (f) pode ser descrito

por:

Pτ (f)(x) =
∑

z∈{τ−1(x)}

f(z)

|τ ′(z)|
.

De facto, por definição de Pτ , dado A ∈ B∫
A
Pτ (f)dλ =

∫
τ−1(A)

fdλ

e, como cada τi é invert́ıvel, então τ−1(A) =
n⋃
i=1

τ−1
i (A) (união disjunta) e resulta

∫
A
Pτ (f)dλ =

n∑
i=1

∫
τ−1
i (A)

fdλ =
n∑
i=1

∫
τ(Ii)∩A

f(τ−1
i (x))|(τ−1

i )′(x)|dλ =

n∑
i=1

∫
A
f(τ−1

i (x))|(τ−1
i )′(x)|11τ(Ii)(x)dλ =

∫
A

n∑
i=1

f(τ−1
i (x))

|τ ′i(τ
−1
i (x))|

11τ(Ii)(x)dλ.
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Logo, Pτ (f)(x) =
n∑
i=1

f(τ−1
i (x))

|τ ′i(τ
−1
i (x))|

11τ(Ii)(x), o que pode ser reescrito como

Pτ (f)(x) =
∑

z∈{τ−1(x)}

f(z)

|τ ′(z)|
.

Exemplo 2.16. Seja τ = ga, i.e. τ(x) = ax mod 1 (Exemplo 1.6).

Tem-se

I1 = [0, 1/a), I2 = [1/a, 2/a), ..., Ia = [(a− 1)/a, 1]

τ1(x) = ax, τ2(x) = ax− 1, ..., τa(x) = ax− (a− 1)

de modo que

Pτ (f)(x) =
f
(x
a

)
∣∣∣a(x

a

)∣∣∣ +

f

(
x+ 1

a

)
∣∣∣∣a(x+ 1

a

)∣∣∣∣ + · · ·+
f

(
x+ (a− 1)

a

)
∣∣∣∣a(x+ (a− 1)

a

)∣∣∣∣
=

1

a

(
f
(x
a

)
+ f

(
x+ 1

a

)
+ · · ·+ f

(
x+ (a− 1)

a

))
.

24



Caṕıtulo 3

Dinâmica unidimensional

expansora por pedaços

Neste caṕıtulo dedicar-nos-emos em exclusivo a aplicações expansoras por pedaços defini-

das em intervalos fechados de números reais. Veremos que a tais aplicações estão sempre

associadas medidas invariantes, absolutamente cont́ınuas com respeito a Lebesgue. Além

disso, mediante certas condições adicionais, a medida invariante é única e conduz a uma

decomposição de um certo espaço vetorial de funções, o que constitui uma generalização

do que foi visto no Caṕıtulo 1 com o Teorema de Perron.

Em todo o caṕıtulo continuaremos com (Ω,B, λ) onde Ω = [a, b] ⊂ R, B a respetiva

σ−álgebra de Borel e λ a medida de Lebesgue normalizada definida em [a, b].

Na Secção 3.2, τ é sempre expansora por pedaços (mesmo que tal facto possa não ser

mencionado nos enunciados de todos os resultados apresentados). Na Secção 3.3, τ será

sempre expansora por pedaços e topologicamente misturadora.

3.1 Variação limitada

Antes de definirmos aplicação expansora por pedaços de domı́nio [a, b] ⊂ R, vamos primeiro

introduzir o conceito de função com variação limitada.
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Definição 3.1. Dada uma função h : [a, b]→ R, a variação de h é

varh = sup
n∑
i=1

|h(xi−1)− h(xi)|

onde o supremo recai sobre todas as posśıveis escolhas de P(x0, ..., xn) (conforme a notação

fixada na secção 2.3).

Observação 3.2. Analogamente se define a variação de h em η ⊂ [a, b], denotada por

varηh, considerando inf η = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = sup η e P(x0, ..., xn) a corres-

pondente partição de η.

Proposição 3.3. Propriedades da variação:

1. varη(h1 + h2) ≤ varηh1 + varηh2

2. varη(h1h2) ≤ varηh1 supη|h2|+ supη|h1|varηh2

3. varη(ϕψ) ≤ varηϕ supη|ψ|+ supη|ψ′|
∫
η
|ϕ|dλ, se ψ ∈ C1(η)

4. varη|ϕ| ≤ varηϕ

5. varη(ϕ ◦ h) = varh(η)ϕ, se h : η → h(η) é um homeomorfismo

6. varη

∫
ϕ(t, .)dθ(t) ≤

∫
varηϕ(t, .)dθ(t) para θ uma qualquer medida de probabilidade

definida em T (espaço mensurável), e ϕ : T × [a, b] → R com varϕ(t, .) < ∞ para

todo o t ∈ T .

Demonstração.

1 . varη(h1 + h2) = sup

n∑
i=1

|(h1 + h2)(xi−1)− (h1 + h2)(xi)|

= sup

n∑
i=1

|h1(xi−1) + h2(xi−1)− h1(xi)− h2(xi)|

≤ sup

n∑
i=1

|h1(xi−1)− h1(xi)|+ |h2(xi−1)− h2(xi)|

= sup

n∑
i=1

|h1(xi−1)− h1(xi)|+ sup

n∑
i=1

|h2(xi−1)− h2(xi)| = varηh1 + varηh2
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2 . varη(h1h2) = sup

n∑
i=1

|(h1h2)(xi−1)− (h1h2)(xi)| = sup

n∑
i=1

|h1(xi−1)h2(xi−1)− h1(xi)h2(xi)|

= sup

n∑
i=1

|h1(xi−1)h2(xi−1)− h1(xi)h2(xi−1) + h1(xi)h2(xi−1)− h1(xi)h2(xi)|

= sup

n∑
i=1

|(h1(xi−1)− h1(xi))h2(xi−1) + h1(xi)(h2(xi−1)− h2(xi))|

≤ sup

n∑
i=1

|(h1(xi−1)− h1(xi))h2(xi−1)|+ sup

n∑
i=1

|h1(xi)(h2(xi−1)− h2(xi))|

≤ sup
η
|h2| sup

n∑
i=1

|h1(xi−1)− h1(xi)|+ sup
η
|h1| sup

n∑
i=1

|h2(xi−1)− h2(xi)|

= sup
η
|h2|varηh1 + sup

η
|h1|varηh2

3. Retomamos a prova de 2. na primeira desigualdade com h1 = ϕ e h2 = ψ, ou seja,

varη(ϕψ) ≤ sup
n∑
i=1

|(ϕ(xi−1)− ϕ(xi))ψ(xi−1)|+ sup

n∑
i=1

|ϕ(xi)(ψ(xi−1)− ψ(xi))|

≤ sup
η
|ψ|varηϕ+ sup

n∑
i=1

|ϕ(xi)(ψ(xi−1)− ψ(xi))|
|xi−1 − xi|

|xi−1 − xi|

≤ sup
η
|ψ|varηϕ+ sup

η
|ψ′| sup

n∑
i=1

|ϕ(xi)||xi−1 − xi| (∗).

Ora, como ϕ ∈ L1, da definição de integral de Riemann vem que para qualquer ε > 0

existe P(z0, ..., zt) refinamento de P(x0, ..., xn) (i.e. tal que {x0, ..., xn} ⊆ {z0, ..., zt}) tal

que
t∑
i=1

|ϕ(zi)||zi−1 − zi| ≤
∫
η
|ϕ|dλ+ ε (∗∗).

Vamos supor que P(z0, ..., zt) difere de P(x0, ..., xn) em apenas um ponto, digamos zk tal

que xj < zk < xl, caso em que se observa

t∑
i=1

|ϕ(zi−1)− ϕ(zi)| =

j∑
i=1

|ϕ(zi−1)− ϕ(zi)|+ |ϕ(zj)− ϕ(zk)|+ |ϕ(zk)− ϕ(zl)|+
t∑

i=l+1

|ϕ(zi−1)− ϕ(zi)|

≥
j∑
i=1

|ϕ(zi−1)− ϕ(zi)|+ |ϕ(zj)− ϕ(zk) + ϕ(zk)− ϕ(zl)|+
t∑

i=l+1

|ϕ(zi−1)− ϕ(zi)|

=

j∑
i=1

|ϕ(xi−1)− ϕ(xi)|+ |ϕ(xj)− ϕ(xl)|+
n∑

i=l+1

|ϕ(xi−1)− ϕ(xi)| =
n∑
i=1

|ϕ(xi−1)− ϕ(xi)|.

Significa, portanto, que a substituição de uma dada partição por um seu refinamento

conduz sempre a um aumento do somatório cujo supremo define a variação.
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Assim, é sempre posśıvel encontrar P(z0, ..., zt) refinamento de P(x0, ..., xn), que satisfaz

(∗∗), mas que ainda não possui tantos pontos quanto a partição sobre a qual se deve tomar

sup

n∑
i=1

|ϕ(xi)||xi−1 − xi| de (∗). Logo, como ε é arbitrário resulta o pretendido.

4. resulta de se ter |ϕ(xk−1)− ϕ(xk)| > ||ϕ(xk−1)| − ϕ(xk)| sempre que ϕ(xk−1) < 0.

5 . varη(ϕ ◦ h) = sup
n∑
i=1

|(ϕ ◦ h)(xi−1)− (ϕ ◦ h)(xi)| = sup
n∑
i=1

|ϕ(h(xi−1))− ϕ(h(xi))|

= sup
n∑
i=1

|ϕ(yi−1)− ϕ(yi)| = varh(η)ϕ

onde yk = h(xk) para todo o k ∈ {0, ..., n}, pois, se h é um homeomorfismo, então

h(P(x0, ..., xn)) = P(h(x0), ..., h(xn)) = P(y0, ..., yn).

6 . varη

∫
ϕ(t, .)dθ(t) = sup

n∑
i=1

∣∣∣∣∫ ϕ(t, xi−1)dθ(t)−
∫
ϕ(t, xi)dθ(t)

∣∣∣∣
= sup

n∑
i=1

∣∣∣∣∫ (ϕ(t, xi−1)− ϕ(t, xi))dθ(t)

∣∣∣∣
≤ sup

n∑
i=1

∫
|ϕ(t, xi−1)− ϕ(t, xi)|dθ(t)

= sup

∫ n∑
i=1

|ϕ(t, xi−1)− ϕ(t, xi)|dθ(t)

≤
∫

sup
n∑
i=1

|ϕ(t, xi−1)− ϕ(t, xi)|dθ(t) =

∫
varηϕ(t, .)dθ(t)

Definição 3.4. h : [a, b]→ R tem variação limitada se varh < +∞.

Observação 3.5. Resulta que h com variação limitada tem, no máximo, uma quantidade

numerável de pontos de descontinuidade: h = f1 − f2 onde f1(x) = varh|[a,x] e f2(x) =

f1(x)−h(x); ora, f1 e f2 são ambas não decrescentes pelo que a afirmação segue do Lema

3.6.

Lema 3.6. Se f : [a, b] → R é monótona então tem, no máximo, uma quantidade nu-

merável de pontos de descontinuidade.

Demonstração. Consideremos apenas o caso de f não decrescente. Suponhamos que f

tem um conjunto não numerável de pontos de descontinuidade, e seja x ∈ [a, b] um tal

ponto. Então, f(x−) < f(x+) e existe um racional q(x) tal que f(x−) < q(x) < f(x+).
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Mas, como f é não decrescente, se y ∈ [a, b] é outro ponto de descontinuidade de f tal que

y > x, então q(x) < q(y) − obtém-se uma função injetiva de um conjunto não numerável

em Q, o que é absurdo.

3.2 τ : Ω→ Ω expansora por pedaços

Definição 3.7. Dado m ≥ 1, P(m)(x0, ..., xn), na forma abreviada P(m), é a partição

obtida de P(x0, ..., xn) quando se impõe P(m)(x) = P(m)(y) ⇐⇒ P(τ j(x)) = P(τ j(y))

∀j ∈ {0, ...,m− 1}.1

Notação: g
(m)
η =

1

|(τm|η)′|
, para η ∈ P(m)

Definição 3.8. τ : Ω→ Ω diz-se expansora por pedaços se existe P(x0, ..., xn) tal que

(i) para i = 1, ..., n, τi = τ |int(Ii) é de classe C1, |τ ′i(x)| > 0 e gi(x) ≡ 1

|τ ′i(x)|
tem

variação limitada;

(ii) existem C1 > 0 e λ1 < 1 tais que sup g
(m)
η ≤ C1λ

m
1 para todo o m ≥ 1.

Observação 3.9. Segundo (i) da Definição 3.8, porque todas as τi são de classe C1 e as

respetivas derivadas têm módulo positivo, então uma aplicação expansora por pedaços é,

em particular, monótona por pedaços; a variação limitada das gi é uma condição de regu-

laridade. Por (ii) da mesma definição, vem que as derivadas laterais de τ são estritamente

maiores do que 1 em todos os pontos do intervalo Ω.

Observação 3.10. Se τ é expansora por pedaços em P(x0, ..., xn), então τm é expansora

por pedaços em P(m).

1P(1) = P(x0, ..., xn), como seria desejável
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Exemplo 3.11. Exemplos de aplicações expansoras por pedaços:

Figura 3.1: Gráficos das aplicações: tenda, tipo Lorenz, Gauss (da esquerda para a direita)

[Via97]

Proposição 3.12. Existem C2 > 0 e λ2 < 1 tais que varg
(m)
η ≤ C2λ

m
2 para todo o m ≥ 1;

mais precisamente, C2 = sup{(C3
1/λ1)m(λ1/λ2)m : m ≥ 1} para λ2 ∈ (λ1, 1) previamente

fixado.

Demonstração. Comecemos por tomar C1 > 0 tão grande quanto necessário de modo que

vargi ≤ C1 para todo o i ∈ {1, ..., n}.

Dados η ∈ P(m) e 0 ≤ j < m, consideremos

• ρj ∈ P(j) tal que η ⊂ ρj

• η̃j ∈ P(x0, ..., xn) tal que τ j(η) ⊂ η̃j

• ζj ∈ P(m−(j+1)) tal que τ j+1(η) ⊂ ζj

de modo que g
(m)
η = g

(m−(j+1))
ζj

|τ j+1(η)gη̃j |τ j(η)g
(j)
ρj |η.

Ora, por 2 . da Proposição 3.3, então

varg(m)
η ≤ varg(m−(j+1))

ζj
|τ j+1(η) sup |gη̃j |τ j(η)g

(j)
ρj |η|+ sup |g(m−(j+1))

ζj
|τ j+1(η)|vargη̃j |τ j(η)g

(j)
ρj |η

≤ varg(m−(j+1))
ζj

|τ j+1(η) sup |gη̃j |τ j(η)| sup |g(j)
ρj |η|+

sup |g(m−(j+1))
ζj

|τ j+1(η)|
(
vargη̃j |τ j(η) sup |g(j)

ρj |η|+ sup |gη̃j |τ j(η)|varg(j)
ρj |η

)
≤

m−1∑
j=0

sup |g(m−(j+1))
ζj

|τ j+1(η)|vargη̃j |τ j(η) sup |g(j)
ρj |η| ≤

m−1∑
j=0

C1λ
m−(j+1)
1 C1C1λ

j
1

= m(C3
1/λ1)λm1
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pelo que, fixando λ2 ∈ (λ1, 1), se C2 = sup{m(C3
1/λ1)(λ1/λ2)m : m ≥ 1} vem

varg
(m)
η ≤ C2λ

m
2 .

Proposição 3.13. Seja f : Ω → R com variação limitada. Então, existem C0 > 0 e

λ0 < 1 tais que

varPmτ (f) ≤ C0λ
m
0 varf + C0

∫
|f |dλ

para todo o m ≥ 1.

Observação 3.14. À desigualdade da Proposição 3.13 chamamos desigualdade de

Lasota-Yorke.

Demonstração. Sabemos que Pmτ (f) = Pτm(f) (Proposição 2.8 e Observação 2.9).

Assim,

Pmτ (f) =
∑

η∈P(m)

g(m)
η f ◦ (τm|η)−111τm(η)

e, usando propriedades da variação (Proposição 3.3), vem

varPmτ (f) ≤
∑

η∈P(m)

varg(m)
η f ◦ (τm|η)−111τm(η) =

∑
η∈P(m)

varg(m)
η f |η11τm(η)

≤
∑

η∈P(m)

varg(m)
η f |η+2 sup g(m)

η f |η ≤
∑

η∈P(m)

varg(m)
η sup f |η+sup g(m)

η varf |η+2 sup g(m)
η f |η

≤
∑

η∈P(m)

(varg(m)
η + 2 sup g(m)

η ) sup f |η + sup g(m)
η varf |η.

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais,

∃z ∈ η : |f(z)| = 1

λ(η)

∫
η
|f |dλ

portanto, porque sup|f ||η ≤ |f(z)|+ var|f ||η,

sup f |η ≤ sup|f ||η ≤ var|f ||η +
1

λ(η)

∫
η
|f |dλ ≤ varf |η +

1

λ(η)

∫
|f |dλ (∗)

logo, substituindo na expressão imediatamente anterior,

varPmτ (f) ≤
∑

η∈P(m)

(varg(m)
η + 2 sup g(m)

η )

(
varf |η +

1

λ(η)

∫
|f |dλ

)
+ sup g(m)

η varf |η.

Temos ainda que varg
(m)
η ≤ C2λ

m
2 e sup g

(m)
η ≤ C1λ

m
1 , portanto,

varPmτ (f) ≤
∑

η∈P(m)

(C2λ
m
2 + 2C1λ

m
1 )

(
varf |η +

1

λ(η)

∫
|f |dλ

)
+ C1λ

m
1 varf |η
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pelo que, como C2λ
m
2 = sup{(C3

1/λ1)m(λ1/λ2)m : m ≥ 1}λm2 ≥ (C3
1/λ1)m(λ1/λ2)mλm2 =

mC3
1λ

m−1
1 ≥ C1λ

m
1

2, fica

≤ 4C2λ
m
2

∑
η∈P(m)

varf |η + 3C2λ
m
2

∑
η∈P(m)

1

λ(η)

∫
|f |dλ ≤ C3λ

m
3 var(f) +K3(m)

∫
|f |dλ

onde C3 = 4C2, λ3 = λ2, e K3(m) = 3C2λ
m
2 (#P(m)) sup

{
1

λ(η)
: η ∈ P(m)

}
.

Ora, para chegarmos à fórmula pretendida, resta-nos remover a dependência de m em K3.

Tomemos N tal que C3λ
N
3 ≤ 1/2 e K̂ = max{K3(m) : 1 ≤ m ≤ N}.

Como para qualquer m ≥ 1 temos que m = qN + r, com q ≥ 0 e 1 ≤ r ≤ N , então

varPmτ (f) ≤ C3λ
N
3 varP

m−N
τ (f) +K3(N)

∫
|Pm−Nτ (f)|dλ.

Relembrando que |f | = f+ + f− 3, então

Pm−Nτ (|f |) =Pm−Nτ (f+ + f−)

= Pm−Nτ (f+) + Pm−Nτ (f−) (Proposição 2.3)

= |Pm−Nτ (f+)|+ |Pm−Nτ (f−)| (Proposição 2.4)

≥ |Pm−Nτ (f+)− Pm−Nτ (f−)| = |Pm−Nτ (f+ − f−)| = |Pm−Nτ (f)|

pelo que

varPmτ (f) ≤1

2
varPm−Nτ (f) + K̂

∫
Pm−Nτ (|f |)dλ

=
1

2
varPm−Nτ (f) + K̂

∫
|f |dλ (Proposição 2.5).

Recursivamente,

varPmτ (f) ≤ 1

2q−1

(
1

2
varPm−qNτ (f) + K̂

∫
|f |dλ

)
+

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2q−2

)
K̂

∫
|f |dλ

=
1

2q
varP rτ (f) +

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2q−1

)
K̂

∫
|f |dλ

≤ 1

2q

(
C3λ

r
3var(f) + K̂

∫
|f |dλ

)
+

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2q−1

)
K̂

∫
|f |dλ

=
1

2q
C3λ

r
3var(f) +

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2q

)
K̂

∫
|f |dλ

≤ 1

2q
C3λ

r
3var(f) + 2K̂

∫
|f |dλ.

2o que é válido já que podemos sempre tomar C1 ≥ 1
3f+ e f− conforme definidas na demonstração da Proposição 2.6
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Ora, C0 > 0 e λ0 < 1 tais que

varPmτ (f) ≤ C0λ
m
0 varf + C0

∫
|f |dλ

e acrescentando a informação da desigualdade que acabámos de deduzir, podem então ser

tais que C0 ≥ max{C3, 2K̂} e max{λ3,
1
N
√

2
} ≤ λ0 < 1.

Corolário 3.15. Seja C(a) o cone de funções f : Ω → R, não negativas, e tais que

varf ≤ a
∫
fdλ. Então, para a suficientemente grande, existe N ≥ 1 tal que

PNτ (C(a)) ⊂ C(a/2).

Demonstração. Tomemos N ≥ 1 tal que C0λ
N
0 ≤ 1/4. Assim, dada f ∈ C(a),

varPNτ (f) ≤ 1

4
varf + C0

∫
fdλ ≤

(a
4

+ C0

)∫
fdλ.

Logo, basta que C0 ≤
a

4
e temos o pretendido, ou seja, a ≥ 4C0.

Portanto, se a dinâmica é determinada por uma aplicação expansora por pedaços, então a

propriedade de variação limitada é preservada para densidades e há subespaços do espaço

vetorial das funções com variação limitada que são positivamente invariantes.

3.2.1 Medidas invariantes

Teorema 3.16 (Helly). Seja ψn : Ω→ R, n ≥ 1, uma sucessão de funções. Suponhamos

que existem K1,K2 > 0 tais que, para todo o n ≥ 1, supψn ≤ K1 e varψn ≤ K2.

Então, existe uma subsucessão (ψnk)k e uma função ψ0 : Ω → R, satisfazendo também

supψ0 ≤ K1 e varψ0 ≤ K2, tais que limk→+∞ ψnk = ψ0 λ−qtp e em L1.

Demonstração. Comecemos por listar os principais passos da demonstração:

(i) para cada n ∈ N, escrevemos ψn como diferença entre ψ+
n e ψ−n , ambas funções não

decrescentes e uniformemente limitadas

(ii) fixado q ∈ [0, 1] ∩ Q, encontramos um subconjunto de ı́ndices (nk)k tais que ambas

as sucessões ψ+
nk

(q) e ψ−nk(q) são convergentes, para, respetivamente, ψ+
0 (q) e ψ−0 (q)

33



(iii) estendemos ψ±0 ao intervalo [0, 1], e observamos que a densidade dos racionais em R

assegura a convergência de tal extensão em todos os pontos de continuidade de ψ±0 ,

que são, precisamente, os pontos de [0, 1] \Q

(iv) definimos ψ0 como diferença de funções cont́ınuas à direita obtidas das ψ±0

Assumimos, sem perda de generalidade, que Ω = [0, 1].

Seja ψ+
n (x) = varψn|[0,x]; ψ

−
n = ψ+

n − ψn.

Como q1 ≤ q2 =⇒ ψ±0 (q1) ≤ ψ±0 (q2), então podemos estender ψ±0 a funções não decres-

centes em [0, 1], tomando

ψ±0 (x) = inf{ψ±0 (q) : q ∈ [x, 1] ∩Q}.

Seja x ∈ [0, 1] um ponto de continuidade de ψ±0 . Para qualquer δ > 0, existem q1 ≤ x ≤ q2

tais que

ψ±0 (x)− δ ≤ ψ±0 (q1) ≤ ψ±0 (x) ≤ ψ±0 (q2) ≤ ψ±0 (x) + δ

de modo que, para k suficientemente grande,

ψ±0 (x)− 2δ ≤ ψ±0 (q1)− δ ≤ ψ±nk(q1) ≤ ψ±nk(x) ≤ ψ±nk(q2) ≤ ψ±0 (q2) + δ ≤ ψ±0 (x) + 2δ

i.e. para todo o ponto de continuidade de ψ±0 tem-se que limk→+∞ ψ
±
nk

(x) = ψ±0 (x).

Designemos por ψ̃±0 as funções cont́ınuas à direita que em cada x ponto de continuidade

de ψ±0 tomam o valor ψ±0 (x); definimos ψ0 = ψ̃+
0 − ψ̃

−
0 . Assim, ψnk converge para ψ0

em todo o ponto de continuidade de ψ±0 ; mas, sendo os pontos de descontinuidade de ψ±0

necessariamente números racionais (consequência da densidade dos racionais em R), então

limk→+∞ ψnk = ψ0 λ−qtp. Como todas as ψ±nk são uniformemente limitadas, também

limk→+∞ ψ
±
nk

= ψ±0 em L1 (pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue), logo

limk→+∞ ψnk = ψ0 em L1.

Por fim, uma vez que as condições supψ0 ≤ K1 e varψ0 ≤ K2 só poderão falhar em pontos

de descontinuidade de ψ0, sejam a e a1 ≤ b1 ≤ · · · ≤ as ≤ bs tais pontos. Tem-se que

|ψ0(a)| = lim
k
|ψnk(a)| ≤ K1

s∑
j=1

|ψ0(aj)− ψ0(bj)| = lim
k

s∑
j=1

|ψnk(aj)− ψnk(bj)| ≤ sup
k
varψnk ≤ K2.

Assim, como ψ0 é cont́ınua à direita, vem que supψ0 ≤ K1 e varψ0 ≤ K2.
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Notação: Escrevemos µ = fdλ quando µ é dada por µ(A) =

∫
A
fdλ, para A qualquer

conjunto mensurável.

Corolário 3.17. τ admite pelo menos uma medida de probabilidade, µ0, absolutamente

cont́ınua e invariante. Além disso, a qualquer medida µ com tais propriedades está asso-

ciada uma densidade f com variação limitada.

Demonstração. Demonstremos primeiro a existência de µ0, medida de probabilidade ab-

solutamente cont́ınua e τ−invariante.

Para n ≥ 2, consideremos ϕn =
1

n

n−1∑
j=0

Pjτ (1). Notemos que se obtém imediatamente das

propriedades do operador de Perron-Frobenius que ϕn > 0 e ‖ϕn‖1 = 1.

varϕn ≤
1

n

n−1∑
j=0

varPjτ (1) e, pela Proposição 3.13, então varϕn ≤
1

n

n−1∑
j=0

C0

∫
1dλ = C0

supϕn ≤ 4varϕn +
1

λ(Ω)

∫
Ω
ϕndλ = C0 + 1

Estamos nas condições do Teorema 3.16, portanto existe uma subsucessão (ϕnk)k con-

vergente (qtp) para ϕ0, que, por sua vez, também satisfaz varϕ0 ≤ C0 e supϕ0 ≤ C0 + 1.

Claro que ϕ0 ≥ 0 e ‖ϕ0‖1 = ‖limk→+∞ ϕnk‖1 = limk→+∞‖ϕnk‖1 = 1.

Escrevemos Pτ (ϕnk) = ϕnk +
1

nk
(Pnkτ (1) − 1). Como Pτ é cont́ınuo (Observação 2.7),

Pτ (ϕ0) = Pτ (limk→+∞ ϕnk) = limk→+∞ Pτ (ϕnk) = ϕ0.

Ou seja, ϕ0 é um ponto fixo de Pτ , logo µ0 = ϕ0dλ, medida de probabilidade, é τ−invariante

pela Proposição 2.13.

Para a segunda parte, seja então µ uma medida de probabilidade absolutamente cont́ınua

e τ−invariante, portanto, à qual está associada uma densidade de probabilidade ψ que,

pela Proposição 2.13, é um ponto fixo de Pτ .

O objetivo é provar que ψ coincide (qtp) com uma função com variação limitada.

Dado que qualquer função não negativa e mensurável pode ser aproximada por uma su-

cessão de funções simples que é, em particular, uma sucessão de funções com variação

limitada, então podemos afirmar o seguinte: existe (ψl)l sucessão de funções com variação

4consequência do Teorema do Valor Médio para integrais, como na demonstração da Proposição 3.13
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limitada que converge para ψ (qtp); podemos assumir que, para todo o l, ‖ψl‖1 ≤ 2.

Para cada l, consideremos a sucessão (ψ
(l)
n )n tal que ψ

(l)
n =

1

n

n−1∑
j=0

Pjτ (ψl).

varψ
(l)
n ≤

1

n

n−1∑
j=0

varPjτ (ψl) ≤
1

n

n−1∑
j=0

C0

(
λj0varψl +

∫
ψldλ

)
(pela Proposição 3.13),

e então limn→+∞ varψ
(l)
n ≤ C0

∫
ψldλ ≤ 2C0 o que garante que, quando muito excetuando

um número finito de termos, os elementos de (ψ
(l)
n )n têm variação menor ou igual que 2C0.

Como Pτ é uma contração (Proposição 2.6), temos ainda que∥∥∥∥∥∥ 1

n

n−1∑
j=0

Pjτ (ψl)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ ‖ψl‖1 ≤ 2

logo, conjuntamente com o facto que varψ
(l)
n ≤ 2C0, resulta que supψ

(l)
n ≤ 2(C0 + 1).

Assim, pelo Teorema 3.16, existe uma subsucessão (ψ
(l)
nk)k convergente para ψ̃(l), e

varψ̃(l) ≤ 2C0 e sup ψ̃(l) ≤ 2(C0 + 1). E agora, porque o Teorema 3.16 pode ser aplicado

a (ψ̃(l))l, obtemos ρ, com varρ ≤ 2C0 e sup ρ ≤ 2(C0 +1), como limite de uma subsucessão

de (ψ̃(l))l.

Mas ‖ψ̃(l) − ψ‖1 = lim

∥∥∥∥∥∥ 1

nk

nk−1∑
j=0

Pjτ (ψl − ψ)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ ‖ψl − ψ‖1 implica que ψ̃(l) converge para

ψ (qtp) e, portanto, ψ = ρ (qtp), ou seja, µ = ψdλ = ρdλ.

Corolário 3.18. Há apenas um número finito de medidas de probabilidade que são ergódicas,

absolutamente cont́ınuas e invariantes.

Demonstração. Suponhamos que µ é uma medida que satisfaz as propriedades acima.

Como se trata de uma medida de probabilidade absolutamente cont́ınua e invariante,

então, pelo Corolário 3.17, existe f com variação limitada tal que µ = fdλ. Sabemos

que:

• f admite, no máximo, uma quantidade numerável de pontos de descontinuidade

(consequência de f ter variação limitada), pelo que, designando por A o conjunto

dos pontos de descontinuidade de f , então λ(A) = 0
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•
∫

Ω
fdλ = 1 e f ≥ 0 (consequência de f ser densidade de probabilidade), pelo que

se B = {x : f(x) > 0} então λ(B) > 0

logo, λ(B ∩ Ac) > 0 o que implica que B ∩ Ac 6= ∅ i.e. existe y tal que f(y) > 0 e f é

cont́ınua em y; assim, f > 0 em algum intervalo J ⊂ Ω.

Vamos ver que Pτm(f) > 0 em τm(J) para todo o m ∈ N.

Como µ é τ−invariante, temos que f é um ponto fixo de Pτ , e portanto, f = Pmτ (f) =

Pτm(f). Relembrando que

Pmτ (f) =
∑

η∈P(m)

g(m)
η f ◦ (τm|η)−111τm(η)

de onde deduzimos Pmτ (f)(x) =
∑

z∈{τ−m(x)}

f(z)

|(τm)′(z)|
, então, se x ∈ J ,

Pmτ (f)(τm(x)) =
∑

z∈{τ−m(τm(x))}

f(z)

|(τm)′(z)|
pelo que, em particular,

f(x)

|(τm)′(x)|
constitui

uma parcela da soma. Mas então, como
f(x)

|(τm)′(x)|
> 0 e as restantes parcelas são garan-

tidamente não negativas, resulta que Pmτ (f)(τm(x)) > 0, como pretend́ıamos.

Em particular, acabámos de verificar que qualquer intervalo J de continuidade para f é

tal que µ(τm(J)) > 0, i.e. λ� µ em cada τm(J). Assim, µ e λ são medidas equivalentes

em cada τm(J).

Ora, como µ é ergódica, tem-se que
1

n

n−1∑
j=0

f(τ j(x)) converge para

∫
fdµ para µ − qtp x,

logo
1

n

n−1∑
j=0

f(τ j(x)) converge para

∫
fdµ para x ∈ τm(J) Lebesgue-qtp.

Por um lado, algum dos x1, ..., xn−1 (de P(m)(x0, ..., xn)) tem que pertencer a algum dos

iterados de J pois, se assim não fosse, então a medida de tais iterados acabaria por

ultrapassar a medida de Ω. Por outro lado, como medidas ergódicas distintas têm que

ser suportadas em conjuntos disjuntos, então os iterados de J a que nos referimos estão

contidos em conjuntos disjuntos, que, consequentemente, são, no máximo, n− 1.
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3.3 τ : Ω → Ω expansora por pedaços e topologicamente

misturadora

Definição 3.19. τ : Ω→ Ω diz-se topologicamente misturadora se existe I ⊂ Ω tal que

(i) τ(I) = I;

(ii) para todo o x ∈ int(Ω) existe n ∈ N tal que τn(x) ∈ I;

(iii) para todo o J ⊂ I existe n ∈ N tal que τn(J) = I.

Corolário 3.20. Existe uma única medida de probabilidade, µ0, que é absolutamente

cont́ınua e invariante. Além disso, tal medida é ergódica e tem I como suporte.

Demonstração. Suponhamos que existem µ1, µ2 medidas de probabilidade absolutamente

cont́ınuas e invariantes, portanto, tais que µ1 = f1dλ e µ2 = f2dλ com

∫
f1dλ = 1 =∫

f2dλ e f1, f2 pontos fixos de Pτ . Pelo Corolário 3.17, sabemos ainda que f1 e f2 têm

variação limitada.

Consideremos os conjuntos X1 = {x : f1(x) ≥ f2(x)} e X2 = {x : f1(x) < f2(x)}.

Definimos medidas ν1 = (f1 − f2)11X1dλ e ν2 = (f2 − f1)11X2dλ, que são absolutamente

cont́ınuas com respeito a Lebesgue.

Como f1 − f2 é um ponto fixo de Pτ , então∫
X1

(f1 − f2)dλ =

∫
X1

Pτ (f1 − f2)dλ =

∫
τ−1(X1)

(f1 − f2)dλ

≤
∫
τ−1(X1)∩X1

(f1 − f2)dλ ≤
∫
X1

(f1 − f2)dλ

(a primeira desigualdade deve-se ao facto de f1 − f2 tomar apenas valores negativos no

complementar de X1).

Assim, tem-se que λ(τ−1(X1)) = λ(τ−1(X1) ∩ X1) = λ(X1), o que implica que ν1 é

τ−invariante.

De forma inteiramente análoga se chega às mesmas conclusões para X2 e ν2.

Ora, mais uma vez pelo Corolário 3.17, vem que tanto (f1 − f2)11X1 como (f2 − f1)11X2

têm variação limitada.

38



Suponhamos que (f1 − f2)11X1(x) 6= 0 para todo o x ∈ Ω a menos de um conjunto de

medida nula; então, existe um intervalo J ⊂ I tal que (f1 − f2)11X1(x) > 0 ∀x ∈ J5 − de

facto, porque τ é topologicamente misturadora, se existe J ⊂ I nas referidas condições,

então J = I.

Portanto, se (f1−f2)11X1(x) 6= 0 λ−qtp, então I está contido no suporte de ν1. Mas então,

(f2 − f1)11X2(x) = 0 λ− qtp pois, caso contrário, também I estaria contido no suporte de

ν2 − contradição com a hipótese de que ν1 e ν2 são distintas.

Logo, f1 ≥ f2 qtp pelo que, como

∫
f1dλ =

∫
f2dλ, f1 = f2 qtp − contradição com a

hipótese de que µ1 e µ2 são distintas.

Supusemos a existência de medidas µ1 e µ2 distintas e chegamos a um absurdo. Portanto,

só pode existir uma única medida de probabilidade absolutamente cont́ınua e invariante.

Resta apenas ver que µ0 é ergódica.

Consideremos A ⊂ I tal que µ0(A) > 0 e τ(A) = A (o que implica τ−1(A) = A). Seja µ a

medida de probabilidade tal que, para B ∈ B,

µ(B) =
µ0(B ∩A)

µ0(A)
.

É imediato que µ é absolutamente cont́ınua com respeito a Lebesgue.

Vejamos que µ é τ−invariante:

µ(τ−1(B)) =
µ0(τ−1(B) ∩A)

µ0(A)
=
µ0(τ−1(B) ∩ τ−1(A))

µ0(A)
=
µ0(τ−1(B ∩A))

µ0(A)

=
µ0(B ∩A)

µ0(A)
= µ(B)

Logo, necessariamente µ0 = µ. Em particular, µ0(A) = 1, e resulta que µ0 é ergódica.

3.3.1 Decaimento de correlações e o Teorema do Limite Central

Vamos agora mostrar que no caso de a aplicação τ ser monótona por pedaços e topologi-

camente misturadora existe um decaimento exponencial de correlações entre funções com

variação limitada e que as mesmas satisfazem o Teorema do Limite Central.

5a justificação deste facto vista aquando da demonstração do Corolário 3.18
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Recordemos que, pelo Corolário 3.20, se τ satisfizer tais requisitos então há uma única

medida absolutamente cont́ınua e invariante, µ0, que, além do mais, é ergódica. Também

sabemos que lhe está associada uma densidade com variação limitada, isto pelo Corolário

3.17.

• caso em que τ tem derivada limitada

Consideremos a restrição adicional ∃δ > 0 : ∀i gi(x) ≥ δ (nos termos da Definição 3.8),

que nos permitirá chegar mais diretamente à conclusão pretendida. Posteriormente, será

abordado o problema em toda a sua generalidade.

Vamos adotar a notação que se segue, onde I tal como na Definição 3.19.

Notação: C(a) passa a designar o cone de funções f : I → R, não negativas, e tais que

varIf ≤ a

∫
I
fdλ, e P(m) a partição de I que se obtém pela restrição a I dos elementos

de P(m).

Observação 3.21. O Corolário 3.15 permanece válido após a redefinição de C(a) que

acabámos de fazer.

Definição 3.22. θa : C(a)× C(a)→ R+
0 é a métrica em C(a) dada por

θa(ϕ1, ϕ2) = log
β(ϕ1, ϕ2)

α(ϕ1, ϕ2)

com β(ϕ1, ϕ2) = inf{s > 0 : sϕ1−ϕ2 ∈ C(a)} e α(ϕ1, ϕ2) = sup{t > 0 : ϕ2− tϕ1 ∈ C(a)}.

Proposição 3.23. Existe k ≥ 1 tal que D = sup{θa(ψ1, ψ2) : ψ1, ψ2 ∈ P kNτ (C(a))} é

finito.6

Demonstração. Olhemos primeiro para sup{θa(ψ1, ψ2) : ψ1, ψ2 ∈ C(a/2)}.

Ora, sem perda de generalidade, podemos supor que

∫
ψ1dλ = 1 =

∫
ψ2dλ.

Como var(ψ2−
1

3
ψ1) ≤ varψ2+

1

3
varψ1 ≤

a

2

∫
ψ2dλ+

a

6

∫
ψ1dλ =

2a

3
= a

∫
(ψ2−

1

3
ψ1)dλ

então ψ2 −
1

3
ψ1 ∈ C(a). Por outro lado, (ψ2 − tψ1)(x) ≥ 0 ⇐⇒ t ≤ ψ2

ψ1
(x).

Assim, α(ψ1, ψ2) ≥ inf{1

3
,
ψ2

ψ1
(x) : x ∈ I}.

6N tal como no Corolário 3.15
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Conclúımos também que β(ψ1, ψ2) ≤ sup{3, ψ1

ψ2
(x) : x ∈ I}, por um racioćınio análogo.

Afirmamos agora que existem k ≥ 1 e γ > 0 tais que, se ψ ∈ P kNτ (C(a)),

γ

∫
ψdλ ≤ inf ψ ≤ supψ ≤ 1

γ

∫
ψdλ.

Portanto, já que P kNτ (C(a)) ⊂ C(a/2) (pelo Corolário 3.15), resulta que para quaisquer

ψ1, ψ2 ∈ P kNτ (C(a)) com

∫
ψ1dλ = 1 =

∫
ψ2dλ se tem

α(ψ1, ψ2) ≥ min{1

3
, γ2} e β(ψ1, ψ2) ≤ max{3, 1

γ2
}.

Ou seja, se a afirmação for válida, tomando γ ≤ 1/
√

3 obtemos D ≤ 4 log(1/γ) =

4 log(
√

3).

Resta, portanto, justificar a afirmação.

Seja k = q + j, onde:

• q ≥ 1 é tal que λ(η) ≤ 1/2a para todo o η ∈ P(qN) (q existe por (ii) da Definição

3.8);

• j ≥ 0 é tal que τ (q+j)N (η) = I (j existe porque τ é topologicamente misturadora)

Seja ψ = P kNτ (ϕ), para ϕ ∈ C(a).

Como consequência do Teorema do Valor Médio, temos que, para qualquer η ∈ P(qN),

varϕ|η ≥ 1

λ(η)

∫
η
ϕdλ− inf ϕ|η ≥ 2a

(∫
η
ϕdλ− λ(η) inf ϕ|η

)
pelo que

varϕ ≥ 2a

∫
ϕdλ− 2a

∑
η∈P(qN)

λ(η) inf ϕ|η ≥ 2a

∫
ϕdλ− 2a max

η∈P(qN)
inf ϕ|η

logo, se ϕ ∈ C(a),

max
η∈P(qN)

inf ϕ|η ≥ 1

2

∫
ϕdλ

i.e. existe η0 ∈ P(qN) tal que inf ϕ|η0 ≥
1

2

∫
ϕdλ.

Assim, se y ∈ I,

ψ(y) = P kNτ (ϕ)(y) =
∑

ζ∈P(kN)

g
(kN)
ζ ϕ ◦ (τkN |ζ)−1(y) ≥

∑
ζ⊂η0

g
(kN)
ζ ϕ ◦ (τkN |ζ)−1(y).

41



Mas
∑
ζ⊂η0

g
(kN)
ζ ϕ ◦ (τkN |ζ)−1(y) ≥ δkN 1

2

∫
ϕdλ (porque y ∈ η0), e conclúımos que

inf ψ ≥ δkN 1

2

∫
ϕdλ = δkN

1

2

∫
ψdλ,

supψ ≤
∫
ψdλ+ varψ ≤ (a+ 1)

∫
ψdλ

o que prova a afirmação.

Corolário 3.24. P kNτ : C(a)→ P kNτ (C(a)) é uma Λ−contração, com Λ = 1− e−D.

Demonstração. O objetivo é provar que θa(P
kN
τ (ϕ1), P kNτ (ϕ2)) ≤ Λθa(ϕ1, ϕ2), quaisquer

que sejam ϕ1, ϕ2 ∈ C(a).

Ora, β(ϕ1, ϕ2) = inf{s > 0 : sϕ1−ϕ2 ∈ C(a)} e α(ϕ1, ϕ2) = sup{t > 0 : ϕ2− tϕ1 ∈ C(a)},

pelo que existem sucessões (sn)n e (tn)n, respetivamente decrescente para β(ϕ1, ϕ2) e

crescente para α(ϕ1, ϕ2), tais que, para todo o n, snϕ1 − ϕ2 ∈ C(a) e ϕ2 − tnϕ1 ∈ C(a).

Assim, para todo o n, tem-se que θa(P
kN
τ (snϕ1 − ϕ2), P kNτ (ϕ2 − tnϕ1) ≤ D, pela Pro-

posição 3.23.

E agora, existem sucessões (Sn)n e (Tn)n, respetivamente decrescente para

β(P kNτ (snϕ1−ϕ2), P kNτ (ϕ2− tnϕ1)) e crescente para α(P kNτ (snϕ1−ϕ2), P kNτ (ϕ2− tnϕ1)),

tais que limn→+∞ log
Sn
Tn
≤ D e, para todo o n,

SnP
kN
τ (snϕ1−ϕ2)−P kNτ (ϕ2−tnϕ1) ∈ C(a) e P kNτ (ϕ2−tnϕ1)−TnP kNτ (snϕ1−ϕ2) ∈ C(a).

Mas então, resulta que

(Snsn + tn)P kNτ (ϕ1)− (Sn + 1)P kNτ (ϕ2) ∈ C(a) =⇒ β(P kNτ (ϕ1), P kNτ (ϕ2)) ≤ Snsn + tn
Sn + 1

(1 + Tn)P kNτ (ϕ2)− (tn + Tnsn)P kNτ (ϕ1) ∈ C(a) =⇒ α(P kNτ (ϕ1), P kNτ (ϕ2)) ≥ tn + Tnsn
1 + Tn

e, portanto,

θa(P
kN
τ (ϕ1), P kNτ (ϕ2)) ≤ log

(
Snsn + tn
Sn + 1

1 + Tn
tn + Tnsn

)
≤ log(Snsn + tn) − log(Sn + 1) +

log(1 + Tn) − log(tn + Tnsn) = log(Snsn + tn) + log

(
1

sn

)
− log(Sn + 1) + log(1 + Tn) −

log(tn+Tnsn)− log

(
1

sn

)
= log

(
Sn +

tn
sn

)
− log(Sn+1)+log(1+Tn)− log

(
tn
sn

+ Tn

)
=

∫ tn
sn

1

1

Sn + x
dx−

∫ tn
sn

1

1

x+ Tn
dx =

∫ log(tn/sn)

0

ex

Sn + ex
dx−

∫ log(tn/sn)

0

ex

ex + Tn
dx =
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∫ log(tn/sn)

0

ex

Sn + ex
− ex

ex + Tn
dx =

∫ log(tn/sn)

0

ex(Tn − Sn)

(Sn + ex)(ex + Tn)
dx ≤

log

(
tn
sn

)
supx∈[0,log(tn/sn)]

ex(Tn − Sn)

(Sn + ex)(ex + Tn)
=

log

(
sn
tn

)
supx∈[0,log(tn/sn)]

ex(Sn − Tn)

(Sn + ex)(ex + Tn)
≤ log

(
sn
tn

)(
1− Tn

Sn

)
.

Logo, se n→ +∞, θa(P
kN
τ (ϕ1), P kNτ (ϕ2)) ≤ (1− e−D)θa(ϕ1, ϕ2).

Notação: C+ designa o cone de funções f : Ω→ R não negativas.

Definição 3.25. θ+ : C+ × C+ → R+
0 é a métrica em C+ dada por

θ+(ϕ1, ϕ2) = log
sup(ϕ2/ϕ1)

inf(ϕ2/ϕ1)
.

Observação 3.26. θ+|C(a)× C(a) é mais fina do que θa.

Lema 3.27. Seja ϕ uma função com variação limitada. Então, ϕ = ϕ+ − ϕ− com

ϕ+, ϕ− ∈ C(a).

Demonstração. Seja M tal que varϕ = M . Ora, existem ϕ+, ϕ− com variação limitada

tais que ϕ = ϕ+ − ϕ− que, como varϕ = var(ϕ+ − ϕ−) ≤ varϕ+ + varϕ−, escolhemos

satisfazendo varϕ+ =
M

2
e varϕ− =

M

2
.

Resta encontrar a tal que
M

2
≤ a

∫
ϕ+dλ e

M

2
≤ a

∫
ϕ−dλ. Mas então, basta que

a ≥ M

2 max

{∫
ϕ+dλ,

∫
ϕ−dλ

} .

Proposição 3.28. Sejam ϕ uma função com variação limitada e ψ uma função não

negativa e integrável. Então, existe C(ϕ,ψ) > 0 tal que∣∣∣∣∫ (ψ ◦ τn)ϕdλ−
∫
ψdµ0

∫
ϕdλ

∣∣∣∣ ≤ C(ϕ,ψ)Λn.

Demonstração. Depois do Lema 3.27, basta agora mostrar o resultado para ϕ ∈ C(a).

Supomos que

∫
ϕdλ = 1. Tem-se que∣∣∣∣∫ (ψ ◦ τn)ϕdλ−

∫
ψdµ0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ψ(Pnτ (ϕ)− ϕ0)dλ

∣∣∣∣ ≤ sup|Pnτ (ϕ)− ϕ0|‖ψ‖1

e sup|Pnτ (ϕ)− ϕ0| ≤ sup|ϕ0| sup

∣∣∣∣Pnτ (ϕ)

ϕ0
− 1

∣∣∣∣.
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Mas, como ϕ0 ∈ C(a), podemos afirmar que sup|ϕ0| ≤
1

γ
7, e então

sup|Pnτ (ϕ)− ϕ0| ≤
1

γ
(eθ+(ϕ0,Pnτ (ϕ)) − 1).

Ora, θ+(ϕ0, P
n
τ (ϕ)) ≤ θa(ϕ0, P

n
τ (ϕ)) = θa(P

n−kN
τ (P kNτ (ϕ0)), Pn−kNτ (P kNτ (ϕ))) ≤

Λn−kNθa(P
kN
τ (ϕ0), P kNτ (ϕ)) ≤ Λn−kND ≤ C ′Λn (C ′ = Λ−kND).

Assim, sup|Pnτ (ϕ) − ϕ0| ≤
1

γ
(eC

′Λn − 1) =
1

γ

(
+∞∑
i=0

(C ′Λn)i

i!
− 1

)
=

1

γ

+∞∑
i=1

(C ′Λn)i

i!
=

1

γ
Λn

+∞∑
i=1

(C ′)iΛn(i−1)

i!
= C ′′Λn (C ′′ =

1

γ

+∞∑
i=1

(C ′)iΛn(i−1)

i!
).

O decaimento exponencial de correlações entre funções com variação limitada é agora uma

consequência imediata.

Corolário 3.29. Sejam ϕ1, ϕ2 funções com variação limitada.

Então, existe C(ϕ1, ϕ2) > 0 tal que∣∣∣∣∫ (ϕ1 ◦ τn)ϕ2dµ0 −
∫
ϕ1dµ0

∫
ϕ2dµ0

∣∣∣∣ ≤ C(ϕ1, ϕ2)Λn.

Demonstração. Basta aplicar a Proposição 3.28 a ψ = ϕ1 e ϕ = ϕ2ϕ0.

Proposição 3.30 (Teorema do Limite Central). Seja ϕ uma função com variação limi-

tada. Se φ = ϕ−
∫
ϕdµ0 e σ2 =

∫
φ2dµ0 + 2

∞∑
j=1

∫
φ(φ ◦ τ j)dµ0 ∈ (0,+∞), então

lim
n→+∞

µ0{x :
1√
n

n−1∑
j=0

ϕ ◦ τ j(x)−
∫
ϕdµ0 ∈ A} =

∫
A

1

σ
√

2π
e
−
t2

2σ2 dt.

• caso “geral”

Notação: BV ⊂ L1 designa o espaço de funções com variação limitada; por abuso de

linguagem, se f ∈ BV dizemos que ‘f é BV’.

Notação: spec(Pτ ) designa o espectro de Pτ : BV → BV .

Se nenhuma restrição adicional for imposta a τ (expansora por pedaços e topologicamente

misturadora), o decaimento de correlações e o Teorema do Limite Central para funções

BV podem ser deduzidos após a análise de spec(Pτ ) no mesmo espaço de funções.

7Demonstração da Proposição 3.23.
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Mais precisamente, se Pτ : BV → BV é tal que spec(Pτ ) = {1}∪Σ0 onde Σ0 está contido

num disco de raio Λ < 1, veremos que estamos perante uma generalização do que já foi

visto para as cadeias de Markov, onde há um único ponto fixo para o qual convergem

todos os restantes pontos do espaço.

Definição 3.31. ‖.‖BV : BV → R+
0 é a norma em BV dada por

‖ϕ‖BV = varϕ+

∫
|ϕ|dλ.

Ora, já vimos que Pτ : BV → BV está bem definido (pela Proposição 3.13) portanto,

se ϕ é BV ,

‖Pmτ (ϕ)‖BV = ‖Pτm(ϕ)‖BV = varPτm(ϕ) +

∫
|Pτm(ϕ)|dλ.

Mas, como |Pτm(ϕ)| ≤ Pτm(|ϕ|)8 e Pτm(|ϕ|) é uma função positiva, então∫
|Pτm(ϕ)|dλ ≤

∫
Pτm(|ϕ|)dλ =

∫
|ϕ|dλ (pela Proposição 2.5)

e varPτm(ϕ) ≤ C0λ
m
0 varϕ + C0

∫
|ϕ|dλ para alguns C0 > 0 e λ < 1 (pela Proposição

3.13), pelo que

‖Pmτ (ϕ)‖BV ≤ C0λ
m
0 varϕ+ (C0 + 1)

∫
|ϕ|dλ ≤ max{C0λ

m
0 , C0 + 1}‖ϕ‖BV .

Em particular, para qualquer m, ‖Pmτ ‖BV ≤ max{C0λ0, C0 + 1}, portanto, dada ϕ, todas

as normas ‖Pmτ (ϕ)‖BV são uniformemente limitadas.

Mas então, nenhum dos elementos de spec(Pτ ) pode ser, em módulo, superior a 1.

Relembrando que existe ϕ0 com variação limitada tal que µ0 = ϕ0dλ, para µ0 (a única)

medida de probabilidade absolutamente cont́ınua e invariante, que é necessariamente um

ponto fixo de Pτ (Proposição 2.13), resulta que 1 é, de facto, valor próprio de Pτ .

Agora, como consequência de Pτ poder ser bem aproximado por um conjunto de operadores

de dimensão finita9, vem que spec(Pτ ) = {1, σ1, ..., σk} ∪ Σ0 onde σ1, ..., σk são valores

próprios de módulo 1 e multiplicidade finita e Σ0 está contido num disco de raio Λ < 1.

O próximo objetivo é mostrar que não existem σ1, ..., σk, o que resulta de µ0 ser exata,

como veremos.
8Demonstração da Proposição 3.13.
9ver [Via97]
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Definição 3.32. Seja µ uma medida definida no espaço mensurável (Ω,B). Diz-se que µ

é:

• mixing se limn→+∞ µ(τ−n(A) ∩B) = µ(A)µ(B) para quaisquer A,B ∈ B.

• exata se
⋂+∞
n=0 τ

−n(B) ou tem medida nula ou tem medida total.

Lema 3.33. Se µ é uma medida exata, então µ é mixing.

Lema 3.34. Dado β > 0 existe N ≥ 1 tal que para todo o n ≥ 0 existe um subconjunto

Qn+N ⊂ P(n+N) de intervalos de monotonia de τn+N com µ0

(⋃
η∈Qn+N η

)
≥ 1− β e

1. τn(η) ∈ P(N) para todo o η ∈ Qn+N

2. e−β
µ0(ξ)

µ0(η)
≤ µ0(τn(ξ))

µ0(τn(η))
≤ eβ µ0(ξ)

µ0(η)
para todo o ξ ⊂ η ∈ Qn+N

Demonstração. Começaremos por construir um subconjunto de P(n+N), Q1
n+N , tal que 1.

é válida para todos os seus elementos e a medida total dos restantes intervalos de P(n+N)

é pequena, para N suficientemente grande.

Notemos que da definição de P(m) (Definição 3.7) resulta que se η ∈ P(N) então

• ∀x ∈ int(η), τ j(x) /∈ {x0, ..., xn} qualquer que seja j = 0, ..., N − 1

• se x ∈ ∂(η) então τ j(x) ∈ {x0, ..., xn} para algum j = 0, ..., N − 1

pelo que, em particular, se η ∈ P(n+N) é tal que τ j(∂(η)) /∈ {x0, ..., xn} ∀j ∈ {0, ..., n− 1},

então τ j(∂(η)) ∈ {x0, ..., xn} para algum j ∈ {n, ..., n + N − 1}, i.e. τn(η) ∈ P(N); assim,

tomamos Q1
n+N o conjunto de todos os η ∈ P(n+N) com a propriedade

τ j(∂(η)) /∈ {x0, ..., xn} ∀j ∈ {0, ..., n− 1} (∗).

Fixemos j ∈ {0, ..., n − 1}, e seja η ∈ P(n+N) tal que τ j(∂(η)) ∈ {x0, ..., xn}. Então,

τ j(η) ⊂ ζ ∈ P(n+N−j) com ζ tal que ∂(ζ) ∩ {x0, ..., xn} 6= ∅. Como, no máximo, existem

2n ζ’s em tais condições, e cada um deles satisfaz λ(ζ) ≤ C1λ
n+N−j
1 , então

µ0(∪ζ) ≤ 2n sup|ϕ0|C1λ
n+N−j
1

e, porque µ0 é invariante, então também qualquer η ∈ P(n+N) \ Q1
n+N é tal que

µ0(η) ≤ sup|ϕ0|C1λ
n+N−j
1 , de onde

µ0(∪η) ≤
n−1∑
j=0

2n sup|ϕ0|C1λ
n+N−j
1 ≤ 2n sup|ϕ0|C1

∞∑
k=N+1

λk1 ≤
β

4
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para N suficientemente grande.

Prosseguimos no sentido de provar 2. para todo o intervalo η de um subconjunto grande

de Q1
n+N .

Justificaremos apenas a primeira desigualdade, já que a segunda se obtém de forma intei-

ramente análoga.

Tem-se

µ0(τn(ξ))

µ0(τn(η))
=

∫
τn(ξ) ϕ0dλ∫
τn(η) ϕ0dλ

=

∫
ξ(ϕ0 ◦ τn)|(τn)′|dλ∫
η(ϕ0 ◦ τn)|(τn)′|dλ

≥
infξ((ϕ0 ◦ τn)|(τn)′|/ϕ0)

supη((ϕ0 ◦ τn)|(τn)′|/ϕ0)

µ0(ξ)

µ0(η)
.

Denotemos por g(x) =
1

|τ ′(x)|
, desde que x /∈ {x0, ..., xn}.

Ora, varg =
∑n

i=1 vargi, nos termos da Definição 3.8. Portanto, em particular, como

vargi ≤ C2λ2 (para todo o i), vem que varg ≤ nC2λ2 <∞.

Por outro lado,

∫
1

g
dµ0 ≤ sup|ϕ0|

∑
Ii∈P(1)

∫
Ii

|τ ′i |dλ ≤ sup|ϕ0|
∑

Ii∈P(1)

λ(τ(Ii)) ≤ n sup|ϕ0|.

Seja Q2
n+N o subconjunto dos intervalos de P(n+N) tais que, para cada j = 0, ..., n − 1,

τ j(η) ⊂ ζj ∈ P(n+N−j) com ζj satisfazendo

inf(g|ζj)
sup(g|ζj)

≥ 1− λ(n+N−j)/4
1 (∗∗).

Assim, se η ∈ Q2
n+N , tem-se

infη|(τn)′|
supη|(τn)′|

≥
n−1∏
j=0

inf(g|ζj)
sup(g|ζj)

≥
n−1∏
j=0

(1− λ(n+N−j)/4
1 ) ≥

∞∏
k=N+1

(1− λk/41 ) ≥ e−β/2

para N suficientemente grande.

Vejamos qual a medida total dos ζ’s pertencentes a P(n+N−j) que não verificam a propri-

edade (∗∗).

Tomemos, primeiro, os ζ’s para os quais sup(g|ζ) ≤ λ(n+N−j)/4
1 .

Ora,

∫
1

g
dµ0 ≥ λ−(n+N−j)/4

1

∑
ζ

µ0(ζ).

Se, pelo contrário, sup(g|ζ) ≥ λ(n+N−j)/4
1 , então

varg|ζ ≥ sup(g|ζ)

(
1− inf(g|ζ)

sup(g|ζ)

)
≥ λ(n+N−j)/2

1
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de onde se conclui que não há mais do que λ
−(n+N−j)/2
1 varg ζ’s em tais condições e,

portanto,

µ0(∪ζ) ≤ λ−(n+N−j)/2
1 varg sup|ϕ0|C1λ

n+N−j
1 = C1λ

(n+N−j)/2
1 varg sup|ϕ0|.

Logo, a medida total dos ζ’s em P(n+N−j) que não cumprem (∗∗) é majorada por

λ
(n+N−j)/4
1

∫
1

g
dµ0 + C1λ

(n+N−j)/2
1 varg sup|ϕ0| ≤ C ′1λ

(n+N−j)/2
1

onde C ′1 =

∫
1

g
dµ0 + C1varg sup|ϕ0|.

Novamente, como µ0 é invariante, então a medida total dos η’s pertencentes a P(n+N) \

Q2
n+N é majorada por

n−1∑
j=0

C ′1λ
(n+N−j)/2
1 ≤

∞∑
k=N+1

C ′1λ
k/2
1 ≤ β

4

para N suficientemente grande.

Agora, notando que varϕ0 < ∞ e que

∫
1

ϕ0
dµ0 =

∫
1dλ = 1, todo o racioćınio que

acabámos de fazer é válido para g = ϕ0.

Logo, existe Q3
n+N subconjunto de P(n+N) tal que, para N suficientemente grande,

inf(ϕ0|τ j(η))

sup(ϕ0|τ j(η))
≥ 1− λ(n+N−j)/4

1 ≥ e−β/4

para cada j = 0, ..., n−1 e η ∈ Q3
n+N , e ainda os conjuntos em P(n+N)\Q3

n+N têm medida

µ0 total inferior a
β

4
.

Finalmente, Qn+N = Q1
n+N ∩ Q2

n+N ∩ Q3
n+N ; claro que os elementos de P(n+N) \ Qn+N

têm medida µ0 total inferior a β (por construção), e, de facto,

µ0(τn(ξ))

µ0(τn(η))
≥ e−β µ0(ξ)

µ0(η)

para todo o ξ ⊂ η ∈ Qn+N .

Proposição 3.35. Seja τ expansora por pedaços e topologicamente misturadora. Então,

a única medida de probabilidade absolutamente cont́ınua e invariante, µ0, é exata.

Demonstração. Seja I conforme a Definição 3.19; tomemos Z ⊂ I tal que, para cada

j ≥ 1, existe Zj ∈ B com Z = τ−j(Zj) (existe sempre Z em tais condições uma vez
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que, porque µ0 está suportada em I, Z é mensurável, e τ − e todos os seus iterados − é

expansora por pedaços, logo mensurável).

Vejamos, em primeiro lugar, que µ0(Z) > 0 =⇒ µ0(Z) = 1 é suficiente para µ0 exata i.e.

µ0

(⋂+∞
n=0 τ

−n(B)
)
> 0 =⇒ µ0

(⋂+∞
n=0 τ

−n(B)
)

= 1.

Ora, tal decorre diretamente das definições de
⋂+∞
n=0 τ

−n(B) e Z, pois de

A ∈
+∞⋂
n=0

τ−n(B) ⇐⇒ A ∈ τ−n(B) ∀n ∈ N

conclúımos que Z ∈
⋂+∞
n=0 τ

−n(B).

Assim, recordando que µ0 tem I como suporte, basta provar que se µ0(Z) > 0 então

µ0(I \ Z) = 0.

Notemos que, por ser topologicamente misturadora, então τ é sobrejetiva: de facto, su-

pondo que τ : X → Y é tal que τ(X) ⊂ Y (inclusão estrita) i.e. ∃y ∈ Y : τ(x) 6= y ∀x ∈ X,

então, porque existe n ∈ N : τn(y) ∈ I e τn(y) = τ(τn−1(y)) com τn−1(y) ∈ I (porque

τ(I) = I), obtém-se, por indução, que y ∈ I, logo y = τ(x) para algum x ∈ I − con-

tradição.

Assim, Zj = τ j(τ−j(Zj)) = τ j(Z).

Pretendemos colocar-nos em condições para aplicar o Lema 3.34.

Fixemos β ≤ µ0(Z)/3. Ora, pelo Lema 3.34, temos N(= N(β)).

Assumimos agora o seguinte:10

• ∃Z0 ⊂ Z com µ0(Z0) = µ0(Z) ≥ 3β

• dado a ∈ Z0 qualquer, então J denota um intervalo fechado contendo a

• ∀a ∈ Z0, limr→0 inf |J |<r
µ0(Z ∩ J)

µ0(J)
= 1

i.e. é imposśıvel encontrar um intervalo fechado (que pode ser tão pequeno quanto se

queira) contendo qualquer ponto de Z0 que não esteja “quase totalmente” contido em Z.

Assim, em particular, para qualquer ε > 0 existem r > 0 e Zε ⊂ Z0 tais que µ0(Zε) ≥ 2β

10Teorema da Densidade de Lebesgue
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e

inf
|J |<r

µ0(Z ∩ J)

µ0(J)
≥ 1− ε (∗)

para todo o a ∈ Zε.

Tomemos n ≥ 0 tão grande quanto necessário para que |η| < r para todo o η ∈ P(n+N), e

seja Qn+N conforme o Lema 3.34. Ora, como por hipótese µ0(Zε) ≥ 2β, então necessa-

riamente Zε interseta algum elemento de Qn+N , designemo-lo ηε. Assim, por (∗),

µ0(ηε \ Z)

µ0(ηε)
≤ ε, e, pelo Lema 3.34 2., vem

µ0(τn(ηε) \ Zn)

µ0(τn(ηε))
< eβε.

Por outro lado, pelo Lema 3.34 1., sabemos que ζε = τn(ηε) ∈ P(N).

Mas, porque τ é topologicamente misturadora, então existe q ≥ 1 (que depende apenas de

N) tal que τ q(ζε) = I.

Como há apenas um número finito de interseções entre ζε e os elementos de P(q) (porque,

desde logo, P(q) é composta por um número finito de elementos), sejam ζi, i = 1, ..., k

tais interseções. Ora, τ q é monótona em cada um dos ζi’s e de τ q(ζε) = I resulta que⋃k
i=1 ζi ⊇ I.

Afirmamos:

∀δ > 0 ∃ε1 : µ0(A) ≤ ε1 =⇒ µ0(τ q(A)) ≤ δ

qualquer que seja A ∈ B tal que A ⊂ ζi para algum i ∈ {1, ..., k} − de facto, a afirmação é

válida para a medida de Lebesgue, porque τ q|ζi é C∞, e tem-se que µ0 e λ são equivalentes

em I.

Escolhemos ε acima tal que eβε ≤ ε1.

Ora,

µ0(ζi \ Zn) ≤ µ0(ζε \ Zn) ≤ eβεµ0(ζε) ≤ ε1

pelo que

µ0(τ q(ζi) \ Zn+q) = µ0(τ q(ζi \ Zn)) ≤ δ

de onde, uma vez que µ0 é invariante, resulta

µ0(I \ Z) = µ0(I \ Zn+q) ≤
k∑
i=1

µ0(τ q(ζi) \ Zn+q) ≤ kδ.

Mas δ é arbitrário e k ≤ #P(q) (que não depende de δ), logo µ0(I \ Z) = 0.
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Corolário 3.36. spec(Pτ ) = {1} ∪ Σ0, com 1 valor próprio simples.

Demonstração. Suponhamos que existe ϕ1 6= 0 tal que Pτ (ϕ1) = σ1ϕ1 com |σ1| = 1.

Como ϕ0 tem I como suporte (Corolário 3.20), então ϕ1/ϕ0 está definida qtp em I e∫
I
|ϕ1/ϕ0|dµ0 =

∫
I
|ϕ1|dλ ≤ sup|ϕ1| < +∞

ou seja, ϕ1/ϕ0 ∈ L1. Dada ϕ ∈ L1, escrevemos∫
ϕPnτ (ϕ1)dλ =

∫
(ϕ ◦ τn)ϕ1dλ =

∫
(ϕ ◦ τn)(ϕ1/ϕ0)dµ0.

A conclusão resulta agora de se ter que µ0 é mixing, pela Proposição 3.35 e pelo Lema

3.33, pois, sendo assim,∫
(ϕ ◦ τn)(ϕ1/ϕ0)dµ0 →

∫
ϕdµ0

∫
(ϕ1/ϕ0)dµ0

e, como

∫
ϕdµ0

∫
(ϕ1/ϕ0)dµ0 =

∫
ϕ(ϕ0

∫
ϕ1dλ)dλ, então σn1ϕ1 = Pnτ (ϕ1) converge (qtp)

para ϕ0

∫
ϕ1dλ. Mas tal só é posśıvel caso σ1 = 1 e, consequentemente, ϕ1 = ϕ0

∫
ϕ1dλ.

Ou seja, Pτ : BV → BV não admite valores próprios de módulo 1 para além do próprio 1, e

qualquer vetor próprio associado a 1 é um múltiplo de ϕ0. Além disso, 1 tem multiplicidade

algébrica 1, já que, se assim não fosse, existiria ψ0 ∈ BV tal que Pnτ (ψ0) = ϕ0 + nψ0 e,

então, limn→+∞‖Pnτ (ψ0)‖ = +∞ − contradição com o facto de que a mesma norma é

uniformemente limitada.

Corolário 3.37. BV admite a decomposição espectral BV = Rϕ0 ⊕X0, onde

X0 = {ϕ :
∫
ϕdλ = 0}.

Demonstração. Basta notar que ambos os subespaços Rϕ0 e X0 são invariantes para a

ação de Pτ e, como tal, os vetores próprios associados aos valores próprios de Σ0, que

são todos os valores próprios de Pτ |X0, têm que pertencer a X0. Mas então, se ψ ∈ X0,

limn→+∞

∫
Pnτ (ψ)dλ = lim

n→+∞

∫
σnψdλ = 0. Como Pτ preserva integrais (Proposição

2.5), então

∫
ψdλ = 0.

Voltamos agora a deduzir o decaimento exponencial de correlações (Corolário 3.29).
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Queremos provar que existe C(ϕ1, ϕ2) > 0 tal que∣∣∣∣∫ (ϕ1 ◦ τn)ϕ2dµ0 −
∫
ϕ1dµ0

∫
ϕ2dµ0

∣∣∣∣ ≤ C(ϕ1, ϕ2)Λn

(recordemos que Λ < 1 diz respeito ao raio de um disco onde está esteja contido Σ0,

conforme especificado no ińıcio da discussão deste caso).

Ora,

∫
(ϕ1 ◦ τn)ϕ2dµ0 −

∫
ϕ1dµ0

∫
ϕ2dµ0 =

∫
(ϕ1 ◦ τn)ϕ2ϕ0dλ−

∫
ϕ1ϕ0dλ

∫
ϕ2ϕ0dλ

=

∫
ϕ1

(
Pnτ (ϕ2ϕ0)− ϕ0

∫
ϕ2ϕ0dλ

)
dλ =

∫
ϕ1P

n
τ (ϕ2ϕ0 − ϕ0

∫
ϕ2ϕ0dλ)dλ

pois, pelas Proposições 2.3 e 2.13, ϕ0

∫
ϕ2ϕ0dλ = Pnτ (ϕ0

∫
ϕ2ϕ0dλ).

Mas, denotando por π0 a projeção em X0, i.e. π0(ψ) = ψ − ϕ0

∫
ψdλ, então vem

∫
(ϕ1 ◦ τn)ϕ2dµ0 −

∫
ϕ1dµ0

∫
ϕ2dµ0 =

∫
ϕ1P

n
τ (π0(ϕ2ϕ0))dλ.

Logo,

∣∣∣∣∫ (ϕ1 ◦ τn)ϕ2dµ0 −
∫
ϕ1dµ0

∫
ϕ2dµ0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ϕ1P
n
τ (π0(ϕ2ϕ0))dλ

∣∣∣∣
≤
∫
|ϕ1P

n
τ (π0(ϕ2ϕ0))|dλ ≤ sup |Pnτ (π0(ϕ2ϕ0))|

∫
|ϕ1|dλ ≤ ‖Pnτ (π0(ϕ2ϕ0))‖BV

∫
|ϕ1|dλ

≤ C ′Λn‖π0(ϕ2ϕ0)‖BV
∫
|ϕ1|dλ ≤ C ′′Λn‖ϕ2ϕ0‖BV

∫
|ϕ1|dλ para alguns C ′, C ′′ > 0.

Portanto, basta que C(ϕ1, ϕ2) = C ′′‖ϕ2ϕ0‖BV
∫
|ϕ1|dλ.

Para o Teorema do Limite Central, se ϕ tem variação limitada, φ = ϕ −
∫
ϕdµ0, e

σ2 =

∫
φ2dµ0 + 2

∞∑
j=1

∫
φ(φ ◦ τ j)dµ0 ∈ (0,+∞), então

lim
n→+∞

µ0{x :
1√
n

n−1∑
j=0

φ(τ j(x)) ∈ A} =

∫
A

1

σ
√

2π
e
−
t2

2σ2 dt.
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Caṕıtulo 4

Generalização: um acréscimo

numerável à quantidade de

descontinuidades

O objetivo deste caṕıtulo é chegar a uma decomposição espectral de Pτ nos termos do

que foi apresentado na parte final da secção anterior (Corolário 3.36 e Corolário 3.37),

para τ expansora por pedaços mas admitindo agora uma quantidade numerável de descon-

tinuidades. Assim, o resultado central é o Teorema 4.10, de [Ryc83], cuja demonstração

completa não será exibida ainda que sejam discutidas as principais ideias por detrás da

mesma.

Numa fase inicial, iremos desviar-nos um pouco da abordagem de [Ryc83], por forma a es-

tabelecermos o paralelo com os conceitos introduzidos no Caṕıtulo 3 e, consequentemente,

podermos aproveitar resultados já obtidos.

Comecemos, portanto, pelas noções de partição e aplicação expansora por pedaços a adotar

neste contexto.

Relembremos que temos como referência o espaço de probabilidade (Ω,B, λ) onde Ω =

[a, b] ⊂ R, B a σ−álgebra de Borel e λ a medida de Lebesgue normalizada definida em

[a, b].
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Definição 4.1. Seja S = {Ii}i∈N tal que, para todo o i, Ii é um subintervalo de Ω fechado

à esquerda, e
⋃
i∈N Ii = Ω. Se Ii ∩ Ij = ∅ ∀i 6= j, então S diz-se uma partição de Ω.

Novamente, não há perda de generalidade em assumir que τ : Ω→ Ω é cont́ınua à direita

(o que implica que existe alguma partição S tal que todas as restrições τ |Ii são cont́ınuas).

Obtemos S(m) a partir de S exatamente da mesma forma que obtivemos P(m)(x0, ..., xn)

a partir de P(x0, ..., xn), de acordo com a Definição 3.7.

E também, g
(m)
η ≡ 1

|(τm|η)′|
, para η ∈ S(m).

Definição 4.2. τ : Ω→ Ω diz-se expansora por pedaços se existe S = {Ii}i∈N tal que

(i) para todo o i ∈ N, τi = τ |int(Ii) é de classe C1, |τ ′i(x)| > 0 e gi(x) ≡ 1

|τ ′i(x)|
tem

variação limitada;

(ii) existem C1 > 0 e λ1 < 1 tais que sup g
(m)
η ≤ C1λ

m
1 para todo o m ≥ 1.

Observação 4.3. Se x /∈
⋃
i∈N int(Ii), então x pode ser um dos pontos de descontinuidade

de τ , onde τ ′ não está definida. Assim,

g(x) ≡


0 se x é ponto de descontinuidade de τ

1

|τ ′(x)|
caso contrário

.

Da mesma forma,

g(m)(x) ≡


0 se x é ponto de descontinuidade de τm

1

|(τm)′(x)|
caso contrário

.

Observação 4.4. Tal como no Caṕıtulo 3, são agora consequência da Definição 4.2:

• τm é expansora por pedaços em S(m)

• existem C2 > 0 e λ2 < 1 tais que varg
(m)
η ≤ C2λ

m
2 para todo o m ≥ 1

Grande parte do trabalho apresentado na primeira secção de [Ryc83] tem como propósito

a dedução da desigualdade de Lasota-Yorke, como enunciada na Proposição 3.13.

Também de acordo com a nossa abordagem, apesar da garantia de que todas as g
(m)
η têm

variação limitada, que é facto essencial para a obtenção do majorante para a variação de
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Pτ fornecido pela mesma proposição, se a partição onde as g
(m)
η estão definidas não for

finita então a aplicação da propriedade 1. da variação (Proposição 3.3) não é válida e,

consequentemente, a desigualdade de Lasota-Yorke não resulta de forma imediata.

A chave estará em considerarmos, em vez de S, uma partição finita. Ora, apesar de existir

uma infinidade de descontinuidades de τ em algum dos elementos de tal partição, pelo lema

que se segue não há prejúızo para a propriedade de variação limitada das funções g
(m)
η .

Assim, a desigualdade de Lasota-Yorke para S obtém-se à custa da sua ‘aproximação’ por

essa mesma partição finita.

Lema 4.5. Para todo o ε > 0 existe uma partição finita, A, tal que

max
α∈A

varαg ≤ sup g + ε.

Demonstração. Notando que g é não negativa e limitada, então os seus saltos não podem

exceder sup g. Assim, para cada x ∈ Ω, existe um intervalo aberto Ux onde varUxg ≤

sup g + ε. Ora, {Ux}x é uma cobertura (aberta) de Ω, que é compacto, logo admite uma

subcobertura finita.

Observação 4.6. Resulta do Lema 4.5 que existe uma escolha de S tal que

maxα∈A varαg ≤ C1λ1 + ε : se S da Definição 4.2 for tal que as descontinuidades de τ

são exatamente os extremos dos intervalos Ii, então, de acordo com a mesma definição,

sup gi ≤ C1λ1 e ficam apenas a faltar os pontos de descontinuidade de τ onde, por im-

posição, g = 0.

Observação 4.7. O Lema 4.5 é, de facto, importante pois com algum dos elementos de

A contendo, necessariamente, uma infinidade de descontinuidades de τ , não seria de todo

garantido que nesse conjunto em particular g tivesse variação limitada.

Notando que maxI∈S varIg ≤ maxα∈A varαg, então temos a desigualdade de Lasota-Yorke

para S.

Observação 4.8. Tal como no Caṕıtulo 3, são agora consequência da Proposição 3.13:

• τ admite pelo menos uma medida de probabilidade, µ0, absolutamente cont́ınua e in-

variante, à qual está associada uma densidade, f , com variação limitada (Corolário

3.17)
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• para qualquer m, ‖Pmτ ‖BV ≤ max{C0λ0, C0 + 1}, o que implica, em particular, que

para qualquer m, ‖Pmτ ‖BV ≤ 2C0 + 1

Para alicerçar o Teorema 4.10 fica apenas a faltar a proposição que se segue.

Proposição 4.9. Se τ , admitindo uma quantidade numerável de descontinuidades, é ex-

pansora por pedaços, então para algum m ≥ 1 existe um operador de dimensão finita em

BV , K, tal que ‖Pmτ −K‖BV < 1.

Demonstração. Tomamos A nas condições do Lema 4.5 e m tal que a desigualdade de

Lasota-Yorke é válida com C0λ
m
0 < 1/4 e também C1λ

m
1 < 1/4 (nos termos da Definição

4.2).

Seja E : BV → BV tal que E(f) = Eλ(f |A) =
∑
α∈A

∫
α
fdλ.

Vamos ver que K = Pmτ E.

Ora, porque há apenas um número finito de α’s em A, então E tem dimensão finita e,

consequentemente, K tem dimensão finita; logo, resta verificar que K satisfaz

‖Pmτ −K‖BV < 1.

Vamos provar que, para qualquer f ∈ BV , ‖(Pmτ −K)(f)‖BV < ‖f‖BV .

Se f ∈ BV , seja h = f − E(f) = (I − E)(f).

Como ‖(Pmτ −K)(f)‖BV = ‖Pmτ (I − E)(f)‖BV = ‖Pmτ (h)‖BV , então trata-se de provar

que ‖Pmτ (h)‖BV < ‖f‖BV .

Ora, para qualquer α ∈ A,

∫
α
hdλ =

∫
α
(f − E(f))dλ =

∫
α
fdλ−

∫
α
E(f)dλ = 0.

Logo, pela Proposição 3.13, varPmτ (h) ≤ C0λ
m
0 varh <

1

4
varh e, como h = f − E(f),

varh ≤ varf + varE(f) ≤ 2varf , portanto varPmτ (h) <
1

4
2varf =

1

2
varf .

Por outro lado, ‖Pmτ (h)‖1 ≤ ‖h‖1 (Proposição 2.6); mas ‖h‖1 =
∑
β∈Am

∫
β
|h|dλ.
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Fixemos β ∈ Am. De facto,∫
β
|h|dλ ≤ sup

β
|h|λ(β) = sup

β
|f − E(f)|λ(β) ≤ sup

β
|f |λ(β) + sup

β
|E(f)|λ(β)

≤ varβfλ(β) + varβE(f)λ(β) ≤ 2varβfλ(β).

Assim,
∑
β∈Am

∫
β
|h|dλ ≤ 2 max

β∈Am
λ(β)

∑
β∈Am

varβf ≤ 2 max
β∈Am

λ(β)varf ; mas

maxβ∈Am λ(β) ≤ supβ g
(m) ≤ C1λ

m
1 < 1/4, portanto ‖h‖1 < 2

1

4
varf =

1

2
varf .

Tem-se ‖Pmτ (h)‖BV < varf e, consequentemente, ‖Pmτ (h)‖BV < ‖f‖BV .

Teorema 4.10. Suponhamos que existem m ≥ 1 e K operador de dimensão finita em BV

tais que ‖Pmτ −K‖BV < 1. Então, spec(Pτ ) = {σ1, ..., σk} ∪ Σ0 onde

1. σ1, ..., σk têm módulo 1, são pólos simples, e, para i = 1, ..., k, Eσi tem dimensão

finita

2. Σ0 está contido num disco de raio r ∈ (0, 1)

3. Pτ admite a decomposição

Pτ =
k⊕
i=1

σiQi ⊕R

com Qi o projetor correspondente a σi (i.e. a restrição de Pτ ao subespaço Eσi) e

R : BV → BV tal que infm‖Rm‖1/m < r; todos os Qi’s comutam entre si e com R

e a decomposição é ortogonal (∀i 6= j QiQj = 0 e ∀i QiR = 0)

Observação 4.11. Resulta que por iteração do sistema a parte correspondente aos va-

lores próprios de módulo inferior a 1 deixa de ter relevância, em rigor se f ∈ BV então

limm→+∞R
m(f) = 0 pelo que, em particular, a menos de iteração, Pτ pode ser arbitra-

riamente aproximado por um número finito de operadores de dimensão finita (os Qi’s).

Como a decomposição é ortogonal, vale ainda que se m = mmc{dim(Q1), ..., dim(Qk)}

então spec(Pmτ ) = {1} ∪ Σ0, portanto, para τ nas condições do Teorema 4.10 há um

número finito de medidas invariantes.

O facto de se ter (‖Pmτ ‖BV )m uniformemente limitada (Observação 4.8) implica, em

particular, que Pτ : BV → BV é um operador (linear) limitado que, portanto, não pode

ter valores próprios de módulo superior a 1.
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Notação: Z denota o disco de raio 1 no plano complexo i.e. {z ∈ C : |z| ≤ 1}.

Assim, o Teorema 4.10 é uma versão do Teorema 4.12, válido para qualquer operador

linear positivo definido num espaço de medida σ−finito, cujo espectro esteja contido no

disco unitário e que possa ser aproximado por um operador compacto.

Teorema 4.12. Seja (S,Σ, µ) um espaço de medida, com µ uma medida σ−finita. Supo-

nhamos que T é um operador linear positivo em L1(S,Σ, µ) tal que Tn/n converge para 0

na topologia fraca dos operadores e seja K um operador compacto tal que |TN −K| < 1

para algum N ∈ N. Então,

1. spec(T ) pode ser decomposto na união de um conjunto fechado, Σ0, contido num

disco de raio r estritamente menor que 1, com um número finito de pólos simples

e2πiθk , onde para k = 1, ..., q, θk é racional

2. se Ek = E(e2πiθk) e ED = E(Σ0), com D = T (ED), então cada Ek tem dimensão

finita e, para m ≥ 1,

Tm =

q⊕
k=1

e2πiθkmEk ⊕Dm

3. existe M > 0 tal que, para todo o m ≥ 1, |Dm| ≤Mrm

Observação 4.13. Podemos substituir a hipótese de Tn/n convergir para 0 na topolo-

gia fraca dos operadores pela hipótese de spec(T ) ⊆ Z, que é mais forte: se todos os

valores próprios de T têm módulo menor ou igual que 1 então, dada qualquer função

f ∈ L1(S,Σ, µ), a sucessão

∥∥∥∥Tn(f)

n

∥∥∥∥ é convergente para 0.

Por fim, vejamos que é conhecida uma descrição completa do caso em que 1 é o único

valor próprio de Pτ com módulo 1.

Relembremos que este caso já surgiu no Caṕıtulo 3: se τ , com um número finito de descon-

tinuidades, for expansora por pedaços e topologicamente misturadora, então spec(Pτ ) =

{1} ∪ Σ0 onde Σ0 ⊂ int(Z).

Portanto, em particular, as conclusões que iremos retirar são válidas para aplicações ex-

pansoras por pedaços e topologicamente misturadoras com um número finito de desconti-

nuidades.
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De acordo com o Teorema 4.10,

Pτ = Q⊕R

(com Q o projetor correspondente ao valor próprio 1).

Teorema 4.14. Existem funções não negativas ϕ1, ..., ϕs ∈ BV e ψ1, ..., ψs ∈ L∞ tais

que:

1. dada f ∈ L1, Q(f) =
s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ

2. para i = 1, ..., s, ϕi é ponto fixo de Pτ e ψi é ponto fixo de Uτ i.e. Pτ (ϕi) = ϕi e

Uτ (ψi) = ψi

3.

∫
ϕiψjdλ = δij, se i 6= j min(ϕi, ϕj) = 0 = min(ψi, ψj) e,

para i = 1, ..., s,

∫
ϕidλ = 1

4. existem conjuntos mensuráveis C1, ..., Cs ⊂ Ω tais que, para i = 1, ..., s, ψi = 11Ci

(qtp) e Ω =
⋃s
i=1Ci (qtp)

5.
⋂∞
n=0 U

n
τ (L1) =

⋂∞
n=0 U

n
τ (L∞) =< ψ1, ..., ψs > (espaço gerado por ψ1, ..., ψs)

6. dada f ∈ L1, limn→+∞ U
n
τ (f) = Q∗(f) na topologia σ(L1, BV ); dada f ∈ L∞,

limn→+∞ U
n
τ (f) = Q∗(f) na topologia σ(L∞,L1) e

Q∗(f) =

s∑
i=1

ψi

∫
fϕidλ

Observação 4.15. Algumas considerações a respeito do Teorema 4.14:

(i) revisitando o Teorema 4.10, sabemos que 1 é um pólo simples e que Q é a restrição

de Pτ a E1 cuja dimensão é finita; ora, assim sendo, claro que E1 é gerado por

um conjunto finito de funções BV , ϕ1, ..., ϕs, que são pontos fixos de Pτ , ou seja,

densidades de probabilidade com respetivas medidas de probabilidade invariantes

(ii) o facto de ϕ1, ..., ϕs gerarem E1 justifica a representação de Q descrita em 1.: a ação

de Q em qualquer função de L1 fica completamente descrita através das projeções

nos ϕi’s
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(iii) pela informação acrescentada por 3. e 4., deduzimos que os ψi’s correspondem a

indicatrizes dos conjuntos que definem uma partição de Ω e que cada ϕi está supor-

tada no conjunto Ci; logo, ϕ1, ..., ϕs constituem uma base ortogonal de E1 e, para

cada i,

∫
fψidλ é a projeção ortogonal em ϕi

(iv) porque os ψi’s são pontos fixos de Uτ , então os conjuntos Ci são invariantes, e, assim,

ϕ1 + ...+ ϕs é uma densidade invariante

A demonstração do ponto 1. requer conhecimentos sobre reticulados de Banach. Vamos

assumir o resultado de 1. e três factos que advêm da sua demonstração, e fazer a prova

dos pontos 2. a 6. do Teorema 4.14.

Demonstração.

2. O facto de que, para i = 1, ..., s, Pτ (ϕi) = ϕi obtém-se da demonstração de 1.; portanto,

fica apenas a faltar a verificação de que, para i = 1, ..., s, Uτ (ψi) = ψi.

Comecemos por ver que Pτ (Q(f)) = Q(f) = Q(Pτ (f)).

Ora, se Pτ = Q⊕R, então

Pτ (Q(f)) =(Q⊕R)(Q(f)) = Q(Q(f))⊕R(Q(f)) = Q(Q(f))⊕ 0 = Q2(f) = Q(f)

= Q2(f) = Q(Q(f))⊕ 0 = Q(Q(f))⊕Q(R(f)) = Q((Q⊕R)(f)) = Q(Pτ (f)).

Assim,

Pτ (Q(f)) =Pτ

(
s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ

)
=

s∑
i=1

Pτ

(
ϕi

∫
fψidλ

)
=

s∑
i=1

Pτ (ϕi)

∫
fψidλ

=

s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ = Q(f) = Q(Pτ (f)) =

s∑
i=1

ϕi

∫
Pτ (f)ψidλ

=

s∑
i=1

ϕi

∫
fUτ (ψi)dλ (Proposição 2.11)

pelo que, em particular,

∫
fψidλ =

∫
fUτ (ψi)dλ =⇒ Uτ (ψi) = ψi.

3. Também da demonstração de 1. resulta que se i 6= j min(ϕi, ϕj) = 0 e, para i = 1, ..., s,∫
ϕidλ = 1. Limitar-nos-emos a provar que

∫
ϕiψjdλ = δij uma vez que depois de

provarmos 6. obteremos que se i 6= j min(ψi, ψj) = 0.
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Mas basta notar que

s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ =Q(f) = Q2(f) = Q

(
s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ

)

=

s∑
j=1

ϕj

∫ ( s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ

)
ψjdλ =

s∑
i,j=1

ϕj

∫
ϕiψjdλ

∫
fψidλ

de onde, em particular, resulta que

∫
ϕiψjdλ = δij .

6. Vejamos, em primeiro lugar, que Q∗(f) =
s∑
i=1

ψi

∫
fϕidλ.

Ora, admitindo a fórmula apresentada, tal corresponde a verificar que se tem a igualdade∫
Q(f)hdλ =

∫
fQ∗(h)dλ (sempre que h é tal que os integrais são convergentes).

De facto, ∫
Q(f)hdλ =

∫ ( s∑
i=1

ϕi

∫
fψidλ

)
hdλ =

s∑
i=1

∫
hϕidλ

∫
fψidλ

=

∫
f

(
s∑
i=1

ψi

∫
hϕidλ

)
dλ =

∫
fQ∗(h)dλ.

Agora, dada f ∈ L1, limn→+∞

∫
hUnτ (f)dλ = lim

n→+∞

∫
Pnτ (h)fdλ =

∫
Q(h)fdλ =∫

hQ∗(f)dλ para qualquer h ∈ BV ; portanto, limn→+∞ U
n
τ (f) = Q∗(f) na topolo-

gia σ(L1, BV ). Exatamente a mesma justificação é valida para f ∈ L∞ e, portanto,

limn→+∞ U
n
τ (f) = Q∗(f) na topologia σ(L∞,L1).

Pelo que acabámos de mostrar, para i = 1, ..., s,

lim
n→+∞

Unτ (ϕi) = Q∗(ϕi) =
s∑
j=1

ψj

∫
ϕiϕjdλ = ψi

∫
ϕ2
i dλ (na topologia σ(L1, BV ));

por outro lado, para i 6= j, min(ψi, U
n
τ (ϕj)) = min(Unτ (ψi), U

n
τ (ϕj)) = min(ψi, ϕj)◦τn = 0

para todo o n.

Logo,

0 = lim
n→+∞

∫
ψiU

n
τ (ϕj)dλ =

∫
ψi

(
ψj

∫
ϕ2
jdλ

)
dλ =

∫
ψiψjdλ

∫
ϕ2
jdλ

e, como

∫
ϕ2
jdλ 6= 0, então

∫
ψiψjdλ = 0 =⇒ min(ψi, ψj) = 0, o que completa a prova

de 3..
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4. Basta notar que Uτ (1) = 1 =⇒ Q∗(1) = 1 ⇐⇒
s∑
i=1

ψi = 1; o pretendido resulta

acrescentando as hipóteses de ψ1, ..., ψs ∈ L∞ não negativas e tais que min(ψi, ψj) = 0 se

i 6= j.

5. Vamos provar que
⋂∞
n=0 U

n
τ (L∞) =< ψ1, ..., ψs >; de facto, por um argumento de

aproximação,
⋂∞
n=0 U

n
τ (L1) =

⋂∞
n=0 U

n
τ (L∞).

Veremos que se h ∈
⋂∞
n=0 U

n
τ (L∞) então é igual (qtp) a h0 ∈< ψ1, ..., ψs >.

Tomemos uma sucessão, (hn)n, de funções de L∞ tal que, para cada n, h = Unτ (hn) e

‖hn‖∞ ≤ ‖h‖∞.

Ora, (Q∗(hn))n é uma sucessão limitada em < ψ1, ..., ψs >, portanto existe (Q∗(hnk))nk ,

subsucessão de (Q∗(hn))n, convergente para h0.

Agora, dada f ∈ L1,∫
fhdλ =

∫
fUnkτ (hnk)dλ =

∫
Pnkτ (f)hnkdλ =

∫
(Pnkτ −Q)(f)hnkdλ+

∫
Q(f)hnkdλ

que, como

∫
(Pnkτ −Q)(f)hnkdλ→ 0, então converge para

∫
Q(f)hnkdλ =

∫
fQ∗(hnk)dλ =∫

fh0dλ i.e. h = h0 (qtp).

Corolário 4.16. Seja B∞ =
⋂∞
n=0 τ

−n(B). Então, B∞ é gerado pela decomposição

(C1, ..., Cs) e o subespaço próprio associado ao valor próprio 1, E1, é precisamente

< ψ1, ..., ψs >.

Observação 4.17. Os sistemas dinâmicos (τi, νi), onde τi = τ |Ci e νi = ϕidλ, são exatos

e a única medida invariante (para τi) e absolutamente cont́ınua com respeito a λ|Ci é νi.

Assim, vem que ϕ1, ..., ϕs são as únicas densidades invariantes em C1, ..., Cs, respetiva-

mente, e, como tal, ϕ = ϕ1 + ...+ ϕs é a única densidade invariante em Ω.
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