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Resumo

A presente dissertacao é o reflexo de um primeiro contacto com algumas ferramentas fun-
damentais para a investigagdo nas dreas de Sistemas Dinamicos e Teoria Ergdédica. Num
primeiro momento, a passagem por uma classe particular de sistemas dindmicos simbdlicos,
que estao relacionados com as cadeias de Markov, serviu como motivagao. Seguidamente,
o foco no operador de Perron-Frobenius e sua caracterizagao espectral permitiu um enten-
dimento aprofundado das propriedades estatisticas de aplicagoes expansoras por pedagos
definidas em intervalos fechados. Entre as mesmas propriedades, destacamos a existéncia
de uma medida invariante absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue,

decaimento exponencial de correlacoes e validade do Teorema do Limite Central.

Palavras-chave: shift, cadeia de Markov, Perron-Frobenius, expansora por pedacos, va-
riacao limitada, Lasota-Yorke, medida invariante, decaimento de correlagoes, Teorema do

Limite Central
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Abstract

This dissertation consists on a study of spectral analytical tools, which reveal to be ex-
tremely useful for a better understanding of Dynamical Systems and Ergodic Theory.
Motivated by symbolic dynamics and Markov chains we looked at the Perron Theorem
and its connection with the Limit Theorem for Markov chains. Stimulated by these results
we studied the Perron-Frobenius operator, its spectral characterisation and the impact on
the understanding of the statistical behaviour of piecewise-expanding maps of a closed in-
terval. Among the statistical properties of such systems, we highlight the existence of an
absolutely continuous invariant measure, exponential decay of correlations and a Central

Limit Theorem.

Keywords: shift, Markov chain, Perron-Frobenius, piecewise-expanding, bounded varia-

tion, Lasota-Yorke, invariant measure, decay of correlations, Central Limit Theorem
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Introducao

A Teoria Ergddica é a area que se dedica ao estudo dos Sistemas Dindmicos usando uma
panéplia de ferramentas probabilisticas para melhor compreender o comportamento es-

tatistico dos sistemas.

A ferramenta principal nesta dissertacao é o operador de Perron-Frobenius, que serd in-
troduzido no Capitulo 2 e que tem como pontos fixos as densidades invariantes de um
determinado sistema. As suas propriedades espectrais revelam-se muito importantes para
melhor compreender o comportamento estatistico dos sistemas e, em particular, a rapidez
com que estes perdem memoria. A motivacao para esta abordagem serd feita no Capitulo
1, onde, para dinamica simbdlica, comecaremos por estudar as potencialidades da andlise

espectral em dimensao finita.

A introdugao do operador de Perron-Frobenius, bem como de algumas das suas propri-

edades, constitui o foco do Capitulo 2, que é inspirado na exposicao do Capitulo 4 de

[BGIT).

Com a dualidade medida invariante—densidade fixa em mente, no Capitulo 3, por sua vez
baseado no Capitulo 3 de [Via97], é apresentada a prova da existéncia de tais medidas no
caso particular em que a dinamica é determinada por uma aplicacao expansora por pedagos
num intervalo fechado; para a unicidade, basta que a aplicacao seja, adicionalmente, topo-
logicamente misturadora, caso em que se deduz um decaimento exponencial de correlagoes
e um Teorema do Limite Central para densidades com variacdo limitada. A conclusdo do
capitulo com a analise do espectro do operador de Perron-Frobenius remete-nos para o

Capitulo 1 e serve de ponte para a generalizacao feita no Capitulo 4.

No Capitulo 4, o pressuposto é a generalizacao da prépria definicdo de aplicagdo expansora



por pedacos (permitindo-se uma quantidade de numerével de descontinuidades ao invés
de uma quantidade finita) e com base nele vem uma descrigdo mais geral do espectro do

operador de Perron-Frobenius, segundo [Ryc83].

Mas o ponto de partida, no Capitulo 1, tinha sido o estudo de uma classe revelante de
sistemas dinamicos simbodlicos: os shift’s. Depois de uma passagem por algumas nogoes
fundamentais e gerais na tematica dos sistemas dinamicos, os shift’s conduziram-nos as
Cadeias de Markov e respetivo Teorema Limite que, como corolario do Teorema de Perron,
acaba por ser a formulagao do resultado sobre o espectro do operador de Perron-Frobenius
num contexto bastante restrito (R™). Para o desenvolvimento do Capitulo 1, foi seguido

o Capitulo 3 de [BS02].

Em cada capitulo as principais referéncias sao as que aqui foram mencionadas. Na maior
parte das demonstracoes foram incluidos passos intermédios que nao estao presentes nas

mesmas referéncias.



Capitulo 1

Dinamica Simbdlica e Cadeilas de

Markov

Iniciamos este capitulo com o estudo da dinamica das aplicagoes g, = az mod 1 ([0,1] —

[0,1]) as quais, como veremos, o shift num alfabeto de a simbolos é semiconjugado.

As Cadeias de Markov (em tempo discreto) sdo um tipo particular de tais sistemas
dindmicos simbdlicos. Ora, uma vez assim interpretadas, faz sentido que uma aborda-

gem classica de Sistemas Dinamicos possa ser usada para o seu estudo.

No final do capitulo sao preenchidas algumas entrelinhas na prova do Teorema de Perron

apresentada em [BS02], da qual resulta o Teorema Limite para Cadeias de Markov.

1.1 Sistemas Dinamicos: algum vocabulario

Comegamos pela nocao de sistema dinamico e por algumas definigoes fundamentais.

Definicao 1.1. Um sistema dindmico (discreto) é descrito por um conjunto nao vazio X
e uma aplicacio f : X — X; estabelecendo que f¥ =id e que f* = f" ! o f definimos f

para todo o n € N.

Definigao 1.2. A drbita de x € X, que denotamos por O(f), é o conjunto dos sucessivos

iterados de x pela aplicacio f i.e. O.(f) = {z, f(z), f*(x), ..., f*(z),...}.



Definicao 1.3. Um elemento z € X diz-se um ponto periddico de periodo n se n é o
menor nimero natural tal que f"(z) = z; se € X ¢ periddico de periodo 1, designa-se

ponto fizo.

Definigao 1.4. Um elemento x € X diz-se um ponto pré periddico (de periodo n) se existe

m € N tal que f™(x) é um ponto periédico (de periodo n).

Observagao 1.5.

e pontos periddicos distintos que nao tém a mesma Orbita tém Orbitas disjuntas: su-
pomos que z € Oy(f) N Oy(f), pelo que z = fi(z) e 2 = fI(y) para alguns i, j;
mas entdo, por um lado, O,(f) = {fi(z), fH(2),...,z, f(x),...} = O(f) e, por
outro lado, O.(f) = {f/(y), 7 (y), ...,y f(y), ...} = Oy(f) — contradicio com o

pressuposto de que = e y tém orbitas distintas.

e ¢ claro que para x € X periddico de periodo n se verifica f™(x) =x VYm € N: n|m.

Vejamos um exemplo, o qual serd relevante mais a frente (secgao 1.2).

Exemplo 1.6. Para a > 2 (e a € N), consideremos

ga: [0,1] — [0,1]

IN

ar, 0<
Jj+1
a

1
a
z

<z <

axr — j, jed{l,..,a—1}

S

Daqui em diante referir-nos-emos a este sistema dinamico simplesmente como g, ou

axr mod 1.

Figura 1.1: Gréfico de g3 (3 mod 1)



Propriedades:
1. g, tem a™ pontos cujo periodo divide n.

2. " = me Nin(ga), onde Ny, (g,) denota o nimero de pontos periddicos de perfodo

m de gq.
3. os pontos em 1. sdo precisamente os k/(a™ — 1) para k € {0,...,a" — 1}.
4. Se ged(k,a™ — 1) =1, entao k/(a™ — 1) é um ponto periédico de periodo n de gg.

5. Se k1/(a™ — 1) e ka/(a™ — 1) pertencem a mesma Orbita, entdo gcd(ki,a™ — 1) =

gcd(ke,a™ —1).

Para justificar 1. consideramos a aplicagao g, : pontos periddicos de g, cujo periodo divide
n sao os pontos fixos de g;'; observando que o gréfico de g} consiste em a” retas de declive

a™ (> 1), entdo ha a™ interse¢des com a diagonal, ou seja, a" pontos fixos.

Os pontos cujo periodo divide n sdo precisamente os pontos de periodo m tal que m|n,

logo 2. segue.

3. é consequéncia de os a” pontos de 1. estarem igualmente espagados (o que pode ser
verificado muito facilmente com argumentos de semelhancas de tridngulos sobre o grafico

de g7') e 0 e 1 pertencerem a tal conjunto de pontos.

Para 4., suponhamos que ged(k,a™ —1) =1 e k/(a™ — 1) é um ponto periédico de periodo
m de g,, com m # n tal que m|n. Entao, tal ponto é da forma j/(a™ — 1) para j €
{0,...,a"™ —1} e, como tal, j/(a™—1) = k/(a™ — 1) — contradigao, pois ged(k,a™ —1) =1
implica que k/(a" — 1) nao pode ser representado por uma fragdo com um denominador

menor.

Temos 5. se notarmos que dado z = — entao
am —
k a®—1 ak—1(a"—1)
ga(x):aan_l—lan_lz U ,1€{0,...,a—1}e

gced(ak —l(a™ —1),a™ — 1) = ged(ak,a™ — 1) = ged(k,a™ — 1).

Definigao 1.7. Uma semiconjugacao de (Y, g) a (X, f) é uma aplicacao sobrejetiva
h:Y — X tal que hog = foh; no caso de h ser bijetiva entao tem-se uma conjugacdo, e

(Y,9) e (X, f) dizem-se conjugados.



Notemos que se @ = h(y) (z € X,y € Y) entao f"(z) = f*(h(y)) = [*'(f(h(y))) =
Y (h(g(y))) = ... = h(g™(y)). Assim, se h é sobrejetiva entdo h o g" = f" o h, o que
significa que a semiconjugagao preserva as orbitas de (Y, g). Ora, tratando-se de uma

conjugacao entdo hd uma identificacao bijetiva entre as 6rbitas de (Y, g) e as dérbitas de

(X, ).

E imediato verificar que a relacio ~ dada por (Y,g) ~ (X,f) < (V,g) e (X, f) sdo
conjugados, é uma relagdo de equivaléncia. Juntando este facto com o que acaba de ser
observado acima, entao vem que o estudo de um determinado sistema dinamico pode ser
reduzido ao estudo de qualquer outro na sua classe de equivaléncia; mais ainda, se apenas
pretendermos deduzir propriedades do sistema, nao temos sequer necessidade de conhecer

explicitamente h.

1.2 Dinamica Simbdlica

Dado um sistema dinamico (X, f) podemos tomar uma partigao Xj, ..., X,—1 de X e codifi-
car as trajetorias dos seus pontos de acordo com a seguinte regra: a; = k <= f'(v) € Xy,
de tal modo que z fica identificado com a sequéncia ajasas... . Numa perspetiva de analise
da evolucao do sistema a longo prazo, entao o que gostariamos de observar seriam as cau-
das de todas as sequéncias acima mencionadas. Fica pois motivado o estudo de um caso

particular de sistema dinamico simbdlico.
Definigao 1.8. O full one-sided shift é o sistema dindmico (X7, 0):

e X" ¢ o conjunto das sequéncias, indexadas por N, formadas a partir do alfabeto de

n simbolos {0, ...,n — 1}

® U: E;’{ — E;’{

(ai)i = (ait1);

De facto, podemos introduzir em ;7 uma estrutura de espago métrico.

Usamos em ¥ = {0,...,n — 1} a topologia produto, para a qual o conjunto de todos os

cilindros
]771171,7;:11@ = {(az)l Vi=1,...,k A, = Ji, m; < Mig1 € N, j; € {O, N — 1}}
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Cnl,...,ﬁk) _ ni+1,...np+1

o) =05 portanto, com a topologia pro-

constitui uma base; tem-se o~ }(

duto, o é continua.

Verifica-se que a métrica d((a;);, (b;);) = 27" para | = min{i : a; # b;} gera a topologia

produto.
Nestas condigoes, (X7, o) adquire as seguintes propriedades:

1. Ha pontos periddicos de todos os periodos.

[\)

. O conjunto dos pontos periédicos é denso.

w

. O conjunto dos pontos pré-periédicos é denso.

B

. O conjunto dos pontos que sao nem periédicos nem pré-periddicos é denso.

5. 3 >0:Va,be Xt a#b,Ine€N:d(o"(a),0™(b) =¢

=)

. Ha pelo menos um ponto com érbita densa.

1. é imediata e para 2. a 4. basta observar que qualquer sequéncia em ¥, pode ser ar-
bitrariamente aproximada por uma sequéncia peridédica, por uma sequéncia pré-periédica,
ou por uma sequéncia que seja nem periddica nem pré-periddica, respetivamente. Em 5.
e=1/2. a=01...(n—1)0001...0(n — 1)1011...1(n — 1)...(n = 1)0(n — D1...(n — 1)(n — 1)...

tem 6rbita densa, o que valida 6..
De facto, (X;}, o) é semiconjugado a ([0, 1], g,) do Exemplo 1.5.:

Dado z € [0, 1], temos uma sequéncia (z;); naturalmente associada a sua representagao na

base n:

+oo o
@ o >
=1

(sabemos que a representagao na base n é unica excetuando nos casos em que a expansao
de z tem uma cauda da forma 0(0)... ou n — 1(n — 1)..., portanto, a menos desses mesmos

casos, h ¢ até bijetiva).



Além disso, para ser uma semiconjugacao, h deve satisfazer h o 0 = g, o h; tal decorre
imediatamente tendo em conta que se x € [0, 1] entao
~+00 T
gn(z) =nzmod 1 = Z il

nt
i=1

(com 1 admitindo apenas a representagao 0.9(9)...).

Consequentemente, a propriedade 1. acima apontada para (X}, o) é também uma propri-
edade de ([0,1],9,). Porque h é continua, o mesmo se verifica para as propriedades 2. a

6..

Focamo-nos agora num certo tipo de subespagos dos espagos X7, que estao relacionados

com as Cadeias de Markov.

Definigao 1.9. Um subshift ¢ qualquer subespaco de um .7 que seja fechado e o —invariante.

A condicao de o—invariancia legitima que um subshift, com a aplicacao o, seja ainda um

sistema dinamico.

Por ser fechado, tal espaco fica completamente determinado por um conjunto de sequéncias
proibidas, no sentido de que nenhuma sequéncia que lhe pertenca pode conter uma sequéncia

proibida.

Exemplo 1.10. Em X7, o conjunto de sequéncias que entre dois 1’s contém um ntimero

par de 0’s é um subshift. As sequéncias proibidas sao as do conjunto F = {10...01, n €
2n+1

No}.
Definigao 1.11. Um subshift de tipo finito é o caso particular de subshift onde as sequéncias

proibidas tém comprimento finito e constituem um conjunto finito.

Exemplo 1.12. O Exemplo 1.9. nao é de um subshift de tipo finito. No entanto, em
E;, o conjunto de sequéncias que nao contém 1’s consecutivos é um subshift de tipo finito,

com o conjunto de sequéncias proibidas F = {11}.

Sempre que, tal como no Exemplo 1.11., as sequéncias proibidas tém comprimento 2,
podemos representar o subshift de tipo finito através de um grafo dirigido (finito) cujos
vértices sao os simbolos do respetivo alfabeto e as arestas correspondem a transicoes

permitidas entre eles.



Definigao 1.13. Um subshift de tipo finito em que as sequéncias proibidas tém compri-

mento 2 designa-se uma Cadeia de Markov topoldgica.

1.3 Cadeias de Markov

Notagao: P(A|B) representa a probabilidade condicional de A dado B, i.e.

P(A|B) = P(AN B)

W, sempre que P(B) # 0.

A definicao que apresentamos é a definicao classica de Cadeia de Markov enquanto processo

estocastico:
Definicao 1.14. Num espago de probabilidade (2, B, P), consideramos uma sequéncia de
varidveis aleatérias (v.a.) Xo, X1, ... para as quais assumimos:
(i) o conjunto de valores admissiveis é finito, digamos {1, ...,m}

(ii) X, representa o estado do sistema no instante n

(iii) P(Xy, = in|Xo = d0, X1 = i1, e, X1 = in—1) = P(Xy, = 0| Xn—1 = in—1)
Xo, X1, ... diz-se uma Cadeia de Markov (discreta).
Restringir-nos-emos a processos estacionarios, i.e. processos tais que as probabilidades de

transicao entre estados sao independentes do valor de n.

Defini¢ao 1.15. p;; = P(X,, = j|X,—1 = i) designa-se probabilidade de transi¢io do

estado © para o estado j.
Definigao 1.16. A matriz P = (psj)ij, i,j € {1,...,m}, é chamada matriz de transicao.
Definicao 1.17. Uma matriz A (k x k) diz-se:

e positiva (nao negativa) se todas as suas entradas sao positivas (ndo negativas).

e irredutivel se for nao negativa, quadrada, e tal que Vi,j In € N : (A");; > 0.

e primitiva se for nao negativa, quadrada, e tal que In € NVi,5 : (A");; > 0.

9



k

e cstocdstica se for real nao negativa, quadrada, e tal que Zpij =1Vied{l,.. k}
j=1
(equivalente a afirmar que o vetor coluna com todas as entradas iguais a 1 é um

vetor préprio associado ao valor préprio 1).

Observacgao 1.18.

e P é nao negativa e estocastica (decorre imediatamente da axiomatica de probabili-

dade)

o P(Xo = ig, X1 = i1,y Xy = i) =
P(X,, = in|Xo = i0y s Xn—1 = in—1)P(Xo =0, e, Xno1 = In—1) =
Div i P(Xnot = in1|X0 = 10y errs X2 = in—2)P(Xo = G0, s Xt = in_s) = . =
Pin—1inDin_ain_1---Pigiy P(Xo = o)

() _ P(X,, = j|Xo = i) designa-se probabilidade de transi¢io a n

Definicao 1.19. Pij

passos do estado i para o estado j.

E consequéncia do segundo item da Observacdo 1.17. que a entrada correspondente a

(n)
1)

linha ¢ e coluna j da matriz P™ é precisamente p
Notacao: (™ = (P(Xn =1) PX,=2) ... PX,= m)) (matriz linha)

Decorre que z(™ = (0 pn,

Teorema 1.20 (Teorema Limite para Cadeias de Markov). Se P ¢ primitiva entao

qg q2 ... Qgm
q q2 ... @
lim P" = "
n—-+oo
q q2 ... Qgm

onde parai=1,..mqg>0eq +q+- -+ qn =1

Uma demonstragao é apresentada na seccao seguinte.

Informalmente, o que o Teorema afirma é que as probabilidades de transicao a n passos,
a medida que n aumenta, convergem para valores que nao sao condicionados pelo ponto
de partida.

Adicionalmente, também o vetor estocéstico z(™ tem limite:

10



Corolario 1.21. lim,_, (M = q= <q1 qQ ... qm)~

q q2 ... dm

qq q ... (
Demonstragao. limy, 4o () = limy, s 400 2O pr = 4(0) o =

q q2 ... Qdm

(P(Xo =Dg1 +---+P(Xo =m)q1 P(Xo=1)g2+ -+ +P(Xo = m)g

P(Xo = 1)gm + -+ P(Xo = m)gm) =

BXo=D)+BXo =2+ +FXo=m) (01 & . an)=(2 @ .. gn) C

E tal limite é o Unico ponto fixo da aplicagdo que a um vetor estocastico x associa xP:

Corolario 1.22. g € o unico vetor estocdstico tal que gP = q.

Demonstragdo. Suponhamos que existe ¢ # ¢ tal que ¢/P = ¢’. Pelo Coroldrio 1.20.,
sabemos que lim,_4o0 ¢ = q. Mas ¢'™ = ¢’ ¥n € N, portanto lim,_, o ¢ = ¢’ —

contradigao. O

Relembrando agora a Definicao 1.10. fica claro porqué que as Cadeias de Markov (tal
como na Definicao 1.13.) podem ser vistas como subshifts de tipo finito associados a
palavras proibidas de comprimento 2: (iii) da respetiva defini¢ao justifica a representagao
de uma Cadeia de Markov por um grafo cujo conjunto de vértices é o conjunto dos valores

admissiveis e onde as arestas tém pesos determinados pela matriz de transicao.

Notemos que comegamos por definir Cadeia de Markov como processo estocastico e acabamos
de ver que se trata também de um caso particular de sistema dinamico simbdlico, onde,
para além da possibilidade de um estudo standard no contexto da teoria de sistemas
dinamicos, se acrescenta a perspetiva de uma abordagem combinatéria, a luz da teoria de

grafos.

11



1.4 O Teorema de Perron e o Teorema Limite para Cadeias

de Markov

Seja L : R¥ — R* uma aplicacio linear. Por vezes indistintamente consideramos o sistema

dinamico linear associado a L.

Lema 1.23. Se \ ¢ um valor proprio de L ao qual estd associado o vetor proprio v, entao

AY € um wvalor proprio de L* ao qual estd associado o vetor proprio v.

Demonstracdo. Basta notar que L'v = L' "'Lo = L 1 \v = ... = \o. ]

Definicao 1.24. v! diz-se um vetor préprio esquerdo de L associado ao valor préprio A

se vI'L = vT\.

Observagao 1.25. Quando nada é dito em contrario, assumimos a representacao de v
através de uma matriz coluna, compativel com a multiplicacao a direita por L, e apenas
por esse facto surge na Defini¢do 1.24 v” (ocorrendo a multiplicacio & esquerda por L,
o vetor tem que entrar sob a forma de matriz linha); como sugere a mesma definigao, a

designagao vetor préprio corresponde, em rigor, a vetor proprio direito.

Lema 1.26. Se v é um vetor proprio de L associado ao valor préprio \, entdo vI é um

vetor préprio esquerdo de LT associado ao mesmo valor proprio .

Demonstragdo. Tem-se vT LT = (Lv)T = ()T =T\ O

Notagdo: Ey = {v € R¥ : Lv = Av} (subespaco préprio associado a \)
Apenas no Lema que se segue vamos considerar L : R? — R2.
Lema 1.27. Seja L : R? — R?. Suponhamos que existe \ valor prdprio de L tal que
Al = 1.
(i) Se X\ € uma raiz da unidade, entao todos os pontos de Ey tém orbita periddica.

(ii) Se X ndo é uma raiz da unidade, entdo todos os pontos de Ey tém drbita densa em

St={(z,y) e R? : 22 +y? = 1}.
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Demonstragdo. O caso (i) é claro, pois, sendo A\’ = 1 para algum i, entdo dado v € E)

tem-se, pelo Lema 1.23, Liv = Xy = v.

Em (ii) trata-se de provar que dado v € E, o conjunto O,(L) = {v, Lv, L?v,...} é denso
em S'. Ora, O,(L) é uma sucessdo contida num compacto (S'), portanto admite uma
subsucessao convergente que é, em particular, uma sucessao de Cauchy. Assim, fixando
e>0,dIm,n € N (m #n):dL™v, L"v) < ¢; definimos f como a rotacgao de arco L"™vL"v,
pelo que 3k € N tal que {v, f(v),..., f¥(v)} é e—denso em S'. Consequentemente, O, (L)

é e—denso em S'. Como ¢ é arbitrario, entdo O,(L) é denso em S'. O

Proposicao 1.28. Se existe um conjunto compacto C' # ) e tal que 0 € int(C) e L'(C) C
int(C) para algum i > 0, entdo todos os valores préprios de L tém mddulo estritamente

menor que 1.

Demonstragao. Vejamos que podemos, sem perda de generalidade, assumir que L(C) C
int(C). De facto, tomemos K : R¥ — RF tal que K = L’ para i tal que L(C) C int(C);
ora, se o resultado é valido, entao a conclusao é que todos os valores préprios de K tém
médulo estritamente menor que 1, pelo que, como consequéncia do Lema 1.23, todos os

valores préprios de L tém moddulo estritamente menor que 1.

Notemos que o facto de se ter 0 € int(C) permite-nos concluir que E\ N C \ {0} # 0,
qualquer que seja A valor proprio de L, pelo que podemos tomar v € E) N C, ou mais

particularmente, v € Ey Nint(C) ou v € Ex N O(C).

Suponhamos que existe A valor préprio de L tal que |A\| > 1. Entao, v € E) Nint(C) é tal
que limy, 4 oo || L™0|| = limy,—s 400 |A"|||v]| = +00; mas, por hipdtese, L™v € int(C)Vn > 1e

int(C) ¢ limitado — contradigao.

Suponhamos agora que existe A valor préoprio de L tal que [A| = 1. Tomemos v € ExNJ(C).
Se A é uma raiz da unidade, entdo, pelo Lema 1.27(i), L’v = v para algum j € N —
contradigao, pois L(C) C int(C). Se A nao é uma raiz da unidade, entdo, pelo Lema
1.27(ii), v tem érbita densa em alguma circunferéncia, D, de dimensdo 1 contida em RF
(centrada na origem e de raio ||v||); mas, assim, existe uma subsucessao (L"v); de pontos
da érbita de v que converge para v e estd contida em D — contradicao, pois sendo D

fechado entdo v € D, ou sejav € DNI(C), e L™v € D Nint(C) Vn,. O
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Teorema 1.29 (Perron). Seja A uma matriz m x m primitiva. Entao, A tem um valor

proprio A > 0 com as sequintes propriedades:

1. X\ € uma raiz simples do polinomio caracteristico de A
2. X tem associado um vetor proprio v positivo
3. qualquer outro valor proprio de A tem mddulo estritamente menor que A

4. qualquer vetor proprio de A ndo negativo € um multiplo (positivo) de v

Demonstragao. O primeiro passo é justificar a existéncia de A e 2.

Seja S = {(21,...,2m) € R™ : Vj = 1,...,m x; > 0,3, z; = 1} (o simplexo unitdrio
(m — 1)—dimensional).

Consideramos f : S — S tal que f(z) = projegao radial em S de Az, que é continua.
Observemos que, porque A é nao negativa, entdo Ax é nao negativo.

Ora, f continua e S compacto implicam, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, que
existe v € S tal que f(v) = v. Mas entao, v é tal que Av (ndo negativo, pela observagao
anterior) estd na semi-reta que parte da origem e passa por v, ou seja, Av é um multiplo
nao negativo de v. De facto, porque A é primitiva, decorre que Av é um multiplo positivo
de v, e, porque adicionalmente se tem o Lema 1.23, entdo v tem todas as componentes

positivas.
Prosseguimos no sentido de mostrar 3. e 1.

Vamos exibir uma matriz estocdstica, M, cujo espectro nada mais é que o espectro de A
dividido por A; ora, o nosso problema reduzir-se-a, pois, a provar que 1 é uma raiz simples
do polinémio caracteristico de M e que os restantes valores préprios de M tém moédulo

estritamente menor que 1.

U1 U1
. U2 . v2 . . .
Seja V = a matriz diagonal onde v = é o vetor acima menci-
Um, Um
onado.
. | . ~ . f e
Definimos M = XV AV (a verificagdo de que se trata de uma matriz estocdstica é
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imediata pois V(11..1)7 = v e Av = Av.). Notemos que M ¢ primitiva, ji que é
claramente nao negativa e A é primitiva.

Consideremos ¢ : S — S tal que g(z) = M. E facil ver que g estd bem definida, e g é
continua. Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe w € S tal que g(w’) = w”
e w tem todas as componentes positivas (w? = w'M = wTM? = ... =wTMI = ...e M
é primitiva, logo, se j é tal que todas as entradas de M7 sao positivas, entdo w? M7 tem
todas as componentes positivas).

A conclusao sobre os valores préprios de M é agora consequéncia da Proposicao 1.28
e do Lema 1.26: C = S —w # () é compacto (de um subespaco de R™ isomorfo a
R™~1), contém 0 no seu interior e, se j é tal que todas as entradas de (M7)7 sdo positivas,
entdo (MT)(C) = (MTY(S —w) = (MT)i(S) — (MT)(w) = (MT)I(S) — (w MI)T C
int(S)—w = int(C), portanto, pela Proposigao 1.28, vem que, na restri¢ao ao subespago
(m—1)—dimensional gerado por C, M7 s6 admite valores préprios de médulo estritamente
menor do que 1, de modo que M sé admite valores proprios de médulo estritamente menor
do que 1, pelo Lema 1.26; por fim, w” ponto fixo de ¢ implica que 1 é valor préprio de
M, com vetor préprio esquerdo w’, logo, devido & conclusdo imediatamente anterior,

E=<w >.
Resta 4.

Mas, na sequéncia do raciocinio acima, basta mostrar que qualquer vetor proprio esquerdo

de M nao negativo é um multiplo (positivo) de w?.

Ora, dado que o subespaco gerado
por C é (MT)J —invariante e que o seu tinico vetor nio negativo é 0 € R™, entdo qualquer
vetor préprio de MT que seja linearmente independente de w tem alguma componente
negativa, o que é equivalente a afirmar que qualquer vetor préprio esquerdo de M que seja

linearmente independente de w” tem alguma componente negativa. O

Lema 1.30. Suponhamos que A1, ..., A\ (valores proprios de L, eventualmente repetidos)
tém mddulos estritamente menores que 1. Entao existem p < 1 e uma norma, ||.||, tais

que Yo [|Lv] < ploll.
Demonstracao. Consideramos as duas possibilidades:

(i) VA1, ..., A\x as multiplicidades algébrica e geométrica coincidem
(ii) 3A\; cuja multiplicidade algébrica é superior & multiplicidade geométrica
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Para (i) basta considerar g = max{|\i], ..., |\x|}: como existe uma base de R* formada
por vetores préoprios de L entao, nessa mesma base, a matriz de L é diagonal e tem-se

|Loll = /N33 + 303 + .. + AJ} < o]

Para (ii) podemos supor, sem perda de generalidade, que A\; tem multiplicidade algébrica
2 e multiplicidade geométrica 1 e que Vo, ..., A\ as multiplicidades algébrica e geométrica

coincidem. A forma candnica de Jordan conduz-nos & matriz

A1
0 M

Ak
. A1
Assim, basta-nos obter p < 1 tal que ||Kv| < p||v|| para K =
A1
(1 = max{p, [As, ... [Ax[})-
g 1 g
Fixado € > 0, seja S, = . Ora, S.KS-! = € queremos provar que
0 1 0 N

[Kv[| = /(AMv1 + ev2)? + (M02)? < py/vf + 03 = pllv].
Tem-se A\jv? + 2eA1v1vg + €205 + A3v3 < (A + £2)(v? + v3) + 261102
< (A +eH) (v +v3) +ed (v +v3) < (M +e)2(vF + v3).

Logo, p = |A\1 +¢|. O

Podemos, por fim, deduzir o Teorema Limite para Cadeias de Markov - Teorema 1.20 -

como corolario do Teorema de Perron - Teorema 1.29.

Observagao 1.31. Todos os vetores na demonstragao que se segue devem ser interpreta-

dos como matriz linha.

Demonstracao. Notemos que no contexto das Cadeias de Markov nos interessa apenas
considerar vetores do Simplexo Unitario ((m — 1)—dimensional), S, espaco de todos os

vetores estocasticos de R™.
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Designemos por h : S — S a aplicacao tal que h(x) = xP. Queremos provar que se u é

qualquer um dos vetores da base canénica de R, entao lim,,—, 4 h"(u) = q.

P é primitiva, o que nos deixa nas condi¢oes do Teorema de Perron, e é também estocastica.
Assim, tal como foi visto para M na demonstragao do mesmo Teorema, h tem um ponto
fixo, seja g, com todas as componentes positivas; e como tal, ¢ é vetor préprio esquerdo

de P com valor préprio 1.

Ainda como na demonstracao do Teorema de Perron, a restricdo de P a < g > s6 admite
valores proprios de médulo estritamente menor do que 1, pelo que, pelo Lema 1.30, se

r €< g > entdo lim, o ||z P"|| = 0, portanto, lim, ;. 2P" = 0.

Ora, dado que qualquer u se escreve como u = g + = onde z €< ¢ >, tem-se
limy, 400 A™(u) = limy 400 K" (¢ + ) = limy 400 ((q + ) P™) = limy, 4 oo (¢P™ + 2 P™) =
limy, 400 gP™ 4 limy 1 oo 2P = q+ 0 =gq. ]
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Capitulo 2

O operador de Perron-Frobenius

O operador de Perron-Frobenius é uma ferramenta para o estudo dos Sistemas Dinamicos
de um ponto de vista probabilistico. Seja (£2, 5, A\) um espago de probabilidade e considere-
se X : Q — R uma varidvel aleatéria (v.a.). O operador de Perron-Frobenius possibilita,
em particular, o transporte (pela dindmica) da densidade associada a X. Daqui em diante,

escreveremos 7 : £ — () para denotar a dinamica.

2.1 Definicao do Operador

Na terminologia acima, consideramos Q = [a,b] C R, B a o—algebra de Borel, A\ a medida
de Lebesgue normalizada definida em [a, b], e X a v.a. absolutamente continua com respeito

a A a qual estd associada a fungéo densidade de probabilidade f, de modo que, se A € B,
P(X € A) = / fdA.
A

De facto, u(A) = / fdX\ é uma medida de probabilidade.
A

Seja 7 : {2 — £ uma aplicacao mensuravel.

Definimos 7o u(A) = u(771(A)) (o pushforward de p por 7).

Se Typ < w, portanto, por transitividade, mou < A, entao, pelo Teorema de Radon-
Nikodym,
3pe Ll mu(A) = / BdX
A
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e ¢ é tnica (qtp).
Ora, X o7 é uma v.a. e tem-se

P(Xore A)=P(X e 771(4)) = /1(A) fd\ = p(t7HA)) = (A / pdA.

Assim, nos termos da discussao que acaba de ser feita,

Definicao 2.1. O operador de Perron-Frobenius é Pr.: £ — !

A
Observacao 2.2. (2,B,)) nao tem que ser um espago de probabilidade, apenas um
espaco mensuravel, e X : Q@ — R uma aplicagdo mensuravel (y passa a ser uma medida

com sinal e f a densidade correspondente).

2.2 Propriedades

P, goza das seguintes propriedades:

Proposicao 2.3. (Linearidade) Py : L' — L' é um operador linear.

Demonstracdo. Dadas f,g € L', a, B € R, queremos provar que

P’T(af +/Bg) = aPT(f) + 5PT(9)'

Ora, /P (of + Bg)dA = /1( (af+ﬁg)d)\—a/ fdA+ﬂ/

~1(4) *1(A

—a/ P( d/\+ﬁ/ P-(g)d\ = /(aPT(f)—i-ﬁPT(g))d)\
pelo que, sendo A qualquer conjunto mensurdvel, entao
Pr(af + Bg) = aP-(f) + BP-(g) qtp
(o que corresponde ao pretendido j& que P; é definido a menos de equivaléncia gtp). O

Proposicao 2.4. (Positividade) Seja f € L' tal que f > 0. Entdo, P.(f) > 0.

Demonstracdo. /
A

PT(f)d)\:/ fdA>0
T=1(A)
pelo que, sendo A qualquer conjunto mensuravel, entdao Pr(f) > 0. O
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Proposicao 2.5. (Preservagio de integrais)

ARWM—LﬂA

Demonstragao. /P.r(f)d)\:/ fd)\:/fd)\. O
Q 1(Q) Q

Proposigao 2.6. (Contragio) P, : L' — L' é uma contragdo i.e.

vfe LM PNl < Il
Demonstracdo. Sejam f+ = max{f,0} e f~ = —min{0, f}, de modo que f € £L! =
frechfmell f=fr—felfl=f"+f"
Por linearidade, P-(f) = P-(f* — f7) = P.(f") — P (f7)
logo, ‘PT(f)| < ‘PT(f+)’ + |PT(f_)‘ = PT(f+) +P7'(f—) = PT(f+ + f_) = PT(‘fD
Assim |P(Pll = [ [PA(01x < [ Pr(far= [ 1713 = £l
(onde a pentltima igualdade vem da Proposicao 2.5). O

Observacgao 2.7. Para a topologia induzida pela norma, P, : £' — £ é uma aplicacio

continua.

Proposicao 2.8. (Composi¢io) Seja o : Q — Q nas mesmas condi¢oes de T (i.e. o

mensurdvel e tal que o < ). Entao, Pyor = Py o P;.

Demonstragao. Comecemos por notar que (o o 7).u < p: se pu(A) = 0 entdo, porque
oupt < i, p(o"H(A)) = 0 pelo que, porque Tup < p, p(tH(07H(A))) = 0, ou seja,
p((ooT)7H(A)) = 0.

Assim, como anteriormente, pelo Teorema de Radon-Nikodym vem (co7).u(A) = / pdA
A

para ¢ € £! tnica gtp. Ora, P,o, estd, portanto, bem definido.

Agora, [ Pror(£)ir = (o)) = | fin= [ fin= [ Pnay
A (ooT)=1(4) T=1(c1(4)) o=1(A)

_ / Py(Pr(f))dA = / Py o Po(f)dA
A A
de onde resulta Pyor(f) = Py o Pr(f) qtp. O
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Observacao 2.9. Por indugao tem-se que Pr» = P

Definicao 2.10. Seja 7 : Q — Q uma aplicagdo mensuravel. U,: L — L% éo

f = for

operador de Koopman.

Proposicao 2.11. Sejam f € L', g € L. Entdo,

/Q Py(f)gdA = /Q fU(g)an

Demonstragdo. Seja f qualquer, A € B e g=1,4. Entéo,

/P )gd\ = / ()L ad\ = /P £)dr = / fd\ =
/f]lTl X = /f]lAOTdA /fU (14)dA = /fU )dA.

Uma vez que qualquer g € £ ¢é limite de uma sucessao de fungdes simples (i.e. fungoes
que sdo combinagao linear de indicatrizes), o Teorema da Convergéncia Dominada de

Lebesgue implica o resultado. O

Observagao 2.12. A equacao na Proposigao 2.11 é frequentemente usada como de-

finicdo do operador P-.

Concluimos esta seccao com uma condicao necessaria e suficiente para que uma densidade

seja um ponto fixo de P;.

Proposicao 2.13. Seja f € L' tal que f >0 e ||f|l1 = 1. Entdo, P-(f) = f (qtp) se e s6
se p tal que p(A) :/ fd\ é T—invariante (i.e. u(771(A)) = u(A)).
A

Demonstragdo. Seja A um qualquer conjunto mensuravel.

Suponhamos que u(771(A)) = u(A).

ora, [ Pr(p)arn= [ o A= T A = () = IRE

Logo, Pr(f) = f qtp.

Por outro lado, se Pr(f) = f (¢tp) entao / P (f)d\ = / fd\, e resulta
A A

—1 _ _ _ _
u(r ) = [ RCS [ Petpir= [ sar=ua.
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2.3 Aplicacao

Depois de justificarmos uma férmula para o calculo de P,, valida no caso particular em que

7 é uma aplicacao mondtona por pedagos, faremos uso da mesma através de um exemplo.

Notagao: Se [a,b] C Resetema =129 < 21 < ... < Tp—1 < T, = b, entado P(xo, ..., Ty)

denota a particao {I; = [z;—1,2;) : i =1,....n— 1,1, = [xp_1,2,]} de [a,b].

De agora em diante, sempre que nos referirmos a 7 : 2 — {2 vamos assumir tratar-se de
uma aplicacao continua a direita (o que, em particular, implica que existe pelo menos uma

escolha de P(xo, ..., z) tal que todas as restri¢oes 7|7, sdo continuas).

Observagao 2.14. Nao ha qualquer perda de generalidade pelo que acabamos de assumir
uma vez que caso existisse um conjunto finito de pontos nos quais 7 nao fosse continua
a direita entao bastaria modificar as respetivas imagens de modo a obter 7 continua a
direita; tal nao acarreta qualquer prejuizo para as propriedades de integragao de 7, das

quais depende P; e, por conseguinte, toda a teoria em torno de si desenvolvida.
Definigao 2.15. 7: Q — Q diz-se mondtona por pedagos se existe P(xo, ..., x,) tal que,

para i = 1,...,n, 7; = 7|I; é mondtona.

Vejamos entao que se 7 estd nas condicoes da Definigao 2.15, P-(f) pode ser descrito

por:

ze{r~1(2)}

De facto, por definicdo de P, dado A € B

[ pthir= [ RC

e, como cada 7; é invertivel, entdo 77!1(A) = |J 7, '(A) (unido disjunta) e resulta

= " = Y N Y (¢ =
/. SOUEDY /Til(A)fdA > /T(L_mf(l ()] (7Y () A

n n 7_'71 T
> [ e @l Y @l @an= [ 3L @
i=1

AT ‘Ti(ﬂ‘ (z))]
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Exemplo 2.16. Seja 7 = g, i.e. 7(z) = ax mod 1 (Exemplo 1.6).

Tem:
I =0,1/a), b = [1/a,2/a), ... I = [(a— 1)/a, 1
(z) = az, 7o(z) = ax — 1, () =azx — (a—1)
de modo qu
T x+1 x4+ (a—1)
(= f f
=@ ) )
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Capitulo 3

Dinamica unidimensional

expansora por pedacos

Neste capitulo dedicar-nos-emos em exclusivo a aplicagoes expansoras por pedacgos defini-
das em intervalos fechados de ntimeros reais. Veremos que a tais aplicacOes estao sempre
associadas medidas invariantes, absolutamente continuas com respeito a Lebesgue. Além
disso, mediante certas condicoes adicionais, a medida invariante é tnica e conduz a uma
decomposicao de um certo espago vetorial de fungoes, o que constitui uma generalizacao

do que foi visto no Capitulo 1 com o Teorema de Perron.

Em todo o capitulo continuaremos com (£2,B,)\) onde Q = [a,b] C R, B a respetiva

o—algebra de Borel e A a medida de Lebesgue normalizada definida em [a, b].

Na Secgao 3.2, 7 é sempre expansora por pedagos (mesmo que tal facto possa nao ser
mencionado nos enunciados de todos os resultados apresentados). Na Secgao 3.3, 7 serd

sempre expansora por pedacos e topologicamente misturadora.

3.1 Variacao limitada

Antes de definirmos aplica¢ao expansora por pedagos de dominio [a, b] C R, vamos primeiro

introduzir o conceito de funcao com variacao limitada.
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Definigao 3.1. Dada uma funcao h : [a,b] — R, a variagcdo de h é

varh = sup > [(wi1) = ()|

=1

onde o supremo recai sobre todas as possiveis escolhas de P(xy, ..., z,) (conforme a notagao

fixada na seccao 2.3).

Observagao 3.2. Analogamente se define a variacao de h em 1 C [a,b], denotada por
varyh, considerando infn = zg < 21 < ... < xp—1 < x, = supn e P(xo,...,Tp) a corres-

pondente particao de 7.

Proposicao 3.3. Propriedades da variagao:
1. vary(hy + ha) < varyhi 4+ varyhs
2. vary(hiha) < varyhy sup, |he| + sup, |k [varyhs
5. vary(iu) < var,psupy o]+ supylv] [ 61, se v € €1
4. vary|e| < varyp
5. vary(poh) = vary) e, se hin— h(n) é um homeomorfismo

6. vary, / e(t,.)do(t) < /varngo(t, .)dO(t) para 6 uma qualquer medida de probabilidade
definida em T (espago mensurdvel), e ¢ : T X [a,b] = R com vare(t,.) < oo para

todooteT.

Demonstracgao.

1. vary(hy + hg) =sup Y _|(ha + ho)(2i-1) — (b1 + h)(;)]
=1

= supZ]hl(xi_Q + ha(@i—1) — h1(xi) — ha(z;)|
i=1

<sup ) |hi(zim1) = b ()| + [ha(zi1) — ha(z))|
i=1

= sup Z]hl(xi_l) — hi(z;)| + sup Z\hg(xi_l) — ha(z;)| = varyhy + varyhs
i=1 =1
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2. vary(hihg) =sup Y |(hiho)(zi—1) — (haha)(xs)| = sup > _|ha(zi—1)ha(wi1) — ha(2i)ha(z;)]
i=1 =1

= sup Y | (i 1)ho(wi1) — ha(@i)ha(wi1) + ha () ha(zi1) — ha(zi)ha(zs)]

=1

= sup Zl(hl(%‘—l) — ha(z))ho(wi-1) + ha(z;) (h2(Ti-1) — ha(w;))]

<sup > |(ha(wi1) = ha(xi)ha(zi1)| +sup > _|ha () (ha(ai1) — ha())]

=1 i=1

<5up|h2|sup2|h1 Ti_1) — hl(xl)|+sup|h1|sup2|h2 zi 1) — ho(x;))
i=1 i=1

= suplha|varyhy + sup|hi|var,ha
n n
3. Retomamos a prova de 2. na primeira desigualdade com h; = ¢ e hy = 9, ou seja,

vary(py) <SUPZ! (i-1) @(ﬂ?z‘))w(%—l)\+SUPZ|¢($2‘)(¢(%’—1)—w(ﬂfi))\

i=1

< sup|yluaryp + sup Z o) (W (i) — ()

1z : ’I:CH — ]
i1 Ti—1 _$2|

< supllvaryg + supl/| sup Z\go wi)llwicy — @3] (%)
i=1

Ora, como ¢ € L', da definicdo de integral de Riemann vem que para qualquer € > 0

existe P(zp, ..., z;) refinamento de P(zo,...,x,) (i.e. tal que {zo,...,xn} C {20,...,2¢}) tal

que

t
S lee)llziot — il < / (pldA + & (x4).
=1 n

Vamos supor que P(zo, ..., zt) difere de P(xg, ..., z,) em apenas um ponto, digamos zj tal
que z; < 2z < Iy, Caso em que se observa,

t

Z\@(Zi—l) — (=) =

i=1

le zim1) — (20| + o (2) — p(2)] + lo(zk) — ()] + Z l(zi1) — (21)]

i=l+1
> le(zi1) = ()] + l9(25) — o(2k) + o(21) — (2] + Z lo(zi1) — (21)]
=1 i=l+1
= lp(@io1) — ()| + lo(z;) — p(x)] + Z p(@i-1) = p(z)] = Y _lp(@i-1) — p(@i)].
i=1 i=l+1 i=1

Significa, portanto, que a substituicdo de uma dada particao por um seu refinamento

conduz sempre a um aumento do somatorio cujo supremo define a variagao.
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Assim, é sempre possivel encontrar P(zg, ..., 2;) refinamento de P(xo, ..., x,), que satisfaz

(#*), mas que ainda nao possui tantos pontos quanto a parti¢ao sobre a qual se deve tomar
n

sup Z|g0(:cl)||:cl,1 — x| de (x). Logo, como ¢ é arbitrario resulta o pretendido.
i=1

4. resulta de se ter |p(rg—1) — @(xr)| > ||o(xr—1)| — @(x)| sempre que @(xk_1) < 0.

5. vary(po h) =sup 3 |(p o ) (i_1) — (p o h)(x)| = sup 3l (hlzi1)) — p(h(x:))]

i=1 i=1
= Sup Z|90 Yi— 1 yz)| = varpqm ¥
onde yr = h(x) para todo o k € {0,...,n}, pois, se h é um homeomorfismo, entao

h(P(xg,..c; ) = P(h(xg), ..., h(xn)) = P(Yos vy Yn)-

6. var,?/go(

ot 25 1)dO(E) — / go(t,xi)dﬁ(t)‘

o(t,xi—1) go(t,xi))dﬁ(t)’

< supz; / o(t i 1) — lt, )| dO(t)

= sup/Z!cp(t, wi1) — o(t,x;)|dO(t)
=1

< / sup;kp(t,xi_l)—go(t,a:i)]dQ(t): / varyp(t,.)do(t)

Definicao 3.4. h: [a,b] — R tem variagdo limitada se varh < +oo.

Observacgao 3.5. Resulta que h com variagao limitada tem, no maximo, uma quantidade
numerdvel de pontos de descontinuidade: h = f1 — fo onde fi(x) = varh|j,,) e fa(x) =
fi(x) —h(x); ora, f1 e fo s@o ambas nao decrescentes pelo que a afirmagao segue do Lema

3.6.

Lema 3.6. Se f : [a,b] — R é mondtona entao tem, no mdximo, uma quantidade nu-

merdvel de pontos de descontinuidade.

Demonstracao. Consideremos apenas o caso de f nao decrescente. Suponhamos que f
tem um conjunto nao numeravel de pontos de descontinuidade, e seja z € [a,b] um tal

ponto. Entao, f(z7) < f(z™) e existe um racional ¢(z) tal que f(z7) < q(z) < f(z™).
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Mas, como f é nao decrescente, se y € [a, b] é outro ponto de descontinuidade de f tal que
y > x, entao q(x) < q(y) — obtém-se uma funcao injetiva de um conjunto ndo numerével

em @, o que é absurdo. O

3.2 7:0)— ) expansora por pedacos

Definicao 3.7. Dado m > 1, P(m)(xo,...,wn), na forma abreviada P(™), é a particio
obtida de P(z, ..., z,) quando se impoe P (z) = P (y) = P(r(x)) = P(r'(y))
vj e {0,...,m—1}1

. 1
Notacao: gﬁ,m) = W

Definigao 3.8. 7: Q — Q diz-se expansora por pedagos se existe P(xg, ..., T,) tal que

, para n € P™)

(i) para i = 1,...,n, 7, = 7|int(L;) é de classe C1, |7/(z)| > 0 e gi(z) =

variagao limitada;
(i) existem C7 > 0 e A; < 1 tais que sup ggm) < C1 A" para todo o m > 1.

Observacao 3.9. Segundo (i) da Definigao 3.8, porque todas as 7; sdo de classe C'! e as
respetivas derivadas tém maddulo positivo, entao uma aplicacao expansora por pedagos é,
em particular, mondétona por pedacos; a variagao limitada das g; é uma condicao de regu-
laridade. Por (ii) da mesma definicao, vem que as derivadas laterais de 7 sdo estritamente

maiores do que 1 em todos os pontos do intervalo €.

Observagao 3.10. Se 7 é expansora por pedagos em P(xg, ..., ), entdo 7™ é expansora

por pedacos em P,

1p) — P(zo, ..., Zn), como seria desejavel
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Exemplo 3.11. Exemplos de aplicacoes expansoras por pedagos:

1 = 1 1

-1/4 1/, 12 1

ie
A
"t

#c) c ﬁ«;); 0 172 1 0

Figura 3.1: Gréficos das aplicagoes: tenda, tipo Lorenz, Gauss (da esquerda para a direita)

[Via97]

Proposicao 3.12. Ezistem Cy > 0 e Ao < 1 tais que varggm) < Oy para todo o m > 1;
mais precisamente, Co = sup{(C}/ \1)m(A1/A2)™ : m > 1} para Ay € (\1,1) previamente
fizxado.

Demonstragao. Comecemos por tomar Cy > 0 tao grande quanto necessario de modo que

varg; < Cy para todo o i € {1,...,n}.
Dados n € Pm) 6 < j < m, consideremos
® p; € PU) tal que n C Pj
e 7; € P(z0, ..., ) tal que 79(n) C 7;
o (j € P gal que 77 (n) C ¢
(m) (m—(j+1

de modo que gy~ = 9¢; ))’7j+1(ﬁ)gﬁj’Tj(n)gg)’n'

Ora, por 2. da Proposigcao 3.3, entao

(i1 . (i1 ,

Uarg,(?m) §Uargg,n U ))\Tj+1(n) sup\gﬁj!ﬂ(n)gg)\n\—i—sup\ggn g ))\T]-H(n)\vargﬁj\Tj(n)g/(fj)|n
< varggn V)| it () SUP 195, |3 | SUD 195 ||+

sup g s | (varga, sy 50 1951 + 5D |5, s oy lvar gl )

3

m—1
< 3 suplgl T g loargg, Ly sup g | < D Cuat I CienN
7=0

<.
Il
)

= m(Cf /A AT
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pelo que, fixando Ay € (A1, 1), se Cy = sup{m(C3/A1)(A\1/X2)™ : m > 1} vem
varg,gm) < CoAY. ]

Proposicao 3.13. Seja f : Q@ — R com wvariagao limitada. Entdo, existem Cy > 0 e
Ao < 1 tais que
varP*(f) < CoAgvar f + C’o/]f\d/\

para todo o m > 1.

Observacao 3.14. A desigualdade da Proposicao 3.13 chamamos desigualdade de

Lasota-Yorke.

Demonstragao. Sabemos que P (f) = Prm(f) (Proposicao 2.8 e Observagao 2.9).

Assim,

Z g™ o (7™ ) T Lym(y

nep(m)

e, usando propriedades da variagao (Proposicao 3.3), vem

varP™(f Z varg77 (7™ )t Lom () = Z vargn f]n]le
nep(m) nep(m)

< Y vargi™ fln+2sup g™ fln < > wargl™ sup fln-+sup g™ var fln+2sup gi™ fln
neP(m) nep(m)

< Z (Uargf7 m) 4 QSupg(m )sup fln + supg ™oar f|1.
nep('m)

Pelo Teorema do Valor Médio para integrais,

Ben:|f(2)] = A(ln)/mdx
n

portanto, porque sup|f{[n < |f(2)] + var|f][n,

sup f|n < supl|f|n < var|flln + A(ln) / [FldA < varfln + A(ln) / FlaA ()
n

logo, substituindo na expressao imediatamente anterior,

warPP ()< Y (argly) + 25w ™) (varsla+ 50 17107 +supglvar iy

nep(m)

Temos ainda que vargr(]m) < O35 e sup ggm) < C1 7", portanto,

1
PP < S (€ +200) (varsla+ 5o 1107 + Ciarear iy
nepP(m)
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pelo que, como Co\J* = sup{(C5/A1)m(A1/A2)™ : m > 1IAT > (C3 /A1) m(A1/X2) AT =
mCINI™E > CIAT 2, fica

<40 S wvarfly+ 307 /]f|d>\ < Cs\Tvar(f) + Ka(m) /|f|d>\
neP(m) e7><m>

onde C3 = 4Cy, A3 = Ao, e K3(m) = 3Co\5 (#P ™) sup{ in€ P<m>}.

1
A(n)
Ora, para chegarmos a férmula pretendida, resta-nos remover a dependéncia de m em Ks.
Tomemos N tal que C3AY < 1/2 e K =max{Ks(m):1<m< N}

Como para qualquer m > 1 temos que m = gN +r,com g >0e 1 <r < N, entao
varP? (1) < CvarPP V() + Ka(N) [ 1PN (Plax
Relembrando que |f| = f* + f~ 3, entdo
PRN(f) =P N ()
= PN+ P"N(f7) (Proposigao 2.3)
— |PPN(f)] + PPN (£7)] (Proposigdo 2.4)
> |[PPN(Y) = PN () = PPN = ) = PN
pelo que
1 ~
varP (1) <5oarP? () + R [ PPV( 1)y
1 ~
= 5varP;”_N(f) + K/\f\d)\ (Proposigao 2.5).

Recursivamente,

varP"(f) §2q171 <;UGTPTm_qN(f)—|—I?/|f|d)\> + <1+1+...+

1\ ~
2q2) K/|f]d)\
21qvarPr(f)+<1+;+‘ T 1) /|f]d)\

1 T
§2q<03)\3va7“ —&-K/f\dz\) ( +2+ = 1) /\f\d/\

1 1 -
:2(103)\3var(f)+<1+2+---+2q>K/|f]d)\

IN

1 N
ﬁc;z,)\gvar(f) + 2K/|f|d)\.

20 que é vélido j4 que podemos sempre tomar C; > 1

3f* e f~ conforme definidas na demonstracio da Proposicéo 2.6
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Ora, Cyp > 0 e Ay < 1 tais que
varP"(f) < CoAgvar f + C’O/]f|d)\

e acrescentando a informacao da desigualdade que acabamos de deduzir, podem entao ser

~ 1
tais que Cp > max{Cs,2K} e max{J\s, T\/i} <X <1 O

Coroldrio 3.15. Seja C(a) o cone de funcgoes f : Q@ — R, ndo negativas, e tais que

varf < a/fd)\. Entao, para a suficientemente grande, existe N > 1 tal que

PN(C(a)) € Ca/2).

T

Demonstracio. Tomemos N > 1 tal que Co\) < 1/4. Assim, dada f € C(a),

varPN (f) < ivarf—i—Co/fd)\ < (% +C’0) /fd)\.

a
Logo, basta que Cy < — e temos o pretendido, ou seja, a > 4C). ]

W

Portanto, se a dinamica é determinada por uma aplicacao expansora por pedagos, entao a
propriedade de variacao limitada é preservada para densidades e ha subespacos do espaco

vetorial das fungoes com variagao limitada que sao positivamente invariantes.

3.2.1 Medidas invariantes

Teorema 3.16 (Helly). Seja ¢, : Q@ — R, n > 1, uma sucessao de fungoes. Suponhamos
que existem Ky, Ko > 0 tais que, para todo on > 1, supy, < Ki e vary, < Ks.
Entao, eziste uma subsucessao (n, )i € uma fungao 1y : Q& — R, satisfazendo também

sup o < K1 e varyg < Ko, tais que limy_s 4 o0 ¥n, = Yo A—qtp e em L.
Demonstracao. Comecemos por listar os principais passos da demonstragao:
(i) para cada n € N, escrevemos 1), como diferenga entre ¥, e 1, , ambas fungoes nao

decrescentes e uniformemente limitadas

(ii) fixado ¢ € [0,1] N Q, encontramos um subconjunto de indices (ng); tais que ambas

as sucessoes 1, (¢) e ¥, (q) sdo convergentes, para, respetivamente, Ui (q) e ¥y (q)
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(iii) estendemos ¢ ao intervalo [0,1], e observamos que a densidade dos racionais em R
assegura a convergéncia de tal extensao em todos os pontos de continuidade de 1/)0i,

que sdo, precisamente, os pontos de [0,1] \ Q

(iv) definimos 1y como diferenca de fungoes continuas & direita obtidas das wac

Assumimos, sem perda de generalidade, que €2 = [0, 1].

Seja ?/)f{ (z) = Uambn“(),m}; Y, = ?/)f{ — ¥n.

Como ¢1 < q¢g = 1#3[ (q1) < TZJOi (g2), entao podemos estender 1/13[ a funcoes nao decres-

centes em [0, 1], tomando
vy () = inf{yg7 () : ¢ € [z,1] N Q}.

Seja x € [0, 1] um ponto de continuidade de wg[. Para qualquer § > 0, existem q; < z < ¢o
tais que

Uy (@) = 6 < ¥y (@) < Ug(x) < ¥ (ge) < v () +6
de modo que, para k suficientemente grande,
+ + + +
Ui (x) = 28 < U (@) =0 < g (1) < Wy, (2) < U (a2) < 05 (a2) + 6 < 0 () + 26

i.e. para todo o ponto de continuidade de w[jf tem-se que limg_, 4 wﬁfk(x) = wac(x).
Designemos por {bvac as fungoes continuas a direita que em cada x ponto de continuidade
de ¢6—L tomam o valor w(jf(ac); definimos ¥y = QZS— — 1;0_ . Assim, 1, converge para g
em todo o ponto de continuidade de Q,Z)Oi; mas, sendo os pontos de descontinuidade de ¢(jf
necessariamente nimeros racionais (consequéncia da densidade dos racionais em R), entao
limg_y 4 oo ¥, = Yo A—qtp. Como todas as %i, sao uniformemente limitadas, também

limg 400 @Z)ﬁk = w(]i em L' (pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue), logo

limy_y 4 oo ¥, = %o em ch.

Por fim, uma vez que as condigoes sup ¥y < K e varyy < Ko sé poderao falhar em pontos

de descontinuidade de g, sejam a e a3 < b; < --- < ay < b, tais pontos. Tem-se que

[Yo(@)| = limlin, ()] < Ky

S S
> _lwolaz) —wo(by)l =1im Y _[thn, (a5) = n, (by)] < supvarey, < Ko.
j=1 j=1 k
Assim, como 1y é continua a direita, vem que sup ¢y < K e varyy < K. ]
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Notagao: Escrevemos p = fdA quando p é dada por u(A) = / fdX\, para A qualquer
A

conjunto mensuravel.

Corolario 3.17. 7 admite pelo menos uma medida de probabilidade, g, absolutamente
continua e invariante. Além disso, a qualquer medida @ com tais propriedades estd asso-

ciada uma densidade f com variagdo limitada.

Demonstracao. Demonstremos primeiro a existéncia de pg, medida de probabilidade ab-

solutamente continua e 7—invariante.

—1
1
Para n > 2, consideremos ¢,, = - g P2(1). Notemos que se obtém imediatamente das
7=0

propriedades do operador de Perron-Frobenius que ¢, > 0 e [|¢,|1 = 1.

1 n—1 ' 1 n—1
varp, < - ZvarPﬁ(l) e, pela Proposigao 3.13, entao vary, < - Z Co / 1d\ = Cy
j=0 j=0

1
sup ¢n, < tvarep, + / ondX = Coy+ 1
AQ) Jo

Estamos nas condigoes do Teorema 3.16, portanto existe uma subsucessao (¢, )i con-

vergente (gtp) para o, que, por sua vez, também satisfaz vargg < Cy e sup g < Cp + 1.

Claro que g > 0 e [[@ollr = [img— 100 @nyll1 = limg ool @n, 11 = 1.

1
Escrevemos Pr-(¢n,) = ¢n, + — (P2 (1) — 1). Como P, é continuo (Observagao 2.7),
ng

PT(‘PO) = PT(limk—>+oo ‘;an) = hmk—)—i—oo PT(San) = ¥o-

Ou seja, ¢ € um ponto fixo de Pr, logo g = podA, medida de probabilidade, é T—invariante

pela Proposigao 2.13.

Para a segunda parte, seja entao p uma medida de probabilidade absolutamente continua
e T—invariante, portanto, a qual estd associada uma densidade de probabilidade ¥ que,

pela Proposigao 2.13, é um ponto fixo de P;.
O objetivo é provar que ¥ coincide (gtp) com uma fungao com variagao limitada.

Dado que qualquer fun¢do nao negativa e mensuravel pode ser aproximada por uma su-
cessao de funcoes simples que é, em particular, uma sucessao de funcoes com variagao

limitada, entdo podemos afirmar o seguinte: existe (1/;); sucessao de fungdes com variagao

4consequéncia do Teorema do Valor Médio para integrais, como na demonstracio da Proposicio 3.13
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limitada que converge para 1 (¢tp); podemos assumir que, para todo o I, ||¢|l; < 2.

nfl
Para cada [, consideremos a sucessao (w( )) tal que 1/1n = Z PI ().
0 1= 1 n—1
n < — J Co | A d\ la P 3.13
vary’ < - gﬁ varPL(y;) < ]ZO 0( Ovarwl —i—/wl > (pela Proposigao )

e entao lim,, 4 var@/}g ) <y / YrdA < 2Ch o que garante que, quando muito excetuando

um ndmero finito de termos, os elementos de (1/1,%1 ))n tém variacao menor ou igual que 2Cj.

Como P; é uma contragao (Proposigao 2.6), temos ainda que

n—1

1 .

%Zpi(@/}z) < il <2
i=0

1

logo, conjuntamente com o facto que varwr(f ) < 2Cy, resulta que sup ¢£Ll ) <2(Co+1).

Assim, pelo Teorema 3.16, existe uma subsucessao (wr(f,z)k convergente para J(l), e
varlz(l) < 2C) e sup {/;(l) < 2(Cy+1). E agora, porque o Teorema 3.16 pode ser aplicado
a (@Z(l))l, obtemos p, com varp < 2Cp e sup p < 2(Cp+1), como limite de uma subsucessao

de (1),

nE—1

Mas HJ(Z) — )1 = lim Z Py — )| < |[vh — 2|1 implica que @Z(Z) converge para
¥ (gtp) e, portanto, ¢ = p (qtp) ou seja, j = wd)\ = pd\. O

Corolario 3.18. Hd apenas um nimero finito de medidas de probabilidade que sdo ergddicas,

absolutamente continuas e invariantes.

Demonstragao. Suponhamos que p é uma medida que satisfaz as propriedades acima.

Como se trata de uma medida de probabilidade absolutamente continua e invariante,
entao, pelo Corolario 3.17, existe f com variacao limitada tal que p = fdA. Sabemos

que:

e f admite, no méiximo, uma quantidade numerdvel de pontos de descontinuidade
(consequéncia de f ter variagao limitada), pelo que, designando por A o conjunto

dos pontos de descontinuidade de f, entdao A\(A) =0
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° / fdh=1e f >0 (consequéncia de f ser densidade de probabilidade), pelo que
Q

se B={z: f(z) > 0} entdo A\(B) >0

logo, A(B N A°) > 0 o que implica que B N A° # () i.e. existe y tal que f(y) > 0e f é

continua em y; assim, f > 0 em algum intervalo J C €.
Vamos ver que Prm(f) >0 em 7" (J) para todo o m € N.

Como p é T—invariante, temos que f é um ponto fixo de P;, e portanto, f = P"(f) =

P.m(f). Relembrando que

Pr(f)= > g™ fo (™) M omy
nep(m)

de onde deduzimos P"(f)(x) = Z T {;(;zz”, entao, se x € J,
T
ze{r=m(2)}
P (f)(t™(x)) = Z /() pelo que, em particular, ) constitui

|(rm) (2)] (7)) ()]

ze{r=m(rm (@)}
f(z)
T

uma parcela da soma. Mas entao, como W > (0 e as restantes parcelas sao garan-
T
tidamente nao negativas, resulta que P™(f)(7"(z)) > 0, como pretendiamos.
Em particular, acabamos de verificar que qualquer intervalo J de continuidade para f é
tal que p(7™(J)) > 0, i.e. A < pem cada 7(J). Assim, p e A sd@o medidas equivalentes

em cada 7™(.J).

n—1

Ora, como p é ergddica, tem-se que — E f(77(z)) converge para /fd,u para i — qtp x,
n
=0
n—1

1 .
logo — g f(m?(x)) converge para /fd,u para x € 7"(J) Lebesgue-qtp.
n
P

Por um lado, algum dos 1, ..., 2,1 (de P (z,...,x,)) tem que pertencer a algum dos
iterados de J pois, se assim nao fosse, entdo a medida de tais iterados acabaria por
ultrapassar a medida de ). Por outro lado, como medidas ergédicas distintas tém que
ser suportadas em conjuntos disjuntos, entao os iterados de J a que nos referimos estao

contidos em conjuntos disjuntos, que, consequentemente, sao, no maximo, n — 1. ]
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3.3 7 :Q — () expansora por pedacos e topologicamente

misturadora

Definicao 3.19. 7 : Q — Q diz-se topologicamente misturadora se existe I C €) tal que

(ii) para todo o x € int(Q2) existe n € N tal que 7"(x) € I;

(iii) para todo o J C I existe n € N tal que 7"(J) = I.

Corolario 3.20. Eziste uma unica medida de probabilidade, 1o, que € absolutamente

continua e invariante. Além disso, tal medida € ergodica e tem I como suporte.

Demonstragao. Suponhamos que existem g1, o medidas de probabilidade absolutamente

continuas e invariantes, portanto, tais que u; = fid\ e uo = fodA com /fld/\ =1=
/ fodX e f1, fo pontos fixos de P.. Pelo Corolario 3.17, sabemos ainda que f; e fo tém
variagao limitada.

Consideremos os conjuntos X1 = {x : fi(z) > fao(x)} e Xo ={z: fi(z) < fo(x)}.

Definimos medidas v1 = (f1 — f2)lx,d\ e vo = (fa — f1)1x,d\, que sdo absolutamente

continuas com respeito a Lebesgue.

Como f1 — fo é um ponto fixo de Py, entao

/X (= f)i = /X P ) = / (1 — f2)d>

T=1(X1)

< /Tl(Xl)mxl(fl — f2)dX < /Xl(fl — f2)dA

(a primeira desigualdade deve-se ao facto de f; — fo tomar apenas valores negativos no

complementar de X1).

Assim, tem-se que A7 1(X1)) = M7 1(X1) N X1) = AMX1), o que implica que vy é

T—invariante.
De forma inteiramente andloga se chega as mesmas conclusoes para Xs e vo.

Ora, mais uma vez pelo Corolario 3.17, vem que tanto (f; — f2)1x, como (f2 — f1)lx,

tém variacao limitada.
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Suponhamos que (fi — f2)1lx,(x) # 0 para todo o x € ©Q a menos de um conjunto de
medida nula; entdo, existe um intervalo J C I tal que (f; — f2)lx,(z) > 0Vz € J° — de
facto, porque 7 é topologicamente misturadora, se existe J C [ nas referidas condicoes,

entao J = 1.

Portanto, se (f1 — f2)1x, () # 0 A— gtp, entao I esta contido no suporte de v;. Mas entao,
(f2— f1)lx,(x) =0 X — gtp pois, caso contrario, também I estaria contido no suporte de

o — contradi¢ao com a hipdtese de que v; e vy sao distintas.

Logo, f1 > f2 qtp pelo que, como /fld)\ = /fgd)\, f1 = f2 qtp — contradicao com a

hipotese de que p1 e po sao distintas.

Supusemos a existéncia de medidas p1 e po distintas e chegamos a um absurdo. Portanto,

s6 pode existir uma tunica medida de probabilidade absolutamente continua e invariante.
Resta apenas ver que pg é ergddica.

Consideremos A C I tal que pp(A) > 0e 7(A) = A (o que implica 771(A) = A). Seja pu a
medida de probabilidade tal que, para B € B,

_ (BN A)
wB) = po(A)

E imediato que p é absolutamente continua com respeito a Lebesgue.

Vejamos que p é T—invariante:

_mo(rTHB)NA) _ po(rH(B)NTTH(A) _ po(rTH(BNA))
to(A) to(A) po(A)
_ m(BNA)

po(4) HB)

Logo, necessariamente po = p. Em particular, po(A) = 1, e resulta que g é ergddica. [

w(r=H(B))

3.3.1 Decaimento de correlacoes e o Teorema do Limite Central

Vamos agora mostrar que no caso de a aplicagdo 7 ser monétona por pedacos e topologi-
camente misturadora existe um decaimento exponencial de correlagoes entre funcoes com

variacao limitada e que as mesmas satisfazem o Teorema do Limite Central.

5a justificacdo deste facto vista aquando da demonstracio do Corolario 3.18
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Recordemos que, pelo Corolario 3.20, se 7 satisfizer tais requisitos entao ha uma tnica
medida absolutamente continua e invariante, pg, que, além do mais, é ergédica. Também
sabemos que lhe estd associada uma densidade com variagao limitada, isto pelo Corolario

3.17.
e caso em que 7 tem derivada limitada

Consideremos a restri¢ao adicional 36 > 0 : Vi g;(x) > ¢ (nos termos da Defini¢ao 3.8),
que nos permitird chegar mais diretamente & conclusao pretendida. Posteriormente, serd

abordado o problema em toda a sua generalidade.
Vamos adotar a notacao que se segue, onde [ tal como na Definicao 3.19.

Notagao: C'(a) passa a designar o cone de fungdes f : I — R, ndo negativas, e tais que
varrf < a / fd\, e P(m) g particdo de I que se obtém pela restricao a I dos elementos

de P(m),

Observagao 3.21. O Coroldrio 3.15 permanece valido apés a redefinicao de C'(a) que

acabdamos de fazer.

Definicao 3.22. 6, : C(a) x C(a) — R{ é a métrica em C(a) dada por

Ble1, 2)

0a(p1,p2) = log
(1 2) 04(9017902)

com [(p1,¢2) =inf{s > 0:sp1— @2 € C(a)} e a(p1,p2) =sup{t > 0: 2 —tp; € C(a)}.

Proposicao 3.23. Existe k > 1 tal que D = sup{0,(¢1,v2) : 1,12 € P*N(C(a))} €
finito.

Demonstragdo. Olhemos primeiro para sup{6q(11,v2) : 1,92 € C(a/2)}.

Ora, sem perda de generalidade, podemos supor que / Prdh=1= / PadA.

Como UCLT'(@[}Q—*wl) < waryo+= vampl /@ZJQd)\—}— /z/)ld)\ = — = a/(d}g—;ibl)d)\

entao g — éwl € C(a). Por outro lado, (2 —ty1)(z) > 0 <= t < 22( ).

1

Assim, a(dbs, ) > inf{é, :/f(x) cx eI}
1

SN tal como no Corolério 3.15
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Concluimos também que B(1,12) < sup{3, zl(x) :x € I}, por um raciocinio analogo.
2

Afirmamos agora que existem k > 1 e v > 0 tais que, se ¢ € P¥N(C(a)),

1
'y/de)\ <infy <supy < /¢d)\.
Y
Portanto, ja que P*V(C(a)) € C(a/2) (pelo Coroldrio 3.15), resulta que para quaisquer
V1,9 € PFN(C(a)) com /”¢1d)\ =1= /wgd/\ se tem
1, 1
a("plﬂ#?) > mln{gﬁ } € B(Q/)lan) < max{3, ?}

Ou seja, se a afirmacgdo for valida, tomando v < 1/4/3 obtemos D < 4log(1/y) =

4log(+v/3).
Resta, portanto, justificar a afirmacao.
Seja k = g+ j, onde:

e ¢ >1étal que A(n) < 1/2a para todo o n € PUN) (¢ existe por (ii) da Definigio
3.8);

e j >0 étal que 7TV () = I (j existe porque 7 é topologicamente misturadora)
Sefa 4 = PFV(), para ¢ € C(a).

Como consequéncia do Teorema do Valor Médio, temos que, para qualquer n € PplaN),

1
vare|n > /sodA —infpln > 2a (/ PdA — () inf@!n)
An) Jy n

pelo que

varyp > 2a/<pd)\ —2a E A(n) inf ¢|n > Qa/gpd)\ 2a max inf ¢|n
Ppla
neP(aN) ne

logo, se ¢ € C(a),

1
ax inf o|n > d\
o inf [y > 2/s0

1
i.e. existe g € PN tal que inf p|ny > 2/g0d)\.

Assim, se y € I,

vy) =P = Y geo (N0 = Y g o (7RO ().

cePkN) ¢Cno
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1
Mas Z g(kN) (TN y) > 5’“N§ /cpd)\ (porque y € 19), e concluimos que
¢Cno

inf ) > 5’“% /wu = 5’“N;/¢cm,

supqu/d}d)\—l—vard)g (a+1)/¢}d)\

0 que prova a afirmacao. O

Corolario 3.24. P*N : C(a) — P*N(C(a)) é uma A—contragio, com A =1 — e~ P.

Demonstragio. O objetivo é provar que 0,(P*V (1), PN (02)) < A04(p1, 92), quaisquer
que sejam @1, p2 € C(a).

Ora, B(p1,p2) =1inf{s > 0: sp1 —¢p2 € C(a)} e a(p1,p2) =sup{t > 0: pa—ty; € C(a)},
pelo que existem sucessoes (Sp)n € (tn)n, respetivamente decrescente para [B(¢1,p2) e

crescente para a(p1, p2), tais que, para todo o n, s,p1 — w2 € C(a) e g3 — ther € Cla).

Assim, para todo o n, tem-se que 0,(P*V (s,01 — 2), PPN (99 — tn01) < D, pela Pro-

posicao 3.23.

E agora, existem sucessoes (Sy,)n € (T),)n, respetivamente decrescente para

B(PEY (snp1 — @2), PEY (92 —tup1)) e crescente para a(PEN (sng1 — ¢2), PFY (02 — tn1)),

S,
tais que lim,_, 4 log T—n < D e, para todo o n,
n

SnPEN (snp1 —pa) = PEN (02— tnpr) € C(a) e PEN (92 —tnp1) =T PEN (snp1 —2) € C(a).

Mas entao, resulta que

(Snsn + ta) PPN (91) = (Sn + D)PFN (02) € Cla) = B(PFY (1), PPN (g2)) < 587_“
kN kN EN kN tn +Tnsn
(L +Ta)Pr(p2) = (tn + Tusn) P (01) € Cla) = a7 (¢1), PP¥(02)) 2 ———— T

e, portanto,

Spsn +tn 14+T,
S, +1 t,+Tnsn

6, (PEN (1), PN (i22)) < 1og(

log(1 +T,,) — log(ty, + Tnsn) = log(Spsn + tn) + log ( > log(S, + 1) +log(1 +1T,,) —
n

) < log(Spsp + tn) — log(Sp, + 1) +

1 t t
log(tn+ T sn) —log (s) = log (Sn + sn) —log(Sy,+1)+log(1+1T,)—log <sn + Tn> =
n n n

n n

- 1 - 1 log(tn/sn) e® log(tn/sn) et
/S"dzv— S"dac:/ d:v—/ dx =
1 Sn+$ 1 .’L’+Tn 0 Sn+€$ 0 ez—I—Tn
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log(tn/sn) e T log(tn/sn) ex(Tn _ Sn)
/ — dx = / dr <
0 Sn + er er + Tn 0 (Sn + ez)(ew + Tn)

08\ 5, ) PHPwellog(tn/sn)] (G T ea)y(ex 1 Ty

1 Sn ex(Sn — Tn) <1 Sn - T,
Og a Supr[O,log(tn/sn)] (Sn + ex)(ex +Tn) -~ Og a Sin .

Logo, se 1 — 400, 04 (PFN (p1), PFN (2)) < (1 — e )0a(1,92). O

Notacgao: C designa o cone de fungoes f : 2 — R nao negativas.

Definigao 3.25. 0, : C; x Cy — R} é a métrica em C. dada por

sup(p2/p1)
0. (o1, p) = log P2/ P
+(1,92) 0og inf (/1)

Observagao 3.26. 6,|C(a) x C(a) é mais fina do que 6,.

Lema 3.27. Seja ¢ uma fungdo com wvariagdo limitada. Entdo, ¢ = ot — o~ com

et~ € C(a).

Demonstragdo. Seja M tal que vare = M. Ora, existem @™, o~ com variacdo limitada

tais que ¢ = g0+ — ¢ que, como vary = var(ngr —p) < UCLT(,D+ + vary~, escolhemos
M M

satisfazendo vare™ = - evarg” = -

M M
Resta encontrar a tal que -5 < a/tp+d/\ e — < a/cp_d/\. Mas entao, basta que

2
M
a> .
2max{/<p+d)\,/cp_d/\}

Proposicao 3.28. Sejam ¢ uma funcdo com wvariacdo limitada e v uma fungdo ndo

O]

negativa e integravel. Entao, eziste C(p,1) > 0 tal que

‘ Jworyear— [vdu [ @d/\’ < O, )A™.

Demonstragao. Depois do Lema 3.27, basta agora mostrar o resultado para ¢ € C(a).

Supomos que / pdA = 1. Tem-se que

] J@woryeir— [ v

e sup| Pl (¢) — @o| < suplpg|sup

] vz - soo>dA] < suplP2(¢) — ol [l

Plyp) 1’.
%0

43



1
Mas, como g € C(a), podemos afirmar que sup|po| < —7, e entdo
Y

—_

sup| PP () — ¢o| < = (ef+ (o Pr (@) — 1),

2

Ora, 0+ (0, PL(0)) < Oa(w00, PL(¢)) = Oa(PE*N(PFY (00)), PR~ (PEN (9))) <

AVENG,(PEN (po), PEN () < A" HND < OA™ (€' = AN D).

1O i AnYi 100 AnYi
1 /AT
Assim, sup|P2(p) — pol < —(eON —1) = 2 (LA ) _ Ly (O
y T\ 7! Y= 7!
+o0 ; i— +00 ; —
1 (C/)zAn(z 1) 1 (O/)zAn(z 1)
ZA" A " _ - Avi— O
~ ; 7! ¢ (© 71,21 7! )

O decaimento exponencial de correlacoes entre fun¢des com variacao limitada é agora uma

consequéncia imediata.

Corolario 3.29. Sejam 1,2 fungoes com variagao limitada.

Entao, existe C(p1,p2) > 0 tal que

'/(801 o 7")padpy — /901d/~00/902dﬂo

Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao 3.28 a 1 = @1 e ¢ = pa¢9. O

< Clep1, p2)A".

Proposicao 3.30 (Teorema do Limite Central). Seja ¢ uma fungdo com variagao limi-
o0
tada. Se ¢ = p — /goduo eo? = /¢2duo + QZ/gb(qﬁ o) dug € (0,+00), entdo
j=1
2

1 et , 1 -5
i s J(g) — = [ ——¢ 202
ngrfoo pofx : NG JZ:%@ o7l (x) /goduo € A} 5 ¢ o*dt.

e caso “geral”

Notacdo: BV C L! designa o espaco de funcdes com variacdo limitada; por abuso de

linguagem, se f € BV dizemos que ‘f é BV’.
Notagao: spec(P;) designa o espectro de P, : BV — BV.

Se nenhuma restrigao adicional for imposta a 7 (expansora por pedagos e topologicamente
misturadora), o decaimento de correlagoes e o Teorema do Limite Central para funcoes

BV podem ser deduzidos apés a andlise de spec(Pr) no mesmo espago de fungoes.

"Demonstracio da Proposicio 3.23.

44



Mais precisamente, se P. : BV — BV é tal que spec(P;) = {1} U, onde X esta contido
num disco de raio A < 1, veremos que estamos perante uma generalizacao do que ja foi
visto para as cadeias de Markov, onde ha um unico ponto fixo para o qual convergem

todos os restantes pontos do espaco.

Definicao 3.31. |.||py : BV — R{ é a norma em BV dada por

lellBy = vare + /Iw\dk-
Ora, ja vimos que P; : BV — BV estd bem definido (pela Proposi¢ao 3.13) portanto,
se p é BV,
1B (0)ll v = [Prm (0)| BV = varPrm(p) + /IPTm(w)Id)\-
Mas, como |Prm ()| < Prm(|¢])® e Prm(]e|) é uma fungio positiva, entio

/|P7m(go)|d)\ < /PTm(|<p|)d)\ = /|<p|d>\ (pela Proposigao 2.5)

e varPrm () < CoAgrvare + Cy /|g0d)\ para alguns Cy > 0 e A < 1 (pela Proposigao
3.13), pelo que

1P ()l Bv < CoAg'vare +(Co + 1) /ISD\CU\ < max{CoAg", Co + 1}V

Em particular, para qualquer m, || P ||py < max{CyAg, Co+ 1}, portanto, dada ¢, todas

as normas || P (¢)|| gy s@o uniformemente limitadas.
Mas entao, nenhum dos elementos de spec(P;) pode ser, em médulo, superior a 1.

Relembrando que existe ¢y com variagao limitada tal que py = wodA, para ug (a unica)
medida de probabilidade absolutamente continua e invariante, que é necessariamente um

ponto fixo de P, (Proposigao 2.13), resulta que 1 é, de facto, valor préprio de P;.

Agora, como consequéncia de P, poder ser bem aproximado por um conjunto de operadores
de dimensdo finita’, vem que spec(P;) = {1,01,...,01} U Xg onde o1, ..., 0} sdo valores

préprios de médulo 1 e multiplicidade finita e X estd contido num disco de raio A < 1.

O préximo objetivo é mostrar que nao existem oy, ...,0%, 0 que resulta de pg ser exata,

COImMo veremeos.

8Demonstracio da Proposigao 3.13.
Sver [Via97)
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Definigao 3.32. Seja p uma medida definida no espa¢o mensurével (€2, B). Diz-se que
é:

o mizing se limy, 4 u(77"(A) N B) = u(A)u(B) para quaisquer A, B € B.

e exata se (1125 77"(B) ou tem medida nula ou tem medida total.
Lema 3.33. Se u € uma medida exata, entdo p € mizing.

Lema 3.34. Dado 8 > 0 existe N > 1 tal que para todo o n > 0 existe um subconjunto

Qnin C PN de intervalos de monotonia de T"+N com pg (UneQn+N 17) >1—-pe

1. ™(n) € PpWN) para todo o n € Qpin

o5 H0&) _ po(r"(€)) _ 510(E)
=T = mom) = o)

para todo 0 £ Cn € Qpin

Demonstracio. Comecaremos por construir um subconjunto de P+ Q,ll > tal que 1.
6 vélida para todos os seus elementos e a medida total dos restantes intervalos de P™+)

é pequena, para N suficientemente grande.

Notemos que da definicao de P(™) (Definicao 3.7) resulta que se n) € PW) entao
e Va € int(n), 7 (z) ¢ {0, ..., zn} qualquer que sejaj =0,..., N — 1
e se x € d(n) entdo 77 () € {x, ..., v, } para algum j = 0,..., N — 1

pelo que, em particular, se n € PN ¢ tal que 77(d(n)) & {zo, ..., xn} Vj € {0,...,n —1},
entdo 77(A(n)) € {xo, ..., n} para algum j € {n,...,n + N — 1}, i.e. 7°(n) € PW); assim,

tomamos Q}l 4 © conjunto de todos os 1 € P+N) com a propriedade

m(0(n)) & {0, .2} Vi € {0,...,n = 1} (%)

Fixemos j € {0,..,n — 1}, e seja n € PN tal que 77(9(n)) € {zo,...,7,}. Entdo,
i (n) € ¢ € PCHN=I) com ¢ tal que d(¢) N {0, ..., 2, } # 0. Como, no méximo, existem

2n (’s em tais condigdes, e cada um deles satisfaz \(() < CM?JFN*J. , entao
110(UC) < 2nsuplgo| CrATT

e, porque /o ¢ invariante, entdo também qualquer n € PN \ Q}T 4 € tal que

po(n) < SHP\SOO\C1)\71L+N_j, de onde

n—1 00

po(Un) <) 2nsupleg| LAY < 2nsuplpolCr Y M <
Jj=0 k=N+1

IR Y
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para N suficientemente grande.

Prosseguimos no sentido de provar 2. para todo o intervalo n de um subconjunto grande

de Q-

Justificaremos apenas a primeira desigualdade, ji que a segunda se obtém de forma intei-

ramente analoga.

Tem-se

Ho(r"() _ Jrng0dd (o o ™IV 1A - inte((i00 0 )| ()| /i70) p10(€)
po(m™(m)  Jragy eodh [ (oo m)|(7)[dA T sup, (o © 7)(7")'|/0) po(n)”

Denotemos por g(z) =

desde que z ¢ {zg, ..., z,}.

1
|7 (x)]’
Ora, varg = Y_;" , varg;, nos termos da Defini¢cdo 3.8. Portanto, em particular, como

varg; < Cao\g (para todo o i), vem que varg < nCylg < oo.

Por outro lado, / —dpuy < sup|eo| Z / |7/ |d\ < sup|o| Z A7(1;)) < msup|eol-
LeP® LePr®

Seja Q?H_N o subconjunto dos intervalos de PtN) tais que, para cada j = 0,...,n — 1,
() € ¢; € PUFN=I) com (; satisfazendo

M >1— )\gn+ij)/4 ().

sup(g/¢;)
Assim, se i € Qn+N, tem-se

n

lnfﬂ’ T H ng H n+N—j)/4) > H (1 _ )\]19/4> > e B/2

sup, | (7 j=0 up(glG;) ~ j=0 k=N+1

para N suficientemente grande.

Vejamos qual a medida total dos (’s pertencentes a P(+N=3) que nao verificam a propri-

edade ().

Tomemos, primeiro, os (’s para os quais sup(g|¢) < )\gn+ij)/4‘

1 N
Ora, /gdﬂo > )\1( +N J)/4ZMO(C)
¢

Se, pelo contrério, sup(g|¢) >

> )\gn+N7j)/4, entao

- .
varg|¢ > sup(g|¢) (1_ m ) L N2
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A (N2

de onde se conclui que nao ha mais do que varg (’s em tais condicoes e,

portanto,
—(n+N—j)/2 N—j N—j)/2
po(UQ) < A (n+N=3)/ varg sup|po| LN TN T = Cl)\gnJr D/ vargsup|po|.
Logo, a medida total dos ¢’s em P("+*N=J) que ndo cumprem (*x) é majorada por

n —J 1 n —J n —J
A J)/4/gduo + O R yarg suplp| < CATHY

1
onde C{ = /gduo + Crvargsup|eo|.

Novamente, como p é invariante, entao a medida total dos 7’s pertencentes a Pp+N) \

Q?H_N é majorada por
n—1 00 L B
Z N—j)/2 Z 2
§=0 k=N+1

para N suficientemente grande.

1
Agora, notando que varypg < oo e que /duo = /1d)\ = 1, todo o raciocinio que
¥0

acabamos de fazer é valido para g = .

(n+N)

Logo, existe Q% 4 n subconjunto de P tal que, para N suficientemente grande,

inf (o[ (1)) > 1 = PN/ s a7
sup (o7 (1))
paracadaj =0,...n—lene€ Q%+N, e ainda os conjuntos em P +N) \ Q?H_N tém medida

1o total inferior a g

Finalmente, Q,+n = Q711+N N Q?LJFN N QfHN; claro que os elementos de P(n+N) \ QninN
tém medida pg total inferior a 8 (por construgao), e, de facto,

po(m"(€)) o —sH0(€)
po(m™(m)) —  mo(n)

para todoo £ Cn € Quin. O

Proposicao 3.35. Seja 7 expansora por pedagos e topologicamente misturadora. Entao,

a unica medida de probabilidade absolutamente continua e invariante, g, € exata.

Demonstragao. Seja I conforme a Definigao 3.19; tomemos Z C [ tal que, para cada

j > 1, existe Z; € B com Z = 779(Z;) (existe sempre Z em tais condigdes uma vez
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que, porque pg esta suportada em I, Z é mensuravel, e 7 — e todos os seus iterados — é

expansora por pedagos, logo mensuravel).

Vejamos, em primeiro lugar, que 1o(Z) >0 = po(Z) = 1 é suficiente para jo exata i.e.

po (MaZo 7 "(B) >0 = po (M7 "(B) = 1.

Ora, tal decorre diretamente das defini¢des de (125 77"(B) e Z, pois de
Ae ()7 ™B) < Ae7 ™(B)VneN

concluimos que Z € (/20 77(B).

Assim, recordando que o tem I como suporte, basta provar que se pp(Z) > 0 entao

po(I\ Z) = 0.

Notemos que, por ser topologicamente misturadora, entao 7 é sobrejetiva: de facto, su-
pondo que 7 : X — Y étal que 7(X) C Y (inclusao estrita) i.e. Jy e Y : 7(z) #y Vo € X,
entdo, porque existe n € N : 7%(y) € I e 7(y) = 7(7" L(y)) com 7" (y) € I (porque
7(I) = I), obtém-se, por indugdo, que y € I, logo y = 7(x) para algum x € I — con-

tradicao.
Assim, Z; = 7I(17(Z;)) = 7(2).
Pretendemos colocar-nos em condigcoes para aplicar o Lema 3.34.
Fixemos § < po(Z)/3. Ora, pelo Lema 3.34, temos N(= N(f)).
Assumimos agora o seguinte: !’

e 3Zy C Z com po(Zo) = po(Z) = 38

e dado a € Zj qualquer, entdao J denota um intervalo fechado contendo a

Ho(Z N J)
po(J)

i.e. é impossivel encontrar um intervalo fechado (que pode ser tdo pequeno quanto se

e Ya € Zp, lim,_q inf\JKr =1

43

queira) contendo qualquer ponto de Zj que nao esteja “quase totalmente” contido em Z.

Assim, em particular, para qualquer € > 0 existem r > 0 e Z. C Zj tais que po(Z:) > 2/

O Teorema da Densidade de Lebesgue
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.. ko(ZNJ)
inf ————~>1-—¢ (%
|J|<r MO(J) ( )

para todo o a € Z..

Tomemos n > 0 tao grande quanto necessario para que |n| < r para todo o n € P+N)

e
)
seja Q,4n conforme o Lema 3.34. Ora, como por hipétese o(Z:) > 23, entdo necessa-
riamente Z. interseta algum elemento de Q,,x, designemo-lo n.. Assim, por (%),
po(T"(ne) \ Zn)
po(7™(1e))

/JO(T/e \ Z)

B
< e"e.
NO(”e)

< e, e, pelo Lema 3.34 2., vem

Por outro lado, pelo Lema 3.34 1., sabemos que (. = 7"(n:) € P,

Mas, porque 7 é topologicamente misturadora, entao existe ¢ > 1 (que depende apenas de

N) tal que 74(¢(;) = I.

Como hd apenas um ntmero finito de intersecdes entre (. e os elementos de P (porque,
desde logo, P@ ¢ composta por um nimero finito de elementos), sejam (;, i = 1,...,k

tais intersegoes. Ora, 7¢ é mondtona em cada um dos (;’s e de 79((;) = I resulta que
U, G2l
Afirmamos:

Vo >0deq: /Lo(A) <eg = Mo(Tq(A)) <9

qualquer que seja A € B tal que A C (; para algum i € {1,...,k} — de facto, a afirmacao é
valida para a medida de Lebesgue, porque 79|, é C*, e tem-se que jig e A sdo equivalentes

em I.
Escolhemos ¢ acima tal que ePe < e.

Ora,

110(Gi \ Zn) < 110(Ce \ Zn) < €Pepn(Ce) < e

pelo que
po(T9(Ci) \ Znq) = po(79(Gi \ Zn)) <6

de onde, uma vez que g € invariante, resulta

k
oI\ Z) = po(I\ Znsq) < Y 110(7%(Gi) \ Znq) < KS.
i=1

Mas & é arbitrério e k < #P@ (que ndo depende de 6), logo uo(I\ Z) = 0. O
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Corolério 3.36. spec(Pr) = {1} U Xq, com 1 valor préprio simples.

Demonstragdo. Suponhamos que existe @1 # 0 tal que Pr(p1) = 011 com |oq| = 1.

Como g tem I como suporte (Corolario 3.20), entao ¢1/pg esta definida gtp em I e

/\901/%!61#0 = /|<P1|d)\ < sup|p1| < 400
I I

ou seja, p1/po € L. Dada ¢ € L1, escrevemos

/ PP (o1)dA = / (po ™) prdA = / (.0 7)1/ 00) dpo.

A concluséo resulta agora de se ter que ug é mizing, pela Proposigao 3.35 e pelo Lema

3.33, pois, sendo assim,

/(sOOT”)(wl/m)duo — /@dﬂo/(%/@o)dﬂo

e, como /cpd,uo /(npl/@g)duo = /go(gog/gold)\)d)\, entao o1 = Pl'(¢1) converge (gtp)

para g [ p1dA. Mas tal s6 é possivel caso 01 = 1 e, consequentemente, 1 = ¢q / p1dA.

Ou seja, Pr : BV — BV nao admite valores préprios de médulo 1 para além do préprio 1, e
qualquer vetor préprio associado a 1 é um multiplo de ¢g. Além disso, 1 tem multiplicidade
algébrica 1, ji que, se assim nao fosse, existiria ¢9 € BV tal que P (¢g) = @o + nio e,
entao, lim, oo || Pl(¢0)|| = +o00 — contradicdo com o facto de que a mesma norma é

uniformemente limitada. O

Corolario 3.37. BV admite a decomposicao espectral BV = Rypg @& Xg, onde
Xo={¢: [pd\=0}.

Demonstracao. Basta notar que ambos os subespacos Rypg e Xg sao invariantes para a
acao de Py e, como tal, os vetores préprios associados aos valores préprios de X, que
sao todos os valores proprios de Pr| Xy, tém que pertencer a Xy. Mas entdo, se ¢ € X,

limy, 400 / P (¢)d\ = ngliloo / o"pd\ = 0. Como P; preserva integrais (Proposigao

2.5), entdo /wd)\ =0. O

Voltamos agora a deduzir o decaimento exponencial de correlagdes (Corolario 3.29).
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Queremos provar que existe C'(p1,p2) > 0 tal que

‘/(901 o 7™)padjug —/@1dM0/902dM0

(recordemos que A < 1 diz respeito ao raio de um disco onde estd esteja contido X,

< C(p1,p2)A"

conforme especificado no inicio da discussao deste caso).

Ora, /(wl o 7")padpg — /wlduo/mduo = /(w o ") papod\ — /wlsOOdA/wwodA
= /wl <Pf(<ﬂ2<po) —wo/wpocﬂ) d\ = /%PT"(@@O —cpo/cpchodk)dA

pois, pelas Proposigoes 2.3 e 2.13, ¢ / V2pod\ = Pf(goo/g@gpgd)\).

Mas, denotando por 7y a projecao em X, i.e. mo(¥)) = 1 — o /1/1d)\, entao vem

/(%OT")ﬂpzduo—/801d/~60/902dﬂo = /wlpf(WOOPzWo))d)\-

/(@1 o ™) padpg — /wlduo/wzduo

< / |01 PP (mo(p200))|dA < sup [P2(mo(p200))] / [o1]dA < [| P2 (mol0a0)) v / o1l

Logo,

-| [ erPrimtoapnan

< C'A"||mo(p200) || BV /|<,01|d)\ < C" ™20l BV /|<p1|d)\ para alguns C’,C” > 0.
Portanto, basta que C(¢1,v2) = C”||p2¢0ll BV /\gpl\d)\.

Para o Teorema do Limite Central, se ¢ tem variagdo limitada, ¢ = ¢ — / pdug, e

o’ = /¢2d,u0 + 22/¢(¢0 ) dpg € (0,400), entéo
7=1

t2
n—1

1 : 1 55
I P> (! Ay = | —=e 20%4t.
m polw: == ) o7 (@) € A = | ~—a=e

J=
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Capitulo 4

Generalizacao: um acréscimo
numeravel a quantidade de

descontinuidades

O objetivo deste capitulo é chegar a uma decomposi¢ao espectral de P, nos termos do
que foi apresentado na parte final da sec¢ao anterior (Corolario 3.36 e Corolério 3.37),
para 7 expansora por pedagos mas admitindo agora uma quantidade numeravel de descon-
tinuidades. Assim, o resultado central é o Teorema 4.10, de [Ryc83], cuja demonstragao
completa nao serd exibida ainda que sejam discutidas as principais ideias por detras da

mesma.

Numa fase inicial, iremos desviar-nos um pouco da abordagem de [Ryc83], por forma a es-
tabelecermos o paralelo com os conceitos introduzidos no Capitulo 3 e, consequentemente,

podermos aproveitar resultados ja obtidos.

Comecemos, portanto, pelas nocoes de particao e aplicagao expansora por pedacos a adotar

neste contexto.

Relembremos que temos como referéncia o espago de probabilidade (£2,5,\) onde Q =
[a,b] C R, B a o—4algebra de Borel e A\ a medida de Lebesgue normalizada definida em

[a, b].
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Definigao 4.1. Seja S = {I;};cn tal que, para todo o 4, I; é um subintervalo de Q2 fechado
a esquerda, e (J;en i = Q. Se ;N I; =0 Vi # j, entdo S diz-se uma parti¢do de Q.

Novamente, ndo ha perda de generalidade em assumir que 7 : 2 — ) é continua a direita

(0 que implica que existe alguma particao S tal que todas as restri¢des 7|7, sdo continuas).

Obtemos S(™) a partir de S exatamente da mesma forma que obtivemos P (20, ey Tp)

a partir de P(zg, ..., zy), de acordo com a Defini¢ao 3.7.

1
E também, g,gm) =_—— paraneSMm,

(7™ )|

Definicao 4.2. 7:Q — Q diz-se expansora por pedagos se existe S = {I;};en tal que

(i) para todo o i € N, 7; = 7|int(I;) é de classe C*, |7/(x)] > 0 e g;(x)

variagao limitada;
(i) existem C7 > 0 e A; < 1 tais que sup g,(Im) < C1 A" para todo o m > 1.

Observacgao 4.3. Se x ¢ | J,cy int(I;), entdo x pode ser um dos pontos de descontinuidade

de 7, onde 7/ nao estd definida. Assim,

0 sex é ponto de descontinuidade de 7
g(x) = 1

caso contrario
|7/ ()]

Da mesma forma,

0 sex é ponto de descontinuidade de 7™
9" (x) =
1

[(7m)" ()|

Observacgao 4.4. Tal como no Capitulo 3, sao agora consequéncia da Definigao 4.2:

caso contrario

e 7™ ¢ expansora por pedacos em S(™)

e existem Cy > 0 e Ay < 1 tais que vargﬁ,m) < CoAS! para todoom > 1

Grande parte do trabalho apresentado na primeira seccao de [Ryc83] tem como propdsito

a deducao da desigualdade de Lasota-Yorke, como enunciada na Proposigao 3.13.

Também de acordo com a nossa abordagem, apesar da garantia de que todas as g,gm) tém

variacao limitada, que é facto essencial para a obtencdo do majorante para a variagao de
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P, fornecido pela mesma proposicao, se a particao onde as ggm) estdo definidas nao for

finita entdo a aplicagdo da propriedade 1. da variacao (Proposigao 3.3) nao é vélida e,

consequentemente, a desigualdade de Lasota-Yorke nao resulta de forma imediata.

A chave estard em considerarmos, em vez de S, uma particao finita. Ora, apesar de existir
uma infinidade de descontinuidades de 7 em algum dos elementos de tal particao, pelo lema
que se segue nao ha prejuizo para a propriedade de variacao limitada das funcgoes g7(7m).

Assim, a desigualdade de Lasota-Yorke para S obtém-se & custa da sua ‘aproximagao’ por

essa mesma parti¢ao finita.

Lema 4.5. Para todo o € > 0 existe uma particao finita, A, tal que

maxvarqag < supg + €.

acA
Demonstracao. Notando que g é nao negativa e limitada, entao os seus saltos nao podem
exceder supg. Assim, para cada z € (), existe um intervalo aberto U, onde vary,g <
supg + e. Ora, {U,}, é uma cobertura (aberta) de €2, que é compacto, logo admite uma

subcobertura finita. O

Observagao 4.6. Resulta do Lema 4.5 que existe uma escolha de S tal que

maxaec g vareg < CiA1 +€ : se § da Definigao 4.2 for tal que as descontinuidades de 7
sao exatamente os extremos dos intervalos I;, entao, de acordo com a mesma definigao,
supg; < Ci1A1 e ficam apenas a faltar os pontos de descontinuidade de 7 onde, por im-

posicao, g = 0.

Observacgao 4.7. O Lema 4.5 é, de facto, importante pois com algum dos elementos de
A contendo, necessariamente, uma infinidade de descontinuidades de 7, nao seria de todo

garantido que nesse conjunto em particular g tivesse variagao limitada.

Notando que maxjes varyg < maxq,c var.g, entao temos a desigualdade de Lasota-Yorke

para S.
Observagao 4.8. Tal como no Capitulo 3, sao agora consequéncia da Proposicao 3.13:

e 7 admite pelo menos uma medida de probabilidade, ug, absolutamente continua e in-
variante, & qual estd associada uma densidade, f, com variagao limitada (Corolario

3.17)
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e para qualquer m, |P"| gy < max{CpAo,Co+ 1}, o que implica, em particular, que

para qualquer m, ||P"||py < 2C)+ 1

Para alicercar o Teorema 4.10 fica apenas a faltar a proposicao que se segue.

Proposicao 4.9. Se 7, admitindo uma quantidade numerdvel de descontinuidades, é ex-
pansora por pedacos, entdo para algum m > 1 existe um operador de dimensao finita em

BV, K, tal que |P* — K||pv < 1.

Demonstragao. Tomamos A nas condigoes do Lema 4.5 e m tal que a desigualdade de
Lasota-Yorke é vélida com CoAj* < 1/4 e também C1 A" < 1/4 (nos termos da Definigao
4.2).

Seja E : BV — BV tal que E(f) = Ex(f]A) = ) / fd.

acA’

Vamos ver que K = P"E.

Ora, porque hé apenas um nimero finito de a’s em A, entdo F tem dimensio finita e,
consequentemente, K tem dimensao finita; logo, resta verificar que K satisfaz

1P — K|y < 1.
Vamos provar que, para qualquer f € BV, (P! — K)(f)|sv < ||fllBv-
Se fe BV,sejah=f—E(f)= (- E)(f).

Como |[(P" — K)(f)llsv = [|1P*(I — E)(f)llsv = [|P(h)| BV, entéo trata-se de provar

que |[|[P*(h)||sv < || fllBV-

Ora, para qualquer a € A,

/ahdAz/Q(f—E(f))dA:/afdA—/QE(f)dAzo.

1
Logo, pela Proposigao 3.13, varP(h) < CoAjvarh < Zvarh e, como h = f — E(f),
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Fixemos 5 € A™. De facto,
/ﬁ ldX < suplhIX(3) = supl — E()AS) < suplIA(8) + supl ()N

<warg fA(B) +vargE(f)N(B) < 2varg fA(B).

Assi hldA < 2 max A < 2 max A :
ssim, ) /ﬁ [hldA < 2 max A(8) > vargf < max A(B)var f; mas
BeA™ BeA™

1 1
maxge 4m A(B) < supg g™ < CYAT < 1/4, portanto ||hl|; < QZvarf = ivarf.
Tem-se | P*(h)|| gy < varf e, consequentemente, ||P*(h)|sv < || fllBv- O

Teorema 4.10. Suponhamos que existem m > 1 e K operador de dimensdo finita em BV

tais que ||P" — K| pv < 1. Entdo, spec(P;) ={0o1,...,01} UXo onde

1. 01,...,05 tém mddulo 1, sao pdlos simples, e, para v = 1,....k, E,, tem dimensao

finita
2. ¥ estd contido num disco de raio r € (0,1)

3. Pr admite a decomposicao
k
Pr = @ Qi ® R
i=1
com @Q; o projetor correspondente a o; (i.e. a restri¢io de P. ao subespago Ey,) e

R : BV — BV tal que inf,,|R™||Y/™ < r; todos os Q;’s comutam entre si e com R

e a decomposicio € ortogonal (Vi # j Q;Q; =0 e Vi Q;R=0)

Observagao 4.11. Resulta que por iteracao do sistema a parte correspondente aos va-
lores préprios de médulo inferior a 1 deixa de ter relevancia, em rigor se f € BV entao
lim,;, 400 R™(f) = 0 pelo que, em particular, a menos de iteracao, P, pode ser arbitra-
riamente aproximado por um numero finito de operadores de dimensao finita (os Q;’s).
Como a decomposicao é ortogonal, vale ainda que se m = mme{dim(Q1),...,dim(Qx)}
entao spec(P™) = {1} U Xy, portanto, para 7 nas condigdes do Teorema 4.10 hd um

numero finito de medidas invariantes.

O facto de se ter (||P"||By)m uniformemente limitada (Observagao 4.8) implica, em
particular, que P; : BV — BV é um operador (linear) limitado que, portanto, ndo pode

ter valores préprios de médulo superior a 1.
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Notagao: Z denota o disco de raio 1 no plano complexo i.e. {z € C: |z| < 1}.

Assim, o Teorema 4.10 é uma versdo do Teorema 4.12, vélido para qualquer operador
linear positivo definido num espaco de medida o—finito, cujo espectro esteja contido no

disco unitario e que possa ser aproximado por um operador compacto.

Teorema 4.12. Seja (S, %, ) um espaco de medida, com p uma medida o—finita. Supo-
nhamos que T € um operador linear positivo em L(S,%, i) tal que T™/n converge para 0
na topologia fraca dos operadores e seja K um operador compacto tal que [TV — K| < 1

para algum N € N. Entdo,

1. spec(T) pode ser decomposto na unido de um conjunto fechado, Yo, contido num
disco de raio r estritamente menor que 1, com um numero finito de pdlos simples

e2ﬂ'i9k’ onde para k= ]_’ . q, 9/{: € racional

2. se By = E(e*™%) ¢ Ep = E(X), com D = T(Ep), entio cada Ej, tem dimensdo

finita e, para m > 1,
q
T — @ eQﬂinmEk @ D™
k=1

3. existe M > 0 tal que, para todo o m > 1, |D™| < Mr™

Observagao 4.13. Podemos substituir a hipétese de 7™ /n convergir para 0 na topolo-
gia fraca dos operadores pela hipétese de spec(T) C Z, que é mais forte: se todos os
valores proprios de T' tém mddulo menor ou igual que 1 entao, dada qualquer funcao

f € LYS,%, 1), a sucessao ™)

é convergente para 0.

Por fim, vejamos que é conhecida uma descricao completa do caso em que 1 é o Unico

valor préprio de P com mddulo 1.

Relembremos que este caso ja surgiu no Capitulo 3: se 7, com um niimero finito de descon-
tinuidades, for expansora por pedacos e topologicamente misturadora, entao spec(Py) =

{1} U Xy onde ¥ C int(Z).

Portanto, em particular, as conclusées que iremos retirar sao validas para aplicacoes ex-
pansoras por pedacos e topologicamente misturadoras com um numero finito de desconti-

nuidades.
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De acordo com o Teorema 4.10,

P = Q &R
(com @ o projetor correspondente ao valor préprio 1).

Teorema 4.14. Existem func¢des nao negativas @i, ..., 0s € BV e 1,...;19s € L tais

que:

1. dada f € L, Q) =S o1 / fid
i=1

2. para i = 1,...,s, @; € ponto fizo de Pr e 1; € ponto fixo de Ur i.e. Pr(p;) = ¢; e
UT(W) =1

3. /goiwjd)\ = 0i5, se i # j min(y;, ¢j) = 0 = min(y;, ¢;) e,
parat=1,...,s, /(pid)\ =1

4. existem conjuntos mensurdveis C1,...,Cs C Q tais que, para i = 1,...;s, ; = I,
(qtp) e @ =U7_, Ci (qtp)

5. N0 UM(LY) = N2 UR(L>®) =< 91, ..., b5 > (espago gerado por i1, ..., 1)

6. dada f € L', lim, 1o U™(f) = Q*(f) na topologia o(L', BV); dada f € L,
limy, s 00 UR(f) = Q*(f) na topologia a(L>, L) e

=3 v / fou
=1

Observagao 4.15. Algumas consideragdes a respeito do Teorema 4.14:

(i) revisitando o Teorema 4.10, sabemos que 1 é um pélo simples e que @ é a restrigao
de P, a E; cuja dimensao ¢ finita; ora, assim sendo, claro que Ej é gerado por
um conjunto finito de fungoes BV, 1, ..., s, que sao pontos fixos de Py, ou seja,

densidades de probabilidade com respetivas medidas de probabilidade invariantes

(ii) o facto de ¢, ..., s gerarem Fj justifica a representacao de @ descrita em 1.: a agao
de @ em qualquer funcdo de L' fica completamente descrita através das projecdes

nos ;’s
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(iii) pela informagao acrescentada por 3. e 4., deduzimos que os 1);’s correspondem a
indicatrizes dos conjuntos que definem uma particao de 2 e que cada ¢; esta supor-
tada no conjunto Cj; logo, ¢1, ..., s constituem uma base ortogonal de Fy e, para

cada i, / fidX é a projecao ortogonal em ¢;

(iv) porque os ;’s sao pontos fixos de U, entao os conjuntos C; sdo invariantes, e, assim,

©1 + ... + s € uma densidade invariante

A demonstragdo do ponto 1. requer conhecimentos sobre reticulados de Banach. Vamos
assumir o resultado de 1. e trés factos que advém da sua demonstragao, e fazer a prova

dos pontos 2. a 6. do Teorema 4.14.

Demonstracao.

2. O facto de que, parai = 1, ..., s, Pr(¢;) = ¢; obtém-se da demonstragao de 1.; portanto,

fica apenas a faltar a verificagdo de que, para i =1, ..., s, Ur(¢;) = ;.

Comecemos por ver que Po(Q(f)) = Q(f) = Q(P-(f)).
Ora, se P = Q @ R, entao
P(Q(f) =Qa R)(Q(f) = QR ® RQ(f) = Q(Q(f) ®0 = Q*(f) = Q(f)
= Q*(f) = QQ()) @0 =Q(Q(f) ® Q(R(f)) = QUQ & R)(f)) = Q(P-(f))-

Assim,

s

PQ(f)) =P, (; o / fwidA> -3 <soz- / fwidA) =3P / Fud
“Y [ roix=atn =) - > [ Pty
i=1 i=1

= ZSOi/fUr(wi)d)\ (Proposigao 2.11)

i=1

pelo que, em particular, /fzbid)\ = /fUT(wi)d)\ = U, (¢;) = ;.

3. Também da demonstragao de 1. resulta que se i # j min(y;, ¢j) = 0e, parai=1,...,s,
/ w;d\ = 1. Limitar-nos-emos a provar que / pi;d\ = 0;; uma vez que depois de

provarmos 6. obteremos que se i # j min(v;, ;) = 0.
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Mas basta notar que

Zeoz [ roix=qu (Z o f fzb,dA)
- ]leoj / (Z i / fwldx> id\ = Z ©; / it / Fubsd

i,7=1

de onde, em particular, resulta que / PiidX\ = 0;;.

6. Vejamos, em primeiro lugar, que Q*(f) = Zz/;i / foidA.

Ora, admitindo a férmula apresentada, tal corresponde a verificar que se tem a igualdade

/Q(f)hd)\ = /fQ*(h)d)\ (sempre que h é tal que os integrais sao convergentes).

De facto,

[awnar= | (; o | f?/)id)\> hdx — ; [ e [ rosan
:/f <;wi/hcpid)\> d)\:/fQ*(h)d)\

Agora, dada f € £1, limn_ o0 / RU™(f)dN = lim [ P"(h)fd\ = / Q(h)fd\ =

n—-+4o0o

/hQ*(f)d)\ para qualquer h € BYV; portanto, lim,_ . U*(f) = Q*(f) na topolo-

gia o(L', BV). Exatamente a mesma justificacio é valida para f € L* e, portanto,

lim, 10 UP(f) = Q*(f) na topologia o(L>, L1).

Pelo que acabamos de mostrar, para ¢ = 1, ..., s,

lim U7 (1) = Q (1) Zw] [ ipiin =i [ tax (ua topologia o(£!, BV)):

n—-+oo

por outro lado, para i # j, min(¢;, U (p;)) = min(U} (v;), US (¢;)) = min(y;, pj)om™ =0

para todo o n.

Logo,

:ngr}rloo/dh (pj)dX = /wl <1/1g/<p?d)\> d\ = /¢i1/)jd/\/cp]2~d>\

e, como /gp?d)\ = 0, entdo /widjjd)\ =0 = min(¢;,v;) = 0, o que completa a prova
de 3..
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4. Basta notar que U;(1) =1 = Q*(1) =1 — Z@Zﬁ = 1; o pretendido resulta
i=1

acrescentando as hipéteses de 91, ..., 95 € L% nao negativas e tais que min(¢);, wj) =0 se

i # 7.
5. Vamos provar que ()02 o UP(L>) =< 41,...,90s >; de facto, por um argumento de
aproximagao, (oo, UM(LY) = 02, UM (L™).

Veremos que se h € ()72, UZ(L>) entéo é igual (gtp) a hg €< 1, ..., s >.

Tomemos uma sucessao, (hy)n, de funcoes de L tal que, para cada n, h = U](hy,) e

[1nloo < [72]]oo-

Ora, (Q*(hn))n ¢ uma sucessao limitada em < 1)1, ...,1s >, portanto existe (Q*(hn,))ny,

substicessio de (Q* (hn))n, convergente para ho.
Agora, dada f € L1,

[ hix= [ 102t = [ P2 = [ (P2 = QDA+ [ Q7o
que, como / (P™ —Q)(f)hn, d\ — 0, entiio converge para / Q(F ) dA = / Q" (i, )dA =

/fhod/\ i.e. h = hg (qtp). O

Corolario 4.16. Seja B = (\,—q7 "(B). Entdo, Bs € gerado pela decomposi¢io
(C1,...,Cs) e o subespago proprio associado ao valor préprio 1, Ey, é precisamente

< djla '--7¢s >.

Observagao 4.17. Os sistemas dinamicos (7, v;), onde 7; = T|¢, € v; = p;d\, sdo exatos

e a unica medida invariante (para 7;) e absolutamente continua com respeito a A ¢, é v;.

Assim, vem que ¢1, ..., s s80 as unicas densidades invariantes em C1, ..., Cs, respetiva-

mente, e, como tal, ¢ = @1 + ... + s é a Unica densidade invariante em €.
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