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Método de avaliacao Distribuida (dois testes, 40%) com exame final (60%).



Sumdrios

£1SICA T- MIEIC . 2017-2018

Aula 4., 2013 -02-06

E@g_@ﬂﬁ: Taime Villate  Qillafe@ .?Z.UP.P"(:>

Pigina Web da disciplina: h‘r’ry;//dq,ge.up.y‘é/e£c¢¢&/@
Bibligaragia: Dindmica ¢ Sistemas Dindmicos

(an (Wtkp: 7/ def. fe. vp-pt/dinamica)

Enquadramanfo dentro do MIEIC.

Csta ndo ¢ a o(isciP{ima +r‘adc'ciona[ de Eisica para
w\%dhhcwia) mas tum s(io concsz‘d.a pou‘a dar COM}JZA
Yencias de gi@ncla_computacional) Gteis em méfodes
numufco§)sfs&ﬂwa§ grq]t(cos]moforei da 50905 e,

em ?em( ) m Yodas as areas gnds o.parecam sistemas
dina micos.

CINEMATICA

Descrigan do movimento (sem tentar explicar o sua cavss)

Movimento . mudanga da posicao de um objtto em dEFe~
renfzs instantes de tempo.

K pasigao determim-sz por meio de a(g;/rms distncis

Z/OU 3"?/(% em rdaﬁi(a o oviros ob)éTLOS (mjazrenciqy

KT X05-

Came tal. o mavimento e o repavso (o.usz'nu’a do mow'mafé

) /
sw celotivos (diperentes pamm diféfﬁl/\fls (ferencials)



1.1 Cinemditica ‘ 3

Cado porfo nom obj[b eh movimento descreve

uma corve. contlnwa 10 £5pago, chamada Tr&chén‘a

Exemplo 1. Cilindro & radar sobre yma supor-picie
‘&MSL‘(‘(SNG.S de Pg C-

)
/—'
@ﬁ: RV aVavs
e

Exemplo 2. Q mesmo cilindra & Pend,umdo do dois

flog 005 o2yS extoemos )co(ados a dois Pon{‘os £1Xos

M{Orma IZ clindw oscila como um Pé‘/w{u(Q
.{:m_jg{-z?rm's do Pe C

«—centro comum

p

PLI T DN

C .
As ‘\’sz{'é'rfag de todos os portes do cilindeo sz
arcos de cf rculo)com o mgsma centro ¢ o mesmo anf’(o
@} masS mos o('ufaran“és . Ba.sfa sa@zr a exPrzssaTo
f(¢) pam qualguer frmpo 1§, para conseguin deternin
a/Jcrq‘Z‘%fias cle kaa(q,uw ‘Poﬂjto do ci[(m 0(@0
Exemplo 3. A posigao dum
avsromovel ama avtoestrada 51[21/?"""’"“*""
(s¢ ndo intaressa a sum inclinagag 200
¢ dodo por SK), quemedt & |

o com rimete de arco da km O~ ,
W@sfrw\ﬂ/ sde o orig em (g(,u:(ome'ﬁo 0)

C
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GRAUS DE LIBERDADE .

\ari&vels necessa rias para ALTerminar & posiceo
dos ?orﬁas dvm objeto, @wf grua(g(wer (n;fmﬁfz.{w ~
'M_ ~ um Jnico v de libzrda.&e)ﬂ‘
Exemplo 3 —s vm Jaico 91y de ffﬂ%ro&w(e) S
gxemplo2 — dois gravs AL liberdade, pargue
bastam dyas variaveis: s =posieao do porv{bc

6 = fg%ﬁao emtorng

A Cods arow e liberdade ¢sto associada yma
£Ungag confinvo. S(4) (s ?odzgzr um com Pm‘mzm&z
do arCo @ lamgo de uma curva, ym &n;ulo oy d(sﬁncf}j
g o conjunJm 505 LUnaes o/z,fme o posigao do objck

Cado fungap S (£) degine ovlras fungdes adicionals:

DESLOCAMENTO, s num intervalo de fompo [t L)
AS = g({z)_. 5[{,) (a.umen'{‘o da posi g‘a‘a)
Noft-se que AS pode ser neg,aﬁvo.

Slt) e S[&) alteram-se se mvdarmos o origem, mas
AS continia i?va(.

VELOCIDADE MéDIA) ~\_):/m/r\r\ intervalo [¢, 2]

- AS S(‘Ez)——S(é:) dig\oca'mzn‘(o or
U A’t = -L—?_ -—-t( Vﬂ(d,a,dl d,@_'é@tﬁ?g)

N . di
Podﬂ ter ynidades - _c_éng %) _\_S_(ggr‘:g;do PR

—



1.1 Cinemadtica 5

A{'ﬂfz—i" 3 Sem pre ?o;htivo mas AS Poc& ter
q,m(g(wzf sinal, comg Jcal) a velocidade media Podﬂ
sér ()Qgra.{‘\'\la/ Md,c‘cqy,dg a{)fonmQ;z&fo da orfﬂm.

VELOCIDADE INSTANTANEA  U16) 00 simples-
meie “velocidade".

o) =lim SErst) =SB _ [1m AS < derivadk
“atoo (eebt)-t a0 s e SE)

re PrzsamLa —5¢ CcOMO; Lt

ofH=4s jov ainda, V(t)=5

ade ser negaﬁm; 0 sev valor absoluto chama—e
ra?fdl%.

ACELERAGCAO TANGENCIAL MEDIA

d:e = M = aumﬁw{‘o da ve [oct‘o(aod
t, -t por unidade ds tempo

ACELERAGAC TANGENCIAL

_lim UlEs)-ot) _ de_ G- F
o€ ¢ Sempre. Lyngao continve ¢, por isse,
o€ existe. No @mﬁwfv/ Ay (¥ )905& ser fungao
AzscomLMm ¢, Pof ('sso) nao au,fim"mos A devivady

do ay ) que pode N0 existir.
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Avla 2. 2018-02-08
EQUAGOES CINEMATICAS

posigao: s=§(fc) = fUnga0 continva. do {WWPO +

_ i ~d {
(V) \r-%% :9&)‘ (2) af.~a,z:

00 A0 .
R existe entdo tambem vma
cungd@o contfwva h 2 U=h(s)

O\U":QQLY_'EL?. :O’é_(_’_'
de  ds dt d<

EmeP\o 1. A posicao S de om objz’ko ao [OII}O oAe
una i € dada pelo expressdo S = 3(1—¢2%), em
£uN§To do Yempo €. Defermine as Z)(?M§S€ZS dow velocidade
¢ da ad[aruy&'o ‘f‘ang@ncia.(.
o -2¢ e o 2t
U=s=6¢ Q{:S-’-‘U———"\ZQ

Note-se que: 02t— | - =1

e U pode escrever-se em fongdo des:
= ’ZS K C( :U’dU”: - - = -
U =56 5 Qe L (6-25)(-2) =45-)2

que ¢ eguivaleile o Qp=—pet

as-\2 = &(3(1-¢%9)-12 =12-128° %12 =-12¢7
se em ez de ser dada o expressae de s em congas
do t gosse dada o expressdo U=g-25, pode olster-se
AL dlr(‘vanalo k@ S{,’é) En‘}zgrandp a Zq'(/a,?ao i
& equagao 3

t



1.1 Cinemadtica

INTEGRAGAD DAS EQUAGOES CINEMATICAS

Qe 3 em t,: velocidade Us
ace(¢ragao tung. Ay

Qg
a em ﬁj@.‘ U’,}) g
Q $€ja. t‘ = .EO'{_At
9 «
i o > — a - ‘.fm Ul -Uo
.t 'é,e ? ° At =0 At
= Ui-Us = lim Q, At = area sob
A0 a cvrva Qel€)
Divide-s¢ 0 intervalo em n entre to et

sobintervalos de comprimari‘o At=Eeto
Ot n

oy t=totdt to=toral ... = fotnp

/ / ) :*-.v&f
o, Ur-Uo =sama das direas de “dos
&; 0S r&aﬂgu(oslmo {{m{fq‘ A‘(\ao/

£ oV sg‘a/n—aoo
/. —_ n-t
'(79'['.1 ‘(:L ‘64-, t,e U:’:_‘UT) - “m Z Q‘: Af

n>R (=0
¢sse sovvtmto’m"o Inf(ni’(‘o chama-se in‘fe?ra,) da 1Ccmﬁao
ok ontre b ¢ £, ¢ represrla-se assim:

7 +
MB—% ﬁcg ‘o abfj

Observese gue Up-Yo ¢

- { U
A_ —-m 19,(/&, 1 U—YA_ AQ’
ViR L %

U3
U % = Po={adt

‘o
Em vez de ysarmos a egLofao (*),PMEWICS Q&)‘f’éf
o mesmo resuMHado aP(Zcholo o mitedo descrifo a
seyuir & egoagao (2).




Sumdrios

ME TODO DE SEPARAGAD DE VARIAVEIS
Cada vma das equagoes d(ZfZ@f@hC(‘a(S (1) 2)e (3) pocs
sef in‘fe?(mda vsando este mitodo. Porzxem;)(o)a 2quocsy

(2): O = do-
dt
1 passo @ coloca—se cada dffzr@n ciol o um dos dols fadss
da g .

2% passo . coloca-se o simbolo d,el'mtzym.;c?a nos dois |ads

— Sa-ed'f,":— 5\40"

2% passo; indicam-s¢ os limites de cada Cm{egfa()
devem ser 9s valares inicials ¢ finais
ol resPe+('Va variave| no Ac‘fﬁ/‘enc(al

Oz
_ o mesmo resotad,
—> . (lL-OH s\}jdd’ ((4) )
Neste caso, (Fdo-=Ur -5 ¢ o zn+e9ml no lado
esquerdo 35%Pod£ ser calewlado se sovbermos a eKple~
ssao de Ae 2m {A/Vl gao de . Se sovbéssemos agem
fongdo de ) a separagao podia_ ser ferta assim;
) It Uz
Jat = [d= o fot,= [ 4o
e - ot v, &t

No Coso do eguago (4):

S

{ it = {fots = Sp-Ss (se sovbermos U (t))
‘o So
£ se sav bermos
oy- S /f-df(: :SS‘{-.(_ij- —}_—'-7 t/f_,—‘to:?—%}% ( u__(g) )
O So

to Qe
¢ semglhaalt paro & earf/otgoTo (3),
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Exemp!o 2, 0 ciclishn OLP{rm 0s tmvoes

em S=g, {-a%endo dim avip
a velocdade de acordo com

o LXDIYSSAO:
?—,\_ 0g 52 (unfdadlu
=g ST
ote pasar, Enconfre o
tempo que demara Qﬁ?am;\‘

RZSO(U?OTO'- em 'f:o)q_oaf)ademos affo['f‘/ar fo—‘—o/
Se=0 ¢ Vs =L\jog~0 =5

No instante final ¢, quando para completamant,
Uz=0 ¢ S obtém-se resolvendo o ¢ guagay:

//4‘\/

S=0 ‘

0= 5 \loo-s¢
No Maxima -
(oit) solve (sqrt(l00-5§A2) /2 =0); 5 Se=lom
(o) [s§=-l0,5§=10]

P expresss para v pode substifuir-se na equagao 1
paro Po b\‘zzr (/mP:. re (m@& entre s ¢t QJ/ g

tf to
i 2%{5: = got{:—j d s

0 ’2%\5[00‘52
™
o \loo-s2

(%i2) in‘{’z%rod‘e (2/sgrt(100 ~$A2),5 0, 10);
(%02) %pi |
(shi3) float(o2);
(%03) 2. \41592653969793

=) ms};osvfa;
demore. 3. 1&
sa7wu dos
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LANCAMENTO DE PROJETEILS

Berlinde em moviman’(‘o nima mesa horizontal. Quands
aﬁmga o bardoa. do. mesa. torna-se ym m‘e”%/f)em

grw,aﬂa livre:
e
v : s S(€
r Gv I'd C J} POS.Sﬂ(Vﬂ(f
[ T ﬂj@'(‘a%fa
\ \
\
‘ {

Sabre o wnesae, 0 movimwrf‘o ‘tem apcnas um 9’{“(/ e
liberdade, s(€.

No- @(auadak |Wrz)cowm o ‘l‘mjmtﬁwm nao e”,gi,{a,
mMas ded-hdl doe velocidade nomesa, o moviments
tem dois gravs de Ubudaa&) X#) ¢ 96{*).

Paro coda prav de liberdaoe W& rés ¢quagaes
cinema ticas: - Ux =X Ox= O y QK:O;(%%&

0=, Ay=0y ) ay= 5 dus
observe—se Que eM relagao a X(f),a dirgao
{—om%w‘fe Z o ?rcfPf’io exo dos X ¢, por (50, Ay = 0x
’E?«ua( para Yl : A=Ay
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Avla 3. 2018-02-15
PROJETE IS Se © Projéf&{( far Muite mais

?Mfibola com
virtice no Porﬂlo denso c%u,e Q are com {arma
onde U5=0 ) codindmi b serva—se
¢ Yo L TAN mica, o Q Q{—W
o vehocidade £m X, Ox, per-
Y - manece constailec ¢ a acle
\———x K] ro¢io oo wo Vi mento emy,

Ay tombim pLmansce cansts

o Uy pode ter %ua(grwer valor (nao mouito clevado,easo
contrério a ms(%ﬁncim do ar 7Ca% com q,u,e Jof nao
Stfa com’hﬁ@i)
s Oy tem SQM[)rQ Q masmo\/a(or, wn cada ?om[o 940-
?fﬁfico ax Torra . Se 0 L dosy a‘?oﬂ"{a_ qu‘a C('Mo}
=) 03 :—} Q;COVIS'MVT{Z ~ 9.% %
(aceleras@o do ?muia(ao[&)
Resofugii‘a das uq(uag’ées cinemgticas. Nestt ase
9 ode Fambim ser caita ole forma gféft“caf

*9 *A‘t

U AX?&? o dt = LAX ‘:U’xA?‘;&
- / /0 _ davivada de
\7‘&%\ \‘////A/% ¢ 0x=0 (;vgrrn%onsf;&z ¢ o
T g tot At LorAt
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arbitrando + =0,
9= e vont 3842 ) e vy-0g-ast

VETORES Pogu;_'}:o) VELOCIDADE € ACELE-
RAGAO.

- A .

Y > r =X¢ tY] combinam-se
= fL as vasi&vels

Y = U =0l +0y |

¥ x = _ A N formande
X =0xT+Qy) vedores
AN X
X

O mesmo pode ser Qd‘a om 3 dimensoes ¢ para
q,ua( r movimeyrh). e ,yormad.o Por 3 f-Uﬂﬁaej
conttovas do T?z/vlpo:

Fle) = XET+ YK J 2%

¥ = lim (XM 04 Ylewst)yl) 7 2(tnd)-2(o,
A0 At At M

=lim L[ ¢ -7 = dJdF
L (s - F0) = [3-4F )
De forma Semelhaﬂz) %

¢ 0S eq,uo\gaej vetoriais nyersas> sao:

| %?H—) = T‘l +§-\)i[ﬂ dt cada MJt@ﬁfq( vz{"dr/z./

/

SO - sao 3 niRgrals) das
_U»—[é) = U + OL[{:) ot 2 com oM/lf&f dp
\feJror‘P
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VETOR DESLOCAMENTO

AT = Tltent) =T ()
COMRGa non POSIGA0 defcnidy
por T ¢ fermina na
?asfgd‘o ol.aja’nfd,o\ par F’[fﬂ{})

£ um vefor liyre Q?nja:ozj

L vie

VETORES LIVRES .
Coaraterizados por: A v
» Direg do: & (versor) / e

z

™ Szn{‘folo ‘d‘t ___‘g
o Médulo (norma) |21 mesmo nerma,
dirego e sentidy
- -
cC =-2a 4
= A A A ~ —_—
= |o > = &, mesma diregao mas
% la\ a't Jersor - ) centidos OFOS+05
IT1=2|2|

A

Ot Mesma oliregao ¢
sentido de & mas
méaw 0 cgual al.

SOMA VETORIAL
- . z
> < 5 / 2gra do
a oy 0? na(e(o
paralelogumo
'’y | T
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Exemgio 2.1, A velocidade  de yma Farffw{a (zm Uni-
dades ST)E dada pela pongds do tempo €
O =(5-t2¢) ¢ +(3-¢%) |
A ?ar‘h’cu(w passa P@(& ?oSt‘g&‘o (2T +57) em t=0.
DQ’{’umma’. A SUA Post;;ﬁa/\fdoa‘oladﬂ 4 acdcmﬁ‘o em t=1055,
40 T_do — OL %) -
Resolugad . CL-—%‘?* = ;ﬂ;(‘o“"czé 5)L 4—%{.(3_{ f/fﬂjt

o = (’_Ef —z@c’%’t e 749
5 |2
Qv no Maxima, rzPrzﬁen{um-se os vetores por (stas
(%i1) Vi [5-tazxexp(~€)s) ) 3—exp(et/i2) T4
(hi2) o digf (\,E);

(hor) [2e= 240, £

£ t
R= 2057 + (-t P)lte + § (3¢ dt 7

(%13) ©: [2,53 + intggrate (v, £ 0,¢);
(0/003> [Z—?'F‘ .. J
Valores de —F}‘ua— e X em T=\5g;

(% 14) WP”M"Pr@c; 3
(o/ol: ’5) {, \001{'( SUbe" ({—: (-5-) [r) V/a:D))'

(v/oos) [C-625H.4] )[—42/ 2.1\ (0747, 00234) |

. K
K«; ‘t\r 2
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Aovla & . 2018-02-20
MOV IMENTOS DEPENDENTES

Ex‘am‘)io, Um bloco desliza sobre uma mesa borizardal,
\f%ao(o POY Umo. OOWUL) afravés do dwas rOManag/a um
cilindro qur se deslaca. na vu‘ﬁca(

‘ ®i) } A éw?orﬁ Ka dois moyimentos:
oo §ixe o movimento horizont
‘,7\;;)- yle) do b{OCo)d,a,scrﬁv par
4 // umo. fungao X )¢
/ e movimento do ci-
cilindro

l(«\dro) descrito por jlf)
Mas esses dois mov‘(mu\Jros Ado S0 (‘ndn.iowo(m’&s.
Por examplo  se o bloco se desloca. paro o es%wrcfa/
o cilindro chzSSarZamdrF(Z so!oé.

A condigao que farna X [¢) ¢ 3(%} dLPzndM‘fes entee
si ¢ que 0 COMPNme‘O do. corda szmnéce canstap-
te (se o corda fosse wrtada X ¢ Y Eeriam imhpwd.}

/i

Como tal, para. encontrar

a 2 logwo wtre X e Y eseres

VeS¢ 0 caMPrier{*o do fl0, Yy
L) m {,un;,g(o 93 Xey, —
ArA ucc[qrwf P()ﬂ'gato do 1
?b\oco(q(x) ¢ do cilindro (g} ke )

L= (k=R rka tly-harks) to b (y=k)
onde ki, ko, [ngk@ /i(.z,- e | permenecem constarrtes
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Dzrivando o5 dois {&dos dﬂt 6%(/&{5&0 o(a{‘efm'sfz.'
0=-k Y = 2G=x

X ¢ o veecidade do blocy e 3 ¢ avibeidade

do ci[iﬂé{fa -
= kyk\ocozzUg«'\im(ro}

ambas vdocidades +em © mesmo s{na()ou sefa %
o bloco anda para o direita (Lﬂg{oco?o) o ¢ilindiro
desce [Gelidn>0) @ vice versa.

Derivande  Uma Segyn&,a N2 29' =X
- Ta bloco — 2 ati(indro\

Observe-se gue a pesar de existirem duas fungas
X ¢ ylo) neessirtas para determinar o 05k
4o sttma) 0 sictema tam apenas vm g rav

de liberdade . Cado condigao aum sestEma pedoz
— | .
um grav de |iberdade.

MOVIMENTO RELATIVO

E}_&_m_{le. UT_, bloco tem

velo cida e \J') medida em

3 VQ(WP"O & um refemnc(a(
c(a(
OXj%) e £55¢ ie,fzrzn :

S O sua L2 estk em meviwen-

3\ "’O ¢m ml@?@Q o 00+f0 fe-
AN terenciol QO x 9‘%\
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Se. o re zrmda( Oﬂj% '{;&W\ o»?znas mouiwzzﬁ—o
de -Homs{agﬁo, sem ro+m;é'o/ todos os Fonf‘os desse
f%ﬁf@\da( tem o mesma velocidadle ) A
o O x'yz\,

\

) rZ (a{‘iva

Se To ¢ o vefor POSF,GEO
de 0, lativo ao referencief
x 0%y e T ¢ o psigas
do bioco) relativa ao
rcfzrench( Oxyz, entdo
. posigao do \o(oco) cela-
. Tiva a O%Y'2 e
YT? JEERTCAPES ]

_ . a £isica classica o
Derivando a5 dois )aolOS»' ?:LJ@?)IOSZ 0 m£5moa¢M>
(s

| odos 05 referenca
A7 _ dre, 47 i

K-S VIR 3
A‘F‘ Z o veloctidade T do bloco rzfoc(‘f\/a o O\x‘y‘z’
A€ . )
gj ¢ o VQ(OCfAd.O& U~ do b(ocoj'm(aﬁ'va o OxXy=2

A7 7 o veloadads Oo' do rafzranc(a( Oxyz2, relafii
— a 0'xy'2

-_h\

= |U :‘-65‘ '*’_\3,’

A - ' ) 0
D@r\ vaﬂdo vMmo S@g!/ﬂdﬂ V2 Ob'{"é m—SQ ‘

| 2v =y = sabre posigao &ﬁs vebci-
A =0t R dades ¢ acelemgoes

(a\’ﬁ vaAS




18 Sumdrios

PRODUTO ESCALAR ENTRE VETORES

x-B= [3{ 1B ccg@
3/‘ } 0 %SUH‘M{O ¢ um admero (es ca_{ar}

A & =tngwlo entre as diregoes dos vetures

-~
Jo

Observe-se gque:

\‘gicosﬁ ,
/gt

14
/

7 o 53 - Frojégﬁfo O(JLJE' na a(irec,
dirac. do B, Ve2es (7 do @, ve2¢s5 |2
*\—ij\ —{-—a.g/[(\-

=ax(
—
_ R (projecao de & na diregap
Q= Ont Q) ,\%zzzs A (wodwlo det)

‘E&mg[m Q9=Z?-j\ ) Q_E :a’-i}
© ?rodﬂfo_ ¢escalar fambim £ distribotive:
| & (B+C) N 4—2\"-@

Tt =70=RR= 4x4xes0= 1
?oj": 'L\-’E :j‘.”t: ArARcs90° =0
= P = a(b+agj‘+ a;t) . (bxi\'l'@j\'f' bz/@
0."5’-&‘%*%‘%*%@&]
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= )’\,a’ = WJ

4= cos' [ BB

” \W>

NO Maxfma, 0 {)roctu‘f‘o eSCa{al‘ rzyrmn{zrse Por
ym Pon ,

Epemplo. W=350-220+5.1F

B=3T+4) 2%

0O médvlo 4 & calovla=se assim:

(6it)o: [3.5,-2.2,50%

(%Ez) Sg(ch(a.CL);

(%02)  6.5690---

£ o &nﬁu(o entre os vetores T e B €&
(%i3) b [3,4-2% |
(%[4,) acos(a. b/sg{rf({a.ﬂ)* (b. b))) 5
(%04—) |. 8(360. .. (em radianos )

Em graus serd
[%gg) j(:(oauf(‘roaelzé'o/%pi);
(605) 103.9116-.-
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Avla 5. 2018-02-22

COORDENADAS TANGENCIAL € NORMAL

/N
¢ J(rajm[{ flon ZJC = \ersar *f’ar\gwﬂfé Q +ro5"e+o'n;\
de

~ um Ponfo cont modvlo 4 ¢ no sen-
e«% om movimento tido em g o posigao
S=o n +roxjé%o’rzb\/ S, au weil,
Se « %raja{%’rfa ¢ veta, @ ¢ cons%an'fl)'caw contrério,
& oﬁpzndt de s (e por tanto de £).
\/_>«t+A‘c A€ = desloan mwrf'o vmtorc‘a( no in{ma(g

N\ [t t+4t] . ( b
7 A S = deslocamerilo ae lan a traje-
{M\ +6ria | nesse inﬁzré:tolo J

- e mesmo sentidy,
| 1 ‘ AY‘{ ::sAS K s¢ AS>0,0u 0posto, Se 459
A0 ) —
£ no limite at =ro, AT tera a diregao de ¢¢ em t.

Como h[) N
o = lim AC _ [im ,éia, — as 24

T ateo St a0 AT T e
3.7 0 vetor velocidade € sempre Jrangﬁmé
VERC G taetiria e o seo madlo £ |3
t

Existem Pan{‘os onde hi o $>t
dois vetores Jcan?znﬁzs O, o 2

N ) P\ 2z
3 @{zlcomo no Fon'fo [ t

hA figora ao lado. Nesses Pon%og Sz sempre 2en
; < . s AL s AL —3
ea velocidade & nvla: $%¢ =38y =0

U= $ = valor da velocidade 7‘; pode ser negm‘i Vo,
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Vetor ace]em;?io, S¢ a +raij Grio & refa ) e permanece

conswtanfl/ e

- 0\@ d N TN AN A
x = = = 6 :Ueé- e
P @(SZ{—) S €t Al
Mmas, no caso ?em( en gue ¢ nao 6 constante :
5&3 = \.)/é\{: + V_d_’_g}—
ot
Céalevlo da derivada de versar {-Mgmfz‘:
Como 0 madulo de C¢ ¢ St pre i}zmto‘(o

/- AL s A o\ A
0 = 1 — d_ o =0 = 0L Cl.@{__
eeCt ) H%(Ze Zé) ) 264 aAE =2

5 o derivada de 7t ¢ F@xehd{colar o /e})em
g(uadg(u,er Pom/b do 1(’f‘a,J bria .

**b‘j‘\" QO sentido oo der ¢ para o (adlp
~ ,
(4 d& om gf,uw Q +rqj@2@’zr[a N4 CU(‘VOk)POP
J(dé Te . £ nesse i@n+fdo que af?orrk
It O (trat) — Ce(t).
£+t |

Se A%—?O) a fra) H‘&N‘a em‘re ‘f
¢ t+At ¢ aproximadamentz vm
arco de c(rcu(o} com valo R ¢
N\

omﬁvl 0 AN =AS

¢ arco com R

raio =4 S i N
Lo memo 0LE Z lim DR _lim ASQ

Ragolo dt  st20 AT T atoo At

AG onde Tn ¢ o Vcrg\ornarmu/
~ PQrPQnd,{cular o ¢
Ce({4at) arco=28
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= dle_|im @R)Z, — 5%, - vy
oF 420 S o "
A A R R
> e TN A ace(wa;a“o tem dwvas com-
o | T = Tl = &r\ ponentis per pen dicvlares:
o aceleragio tangencial,
- a4 = v
o8 Gon ¢ aceleragao normau',
- - On= U

Ot xire;a“o tangerty

B+mj@ Grio
%] = @7 =\ai+as

Exem Pfo. O vetor posigao dum Pon{‘o)szunga‘o do
fmpod & Rosit 43457 ¢ oty (sT)

Determine : @ O \‘mtm_“o\avdocfdadn(vém fungao de T.
® O rio de curvatura R em tungao de €

© O deslocamento ao (on%o O(ﬂ.'f'l‘ajé{b/f@
no intervalo get¢1 (SI)

- 5T 3t - 4tR

V=TT = 25 + 0t 682 = 25 ((+¢2)
arbitrandg o sentido POSEH\/O de S no sentido do
movimento, entae V>0 ¢ -

U= 5 | 442

1
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& T=95 =274k >—=>H TR = 9+(6=25
Q_E = 5 H’{:L>
i AILDRE-
a = - = _.25{.‘ - 25
= (3 ar =25 Trer (t?

Qn ¢ SEMPRE
positivo

R = %f - M -5 ((+’t2)3 (O\aserve se g{,)
n

_ eavasay digeroncial
@ U= ds = b-{H'JCL “‘%—2- (dﬁvarcavuf -

g @Paro« vers '
SQ*AS

ds = BN +t2 d¢
= AS= 'Z(\E+ n(\YE+(>¢=:5:?39 M

Na alnea o), Q4 podia ser calevlada encontrands
Pmmecro Q versar Jcou\;,@ncm am%:m;aa o(,ef
li= - T .3tk BH«‘ St

U’ \SH'tl 5\ \+t2 5\3 (+t2 N
¢ o SZﬁvir projeh—se Zf, na diregao de Z{

Q=X G = ot . bt _ st
s\wwte s\t \SHL
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Aula 8. 2018-00-27

HOVIMENTO CIRCULAR

Tm)‘mta'u“ou plana, com centro de

curvatura aum partto £ixo e raio J)
de curva{w%(R)oons’b e

SH) =S, + Ro{¢) Q} em mdt‘anos} e §,=0,em {x

SQ ("(‘o:o}
Sl¢) (¢ >0)

=S = Rw (w=49 =velocidade angular)
Qe=r= RoL  (of = w = acelemsao angular)
O—nz %l:sz_

E%ua;'o'zs cineméticas do movimento circular:

a W _ ~wdw
iﬁ_.w %[%._ot ol waLJa

MOVIMENTO CIRCULAR UN(FORME
oL=0 =) M):OQHS‘{UJ\"(‘@ = SZ’G({E-(J:G

Yertodo de votngap : tempo gue demara cada volta/r)

wT=2 — W
¢ > T >

EQATLU,/Q\V\CZO\ de ro’hgafoi nimero de rmtagﬁes por cada
vaida de de tempo (,g)

,? = —;E—,('_' =) U):ZTC{
As unidades do ,F Sao @ Inverso do *(‘Qmpo,?ar :

emmp(ol sy Yambem dlsf;»nad/a por 2 (hertz)
-~ o -
ou rajrag;’o‘g par sg[/@vnoﬁO. cpm = Mmin" = “-“6\0 5!
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NOVIMENTO DOS CORPOS R1GIDOS

Nvm CO{PO r??(‘do) grua[g,war sz%me/ﬁ‘o de re‘fo\ 1322/
entre dois Pon+os Pe & do corpo, permanece sempre

com Q mMesma com?rfmeﬂh-

(D Movimento de ’f‘mnsfug@o,
Quan do %va( r Sﬂgmmff(v PQ

o Corpa matdm o mesma diregdo
em a(%mr ins’Jranf‘e.

Pq = ’FP_?Q —Fp e 'F@ : vetores Posigﬂ) oY
" Pe &, num rqeren‘cfa{ Oxgz)

PZI’WI&U\ZCQ cons{unt‘ im mﬁd,u[o

zsanjﬁdo/ o svo darivada em ordlem ot & nvia

= A% _dR_, S[§ -5 v lgiar
e~ de ° 7 (% =8 ] inshint ¢

~ A
i“" 7 \ res

e 0 rajg de CUPVOL{T/M\ R) Sao

como i—)—&

lZJOlfg) a cada Ms‘fanﬁ) pas
ro it rias e PoeX
Todos 05 porﬁ‘og do cor?m rfgfdo se?wzm oL
Mesma Jrf‘ajdéri& (deslocada) ¢ c

om a wmesma velo-
Cl\daote, \

@Wﬁmeﬂfo 9eml. P& ro ¢ s?ua()zm dc‘{zgnﬁs
instantes, mas [B@| sim permantc Zonstan

= F&.{?&:CMS]{M{Z =) %%(‘\5_&9{%5);0

Uiy » PR=0 (’x};,@ _ d(F) < veloci dacde dt
£ = =
“E_Tg(a iva o & = Up~Ua

;*-QFP/& ¢ ?o,rFQnd(CUlar a P&\
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O mwimenfo pode ser obtido W sobre pasT ¢ do movi-
menfo do pom“o P wais o movi mento de todos o5 ovtrs
Parﬂbs en tlagio o P [caloau\do o origem em P)

= Ui ¢ Perpenot{cular o Va
= Todos 05 POMOS we esto a
nesma. distancie 0 do Ponﬁ

9 P tim velocidaoles {‘an%erf&s
b szra de raio rcom CMJWOKMP

K
h\;& W EO& € +0J\?€VT& a vm
‘ p ei rcunfzr@nc{a na esfer
ot ?adﬁ . ter raio
R=r ,ov R&T

Comg todos os Poni‘os do corpo (que estho & distencis

r desde P) mantfm o mesma disthncio entre eles, tods
¢5525 Pon{vs descrevem tra)etonias P°"+‘f_§ com
circulamS) ?amlda,s arrfre S{, ¢ 4? =9
ha dois PomLQs com vzfocrcfadz

> nvla., Oeixo de ro{‘m.ga‘o £ :

a reta q(u,e passa Pmr 2sses ?onﬂ(vf

eixo o
rotagz

Xs @Jotszgdﬁ:rsinﬂdﬁ
L2
g d¢::u./d,t_

(w= velocidade an ?u(ar)

— ds = wrsiné dt
VU= %% = U)ran’@'
d¢ ¢ igua( FQFQ todos o5 Pon‘(‘os na @S‘—f@f&
= o velocida de angolar W€ igval gm Todo o carpo.

r
m’(rcum,gere“acao
de raio R=rsing
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PRODUTO YETORIAL

¢1XC

DQ,EM@*S@ o} Vz{vr VQ(QC(‘dad,q ana lar
\J w , cam médwlo Y?ua( oW,

2 no dire¢ao do ¢ixe de rotngan, €
J il Nno szn‘ffdo dﬂ. rzgfox oo meaco }atirzh‘q
// em relog@o o rtr{‘aga‘o-

\U’ —~ WK ' ?rod.d‘f‘o \Lg}(‘orfa( entre
er

\"G l = W rs(ﬂ‘&; di(‘@?o_u,). 0{,@(;\;) _g_rPﬁndc"cd[ar ao
plano de W e ) no sentcdo di
regra da mao dérei+a{mwfara?)

?f‘oert‘édaous: re =-Pxa Xrd=0

A

C?‘J/\t'ﬁ} ?XIR:/L\) ’f&;cﬂ:j\
b?ﬁﬁ:(a{&mﬂﬂa;ﬁ) x (Tt byf+ baR)
"‘(aybra%\%)/@ “'(Q%bﬁ‘a)(bz)/)\‘(' (afl@" bex)/&\

_| Ty ®

- Ax Qg A2
bx by bz Ltk
Escolhendo wW=wk = U=|o0ow
xYy &

- _ /\—_ M{F na

(- w(x-98) ) (o copponnte = 7%)
(§=K?+3’j) | |

A velocidady an viar w ¢ o mesma emtodo o corpo

rfzyialo}e Ind&?ano@.em do ?of\’f? Pozi\%ow{j\o(dq cimq qrigem
0 seu valor,w, calevlo-se dovidindo¥da velocidade relative

@M—ra das PomLoS no corPOI Pﬁ(a o({s'fﬁ‘na‘o\ em(re Q(gs_
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’Ex«am?{o,
Roda. a rodar sobre yma SUPZF,?(’O@Z)SZM Adus (zar
7 (iza
S Como nao des )
Y s velocidade do Fom[w
c do contacto ¢ nvla
/S //// Em r((&;‘c‘(o a ¢s5s€ ?om‘o
=0 oS va(ocia(adzs das
= oa{‘ros [aovr(m Ssao as
Y o wtloctdades absolutas
Ce> | O
W 0’9_ = g_( = ,\)—Z.T_U)
PN €\ =

o vebcidade do centro da roda & direta-
mian ProPorcéana( a veloc, anﬂolar:

Em m(a;‘oto a0 oamtro)as vQ(Ou‘AadAs re(a{‘tuas
SQO.

w
C\ Py >

U'y \)—\/C/OE’/C/ %/c Sao \IQ(OC?~
’ vy C Adades reloafivas ao contr
U‘«3*/5

C. Camo C es%a em
movzmm ¢ u&somar‘

c am\ o 0 udao(LS
aﬁoso(quas

— ~ ~
etV D;:D'Vc+m )WS:%/C+BZ



1.4 Mecanica vetorial

Avla 2. 20(8-03-0(
LEIS DE NEWTON

No sew livro “PrincTpics Matematicos da F ({osogion Wodtural" /1687
Tsaac Nuvton gstubelecev as bases do estudo da wecanicy,
adrouss do 3 \eis. kntes de gnonciar as lefs, Newstan de-

(ne algumas grandezas £isicas, coma , por eXemoplo:
&maﬁ{zz :mz ﬁ,(/anﬁdadf da ma 'ria._q’ P P

guantidade de maoyimento = Mo
?roalmLo da velocidade dum Corpa, Vedes a A
massa- Tamb&m costyma chamar-se momutho (inear

| (vetor)
12 LEI . (lei da wércia).
“Todo corpo mantém o sev esTado de repause qu de wo-
\/EW\M’E uhiformz se?undo uma [inha rete, @ nZo for
compa[tolo o mydar 0 se estado pOr £orgas nele (mpressas!'
(tradug@o de T. Resina Rodr Yues )-
Neo existe dzs\(m;m entre (epouso ¢ movim o un tforme
retilineo j& que ambos 530 relativos a um reperencia|.
Mas s¢ aum determinado re{amnu‘a( 0 objffo sobre %Wa/
nao oo nanltv me forga. 160 mantem o sa estudo
Ao repavsa ou movimento rali(fneo un(forma )zmla“o
.9¢ ragranc:‘m\ esta o actlorar . A i da cnéreio €
unicam et valida nos reLUrmtian(s (ErOals. | que nao
Yem aceleragrma welative entre sim.
Um comboio com movimmjto reft (fneo c/n?formz 3

chara_noca( marcm[, MAas vm combofo com VY)OVTMVFJTO
actlerade ov cyevilineo o €.
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2% LEL A mydanca na g(uavrfi&acée de wovimento €
?roParciona\ & forga meToro Lmprosso. ¢ fa2-5¢ fa
diregio da linho reta sequnds o gual o forga maton

¢ m?[fcada ! |
Em nofagro vetorial (ivertada muito apas Newton)a 5

da i 2 {pe0): — . L S PAR

segrnda (i 1 2“{3 = F At (P{“—Fo@ if & Ve

a canstante de ﬂoPacmona(c‘dada ¢scollio-sz fgda(q/
1, se a gorga + for enfoo medida em omidades :
aw & chamada newfon (V)

s

. Wi

g+ 125

Uma gorga oo ﬂ,/\/,acf(/ando dyront ym seguado -
antidads oo

NnUMm  oor O) ,gazz avm2ﬂ+ar o Svo g,v
movimente” em 4kg - . Num intfervalo oe fempe

W 4.) 0 avmerto {_ita %«/wm‘t‘daa& oo movimorto &
Odal/f-l:do

——?"‘—}1: acd"{' = \mpulse pr
& F {-5}: - pz(a er&?-

3 A
AP 2>
¢ t - £
D =AP2, Miehte = T

¢ tambim obfem—se:

—S =
P-4
Nym SfS’{'ﬁMa em %u m ?zrm@r\zcz censf(an"(i) a
dgrivada  de ¢'m vexs o derivada dy 2

= [F=m@

Se hovuver varias for gas a atvar ¢m SfmuH*awzo/
T sem a soma veforial de fodas essas FITRAS.
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No caso da estagzo asPachL(,
langado gm 199%, & uma a(fura
de 408 lem ¢ com velocidads de
266 km ) o brbita g Prmttcow
N\an’fl cst‘rcd[af. ?6602

- - - —
= 6=y = 9((?03%3?0)%\05)& -

raio da Terra

A estagao ¢ os te olailts st
em do livid, <ob a agan
Ados "sevs pesos.

l - Os +ripdlanlis {,{u{wam na ¢stagdo
My e sentem come se nap Tivessem

peso a pesar de que ainda esta
o~ sir aerIo(o§ Pz(a Hrra . P= mgfx, ZEm

"9“‘ erpin-
ok

55{'0\. Ao @3 ac)a(

Q qus sentimos coma 0 Nngsso p2s0 A r\ealmznfe‘afor,ca
que &5 SUPErScits exercam )o?oﬂ‘m o peso?

— r i -
@ Reaglo no e | o suptrgicie exerce sobe
R ,
i HOOQOSRA.O) 0 b(oco e erﬁa R"l

MASSA M Pm dWWL/ com wmbdvlo

'
T///V /]S f%wd o Mg
m’%

= P+R =mg-mg =0 = d=0
O =const. =0
A pesar de chamar-se yeagdd, o & o reagio ao
peso . f rarga de rea gio ao. pesa P ¢ vma forga
=P comque o blocw afrar a Term paro. cima,

e ,(:N’(—O)(ﬁn)g df{,zféfﬂz A mg-em pvitos casos.
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(@ Forgas de atrite. Com?onmi hn%@na‘a( d&for,cq
de contacto entre dwas superg{cies.
g/ﬂ/m‘i& Plane inclinado com vm bloce de massa m,
am reps; sobre ole
Tsolando o bloco, ha 3 porgas

~ afvarem m(@: pes9, reagas ngr-
mal ¢ $orgx de atrite (F)
a > 3

-
mas camo V=0 Plf!‘-
Yo manece constait
= ®=0 = ¥=0
'_/nOf“MaJ
Fngert
->
R

%
A sama das 3 §orgas deve ser .
nin? colocando vma a Sequir a3 Qa't"f‘qs) g
secham-se avm trizagilo retingdo
Observe -se g ue Rnd mg

Exemplo do livra de Newton . Um cavalo a arrastrar
um bloco pesady com velocidade wnifarme.

argas oe mﬁ‘f+o an’l‘re OHOCO ¢ ochaw ¢ as
,ermdx/fas ¢ ochmo. O cavalo fwm o bloco C,_(z_m uma
gorgo. que & Fransmifido. pela. cdrda ¢ ) por ofdo €
rm@(o) 0 bloco }7'/)(0\ paro afras o cmm(o/ wm a s -
ma Corga. O cavalo canseget andar porgmt ag porgas
de obeifo nas svas feradivos contratiom ¢ssa torga .
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Obfem-se vm sistema de duas eguagoes com dvas
variavels, T e Ra

Fr = Teos(207)-0-4 Ru=0 =7 gf—; 1224 N
Fy = Rn-3420 +Tsin0%)=0 R, = 2594 N
O diagrama de corpo livre do cavalo ¢ o Szgfum‘ﬁ

Mo =300x98 =29 40 N
Como O cava o poKa- a edva

R» com o farfa T= 1274 N (41ons-
F, mifida pela cwcla)/ w0

£ o Pad{m UK 0O CAV&L(O
R )R2 = reaR0es NOrmais o otrds com a mesma

nos dois ??S"rf_c’(@o‘/ porga, mas em sentido 0f)05"fQ
As ,g,or;as A a{‘m‘“[’o ¥ ¢ Fo nos dois Pé‘s do aavalp
S0 atrito QS‘(‘OT‘HCO )‘Porgrwz aS ,Fermduras nzo desli-
Z2om, ¢ A Oﬂ'{‘DLrY\ no Sﬂf\{'f&o 0{0 MOUTVW&W{—O PO/*
q;,«ﬁ)o cava[o eXerce ;{'_Pﬁga?o nas dyas ?@rha.s ({az
Lorga sobre o chto ) para afris )¢ A reagEno do chao
£ Re® ) para o /FQITZZ)-

F = F +T, - 1274 c0s(209) =0

Ty = RiFR, —2040 —1274(s1n20) =0

famos apenas 2 egvagoes paro 4 Vari&veis €,
como tal) 50 Eodewx s determinar o reagam normal

fotal ¢" 0 adrito tofal:

R +R2= 3276 N

= *—6 = 1198 N
No ?rcfximo CA?(’%/lo zxyffcow—gwf coMo Zﬂwﬂ‘h‘qr
R\ e RQ“

___7()'
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Avla g. 2018-03-06
FORGAS DE ATRITO

A/
® Atrito_cinifico (T g

q{vando o \/dociola&a re.(a{-[va
superL(cies nao ¢ nv
U\'W- > Pz {( (a Qn: (2agao porm

Tho =0h Oh 70 = | Fa=MeRa]
—~ s e = cae,p'c Tenls
Ta & of;g{h @ (.91/8 ;00 Ccorpo A da otrito cinddic

—_
Un

e opcSﬁ & @B/A,Wo car po B j/ /(///‘/Lﬁ
Fo (/‘};/,(

@ Ackeito estatico

Oi/e—;@ (as su?Zf,Fﬁifzs na des(izam entre si)

B ?odxz tr grua[q,mr valor no EML@fVa(O :

_ Rj ,(,(ezcoz,g:(cfzn’(?e cla

] 0& Fa S Mt ateito esta tico (>Md

T vode apantar em qualguer divegao do plano tan-
9. as Su’\)er,(fcfés % cﬂ;v’ﬁac'ﬂ‘o. P
Examplo L. No exemplo do cavalo do 200 k}a arrecstrar
om bloco de BEOltisolofe vma. superficie harizontec com
coeffcfm‘[?z de atrito cinético M,=0.4 com o la(oco)

Diagrama de corpo livre do bloco
: aa: ‘

g” T Mg}: 250X9.8= 2430 N
20° - 1
T, T= +ensxo na corda
EO\- ——)D'-» Pq;}&Eﬂf O_‘("R‘ql >
S ocomt »B=0 =HF =0

\0 —
ciné(co g ( E)(*-—‘l? 5%:5
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Eﬁgﬂ[ﬂg_&. Bicideta a sobir uma rampa
AV S As goreas de atrito nas dvas
’é’z R\

rodas sao o&rf*&‘o ZSWL‘CH'FCO.
z No entonto . apehas as ro
\

de ofras "EEm Ymgao
=4 mg - fL no SQI\‘HdO da VQ(OCFOLOLOQ
73 £ no santido o osto

P
9/\/‘ Neste caso )52 hoyver aca(emg@

o ro\é\a x rompa .
~ ] L devera ser’” po alel p
12 conva.man'f,e' entao vsar um

s Fy=0 (%=20,%
dos ¢ixos paralelo a rampa —maL (%=0x)
Emmg(o% . Pendwlo sfmp{zsz

2ILN O O‘o]fb e
massa M, Pzndx/r‘ado dum soFoﬂgw

par meio de um
fio de comPrfm@Vﬁ‘o A
S S O sislama tzm um vnico grao
[~ de liberdade | 4(£). a
/0 s Nesle caso & mals convenien-
"/0' AL vsar ¢iXos fan?dncfal (¢
m \ <

¢ normal (n) que se s |o-
coom cam @ obje“(‘o.
Diagrama do cardo ljvre . Q
— {

(ONOr d
O 1
> + (sszidc) em q,u,c—& qume/r}a) '
T

F, o= T-m cosg =mlw” (may
\ ap%;_mgsm—@:mlo( (W\a{-)
m

as L4UaGoes of =wd | de-w s
nndoa enr (atoaca r*lnr' ?Ilu\nﬁ PR ,“- At d.g ) t
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38 LEV. (l6i de agmo ¢ poagao)
A foda oo 0pae sempre vma r‘%uai reagao. Tsty £,
as agoes mutvas de dais corpos um wbre o outr

—_ - ~ t
S0 saw&m tﬁuats L oPOSfDS ) |
FORQAS bola o ” da Fr objm‘a com vesisténcia
@ Q’WEQ‘ " [iyre w de ar e(wada/ em
§ 3 mg  gqwda(ivie
B:M?‘:P.eso f:vyp?‘_ﬁ\ ’-,a('[f[Lg

(uma pedrade Akg pesa 9.8 N) oA 95,
Nestes casos s6 ha aCZ(ZNLQZo
alura

fangenciol. Mas num (a ngamento
de ?rojﬂ—e(s hze aee Qn: )
@ pardboln K trajetiria & realmenta
= > umon ¢lipse ) devido a gt
| %7/(?\3&0« 3 rvda! & diregao.
T ¥ B2

- 2 4 —\-"“ )
a P--g,:a{:‘\:a’n 9{\ ‘ /“"\\'*»‘JA/Q?

a-= w ,
. .  Porfe G"’Wfa
MQ.S xQ Tﬂgls‘\'%ﬂf(a, (io arl C@rﬁ‘N dn;(ufm
’ .
/

. foz comgue n aleragdo \ . e (\'Fse
sejox dz{zranﬁ e 7. Se -
a \orojéflﬁ For um cobo (cvbesat) ) |angado oasde

um goz}wfcéio quando zsj-ivz,r o 3}02“"*6/} > /549;@&“
uma alfora em gue j& nao ha // ¥ do cubesat
moifp ar, pods mapter-5¢ a,—my'(— I .
N - _L- r A
Férion ﬁhp lca) com am—aé=g \ )
N 9 V4

draitt muitos anos.
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FORGA DE RESISTENCIA A0 MOUIMENTD
NOS FLUIDOS

Em ua{gru.ev’ Huido (l( vido ov ?&s) atva UM o £0Tfa
nos o ‘fmtos em wovimenTo )O?oswtv\ & velocidad
Mas se a velocidade far mvito elovadn aparece
turbolencia o pluide, gt faz com e o diregay
dessa \corﬁa ,F\UJWQ} foro da dim;m do. velocrdads.

O erifirio para determinar se exisle furbolZncia
z o admero de Reynolds -

Ur=welocidade do cor 0,

NP\ = /E v g r@(a‘fivo« ao ,F(w‘ o
= l’\ d rpo
E L= fomanhe do e
a

oo - e
S= massa voldmica do —flu‘do (7%)
= co;gg(cia,n’é do viscosidade do f(deO ekg'm,5>

Ng & vm nimero, sem inidades. Tateressa Lpenas
saber a sva ordem de vanc&za(gag{a om valor
Aproxi mado de L)

(0 Nr >¢4000 — torby [acia

@ i00.4 NRLQOQb — Q@ jr_or,ca CL&V‘QSFS‘FQ/\M@
¢ Pro@qrcfona( a £ e ao vadrado da velpcital

a constaile depende da
?(\ = conShn“(Ix g U2 ff,tgmg\m%&a?ﬁé_éa‘gr)q
© NR< 4t @ forfa & Ppo?orcionﬂ"a_{-ﬁ ¢ 0

\fol(Of‘ dﬂ\ VQ(OC(dCLCLQ (ﬂ Com‘{‘aﬂ& O{JE(Q‘ZW(,?
AUEZ

don forma do abj
o= constar x QU™ (0800 de

disté&nda.
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Aoloe 9 —2018-03-08

VETORES DESLIZANTES

Nas gorqas q(wt atvom sobre um cavPO r(’gio(oj ¢ necessayip
saber a soa linha de og&o ) para além do mﬁdm(o/ diregas
¢ sentido. As rorgas sdo vetores deslizantes ¢ a0 livies:

n&o padem sef deslocades a el,c/a(ngw Pamt‘a)' Mas siw paduy
ser deslocades ao longg da sva. linha ole ogzo -

€xem (05: Ra=30N T= 20N
i R

77
4 P/// as dvas ]c;ffas SGo 6401'%1(@/[&5/

T,=30N se P eQ@ estoo na mesma vertic|
\ \ T,=20N

1=
os ,f,or,ca.s T z;f’z nae sao eq,uiva(ﬂnhs. TEM 0 mesmy
\

madwlo  diregao e senﬁdoj mas atvom em duas linlas
di{au&zg.

SOBREPOSIGAO DE FOR(CAS ot
@ Forgas Co-(inem‘es}séo as gua ’ZTF‘\

Vom o mesma linha de agao. ¥ g =30N
Podem oleslocar-se nessa linha ¢ ,
. Q

comaram-s2 coma os vetares livres 633 F=o
(o]

@ FO(‘Q&LS COACOYTZH+‘ZS , @2m ‘fnha,s CQL‘*Q_QO'L\O d({er@n‘;@;
mas @ssas linl'\a,S uzam=-sé ,‘:E{\ f}
nwm \aom‘b coMmum ., v a
Deslocam—se as gorgas até .

o) ponjro comvm ¢ semam-32 o F'f?} a
como vedares livres. @

<
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@w/mm linhas ) QE
de agao Pam(e(as. Podem somar-2 | 2 ¥ 2

veando o saguc'mﬁz ?rocto(imzn{‘o:
@ Adicionam -s¢ dwas forgas
> -

. ~3>
T P. IR S avxiliares T e -F/ co-lineares,
Q—‘I 2 nvma ((nho e agao ‘]Derfandiajlqr
3\ 133 - = .-
a £ ¢Fs. NRo alferam na’_(i.a/

pogue A resu Houtle Mﬁe‘F éndla.
C

- o~
@Somam-se NeF em
P, dando f}\) 2 somam=s€
= \
TFoe-Fem @ , Com 0 resv|-
- —
tado 5. As gorgas B
¢ Fz\ sao concorren‘&s ¢,
como {-a() padem somar-s¢
no Pofﬂ‘o comvm das h‘nhas ole 0\,(}&—,0) C)
> -\ e—b»\ — > — -3 —_—
.=F +F, =(F|+F)+(F2‘F> =F+%
Qu seja) as fLorgas Faraldcw Pod(am somar-se dosda
0 (nicfo,comgvzfar% livies, ¢ a resoltaite ¢ T fombém
paralela a E ¢, . No thn‘f“o/ 0 rocedfg_n__enf‘o vsado
permite encantrar a linha de agao oo 7

C b, = brago T = dis¥ncia
entre as linhas de Ao
AT

{2 Xy S

bz—: b‘ro\-go OLQ— ’FZ
5 . = btant = b, tan 2

) b
v ? Lan & =10 ) {*anﬁ;-f%
F
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~ E:\ b, ‘:E_bz*\ quairto maior a. farga,

Menor 0 seu brecgo.

Se F= = b=bz ¢
o resv ailt ofva ao weio.
Este resultado ¢ a lei das alavancas)joq conbecido

pelos 9re405.

My Se P b, for fﬂa,ua.(q

\ ) Pobs, 0 peso resvHa-
M‘Qré Ye d)oad{;H‘onL
(i'P‘ p, crianga atvo. esarta-

mur no ?orr('o de
= b, *—‘?ﬁé’bz:‘*\ apoio do Sobe-e-dise
(alavanca)

¢ osistema esta
zm egrw(ﬂomo.

O peso da crianga faz rodar
a alavanca no sentido Posc’ﬁvo(ﬂ.)
¢ 0 {)ZSO ¢o aob/("l‘o f£az rodar o alavanca no SM‘(}‘-
&o c%fx)s 0 [M2> Se M, «‘—Mz) mas com sentfidos

opostos, o alovana naw roda .

MOMENTO DE UMA FORGA
Mo ? b= distancin éh’h‘@ Q¢
/7/ linha d@agé;o L T
L = brmgo e F relative a 0

A2 b -
, \ WL ~%¢ ¢ momamLo do F, em
O )

welogan =2 POMLO O

LML_:_ZE)
mede o tendfacia o 1o ar,zm PQ(@QZO a0

)DOY\{“O O) W MS@ case & no SZMTOLO chos
?on%zfros do m(@s’o.
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BIN&R!OS. Q Procedj_\;m/ﬁ‘o descrifo Zm@jfa.(ha
Qg %io Zm Qrwi Tf( e E sa0 Fﬁx/m's l 0})057%13) por,a'_w
Feh tambem sz ?am(é(as. Nesse case,
T+E , como vetores (fwes)éf:' al a zero ¢ amo
fol as duas 1cof):a; N0 ?md,u%{m imﬂS(aga‘o 5af>encu‘
rotogao. Bindrio: duas corgas Fe'-?) Famic[a,s
com lithas de agdo a uma distancia d = Prodvzaw
cotago ; Mmas  Nao ‘b”au/ls(agh“o.

M $/»¥( O mamento resyHaile, em vels-

¢co oo O ¢°

P e
;e = F (=)

No -
7

N&o se escreve o svbindice O,

orawe 0 sultado ¢ 0 mesmg
P‘qfwndmﬁmmﬁ da Pos(‘;;@o

do QonlLo 0.

SOMA DE FORGAS Exemplo: > forgas
&ua(gru&r sisTema da fargas, - =

. N & Fo T2 e FB
sejom Co-lincares, concorrentss, | A -
pavalelas, ov nenhum desses ‘ £
oasos, padem ser somadas [
vsando o sequintz yd

procedim ontd | Y -



Sumadrios

E ¥4

Escolhe-5¢ ym ?omLo val g(wlr 0. dusloca—se cada
rga ?ara 2552 gﬂﬁb vsando o sagumfz me}odo

Por &xQWIP 0, para s )

2" No on+o /0 _&creSCé_/_L{um—se
z dx/as f;;a,s %e%’—}}g_w

no ol mum na q Banqa,q a
cva resuTante

é no Pon‘[b P Z"Fé no PO/T('O O sSao vm {ornamo
com MONYQ/T(‘O Mg-— Fab 0 StsﬁM&e en{‘qo .
O, mals um

eq,wva(mﬁ a uma Unico forfa Fg)Zm )
observe-se o)

binario Ms=th bz o
/ﬁ\_ sentido da M

taz-s¢ 0 mesmo para E=t er ,f(cando entoo ’F./Fz
¢ F; no ;onfo mais 2 binarios M‘,Mze M3

dM; -5
rr*:r‘\("“q: +1
%f’ cesultowite em O s
Ca %‘ M(\DM\ -FM2'¥M3
5 S
VM% Mg‘-‘- Fe b(
ML:FZbL

M%:X%L'b
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Avla 10.20(8-03-13
SOMA DE MOMENTOS
0 momento de yma £orga ?)em re- Mo

lagao a um PomLo O,proobu%”? /

rotogmo no plano onde ¢stao £¢ 0, S¢ uma sequnda forga
estiver ngsse mes mo plang, os dais momentos das dwas
gocgas Poo(ﬁWl ser somados a(}dx(‘- ‘
camente (00 sa)‘a/ﬁmdo atenpdo aos
sinals dchzranﬁs pa/a genﬁ"dosoyos@
Mas se os planes forem diarerrﬁfl
a forga T Proo(x/% vgioc?da 'O'Z, =W XP ¢ o forfa %_
prodvz velocidade G =W, xT novtro P(cmo. A resultante £

;g;r =0 +T)q’z =) U 2(33(*"—32\ X

OQ seja) as dwas for;as em cowj(/n{—‘z ProdA/&em ro{-u;ab
com velocidade angf/(ar a?rfﬁnth. We
gt est& no dia?anal do para- WG
le(ograma dos vetores W, (W,

—>

Como tal, os momenfos devem ser somados como vetores
’-a 7 -
¢ Mo & um vefor na diregao pecpendicolar ao plano de

fc Q.

VETOR MOMENTO 2( 2 (7sins |7

\
d_(f entre os vetores

gl

= \‘f"zo '-"“Y?XE)
Wo no een—ido oa re '”0‘1_2(4
m oo d(m({-o\/ de © para .




Sumdrios

S 0s 2ixes X 29/ dﬂ-,ffn@m—se, na ?(ano do Ponjro 0 ¢a

O 2
MO = (’)(F —_—\)Q Q
Fx '(:fj 0
== I = K (j 0= -
=) © \‘F)('F\:)\Q M %¥ﬂ 3?)(

samno ou( ﬂor?m dos momaM‘os

Me ?odjz car obtido como a Y T <\ =
9

do dwas’ gorgas  Fu ¢ By jno . [
mesmo i)(amo) cam brogos ¢ ;w‘ﬂ:x
y ex. > x
CORPOS RIGIDOS EM EQUILIBRIO
Sem aceltragd@o lingar (X=7),nem a,r\?«f/(,a.l”(o()

=y
A tosyltante de todas o forgas ! ;’i

externas deve ser ny(a. As pargas
POOLZM S¢y Som(xdia,g" ¢ m g}yakq,w)f 0 Mg“

P°“+O O/ adicionando es mommf'os dessar fargas em
gz a O para que o vesubtado sejo nulo, ha dwas

co nd {05 Z?ex{ -3

Z VO 963 (Q ¢ qyd(g(,%@iﬂ Poﬂ'b)
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Examp\o. O avtomével
da gigurn pesa 9000 N
¢ encontra-se numa ¢s-
t+rada com declive de ;
50/0. 0] C¢V\'€f0 ol ?(&Vfdadgj C)LnCoy\fmqse 0.4m atrds
dos PMUS da ‘Em\{‘z) L20m & ,S:rah‘fe dos pneys
traseings ¢ a 0.35 m de aHum. De“(‘@rmme as
124 goes narmals & as forgas oL atrito nos pnevs
quanda 0 avfomdvel ¢sta parado B Comg se alfe-
rovam £ssas faryas S¢ 0 ou/{*omﬁvz( comeegar o

descer a ¢strodoe com velocidade Um‘formz?
stofvgig. Dia ?\rama de cor Po ivre :

® R, Ea atvam fargas ¢m 3 PomLoS,
R /¢ 0,C e P. Boolhen-do a
. ortagm em Q¢ o £ixoX
P v szaﬁz(o & estrada:
7 0=(99) Ps[i.g)o))&(adr/o.-aé

2000 D\Py &5 Pr= 9000 sing = J00%2 - 449 4

(pe50) i o o
s Px 179 =9000Cos ¢ = 2000X100_ = ¢988.3

1002 +5% (L)
R, = soma das dvas reagdes normals nos PNes dafrent
Ro= soma das dwas coagaes narmais nos pnevs do ot

To = Soma das reas de otrito No S /0 pNEUS.
Yanto faz atvar em O oy em P»,?Or;rg,e es@‘o m)

mesma linha o N
Pora encontrar essas 3 vari&vels Sio necessorias
b} eg{uag’a‘u .
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D Fe=fa-b=0 = Fa-4494=0  [Faz H94N
@ ?3: th‘\'Rz"P‘ﬁzo =) Rd‘Rz:g?%g
@ WMoz TexP +ToxR, + xR = TxF T X (B

0.4 0.35 .6 O
-449.4¢ ~%$9%8.3 ¥ Fa R =¢
— -3438.2+ LR =0 = [R, = 2148.6 N

= | R,= €399 N
® Se o avtomsvel omeEa o cma(ar com velocidade

constala coM’wwa wm ag(w bno/ WAL aPa\mce ot
Larga lau resistéucia do ar, que contraria B 2 ¢ prod
binario 0o serfido doc Porr{&cmg do r¢ 5310
= Rz Q.UWIQMLO& mas Ri 2 Fa diminvem.

/ ﬁgu CQ‘Q gara ser nula
CENTRO DE M—ASSA ﬂan(UOR I\OSM"TtPOf{
Divide-se 0 corpo am pedages
r\gm(ftsrmw com massa dm

gs c{m m (massn dﬂcorpo) O

\(ovmrl
S¢e TiLo vetor posi gao de onda ?eam/;g d;m OMT(M.X

a 903(9;&0 do cenfro de massa: /m”” voldmica

Tom = 7 )0 T den = 2 gggr‘(i)(dgdz

volum volume,
Compo neites :

Kem =L (e x dxdyde ;3m~~gj§9dxdgdzj Zam=+

=) Mo’:
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SISTEMAS COM TRANSLA GAO (NAO-UNIFORME)
E SEM ROTACAO
Exislem dwas condigoes:

zﬁxt =ma Q’d’de; (%gﬁ&mfa/‘a todos os PO/T@
Z ﬂcm =0 CQA:O)

A soma dos momentos £ nvla apenas em relagds
a0 entr de massa. Em elaglo a outros Pon+os
}of nao ¢ nula.

Esse resuludo sera demanstrado na Pr6;<ima adla.



Sumdrios

Aula I\ 2008-03-(5
ROTAGCAD COM EIXO FIXO

Cada Porr{‘o P so pode
p— ' 2 deslocar—se num circul
de vaio R= distancra
doe Pod? 0 eixo

Se 0 ¢ixo hos 2 £ar o Pr6Prio
) = @) P
eixg de rategao )@ poto

P tem coordenadas cartesiwnas (vy,2) €

:\& 2L y2 —G—;fq ~(Y\ ~Rngulo que o )

P2k 9 ! (\x> Segg;vm/lfo desde P ate
_ 0" 2tXo faz com q £iKo.

Coardenadas ci\indricas do P: (R,©,2)

R £ 2 permanedim COVIS{‘O\V\'{LS) mas < & uma fUngdy
contfnve. do tempo- w e ol sao Lgrals para

w=4 / K =W  todos os ponfos no carpe.
O movimen”(‘o do corpo \[:zm
vm vhico oroude I(lozm&da/«&
Come & vm movimatto circd(ar/ n aceleragas do P
tom comFonan{*es tan?mc(a( ¢ "normal iguals o

a&:Ro[. ) O&n:sz
Pelo_ seaunda let de Ueuffon,a.jcor;za cesv [tttz no
a(uvnm digmncia( de mssa/&m,no Poﬂf‘o ?) tem
com(?ondn’fa‘s: df‘{: Pol dm )djen =Rwdm
o moman’fo ?\,u,ed,?n ?rodu%/ em N[a,Q'bIo Q,OX sofﬁm
com?onzﬂﬁs X ¢ ) mas como o carpo nao" podke

cadar ngm & voltada X wem Y, esses momentus andlm-s
com OrfAS N6 eixo.

POV PPN

¢
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Como {'al )O mom@Mb q,u,a &,ﬂior‘;;a msv“‘hﬁfz a{-uando
% ?roow%/ Zm Y‘Q(agﬁ@ o\O)é E?g/a[ a’
dMo = R OL&‘: R%L dm

dos Mmamadtes

E Okrfzﬁ()HM&J’M{'OOQﬂS as _SIOPQQS no Corpo, em m(a~

Bo o0 O ¢ f}va(cm'oéo o arpa
Mo = 555 R%L dm = £ fﬁ‘ R2dm
voluint volvme
) Mo = Iei)(od—

. bt _
onole Teiro, chamado momento de inercia em m(a;zaa
a0 dixoEm unidades de massa vexs distincia ao
%c/admdg ¢: massa veldmica

fa‘)(orgg EZO'.M = g;g gfka(i)(o‘.gdi

volume volume

Em a\gwxs Ponims do carpo ko

5 D
-£,
1/ % {,Qrgqs ZX{?MCLS) POT Q)(WV!P(O} ?]7
2 ‘ que fa2 rodar 0 elemento dur,
Moas coda e[zmw‘f‘fav?%:m{i;aprodw
- ymo forga, 0 posten & roTagio
por zmmylo £\ Gorea interna zvd‘mP dvas pailzs do )co,p/'
No_ elemarto rduz essa forga , afvoe areagap
,]C,w) que o ,faz- rooLar%As JYO gas{;?%wmag ;[‘T emf,
oM No mesmo ponto ¢,camo ) produ zem wiomen-
tos ng/ods mas o})os’{‘os, que se andlam . Cbnc(ui~segrw
o médmento Bl Mo apenas o soma dos momintos das

Jorgas ecernas:

‘ Mio = componante,
2 Mio = Teixo®d do wom gnto d.eR‘/
%ﬁ f‘na.s Méar%f‘:)na,
diregao de 2(X 0.




50 Sumdrios

TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS

Sz}a o el 2, ralelo 0o

¢fxo 4 mas Passancio Pé(p
contro de massa.

Se a distRnda wtre os
¢ixos gor d)e o ¢ixo dos

. comarigdm

X for escolhido¥no cim.

passando pefo 2ixo 1,

a rﬁ(oxg&'o entre Q.SP dis-

t&acias desde um Pov\ﬁ M\ﬁ o7y
gLl P afe os dois cixes serd: cou S0 \R
(eixo2) J

RE <R Rad s (ot ooy 99
:____P;_ + dl —_ CL 7(2_ QQZ: coorﬁ\-qi’&sé&dg :ZPHzDZ)

meacda

0 mommb (um@rm,zm MW@ ao eixo A ¢

To= 5 ®Edm= (] Redmsdeffjdm—d [ xdn

volum«
o primeiro W’ngml ¢ To e o0 terceivo integral €
o coordle nada X do cenfro de massa)mzdc‘ desda
0 QX0 2, gur g zero

El, T +md2\ T, = momento em ve lagdo
= t - 2

eixo, deslocado para
ROO ce //‘0 d.QWLCLS};O\
Em geral) 0 momento ole indrcia de gual quer objety

z 5@7‘(\?(‘0 (‘94/0\( A SUR MASSA m[ve%zs md distancia
(‘9 o q,c/o.dl”adm i
Toxe= M (o (, chama-s¢ rajo de
¢iRo d Y 9iragao
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Emmgio, Cilindro homo?éneo ($ cans+am‘(7.) de raio E}OH'UI‘Q
L ¢ massa m.
05 eixes 12 2 passam pelo
centro de wmassa. Q eixod
& o priprio gixo do cilindry
eixod  Escolhendo a origem ne
centro de MOSSA. € 0 2iXo
2 no ¢iko do cilindro:

x =P cos & - QE— 2X cosg¢ -Ysing
RNV L T T e ™
W= Tsn 2Y 24 (g rcosd
r Ha
=) otxdj:‘f‘dlf(i—e
2 2x R
L=sf { (e (cdrdods) = & 9TLRY
-2 9 3
2¢ ~R '
m= S’fzgtg rdrdgdz = STLR> =7m
f\’/Z 0 0 T ‘
Escolhendo 0 gixo ¥ lgval _
A P

0O Qix9 2} entio a distancio —

d,)dflsdz um poap P do cilindm J CM, 5 rlfjv\ vz
afi o Q%o 2,2 d=\ 2+y?2 \ )((e\dz) 2 1
dz =224 rigine
\/2 R 2x
Tp= $ffjeerasinte)rdr dedz =3 § 2dz |rde ( de
-\

Y °R 0 2%
+§S dz gradrg sin’g ot

= 3(5_%{)(%)(271) +¢ (L) (E)(K) Q

|
r
=
o
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—

—@F’Z; amRE el ® l

Para. deferminar T3 ,Usa=s¢ © Teorema. dos efxos ?qraﬁe(as

- L 2'____ 2, 2, | 2
T, =1+ m(/ﬁ = _}‘;—mR +Lml +ZFML

,o7E3 = ..}‘Fm\iz& é«mﬂ

Q raiode %m@&o Y‘%
Im p[fca QL gr(/cmdo 0
corpo coda o volta dlum
e(Xo i)c,om ralo da
GiroRo (9. ,¢ comose
+ooLm a massa do corpo estivesse concentrada
num \oonf‘o ne circunferincia oz faio vg,
centro no eixo @ Pam(da o ¢le.

Se o e¢ixo 4 passa pe(o centro de mCLSSa,j um
se%wxdo ¢{xo Pam(z[o 2 X yMma dfs*fﬁ‘nc(m d) oo
eixo 4, tem rato de Zptmcﬁia g - Pelo teoreny
dos eixos Para(zlos

/

) com

T?L ¢ a hiPOﬁAUSG

+riangolo rettingul
= = e | O
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Avla (2. 2018-03-20
O PENDULO

Momento em relagam ao contre
de massa:

Teiko= mv‘;
=7 «=-94 sineg
Vu?

4
€ a mesma 2gv g a0 obtida para o peadvlo stmples
de com?rimaﬁ'o L. NestE casa o comprimento efrat

¢ /Z:%_: ‘Cc,w,\,&*;@\ :d+% Q"Ar;y;t;)m&h
(e (afe a0 C.w

(2>d)

MOVIMENTO DO CENTRO DE MASSA
Fou = 35 )37 dady 0

volume
Aecivando em ardem ao tumpo,

‘\)iCM -:.}_v_\ ggg g_\j'd.)(dg,(i%

volume

Y s - qcm-': E AW\
o= ([, 37 et = ma )
Xdm ¢ o forpa total dF o atvar o elemento de

vasson dm. [((dT = me

volvme
no ‘Efﬂ‘e?m( de df) as forgas infernas anulalm-se)
1cfco.mw unicamerts as fargas ex%emas,



o4

Sumdrios

gorc,as
externas

= _’,ﬁ\ A targa resultarlE altera o acleragm
(_ = Macm

do ceﬂff‘o de massa, camo se o

massa e'farga estivessem concrtra-
das no centro ol masson

mb’(’

Se o moma,V\Jro de todas ag forgas , em relagas o
can{’m de massa nao {—or nu(O/ A4 sjmrmg tamlpém

om memmto msu o Tem al

CORPOS RiGIDOS COM MOVIMENTD DE
TRANSLAG AC

A HaJafvrm duto dgs
Qs PMJR?5 no cor Po
6 o Mmésma .

A acel erngao {‘anﬁen daf
o {. (uaoa\ Fara todos os Pon’f‘os) verigica. s e?_uag.ées
ott%arcm ctals ~do-

do—
ax ) de=V5E
Como Q& & tambim a M(sz a0 ton ncfa( o

cantro ol massa | o Larga mﬂ%na‘ql ms%n‘ﬁt ¢
Fe=may ¢ vertgpica  As lgungoes:

£, =mdo dt= mU-my )
i € d€ — S Fe (modfl‘o do tm%l/‘fo)
F{:’W‘V%%' —> §F6A5~m(v U‘)



1.6 Trabalho e energia 55

TRABALHO £ ENERGIA CINETICA

Define-s¢: S2.
W, =) F ds = trabalho da rorga
2T O cesy [tz acﬁon
da *ijmLo’r(‘a,.

2 C .

Ec = L inU" = energia cinftica do carpo) no
2 . A p

instai® em q avelocidads € v

O ¢ltimo injfegm\ da Pofgina antertor € o tegrima
do ff‘abanno ¢ 0 &na/?fo\ cindtica:

0 ou)mQV\‘(’O do M(’f?(‘a C(I)L/'/((‘a
VWi = Ec[_ :gc,\ ¢ I ol oo frabalho da Farga
ceshlfant, ao longo dm’yrajzf,
Unidade ST de trabalho ¢ LVM(‘%{&.

e

Toole (¥).  4T= AN-wm= 4 kg

Como a forga resoltaifl £ a soma das fargas ex-
teenas, enfdo o trabalho da forga reso [fortz £
i%ua( & soma 405 traloalhos das porgas externas

Wiz = S@H,ds + Sglﬁ.zoﬁswh- - -+§T?fﬂotg
S, S S,

o

gﬂ‘___ﬂ{ﬂQ. Um bloco de e
massa ™M & dscer um Plano

inclinade com ’o‘m?ulo 0. ‘A
0 coeg(c(anﬂ de otrito cinético

enfre o bloce ¢ o plang & Mc  po bloco

Ui tres forgas

normndo o rzsfs{'@ﬂft“m do ar, T A
¢k turnast peso, reagao normal, ¢ atrito(cind ico).



o Sumdrios

Aola (3. 2018-03-22 %

Diou?(rama de C,(W'Po livie: '@/ﬂcgn
A veagZo normal nao Jires®

' K
realizo troba qu) pargut ‘/ﬁen Vs

n&o tem componer»’(fmg,mcca(

O +rabalho do peso 7
1 ' [ -S) = AS SinG
Y(m} sind) ds = mgsmﬂe(SL S.) =mg

S, )
& o frabalho da forga o atrito ¢

S
gl%mg cos%),uc ds=-m g}ic ws&(Sga): —M}U.(Mcosc
S

Camo {-a(} s @& velocidade \'nic(‘a( gor V=0, enquq'

mgas sint - g Mehs 0054 = Lmus

\)’2 = {29[& S (S(f\ﬁ' —Mc COS'G)

Qbserve-5e Q,wz esta solUQd‘o $0 ¢ Possivz[ Se:

Sin 6 > Mcosd = ]Mc £tan 9|

Se a inclinagaa do Y[omo (@0 fasse suficients, entis
U;Perwwmecia (gua W5 =0, (repovso). S

tond ¢ é dado um iMmpUISO (niCia
o e s di ’ra‘rfc«‘az&sm'
= 70 ¢ o objelo desce uma dis

parar (03=0) mg AS (sind MeCOSH) = 0 = MU

2
AS - U :
29 (Mccos & ~sind)

>0
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MOVIMENTO DE TRANSLAGAO € ROTACAO
o\f = farga total o atvar nwm ¢l mente M,(—‘Mf’(‘ﬁﬁmal ole masa

dm, nym Pon‘fv P.
AEy = Companets i & trajetsria do ponto P (cad
it pora tem Wﬁujdﬂig d(\aﬁran%)z Mo P (cad
frabalho realizado por &»& &:udwu O—g—gdn
S2 3 P 2
&\U\z:gg d,@kds = (\Sﬂ\"&(}’)d\m = (-\—Y-’; -—%/L.)Olm

— 2

.

O +robalho Lol sobre o corpo ¢ o in{‘agma( Ao dwi2

em todo o velume do corpo

. . R 2
[ = Eou- Ee] Enagin cnfhca-Ee = f S

Volume
No célcvlo de Ec € conventent

\
ysor o Mfamncc‘a( com orn‘glm ke
co centro de massa, que s NS0
desloca. com o corpo, A velo- Sem ,

- . AR ot
cidads do clemento dm, relativa rotagae

- - I ] - ~
w esse referancial, & T, onde ¥ ¢ o posigas de do
celafive a0 centro de massa. A velocidade de dam
Z enfmo: O = U — F I (@CN; veloc. do c. m)
o) médu\o e ’Y?)(U)\ g - \?‘)('u_‘)’l“;f‘ws(f\ﬁ = Rw

R= dictdncia desde dm ate o elxo dt rotugm gut P“”‘)
pelo c.m.

0z (T )+ (Term~F K W) = U + W RE-2 Tppee (R X)

o o i et a5 (e 3)
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0 Primzim inﬁ%m( ¢ o massa {‘o{‘al) m. Q S@unoto

imtﬁgfal 7 o momento de inercix & volke do eixe .
de rotoga gus passa Pe(o canfro de masm.(?m(z(an)
Q tercare i/\{vgm( ¢ Posig,% do centro ole wassa,
gue & B9 porgue 0 centtro de massa ¢sta no origem.

= | Ee=lmuy+ l-j.‘cmwzj
q > z

@(\U‘?ilfdz enen, {a d_Q
trons (a? o 7y

O Yrabalho toful inﬁgﬂx( oo dwi, em fodo o __\io(umé/
0

)
d& a soma dos trabalhes das cargas externas %

pargue as trabalhos_das corgas internas onw lam-se

n Siz
Wiz = 2 gth s ds; = deslocamert oo
=g panto ande ¢ o«f)(t‘mda

—>

& forga externo. &

EﬁemPlO— Um carrinho ole 2
massa M, com %oa’rm rodas g
homa%énﬁas ,ou massa m ¢
Fad o R)m descer um P[ano
inc(icnaoﬁo 4 radiangs sobre
a harizontal. O adrito cinético vos ¢ixos das rodas
POM ser dﬁsiﬂ@z—ada Se o carvinho Parﬁ olo
mpovsgdﬁzrmi% o velocida da a((fs ter
descido uma distancia d sobre o plane inclinado.
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Como as rodas nmo escacrag o

w
sobre o P{ano, & velocida de o /
do sev centro de wassa (no exo 4 é_
da roo(a) ¢ Vem=Rw Uem =0

As q(ua{’w rodas £zm os mesmas velocidades Uem
e u/) 4 0 cawc‘nb\o tem vdoddaa&g Vem -

2 2
o= Mol +e(Mps) + 4 (S Tenw?)
O momenty de indrcin da vm disco uniforme, em
— . x | 2
m{ag;ao 00 SeU 2iX0,que passa Pa(o cmey 21 LmR

2 A 2 ,

AS reo¢aoes nermais aos gtua)(ro roo(x»s nao mall‘—

zam trabalho. As gorpas du atrito estdtico
nas q(ua{'ro codas tambim naxo cea lizam ‘('fa‘oa“!}

Porg(uﬁ Q Pomto dl Conde‘o ¢nf‘r@ coda rod,m €

0 plano nao se desloca (ds=0)
237

=) \I\}Q = \l\/(yeso’cof‘a/)w: SL(M .1.4"\)3 sing dscm
S

—

(Mam) g sind-d
CQMO EC\:O) Qn-{\a-O

L (Mtgmyuzs = (M+4m) 9 sind d

\
U; = -(M}dgsw
M+em
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Sumdrios

Aula (4. 2013-04-03
CAMPOS DE FORGAS

= F(7) = forga gus afva em qualguer
¥f //’__) posig’a'o Y. Nao de QnquﬂW dot

7 nevt do velocidads & dos objz'fas
/'—7_\‘ — - ~
R C .?2 C =curva entre o e ry er‘ +au}zfé)
= o | aC
= Fedd = Feds (ds=com r‘(muc"(‘odo)
N orcd em C.
trobalh realizado poc F(7) entre T (T,

da ¢cdrvac

W, = gE-OW = in+egfa( oo linha Qi? oufendz
¢

FORGCAS CONSERVATIVAS

U campo de cargas & conservativo, se gc’ﬁ'o(? icf
Q WRSMO \/alar) q,va\q,uzr gue seja a curva onobz . aég
Y,. Como +a£/ noo & Przciso indicr o corva wo In"ﬁz?m(:

Fo
\U\ZZ *S F‘?'ot?

A

e dagine-se um compo escalar U(F):

-‘-\ -
UR) ==\ F.df| = eneroia fo’w,ncca,(
K é ?o;?l;o/\fo arbitravio ande U=o

1,0 PESO

O peso & vma gorga con-
servativa. Par exemplo,
numa particuloe o oescer um

plano inc(inaolo) o Trabalho b
walizado pelo peso € igual em GGy Gy pu gualquer
oution +m'/eﬁf5r?g ) / A
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Cit Femmgsing ) W= d mgsing = W,Z:Mjh
C,: = Eo )segmen{'o horizontal

= W, = mah
m;,) SQ?menﬁ \/Qrﬁca‘ 2 da

Cs ! ‘*E < y=-kx? + (kb-tang)x
X
—"‘: 0 -a:: d T d ™
€,=0,0 7, =(-h) v 'x\c Jr/\w

dﬂpend&m um do
X = kb-{qkmﬁc‘—cw (9 5[@’*’]) outro

= dr= ~—C"-——3—~’L+d5j

“* ~
F=-m
+kVC-C2Yy ) &
= Fedf=-mgdy \N(z—“-'mg,g dy = mg h
ENERGIA POTENCIAL GRAV l TICA

1 UU—;) _ _mg'\‘ﬁj our\oi\tfando U=0 gm 320

\”m_ = Ut"UZ

2. FORCA ELASTICA
Mo o dﬁsjﬁca)com um ¢ xtremo
Lixa ha orfgxzm 0.
—_ A dﬁ(\e T
F= -k(r"h’) erK ;‘ao%?:/

o =COMPNM(ZVT{'O nor mal da
mol oL
> . mola zsjﬂcad.a/,gorpa

onten para O

R\K: constaate 6(551(Faﬂ r<LVo m: (aggr/:l ?r{MtdA ’Fq?oﬂﬂ




62 Sumdrios

d_u?: éF‘Zr‘\' Y"d.'e'/é\f} ) _ﬁ'&?z '\((T‘-To>dw
| 5] sl
_ _ — S - =
Wiz = kﬁg (r r°)dr kSS‘ s ds Lalonﬁamﬁﬂ'oa&‘b
S _ St
- W= -k(3 - 3F)

U=3kst) wauon

Teorema do trabalho ¢ a energia MECANICa

i Wi, (sorga ) = Ee,-Ec, (aumw{”o ol zﬂergx)

N C(f\é (co

m n-m

S Woa (gorga conserv.j) + ', Wiy (§orga nao cors. k) = E,
= k=1

5-—\

Uy + W, (§oreas nao conserv.) = Ec,—Ec,

C"ef? ?O(Vnua( ‘

= EMZ (J;orgas nao conserva{c vas) Em ;_"E_M/l i:_h;i:g

mMec & nica

”Enef%m mecaniaa = Em= Ec +U

ene 01 er\z ﬁwt Qo{‘em@
cinética ota |

W (forga ot'(‘ri‘{‘o) Em 2_—'51
- d.m?MccOS‘G wz\r - wa}\n
Lkut= phy (h-seb)
w=\29(h-uck) (o)
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SISTEMAS CONSERVATIVOS
Se as forgas ndo canservativas nao realizam +Faba(hg

\W,, (foreas n@&o conservativas } =9

= Emy=Em=0 | Em=Em|

=) Conservogao da 2%?‘7?& mecanica. Em=ca nS’fan‘&

SISTEMAS CONSERVATIVOS CoM UM GRAU
PE LIBERDADE
torga resl)H‘m\'{Z: ?

7 F,t- '{:aﬂ @nﬁ 0\\
So 97" Com@onwﬁb i e je‘(‘o’n‘a.
S‘f 11—:(\ Y\arma(
Fod¥= Feds Q componetle narmal Fn wao rea(f%o)
‘\'(‘0\, ( Q. :

= W= (Fds
'ltrajd‘o’r'm

Se Fe oUlPa,noLe aPQAO/S do S ) mas nao de T ou O“)
Se
= W, = gr{ ds oLaPandZQ openas ke Sc 2 S,
St
S

2 Jo S2
S F{:O[§ = g\———t ds —\-’551:,(:0(.5: U, - U,

En@r%‘a Fo{‘zncfaf = U(s) -:.-SESFJC ds

= yuma ?rimi'f'iva\ de
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Aula |5, 20(8-04-05~
OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

Mola el&stica do constoutta .,

(
com um o(ojcrro de masso. m

& 5S=0 Pandg)mdo,
X/ 2 &—— 520 S:a(on%o\m@wfb doc mola
s EV\Q!‘?M\ potencial tofal:
— | o2 ¢
U= ghst-mgs (pertule o
2
U=41k(s-mg) - m2g*
SN
o= Mk = posigan ¢m Gue ?S

o peso g & lguval A forga
e (Rstica «ks ¢ o Olojz"po Pzrmau\zce estotico.

Ig,ﬂomm(o o Cesistincio do ar, o znzr%c“ou Mecanica

P@FmanZCZ wngﬁﬂt g ~ ml 2
N B U PR " zl’g
Em = 5 MU +ZK§-M§S

o=3 ¢ constantz
Grégico de zner%ms
T . ) /
E{\U?TGS E’“a ~ (M possive |
0 objz‘l'o sé Poabl_ b“g% %
-~ estor onde Em £V Em,— 0objeto esta
/ Zm Spo = m}; )
Com U=0.

Em o J’ejro oscile
eﬂ"—(‘é S ¢ Sz_
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ESPAGO DE FASE
X [ atto A -
NEnergias o&ﬁss‘:é‘;ga%/ No o rdgico de energ fas,
U ";MZ‘ & difﬁr@t\ga En-U Z a
¢ >,?’“‘ Syt Znergia cmefh‘m') quando
FEC /) ' N -
S5 e, 7S & maior do que 0, 0 abjety

| ’ | e velocidade d\:fenznﬁde
| 2er0. Pode estar o daslo-

oy
by
\r o “/Em( car-s¢ o sentido ?03541}/0
b —H
\h (b->0) ov V\Q?a Vo (u-g_g/
s L > Passando o }roq:(co par

2 \
Eﬁ/\tz Ke;‘v"\{\”é\q 7o 0 espago de fase,
com elxes S e U~ Cadg

possivel movimento (cada posstvel valor dLBm) & uma
a([{)se) percorrida no centido dos Pom('z{ros do rz(o/gz?z
O valor minimo oa amr\%m mec&mfca) ‘?UQ( oo
valor minimo da 2nerglo Po{‘mcc‘a( ¢ apends um
PomLo) no ¢ixo S — Porﬂ“o de equil(brio,

VELOCIDADE DE FASE 4V .

(B
Tha
|
\
{

Em codo POV\'{‘O Lo sza_Fo o _A(z——&\)"
de fose (5,0) tames um \ E{BS
?065(\/@( esfado inictal do L 55
[ {
sistema. . A menos esse
w 0 sistama estd

POr\{‘o sefa onto de egrui\(’br(‘o)
Zm movimemﬁo yov éaja) vm instantt mais tarde (at)
o estado passa o ser (S,V1). O deslocamento dy

ostado, no espago oo pase, AT, =(5,07) (S, U5) = [os 8¢
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A velocidade oo fase, (73, ¢ o vetor qus indica camo
se desloco o estado do sts{uma, por unidade Mfempg
N0 ¢5page AL fos:

~ . - - .

=1lim A® =(35,0) = (U a

No caso do oscf(adar harmsnico s(mPLZs)como U
d mengs o FMMIHVQ e Fl} zn+5lo FL ¢ menogs o

de rivada do U - _dU _ -
& Fe= 7= kSi—M} 1
Otlc:%:'%SJ“?’ ¢7)E=(V)9'%2)

A expressao da velocidade da fase X em pungdo
das coordenadas do es pago d,afase) l sufc(m‘(?
para determingr todos os possiveis mavimenfos o
sisTEma.

PROGRAMA PLOTDFE (Plot Direction Field)

Tem dois pardmetros de entrada; vma listo com as
dwvas coMponavﬂIs dee velocidade cle {,0&34) ¢ outra

lictn com as varidveis gue

definem o espago de rase. trrrz < J

A{Prc‘mziro\ (Iyof[d’) gc?%;;ou rr Tmt

de pender das varidvels na 1T (U VoY W

segunda \ister. ) KK &\gi M

GKWE(O. Ongl&dor harmonico | X Y N\ < &/ ¢

cimples com K=a- NN KNS
S

\>\oJc d.¢ ([\7; 95»%31)\},@)5
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O programo. mostra vma ore (o com o vetor @
nos pontos dessa 9%“& (cam po de diregoes).
Clicando num :;;ofﬁb do espago M{QSQ/ZWLM;CW
o~ cosva de evolugao Qua passa- par esse ponto
(movr‘maﬁo do sistema com estodo inicial feinal vesse «’vamy
SISTEMAS PINAMICOS.

Qual quer sisTema com vari&yels de Z§+mio: S‘/SZJ...S/\
que deferminam o estado do sistema j e eguaghes ole
evolvgao s 3,=8(5,5:,..) ,8,= £2(552,+) o Sn=1,
que determinam o evolugao do sistema.

Em dvas dimensaes  os sistemas din@micos com
s varidvers de ¢stado [S,,Sz} SO0 ote,ffnio{o,?
por dwas cqualses d@r@na:‘a?s:

b R g st

0 ststema & avfzfnomo) s¢ fie .)(‘z nao CLQPWIO(.QM
do Yempo. Nesse caso,a evolvgio do sisima €
i9ua(,chn6¢epan&uf@vnwﬁ do valer de &, ¢ basta
canhecer o velocidade i fase:

L = (% CS‘/S&)j-F&(SUSZ>):

paro. deferminar o evolugao do sistema.

Exemplo 7.2 i St =4-5¢-4s7

§Z:S§‘S,2‘I“

P[O{.@(B_gu\z—%sz NL,SINL-SAN2+ 1] ;[SJL: 52.] ) [Si‘le 2])
152,-2,23);
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Auvla (6. 20(8~04-10

PONTOS PE EQULLIBRIO

Pontos OLS espago de fase em gue a velocida da ola
—ﬁ

{,(ASQ w e nu(a —> 3¢ Q Q?fado il\fcta( ¢ um Povﬁo e Z%UF

lx’@r?o)e%@ 25{‘@6&0 P@V‘m&xﬂa(x fﬁUﬂL H’O\ dals +(fPo§:

esfo’wes. As curvas na vizinhanga do

de ¢ u}‘«’brio onto pemanecem roximas dele 00 aple
Pomtos 1 gimamfsz dele ° 0%

Lrgfgld. Ascurvas na vizinhanga do
?onfo afastam-se e le

T xem (05:
P
/Z'\
ponJ(o estavel @5{7{‘/@( mstavel( instlye(
CICLOS ’
Curvas de avoﬁugao %gclqadh/s' ciclo

Cormsfondim & uma 0SCl [M@o Jc:;,r‘;o{”"
do estado do skfama, que se (e pz;é i/ldé,lffm‘iamenﬂ

Egidgr %emSpo g o estade doemara o refomar o
zs{‘mdo inicia

ORBITAS HOMOCLINICAS
Curva. da avo[upﬁo que se a,(aﬁa

d&)m P0ﬂ+0 d,Q @@(UZ{fb(fo)MaS re- o
BSA  para ¢sse Povr[‘o no limite Q?on‘f‘a ole zq,w/( bri

_ ' instave
=, Parecem C(C(09, Mmas o 0sct (a.;?io 2§ acontace yma

vy (SO‘H’&O)OV onda SO“%O?V‘("ﬂ). O e @do nUnca d’\Zg,oL
att ao Pon+o de eqvi (Tbrio
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ORBITAS RETERQCLIN [CAS

Corva gchada., moas com dofs ov - C,
mais POV\Jros de eq’ui [Tbrio instduel.
No exemplo da figure, cam 3FOV\+05) Cs

nd realmerfe 3" corvas de evolugao digerontes, C,Czye C3,
sem (iyago‘w entre ¢las.

P

“t
S AT S;
omﬁﬁlfn(w 0 orbita
_________ ' heteroclinia
eZZ; _____ (3 pom‘os)
- >t >4
SISTEMAS HAMILTONIANOS (wnservatives

n Par
Existe uma punggo 1 (5,,5,,. ..)Sn)/Chdma,dQ hamilfoniana,,
gue dasine as eguagaes de evolvedo. No caso de duas

variaveis de esjrado; R .
S(: 2& ) SL:"’,__&-
?S 2 23,

Por outio Xaéé) a derivada da fungao hamilton Tana, ¢m ordem
DLO'&_QWI'O % Ol.H‘__(aH_- IH &
P ) "&"{_— - ’9_-_5—‘ S‘ + —g——s—z- SZ

¢, a0 \ongo das corvas de eolvgzio,  as de rivadas de

Fo: &, =oH S, = Co
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S
o O o (Bl 4 s )
Canclui-se ug , a0 fon@fo decadicvrva de ew(uga“o/a
fungao haW\igh‘onFoma +em valor constantz . Ov seja, as
corvas de nivel de H (s, /SL) :cons‘{nnff) S&o
as curvas de @vo(vga’a‘w do sistema. »
Exemplo. H=x-yr | Esuge de fsem @) )
As aq(uoqzo’zs de euolveam do g(‘;fema Sdo .

v — -2 Ve = -
X. J pantos de wrvi{tbrio: 29=0
Y = -2X —2X=0

=2 Um dnico PonJro de aq,ai[([or?o ; (;(,fﬁ) :d(Lo/o)
fe1ears a

As curvas de evolvgo sao o

corvas ol nivel que Podzm ser

trogadas no Magima com: v
P{oéagr (xa2 *5/\22

0 programa nao mostrm o diregqo

. —
das cvrvas ymas ew( ver aue & como

Ca ,i:(ﬁt/m . A ori pn (00) £ Pov\{‘o de Qq,(/[ [7brio ins‘[‘qiej

EQUAGOES DIFERENCIALS DE 224 ORDEM
X =%, %) (equagao o\ffemncc‘a.( au{“énama,)

defing-se X como vma nova vartdvel L. Entan, X €

iqual o O ¢ obtém-se um sistema dinamico

aytonomo’ >'<— - W ¢spago ol ,Fa.SE

O =£(%v) (x,0)
velocidade de fase: U= (v $(0)).



1.7 Sistemas dindmicos 71

SISTEMAS MECANICOS COM UM GRAU DE

LIBERDADE
%Mﬂhwddwasw=ﬂmﬁomf@whh
equaﬁfio e movimmﬁ: O = :s',—. _%—_
¢ yma eqruaﬁio ou,fuanda( O(L Sgaundo OrdJLM. Sé

® forga %ang&ncfal £or LUngas OZ Se 5,a Lquagas ¢

aw 5 noma: 5 F%(yi.s |
sisTema dinamico: S=U
{ &= Fels0)
m
SISTEMAS CONSERVATIVAS
S & ou?endfz @ penas do S otqifie—se U(s) @%ﬁf}a)
U=—Sﬁds ::7%5:0—: %‘@({:) é—"%—g,

: Yo L du
kﬂ :—‘%—L%) m ds 6‘%% .
 orgae hamifortuna € TR 24 0| necc,
m por unidady
do massa.

Como H P mancce constaite ¢ U’/ZZ 3 Posf*‘f\lo ov cero,
£ vH{ analisar o 9«1‘&,&&;0 do % i EXZMP{O.'

¢ qil. instialp 4 inste L,2,3 ¢t ciclos
gJ h628~»6rbi+as

Womeelinfegs

>t
) ﬁ—":]' 6 5 — Grbfﬁhﬁ{?roc(fmfm
compast  0ar dyas
C(//?VOLS d,e%vowgq—b
" YA 2 ~
! 7 /7 S
equi ((bric

e stéavel
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Ala |2, 2018-0¢-)2

MECANICA LAGRANGIANA
Usam-s€ equugaes de hagmnga) em vez- da 2?:«@?/ 2M=Tx

vah&agzns: » Lguais em gualguer sistama o coardenadas
o translagmo ¢ rotogao tratadas da mes ma forma.

*véltdas em regerencials no nercials.
*as gorgas oo \igagao (reagam normal | atrite
estatico, tensao numa cordo) pedem ser fg,nql‘adaj_

Coordenadas 3encmlizadas, n variGvels necessarias
pacro determinar a configuragao do sicfema o cada instant

(?rows de (iberdade): 9,9, .. ’lgrﬂ} (n gravs de liberdad

P I A
Podu\n ser distR ncms, angul 0s, ele.

Velocidades generalizadas. Derivadas das coorda-
nadas generalizadas, em ordem ao tempo:

{QN) grz;* *°) Q"}
O espago de foSe do sistema tem 20 dimensoes.Cade
estado Possfvz( & um Pon‘fo nesse espago. (qf')grz/"'ﬁh/éru"yqn)
Num sistema nao-avtsnomo, o tempot faz parts
tambéim do ¢spago de fase) gue tem ontio 2041 dimenszes

Encrga‘ac;inedrim., Ec . Expressio conhecida da
enarg«on c[neh’m do sisfﬁm,q,w, 2 ,yun,_eo’zo
das coords nadas ¢ velocidacle s %r)aralia—adas

. 2 .2 ® 2
Ce=29vt + 3 Ziwt = $ (%%, 3038, d0)

dx?encfzm das coordtnadus ¢ %ﬁﬁi@azag-
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-
Yorg¢as cnara‘iaadas Se hé uma forga. Fe
q‘) licada na ?osu;ao Y‘.,) ﬂcme se

Ky = L.’an (i=4,2,.--,n)

As %orf.as aandm w_—a,cﬁas g@n Qz) Qn} Sao
\QJ _ 2 FL 9!’«,

farges i QQ-J

Obse_rva se .07 = oW & ofrabalho realizad,
,EOf?a i&)f‘@ FQI’ [SSO Qas ,(QOr?OLS 00«2 l(?«&%qg nao

mo incluidas, POF nao Y‘Qa[f%ww trabdlho

EQUAGOES PE LAGRANGE
‘ QEC (c)Ec - N Zerc/agb—és
d. ( - % J

TE\ 28 = )2
kE\2G; ) g =% ee)h

No apendice B do [Nre mostra-se como ¢ssas equngaes
saa obtidas a Par{’ir das [eis de Newton .

B q,uL ter cvidado com a digerengo antre derivagso
parcial () ¢ +o{~al (d) . Por exemplo:

L - >)= 4924,

B Ao
4 (447)= (294047 + % B4

No m“’(‘m“/% L (szressao q_L) colculom derivedas
o\»g,q,(tﬁpressao, 1) parciais

aro. calcular derivadas fotucs & preciso usar antts um
comando aue degine @ dependindio entre as vartdvels .
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FORGAS CON5€ RYATIVAS

Se o forga Tz conser\/a+|Va)zﬂ+a0

QLJ F.(, 'Bﬂ _ (FL 9&) _ fa UL on:wni:';@'j,!
7, H dﬁj 79, % Fassoc%d,&
Como *"a[ as @gwm}ﬁgs de - Lad@rangxe tom bém

Pod,@wx ge,r gscritas .
d, (&E‘— QEC (aU . To ativa
T&E (_ﬁ;) 2 % 9‘2” Q j (m conservativad

ande E) L a anergio f)ohn cial totnl

EXQMP\O. Carrinho com vm Pemwlé? S(MP(@S sobre
Umao SUPQPQUQ (nort&onﬁ
Aproximagae:so atrite
Q@ nos eixos das rodas ?odx,
ser degprezado.
- A FZS)SJ(@N;W\ do ar &
M OLQISPrQ:l'O\,\/Z ‘
‘ - O momento ole tnzrcca_j‘
7777 7 das vodas © desprezavel
» massa do corda cu,spm&&vu
Y Este sistema tam dois
%r‘a(/s de |iber dade: CS ﬂ)

ANILT) Pﬁ;:.% if carrinho,n

S ~. = angvlo do Pand/ubw/
et

x A posTedo U‘f 9) da £5fem
§iX= S+Lsind, y=—{cost

i~
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~
a

Coorde nadas ganaalizadas: §s,93
Velocidades generalizadas: §5,55
Energia cinstica’
22 °2, 2
Ec= ,MQ: S+ %\: ()( +Y )
0 VA

cmrinho zs,fera,

L= B E’\iéh %((gmémw)zﬂkésiw)z)

— ° 2 m a2 2 A2 ° °
%}S + .i_(s +}L~9) + mLS 4 cost

o eneroloe PQTOJ)C{OL{ g,lf‘a.\l?‘[‘fc;

= “mﬁ’t"osef (oLo catrinh o permanece cons(wx’(?
Bguagoes dz . lagrange-

d (9€c\ _ € 4 QU _ d (p5\ 9B, U _
?{%(95) 7s s ° ?’&(‘%") 7o o9 ©
Resolvgao na Maxime [sp »§ ,spp>§

Qr—%(} 9p—4 QPP—%G
gmde,((s,t/ sp )% (defing foe 43 3) / ) %
%Q&Q{((S?)Jc)sw)ﬁ; (deping & _2)

?“’"M Q()'(:) %?)—‘ﬁ’ to _2 d. o
gradef(apt, qpp)® } gl
Ec: Mxspna/z + mx(spAL+AN2xqpr2)/z +m xLxspxqpxcos(g)
U «m*%*becos(g();
o1 c digf (Ai,ﬁ(@c,sp)) {:) —-di,g(EC?s‘)+d[ﬁ£(u}.g):o,.
ez : digg (digg (€c,9p), 1) —digr(Ec, 9) +digr(U,9) =0
salve (Te4,23, ey, 4p70)
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Avla (8. 2018 -04-17
FORGAS NAO CONSERVATIVAS
Exmv\\q\o: P’énawlo simyias} considevando o resistencia de
Yosiexo do Fon'{”o P
T =xT+yP=L(sinhT-cos¢))

— -~
U= % =15 (cos4T +-si 7))

Eca M (i) = mL%S? U= -mg.Leos?
= 2
= resistenca do ar:
v -3 o = .
. Fro= (e 4B T = -(arGL13)
Yo P ~ Jnstantes b (cosdTasin

forfe 9,2 ne m\?&ada

Qe = Fo. %g =~ (cH Co L 1A L (cosaTsing])r (ReosoTlsine

Q% = - Lz—é (CH—C;K\@D

Equogao du La,g range : %{;(_%‘)_%c +§% = Qe

= mLz,é. -0 r&-mg‘,LSfﬂ"e‘ = -—,(Zé- (C\ﬁ-cz(“:@\)
24uagEo de movimento:

CR )

—t

Uz‘mﬁxcose
Gmf,fz“co Az anary?as; /\()?/Qm/,‘[
\—— = 4
7

Q ‘)é\ndylo &c@m}z ,\’ém Si}\;{)}pé c:
1S PQ&P?&‘O de 4,47‘ ?‘LFFO)‘G&QO (T
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Maquina de Atwood
I Nartaveis © 4, Y,Y2
disco hamoginee
dy talo
ms |
Y
My Mt
condigTes: (Y, -R4 =C ?cms{—an{is
= §=R&=-9, Y =r¥--Y,
* 2
EC: D,;_i_t_ﬁj‘ +_'%£—_. (jz—\-—L (MBR2 '9‘ = ——(m\'l'Mz-i',.J-)y\

= 'M'? 9&—m2391 = *m\g,ﬁr'mz} G+G - )

d (2€c\ . 98 QU _ : _
T ?9.\ ,59»‘*— Yy d Qv\,ngw)‘j( -Mg tM, 9 =0

3‘ — _’________‘ ? ace(ua;zao Cons‘k‘q[@
n'('vy‘l'*'-——é

MULTIPLICADORES DE LAGRAMGE

Para encontrar as 1cow;;a/s de | (9/6\,?0(.0 (fensaes na
corda, N9 Case da Magwr\a de  Atwood); escrevem-se
as condzgozs de cgaﬁao na ]Carmo\ g(gﬁ,gm /q.,,) constay
nao s¢ usam as condtgzaeﬂnm c{cmmar vamavmse 7
Tntrodvz-se por cado. condigio, umoe forga %ncm

zada - QJ A %% 7\— mu(‘('(?((cadw /9)
)

¢ o forgay aser ca lcvlada
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No caso da méaguina de Adwood
g("-' lﬁ\_R—e’ ) «'gz?LjZ’(‘R“G
. 2 ® 2 222
Ee= WY v Y + 2R 3 varfofve?:)
U " 99 —MZ}SZ ¢ 3 velocidadds
- - { {
H&a 2 egrua.ga'es olo La?ran%e g 2 ml/(HP(fCao(Me&Z

d (28 )~ % U - A L AD
&(99,) %‘4— 5 ‘+ zi

d (2B N\ 9% 42U A 240 o) 2&
(I‘E(?ﬁz 99z+ 2Yz 5%:,{’ 2992
d

e (25) - % 28 =02 D2l

¢ 70

m, % = M, 9 +7\( (% ace(eraga’es +2 J{wg;qs}

MBF?Q —RATRA,

0 S(S"‘ZM& resalve-se Jun{‘o com as dvas coﬂc(t/(ozg-

Y =Re
Y, =-RH
ce - / - M2 _ ‘-wi ..e._ _ m‘_m&
(5‘ (M1+W\2+V‘,2."~3> 9 'ﬁl M(-\-Mﬁ-%‘é}%

- _[M3t4ma
r?\‘ B (;m)rzmﬁm;>m‘g/ )L:‘(ms*-drm‘ )ml}

2mM tlmatiMs
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E&fﬁﬂﬁz, Uma paﬁTW[ﬁx move-se livrements duntry
de umo- ca“ncx’ elf?+ica,) Com £4UagRo 2X2+33z: 6
o le\o harizontal rYy. Deermine a forga hati-
,Zfovx%u\ exercido lea caU\a/ no Po\r“}{wla\.

/‘L
_3/—\\ o x ﬁ(x;‘j>:2xl+33l:consﬁnﬁ
N
k—/ um M(/\H?ffcador dao L

-Y Uma condigao -
3

2

range, X
¢ uma forga }@mml%;%

Q:7\9 - Q:g -
X ?;;-4%7\ 3)7\5:‘;;,63)\

Equagams de Lagrange :
%%(?-‘55 S 2@ — [mX= £xA]

EL":M v Y
2 (k++5%)

2 X X
(15995 - - [P=3)

XX +6Y§=0 = |4xX2+4xK+642+6yY =0

Resolvendo as 3 equagoes obtim ~se

A= -m (392’*‘2-5(2)
18Y> + X2
E a forga da calha 2-

?: QT+ ] = 4x7\”5+é5‘7\j\

T - o397 262 (4xC +¢ 53‘)
1Byr+8X



Sumidrios

Aula 19. 2018-04-\3

SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Cada com?omrr(‘e da velocidade de fose & yma combinagag
lincar das variaveis deestade No caso de 529 vnda. ordem:

¥ = AuX+dod farma matrizial: | * - Qi G }XX
\'5 = Qu X *’Qu» 5 Ay Qs |]Y

ou anda ségc: A? )Ono& ? (4 a.PosiQ&.’o no ZS‘FGT-,CQ

- 2
de fase, F=xtey] , € A & um operador lingarzm R

Em cade ponto do espago de fase ?:Y‘;])& velocidady
do fose ¢ Ar. Como A(k?) :k@?) (k=wn5‘fan‘@

wo . ¢
entto: todas os v tas %ui y =
passam pela origem s@o N
iséclinass a velocidade de Ny

s¢ tem a mesma diregao -

em %odos os Fovﬁ’os dla fefa, S
mas sentides © Pos‘fb's nos
dots lados da aorfgem.

Em parkicdlar bW vma, veto perpendicolar ac
weetor (Otn)a\2> ) onde An X +Qi Y =0 ,09V 39{}@ X=0
L Uz ¢ Pam\ela a,j . Essa (‘Z‘(’& oha,ma—% ﬂUlﬂh‘ﬂa
ke x (Nx na ffgw"&). A awlelina de ¥y onde g=o
e UL Pam,(e(o\ OL/L\) ¢ o la FQPF@/LOU\CJ[M‘ ao
vebor (g Oupn) -

Pontos de equilibrio. %=0,9=0.0v seja, onds
as dwas nvlclinas se crvzam, Se as dvas wlclin
AP oliqa@r‘enf(‘es ) cfvzam-s¢ pna orrguzm.
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Se a5 dwas nwidinas Ny e Ny co{nc(otem) entzo

(0&2\ ’QZA:)&(C&H/Q:Q, ,—:/—7 k ;%._2;_‘_!_ _ aa-z____‘g‘;’

nante
- a“ CLZ?:. a\zau?’o d}/—{:(ABSO {%th-(‘{‘:g:i::k”i:q

Nesses case y=kx +C  (c=g-kxo) ¢ h& real medts
uma  Unica z%/apa“o digecencial X =£(x) que & a mesm
baca Y50 sistima & realmene de primeira ordem.

=S¢ det(A)#o (sistemas raalmests do 2% ordem) ¢ Xist
vm Gnico parto de equilibrio na origem

Em todos os ?am%s do espago d.ﬁ,g«se/a. velocidads
dbﬁfmo/ bam valores difdrentes.

YETORES E VALORES PROPRIOS

Se existir vma tséclina onde a dirego de @ £ a

Pr6 i isgelina , ento para a,(/al quer T nesso isécling:
~—> -~
AT =AY A=nomero real = valar prGpriv

diz-s¢ gue ©© ¢ valor pedprio da matriz A\ ca rrespon-
Mﬂ& Ao \/a(ot' ?P5PFTO 7\9 N ndio Poc(a ser ,}e/v/ Porgua
estamos o admitir detA4o ¢, partants, AFR=0 unl-
com iy na origem. Ha entar duas Poss[b{(fo(aaus:

A>0 oo A NEO

v { vetuees
T prspr{os’
Vi
4 S
dwos cun&ms de cuolugio refus que se afastam da gripen

im~o) nu se aoroxtmam dile MNC0)
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Detzrminagao dos valores ?r5?rros

a0 = e

Qll al& 5 3 qux + (qzz-. %\)\ﬂ =0

onde X efou Y s&o GU{-@ren{zs de 2ero . Tsso implica-
@u")) (C\zf'?\> - Q204 =0

\7& B (A) N+ det(A)=0 W Lo(A) = Qut oy
=trago A A
os ralzes dessa equagao c;wadrﬂ-? ca ST N 2N

(AN (A2 =0 — E At N2 = £r (A)
ANe = det (A)

= 7\&,22 _,_(__)" A AN {[_v»o\}
- PPW A =det(R) - 5 =\EA din

N M*m

W& varios casos, d;,Pendm‘l:% dos valares do {‘rayg ¢ o(o
etz rminaile da matriz do S(s'ﬁm
) det(M L0 = A LA > A

= N> \fm%\)i = A= {'-'P(m + A\ = dois numey
rais )€om

sinais oPosﬁ;
Na, GL\N.W‘LO aLos V@‘POT@’S Pr5PrlOS A0 7( P05'+‘VO/ ha.
tas PQ'{?&,S de LVO(V?M gL s a,fab"{‘&tm da OI‘I?JZM)
L na kiregdo dos vetyres 4o X neaddive ha& dvas refas
te evalvgdo gt Sz aproximan Z. thé/rm
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o porto de zg(vimorfo (origem) chama-se POMTO DE SELA
retaato de fase: A0

&/ N0

(D) 0 ¢ det(A) L @4@
= N _det A >0 ) mas menor g(u,e,{?f_i@
7 +
- AL\E:Q&\ Nop = 6@ £ A
/ 2 =

2
s&o dofs nUumeres yeals ,daf@-
rzn'[*ef)cOm 0 MEsmo sinal
de Lr(A)
O porto e ,a,g(vil'(br:'o chama-se NO

'(:r[f%)>0 'tr‘(fb\\ 20

N
4

X : \P\‘ <<

NG repulsive. Todas N6 atcativo. Todas as
s curvas de evolugdo  curvas de evelugao aproxs
afastam-se da origem. mam-~se Aa otigem .

Sistema insté&vel Sistema  esthvel.
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Sumarios

Avla 20.2018-04 -24

CURVAS DE ENOLUGAO

SolugDes ?ar’riculares do sisttma din@mico, pan dtfe*
rentes esfados iniciats To=(XoYo). Nos casos &) e &d)
e gt NFA, ) existem dvas ¥y AT,
refas de vetores pr6prios Aige- y

rentes ¢ poo(a escreverse:

fo - U'l + U’L < \l:?;{‘o‘r ?{opna
* 2
\:zh‘r?royno 0(17\\
Cada curva da a\/otug’ato { dada
Rt = N Tk T
Dema nstrago;

ir

PQ.L?L z_xFrZS’f;c'fO

V(o) = 0T Tp = Ui+ T =V

Q?“’tU'*\—%Ze?\?/‘éU’Z - ’Nt(AU- _(__Qk (A\\)‘) A r
(\mff‘w as z%uaﬁoes 49

1i0) Nbs IMPROPRIOS.  Quando st(A):,_viA)

= A= Jcr(}%) um Onico valor ProPmo

Duas Onicas curvas de evalvgao r‘eﬁxs
Kimam do- Om%m (ov a,,ga,j{fm do o*ftgm)

tr(A)>0 tr(A) 0
Y

W Se C(?Ib‘

no fMchTPrIQ FQFVleVO no FM?OJFPTO a’i‘Mfi‘f\/@



1.9 Sistemas lineares o

> tc2(N) O
LV) O&’HA> fq/ cot/f eé”il%@c
= 7\‘33—&+5—§L 7\9,2@,[_& A

U
existem vetores ?roPr\OS comPV)(OS U7 ¢ U?;//{SSOCMAQS
a /7\1 2 7\;, As gungoes corﬁz(@(

SOMT ) Z=e T = B
S®RO go[vgoee com Lémé &o Q(S'{WZM@ dinamico,
Come o stsﬁma Z lmzm asoma de dvas solvgoes
tambéim ¢ so(ugﬁ’o

Z = t 5 solvsao real
2 +3,= Z+Z =1k (%) dosos(:mm-

F(%) = 2 Real (Z

?()ﬂ Yo Re( (COSbt) +Csin 51:6:)))

— ot ;}Vﬂgao /9 ‘(Wnada com
)= € ws (ﬂ:@ —P“Kq/wcncm an ( N
| L aﬂ‘f litvale vcwcave{

| et
H& 3 ?ossd? \tdadp,s)szgyundo % va\orw_ ol = T_CZL@
(W(’&)LQ tr(A)=0
¢ 59

l\vmu F@”" A

Ohmﬂn(vobz crescarrlo a/m? Iitvde decresart MP[?{(‘;}\%,
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Os NSPQ+EV°5 etratos d,t(fa% S 05 segvuifﬂ@s;
@ tr(h)y>o. FoCo REPULSIVO (instavel()
y
® tr(A)o . Foco ATRATIVO (esthvel)

© te(N)=o . CENTRQ (estivel)

Y todas as cyrvas 4e
evalvgao sxo ciclos.

<

N\

p—

X

Nos 3 cases, af,g\/\"f.w{\cfa\ aﬂg,(/(m\ 0{/; ohsc{la_ﬁzo Y

¢ o Par‘fe Im%{mrm dos v’alores’;;m’)mm( di«t,a\..%,:ﬁg)
- — m

Q ?@rfodo de oscilagao ¢ L;_ZQE;J

° e

Exemplo X=-3XtbYy  Y=-2X-5Y
= A\:F 5} g 8N 2520
-2 -5

. i’mﬂ@
=4t 75 =-4%L3 (foco &
M=% ,\ixe ~

0 ‘o oriode= 2K
v, no Maxima P 5
A s matrix (3,57, [-2,-50)

efgenvectors (A);
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— 87—

o esultade ¢

-3 ohi) - o%h(—4& A [, -3%L+) o~ |
(LT3 1) -4, ﬁ_ﬁ,} Eﬁg /\ﬂ,[ﬂt) ] @s_./;jﬁ

N
A P el e e
S{j? %a' (3{!1 7\( OL\’Z%Z

OJCA(?([’%MW"B) —2%X — 5*53 D<; }jD )
feﬁrm\fé oOV\STLP(/w 0 re‘ﬁa{*o o(i ,fccse

Exemplo 7.1 s "(ZM?@PMLWM Ti 2T, en

' das divisges M vma casa
variam de acordo com as
Q,q,(/a,fchS

T 22-0.2(T-g) -0, 5(T-T)
Tp =01 (4-8)—0.5(To-T)

&m(nsz oS VarinG e s fdas JcamFefaJruras em £ungas do fompa

rrm ma;h‘c%xa(

-0.+ 0.5 || T 3.6
[ Xog —oé}[ } L’-g]

Qnng de é’@((/! | Tbrio: ie ‘S
/’0?0‘9— 3.6 -:—[Q}r N\[“]:{;‘
A s voé}[ ]4{03] ) 7 )

A ma+rt&([0?051[05)_gg)9

invert (A). B34)0.9]; ——> To=16.06 = 1858
Com a mvdanga a& varc(fvacs X=Ti-15.06 | y=To~ 1389

o sistema € lingar’, [ X AEJ

e Pod} Ve r-se o< volores proprios sa 2 nim- négativ.
=70 ponto dﬁ—@gi/ i1bricg of atradive. (T, 1) aproximam-5¢

A~ vz nr 12 ol ncritarc




Aula 21, 2018-04-24

SISTEMAS DINAMICOS NAO LINEARES

k=£0Y) e g s fungoes continoas, nzo
SU =9(xY) 7 Tlres /

POI\‘"OS de eqUi h/brio. As nulelinas sz curvas

draco pontinwo - wlclinas
do X ('F‘Lxlj) "O)

¢ / tracejado: nulclinas de y
(4\9)=0)

( N \
N N Kde
M Cp nesle caso hg 9 ?orﬁ“oso(e
f / z,g(ui(fkrfo/ onde as dvas

nu(c(f Ans Cro2am—se

Series de T‘azlor de & e(% Nna vkmhangawtum Pwﬂo (xo/y,)
do ¢ pago fase
—1 (Xo Yo)+ ?_Zf'— LXRX") *—2'{: (3—_30) +?-2££ (X*x°)2+ e
§ = 40eye) DX (xe0) 29 (¢ 0) 7 X%y 30)

I MRS
@%adm no PomLo)
(Xa, %)

26ua.4a0 do ?Lano ’faﬁglﬂ'fi no PO"JFO Q‘O/‘ﬁopc (Xwo))
g = 9 (%) Yo) +%9L (x-Xo) + 2% (9=0) 422 (X~ %9 .-

X (Xo/(jo) 99 (x'o/ %) ‘}XZ(XC}%)

A proximagd linear, na vizlahanga do porto de
zgrt/fmorio ()‘L,ya)i Qnomm—% 0s ‘i‘zrmos LX~><é)a)
(X=%){(Y-Y) , (y-yo* etc.

0 - primeira termo  das sévies, #CXC/W) £ ;(Xi/ﬂj

¢ 2200y pOrfut Q(c/%-) 2 Pom"o de egrvimom‘a
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Phigm) T Py

9lyy) = 29 Lx-xi)+ 25 (Y-Y:)

fiea. enfio: g%%‘: W (oK) +2f (y-u)
7R0GY:) PK (%1)

A mvdanga de vafiafveis} X =x-%i, Y=Y-Yi, nao
aMera as derivadas mas desloca a orfgzm do 25pagy
e fase para o Pon“@a e z@i{fbm‘o COYDE

X == 9_"&— X ’\‘2:(: Y
= 32{ PX (xi9c) %Y %y

" ~ X +29 Y
Y= %%(XW'») 79 ey i)
que & um sistema linear com matriz:

e 2
/5\\\5‘—‘3‘ X 5_@_] = Ty Ye)
% s, y2)

% %
J(X/‘j) = F‘{i %";F = ma’rriitzmcob[ana &:Q'é:\?}‘ )
27 % (constanle o caso de sTyT. \ineases
Um s?s‘i’ém@ N0 LIngAr com n Powfvs de egrx/[{f(orro
pode ser aproximads, na vizinhanga desses povtivs,
r N sistemas lineares.

Os valores proprios das matrizes Ay As “‘)Anv
PQ(‘m[f}y_m dekerminar o ’cEPo do cada ?M{O A2 a?ui{{{),«,;,_
No ewbwﬁo) hé Wﬁr e canto que 05 fermos nao

| in@ares ?odﬂ,m alerar o ﬁ?o em alguns coLSOS‘.ddz .
Nos_ sistemas [inearts, em £vngan trago € ALtumi-

pant de A temos o5 seqvintas Tipos de ggr‘/{%m:



Sumarios

-
nos

dLJ(TOJ(‘f vos
i@’t nulo

// / / | /
Z /| /4[//
det (A /

Camg mh;wﬁhf%]'zg
¢ determinants € cons o PO
’:r.i{ “3;? ;onJroc(z aqm"lf rio negsséZ dc’oﬁf&na obu[om-—g/
2 Nox \/T?sinhaﬂga do Porr{v
tr(A) de Z%yi[f brio.
No casa dos ?amLos de sda) nos e foces ) 4552 des loca-
men’(c man%{m 0 Pon’b na mesma %’Wﬁ’oo’ szjm) nao
h&a duvida W ) ‘)on‘[“a o Fomlv SL{Q/ no ov (foca
No caso dos centros ¢ nGs Tmpréprios, o deslocamenty
?oaz faer com gfuz 0 ?on“fo pAsSSE A e foco oU
no (no caso dos nBs iumTPrFOS).
Se det(WN)=0, & roxi ma gao linear nao & suqq‘cizrﬂi
Ao capatertzar {)orr{b de L?u{[fbr?a
Exemplo- ?x =6y (Y24 x= ) 2317y
5= 2= br (o)

No Maxima:
£ éaeyae(\yfxzft—xx\z-t)/\z — 3%RA2%YNLS
9i 2XAXYA3 = LxX*(YAL ¢ XAZ- DA S
pontos de 2 vilibrio?
P: salve ?D},}])}
Az uma liste de 3 salLgdes mas apenas seo validas as
solvgdes rears (? primeims ¢ dwas u’Himas).
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elimina § o o
J 5l imos elementos _~«limina os | primeiros

lentento
PI CR,{)?U’)A (msft@)._é) ) Y‘»ZS% (P}ﬁb>5 e lementos
mateiz jacobrana
J: jacobfcm ([’F/?]) D‘)fﬁ)i

matrizes dos 9 sistemas (ineares [a?rax{malcazs nos 9 PgmLQ;

de equiltbmo
A make list ( subs{’(gr)if), 1) P) ;
trogos ¢ determinailes das 9 mabizes Ayhy,.. ) Ag:

map ( mat_trace, A);

map (atzﬂrminanf/ A);
Observa-se gue h& dois Porﬁ'os de szh/ 3 centros ¢ ¢
Ponhs onde det®)=0. Os tres  cantros s@ao vea|ment
contros, porgue em qualquer ovtro porto tr(J)=0

Hmlm—se dvm sistama (/onservaﬁ“w).

Q retrato de fase obtdm -se com os se?vi/ﬁ&.s passes:
plotd s ([4/9] D943, B2 23 [y 23 Lwectors, ﬂ> ;
(@) No meny de conigumgao, Nsteps — 79
tmjw\'org, a*(f-éyo.oog}ﬂ.ooe‘?
nstzps = o, «f:rajcdﬁr%aa’: —> 0,005 1.005 TENT

mos‘('m)ak vermelho, & corvas du evolvedo gue formam
uma Srbita heleroclinica entre os ‘%Ponbs oo
equi [Forio onde det(N)=0.

@ \'\SHFS—%BOO) CO]or‘—»black{ Jcmjccbrg,af—a 0 0.8 Tene]

MOSJFM um cfc{o UL envolve as 2 czn’ﬁ‘oj.

-}:ra‘j@d‘or‘%, st — 0 05 acgc'\.q & volte do centro na
va.em

Jcmjecﬁr%,af——aoﬁ U ciclos & volde dos oufvos
trajecbrgﬂ%'“a'w‘ dois  centros.




92 BT Sigmidiios

3 color - green.
tra J'eaLo ry ot —0.5773 0. 6502
trajectory ~at-=-0.5773 06502
mos*}ro\/a \,rgrd,a) dvas Orbitas \nomoc{fr\icas)wos dols
Fonbs e ce(a
(®) color = red . tmjectory_at— 05179 0.625
mostra outra &rbita heteroclinica queliga os dois
?onﬁ,s de sila.
@ co{ar > blve. chajwfbr?-afce 0 |.4
mostro. ym ciclo foro das 6rbifes Weteroclinions.
Resymindo, este sistema tom duas Srbitas homoclinias
duas Srbitas lf\mtarodt/m‘ca,s[d,e ordemn 2-¢ guatv)
2 cince hpos de ciclos aLCfczrfznﬁfs.
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Avla 22, 2018-05-03

SISTEMAS DINAMICOS COM 3 0U MAIS
YARIAVEIS DE ESTADO

O espag o de £ase J&_ Ao ?odz ser re?rzszn'i‘ado com o
programao ?\Ofotf) mas as corvas de evolUgas podam
ser obtidas com o prograno- rk (RungeKutla)
?FOJ@+QM5 num P[M\O com dwas das varikveis,
Exemp\o 1. Equagles d(‘ger@ncim‘s de s:eda,ma(a, ora(u}
0@ aytonomas. Por zxzm?lo."

LK 44X + (cha-g)X:O ggzur%ﬁoé:%?szl 09

?am ascmVé'(& como sisﬁma din&MiCO/ Ye¢so IV€-5€ Paﬂt
X < o [ _.> _X
) K= (9& DX ~%

Coma Tal h& 3 varikvels de estado (X/)"(){:)..
beqcme-scz Yy=X e as 3 2quapaes de ¢volvsdd sao
om0 X =y
% 5= (Fa-1)x -4

£ =1 (derivada do € em ordem ané)
Par wncontrar a curva oo evolvg@o (solv gaw ?arﬁcw(qr)
com: £,=0, Xo=0, Yo=|,usa=se (), gus
tim que tor & listas como pardmetros oo entrada:

rh ( Dvdoc.de gasd], [variav. de eshads), [estado inieial]
ntzrvalo de m"‘??mé%:p
Neste caso, como T aparecers wo Fatervalo oo ¢
inﬁ;%mgc&?o} 'podﬁ serlomitida was tres primecis (Pstas
ress vl ([y, (Vox i) -x -4 14), 10,1,
Lt,0,29,0.00)%
'tl. 't'hm:d\AJC



s Sumdrios

E imporhn’& ?uardaro rzsUHadoﬁnes@ 50 em 1eS)e
N moﬁ’rof%o) porgut stri yma liste mvito comfaffala)
com a saguhﬂ[a farma:
[L4e, Xo, 903, L6125 X, )[tofz.ayxz/gg 5o ol )X, Hn]]
Convém olhar para 0 S timo elements da lis s
\asf(fég); —> [0,0,9¢- ]

Tsto quer dizer gue r nao Conseguiv avangar nem
ara £=0.00, porque 05 denaminadores £+ et na
velocidade de fast produze Voverflow em t=o.

Temos enf@o gru!/ coméganr um pavw dLPOD cLL’f=Oj
por @xéiMPfof

res s tk([v,(/(9xtaz) =)xX ~y/¢), 1% 3 o, 0 [ }0.0\)Bo)o.oi])@
last(vres);  —> [0.0,-0.01035...,0.0042-..]

/ s T N ()

\60‘}%(!‘@5)} —> 3000 (3000 pontos) .

O gragico de X vs. T pod. ser obtido assim:
plot 2d ([discrete, makelist ([prsl, pLAJ, Py wes)], [, o)go]))’

0,06

d{{mw‘&s valots
wiciars oe Xo /o
d,&"o arvas
semelhants,
- ~-| am d?{ar@nﬁ»
mg(i%:/o&s

INCIS

N

° 5 0 45 o 25 30
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EXQMplo 2. Langamento dg ?ro‘ﬂ'ak considerando a
psistencia do M} s¢ o P‘?J‘ﬂ"t for uma- ﬁs,(lm e
mio R, a forga de resistoncia doar &:

'{5’ - - IC ?RalGr\} U= veloc. da QSfZW\
) ¥ Q = massa volvmica de
B - ar =~ L2 KQY/MB
2 J =N
5 Fr estado inicial (langamento do PMJe+tD.
27 g £,20, Xo=0 Y0, U= V5 cost
—> —_ —> 2\ |- | 2
F=mi+Fr = L=3-L2E (R [T

Ha g(w:h‘o varigvels de estado: (XY, U&;U‘g)
as & equagoes de evolvgdo sao as deginigies de Ux

e Uy ¢ as 6xpressaes das aompon@n’lls Ax ¢ Ay A4 ace -
(g A ;( =Ux

'
w142 (2) (o 0
8

2
- MR Vorwr 05
Uma bo{a de Atenis Tem raio 3.25 cm ¢ massa 629.

Entao  se a velocidade inicial £Or 1205 € 4245
@ )rmje,{‘ofria determina~se assim:

ko gloat (1.2x%pL*0.0325A2/4/0.062) ;
L vl (Bvryvy, ~kx SgrE(VRA2 +VYAZ)% VX,
=95 -kxsgrt(vrnz+vya)wvyd, X9,V val,
L9 0, \2xcos (19%), exsin(4py/ ], Tt 9, 2,9-01] 1§
last (+1); |

> [2.0, &%, -3 L. 6.3 =(0.5...])



— Sumarios

(e 4’\—:;—» ténis

o valor Mﬁm'hv'o de ﬂqﬁ indica que & bo{a Jé desceo
do orfura o W ,‘:of [anﬁa},&. Se q,ut'sun')os encontrar
Q 'mSerﬂl LM qut Y‘cz?refsx X altura {m‘cfml Y=0,
?oi@mos’ Vsar ¢ %Q?w‘n’ﬁ comando para descobriv a
partic de qur pon‘to 95 valores Lo Y frcam hégatives:
girst (sublist_indices (t1, lambde (0p1, PI40)));
s |67
Ov s¢ja, OpUNAS 05 Primzimf 166 clementos da 1ista £4
corr‘zs?andam X Ho:j@'{?')'ﬁﬂ por cima AL Y=0:

£2 : makelist (401023, 2100331 ) 1 1, 166)F
~

. i
coordanadas dos ﬁcﬁoj ol 9
dﬁ,'\'rajz%rfm por cima AL Y=o

E 0 mf,gico OH’ZM—S@ com o comando -
ylo%zd([dfscrd@)tz]);
Se o mesmo  chlevlo £Lor %zib para yma bola

AL ??%r?oné% com R=19cm ¢ M=2.4'} s
)
‘h‘cxji%ﬂ\ﬂﬁ Olo'}'fdAS SA0 AS gz_gpuf/}')“éf.'

— - P Y
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Avla 23. 2018-05-15

CICLOS LIMITE

Exemplo: % = X (1-18x-36) - y
% \32 g(\»\szx’v%j‘)qux

\elocidade de fae:

U [roe(1-1Brxaz-36xynz) —Y , 9 ¥ (-8 % xA2-36xyn2) + X &
Porﬁ-os de zgz,uil(l?rl'o.‘

salve (w)> - [x:-.o/ fpo} unn; g?‘f;mm?on+o de ‘egfui (a/éﬁg
T: jacabian (« D(,g])ﬁ

- ~ir =
A 90%&0};9 9:0]}3‘)) — A__[\l ‘ X
ei%@nvalw/s(h) p D=%0, pir V] 150 )

Q

A origem z/ﬁ;oco m?v(siva, \
Retrato de f5¢°
Plo%ﬂk{(w/ D/ﬂ])) x
Da ai%w&e a

origem & A0 ateativo |

_\Q A \
-\0 o] Y
A

Olhando na vizinhanga
& origem: pla&d,y(u.)[x,g'l)\:x,—o.\)oﬂ/[9)~o.\)o.ﬂ);

- Sim se consegue R 0 0,)

£oco veyulsivo wa origem
Num dominio intermidio
CONS 24Ul =5C aomf\;rz@ndxr‘
o CRIRD pare O av?mw’[z
Aiscu(s&ndo\ das dvas
%Fg»vrbsi




Sumdadrios

ploﬂ/g(u) Dk,\ﬂ/ E) 0.5]) [4,70.5,0.9) ))-
W vma clipse no s pag; o
do fase (ciclo). As curias
de zvo[vg@o dentre du v ?
z[iysz &f«s{wvm% da
arigem, apro Xi'mamdo—e 4l |
ko cido. As curvas -0.5 % 0.5
_90(‘0\ Ao cido- também ge a?rox?mam dele.

Esse H?o de dc\o Unico resszm uma asc'\\a,ﬁé?n
com &M?M‘VOLG e velocidade vit) bem @f{mtias.a
chama-se  C\CLLO LIMITE.

Neske caso € atrativo ) mas ha Fambzim ciclos val,sEVQS
&cidos a)rrﬁivos num (ado ¢ rz?ulsivos no oaJrro,
Emm?)os com ciclos limite

0 p@newo osci(a \tiolino. Q movi- Corogds . Os

&Q b W\U&O do arco b&lf&'r MﬂW{’OS Cﬂf’dfa@;
{fm:ma an- pode (azer s um cito no
definids; que oscilar as conlas  2spago de fase,
&@M a(?kfofmat oom {Orm& B@m CAN ,K;orma ?{\6191‘1"@\
como {7 Aefinida no | nde da
COWS"\TjIﬂ&O %:j 0 CL(,@\S@: %‘2’?{;&; X fg[ca

numk guitarm o o
Gsa’{{ou ?—O L ntim 100(,5 do Stﬁ@rfo,
A TOATIV0, Ef y
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S existic um ciclo limite tom v\zs;éssarfoxmaﬁt/m
,,xisJﬂr um ?onJro de ¢ {[?bua)a’rmﬁ&/o oy rz?ulszv%

no seu interiar. Esse & um ot rio para desaartar
o existeada de cicos imite em algvns ststemas.

Paea encontrar cicos \imi ) LM al?vns casos £ ubil
Usar wordenadas polares

VELOCIPADE DE FASE EM COORPENADAS
POLARES.

X = d(rcos®) — [(rwss, rsine)
sy — ) E
e / d (rsing — a{ roosd rsing
/ Lisgan) . L 2170
No lado esquerdo dessas nwas egrages aparecem (¢
é)SU\ 4o ?ossfvzl an/aﬂ’fmr 2 Frzﬁ‘@s para. 1 ¢ 9.

Usande o Maxima, no Q,)(@MF{O da secgao q/r&‘eﬁor}
/ /
o~ prssagem para coordanadas FO(QMS ?m SLrpeita

assim:

(() definem-s2 as expressaes para. X ¢ Y e coord. },014,5
EXP, \j?].' Y’*Y’cos‘gr)smfﬂﬂ @rmpmsarfm»e)
|(0) deginum-se as derivadas de Ve & em ord
at: gradef(Vt )% (ro =)

gradef (1 4% (49=8)

Uii)subsjﬂ{-ue"\*se as coordipadas polares nas

dvas eqvagmes da 2vo (vgao (%Ja 2sts nox MEMOID,
em {v%@’io Ae X e Y).

eq : subst(x=xpy=yf], Wigr(xpt) =ulg yhige(yot) =tqﬂ]>3
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@V) fesolvem-se gssas 2 L%uay‘@‘zs‘ PAMR encontrar as
oXpressaes para Ced -

solve (eq , [vp,94));

2= (wloc. angular posi ’.‘:,‘5}’)
JchbgsiMP(%)j — 2= ek

= (1Beost -36)r” 41

(v) Analisa-se o ?wcf&\“w 0N

valores de €. No nosso casg, ¢
AMOn ’9‘:0)

?\Qtld, L—\ﬁi‘\”/\'ﬁ '\'f) {r) O, OB]) 5 |

0
0 v o3
Cada jMSQW Av v por 2¢ro (zm " o)) rg«‘;nzseah
um cico limite. Atrtivo se & curva £ decres wenlz,
ov ﬂ?f)(/lsivo) K a curva far cres cLAtE.

Num emmvlo mais c,omPHcada)com 3 ciclos |imite
ons deatro dos ou’h‘as/ aQ 90‘%&0 PodTa. ser @

g@?u nﬂi ’

ade\imite atrative

foco

' ciclo limite
e Pvisn/o

rejw(sé\/o.

X
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Avla 24, 2018-05-17

DINAMICA POPULACIONAL
)((4;) = POFU\OLQTEO no instaite +. (7( 9-0)

Admitindo que X pode ter g(uafg(,ugr valor rea( ?ash‘-ivp
¢ gue K vario conti nmmuﬂ‘l}

X = C&L) = aumery/diminvigao da popy(agas
r =5 no iq;\ws?:n’@ t. PP Hoe

trata-se de ym sisfemo dinGmico com apenas. vma

variavel de ¢estado. Se o populagzo se e)c+2:?uir/ X=9
XJ’o’L Nao Poau aumentar qu diminvir. Camo fal,”

pongao lxt) deverd tur o seguinte propriedads;
,?(O/ ’6)::0
¢ isso implion gue. X=0 [Pon{’o de tlﬁu/iffbrfo do sisteng
toxa de aumento/dininvigis — §05t) - Laga do nedalidad
da. peplagso X ~toxa de martalida
MODELO DE MALTHUS rstoadts
taxa do ratalidade —fuxa de morfalidade = a ;ggﬁﬂm)
A,

Lavaeao de evalvgao:

(L?mas um Pon'{‘o de Qq,uf\fbr?o/ em. X=0,
Refrato de fase:

X=0

existe apenas vma corva de evolugao guL Vai afe’
Yo @



102 Sumdrios

Se em £=0 & popolagao for Ko, 0. egragdo da. curva
de evolugao pode obter-se resolvende o equagdo cle
Lvoluﬁo PO‘" séfar‘agc'fb ke VﬁfZé-Véfsf

€
%:ax = g%é’“‘a§d{' = \m(-;awf

)= )(Oed_ amg‘g‘}’“ﬁo cresce exponencial~

MODELO LOGISTICO (Verhylst)

Admitese faxa de natalidady constantz , Q) was
toxa de wmortalidade , bx, dirctaments pro porcional

P ?OFU[C\;Z’ELO: C(xt) _ a-bx
A

- \;2;__. x[a_[ox)k a>0 , b>o

?Oﬁ+0§ e @q/(/-( \(f]orfo’ X(Q‘bX):‘O =) XI:O/V/XZ:%
Retrato deo fose e

a-bx>0 R-bx £0
o———0 < 7 X
K= Ko ===

H& dwas curvas de evolugio) guL se aproximam do

?on'{'c )(9,:% ) Gue & Zﬂtﬁ\!d. As eqvogoes dossas cyry
pod2t ser encontradas por %
se pargzo ot varidvels ¢ Ko
Q resd(‘f‘aclo S0 Uymo z.)c()o~ Al e =
nencial crescenle ¢ vmon

b
2xpo nenciad  deceescerle. fe
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SISTEMAS DE DUAS ESPECIES

X) ¢ yb) seo dwas fungazs continoas (x20,Y=o),
que re?rzsem(um as popv(a§3es de duas espécies gu
mhm%m)au szja} as tokas de avmento de cado
¢spacie dxp@ndﬂ.m dos valores das gwas FoPu(agﬁi’s.*

>‘< :=,§—Q7<} 9) com as {_(0 9) =0
o ropriedacy 2 /
i‘ﬁ'%’(/‘j) e g%(x,O) =0
D 25{)&5;0 de 1Co.se é OFNMdro c%uaa(mrﬂ(a‘ do F(qno
X9.e *® oriizm ¢ Povrfo do égy/imorio,

Madriz jo Coplana.: T %}% %@:}
%

L avmerrﬁo/dimmufﬁd’o proprio do asfﬁc{e X
oK

= Qa minvicao préprio da 7
% umm%o/ottmmurgao proprio esFecw Y
2L = aumbrfo/dkminuigio deo y devido a y

%} = aumm{n/dlm(nui;r:c’fo de Y, devido a X
X

TIPOS DE SISTEMAS

() Sistema ?mo(ador—-s‘)resq: %3;: ¢ g% com Sinads oyosfg
uma das csPécizs (predadares) Laz- dimigvir o ovfve (presay
¢ auminto a custas dela.

Sistema. com coopgragao s 25 <o N
@ rago: 2550 ) 29

Sistema  com cg icdo: 2k 0 22 40
© Sistna_con competipae: So0 ) 22
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SISTEMA DE LOTKA ~VOLTERRA
X =X (a~cy) oy b, Ce d s@o g{umﬁro constares
9 - n(bx- d) Pos'\Jr(vaS.

Troda-se de vm sisTimo pmdador~Presa Jem que X
60 presas £ Y Pradaolomg.

A populagao X crescend  exponnclal mers se nao hevrer
predadores 9, A Po’w(agﬁo 9 42 predadares

a;d{nguiﬁse% a s£ NAo hooNesse presas X.

2 Pontus de equilibrio: (x,,4,)=(o0) O(Z)%):(%)g

a a-CY -CcX
yf{bv bﬁ‘d’] K, = >0

o 0
N Vftl'n[’lanﬁa de (x'/%)) A‘:[o "A (xzti,;;dpj/\o’/‘o

sela.

no. vi%i(\hqnga d&(ﬂz,@,

AZ{O —%—X tla)=0 N, =xilad
ok 0 | det(A=ad>0

(K2,Y2) & de facto vm centro. Ha infinitos ciclos

com ?erfoio awoxim::damm@ ng/a( a 2T

WA’( Q \'ad"
Y, N UMK curva &cho(upa\oj
X
Y . “
N\ \
xQ ' \
- \
C AR
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Not rmhdao& im sistemas pr@sx~predadar como v exemp)
tdadt ) pres=-p ) Por eXenpy
populagdes de rapozas ¢ coelhos ) observam-se. 0scilagzes

dessas po vlngaes que se rq)m(dm apss algum pzﬁ’ odo.
No mfwf{'o ) o o.mPthu&fz dLssas ozod(ag;es Nao Fada

see eptre quase 2LQ ¢ UM valor wuife  glevado , comg

acandece no modelo de Lotlea-Va lferra. .
Om modelo mais r@a(‘(sj(a oo vera Yur ciclos f('Mi‘\?,
em NLR oe Mfimﬁog ciclos.

SISTEMA DE HOLLING- TANNER
i X :X(h{%) —% Sisteme Pmalador-PrCSQ
. X =¥ prZsas
) = %"(‘—9{%?) 9_;';redadores
% pontos de aq,uilfbrio: (9,0) , (70) 2 (1,2)
0 vefrato de mostro gque (90) ¢ (3,0) sao

ros de sdo\/ anquamLo 14,2) ¢ toco repulsivo.
gﬁffi vm cic[o limite atrativo ZV\ JrowxPo o&(()z)

21
Y

ll
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Avla 25, 2018-05-22

SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS

Cada variavel de es+ado,x ) em vez de ser {vf\VaB COVV‘"TI\UOV
do tempo ¢ yma sveessao de valores {XO,X,,- ey Kgean
nos instantes 1tati.. ta,.--}

Num sistema com vma dnica variavel de es{’ado,, & ¢guagdo de

evolvgdo ¢ : Kn
(s =£0x0) | (02) X
X [
X\‘-‘-’F(x") ) Ke= g({:(XO))) Ko )(" Xo” g 2<5.
oo Y=g £, (£ ())) > p
m 0 ( 2 3 4 &%

fs fungao £ a?\'(ccw% rerotivamanle a0 valor intela( Xo.

Mapa logistico
2Zn= POPUlatgao no Enshr\“(:t LLn
O = taxa du natalidade . Toval em todos os ins’fm\“&s '&n_

b%n: foxa de markalidade am ta.
ool sza dwas consfontes positivas

A popd lagao no nstatt tre € a qrwzjo? havio em-é,,,

mals 0s nascimentos ¢ menas as morles:
22 > [ onde
%M'(: %n *QZ,\- 2{\ = C'Zn"b;}n ( C':-QH>9
2
= %%M( = C(_‘%;},\)— c (%Z'n\
inne—se outra Seqw’lncia , Xn:%—%n Hc(cay\ato asSim.
covogao de evolugan do
BM( :Cﬁn(l"ﬁlﬁ—\ Juat

Mo-per \02{3& fco
Depende dum Gnico pardmetra C> |
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Pontos {ixos (de zgfui\(’\orio).
s& o5 valores iniclals Xo que condvzem a uma sequing;
constalz %Xo,)fa)xa)- -} o0 seja, ,Xl(Xg) =Xo

Num %v&gico onde se

=X
veoresentam as Vngb‘es L ]
y=x ¢ y=£x), 05 ponts 9= cK(1x)
fixos s@ o intersegao © > x
Aas  duas fongoes \

= x=cx(I-r) = cx®*(-9x =0 =H K=9,V)X=¢1
Diagrama de escada
No mesmo ?r&%fco anteriar,
@presentm=sz o ponto em ysx
com X f%ua( ao valor inicial Xo.
X obtem-s¢ duslocando-se verti-
colmenti desdae esse ?omLO, afe
focar %:%(X),Z & sequir dos- |
[ocando~se horizontal ments adé tocar novamerts y=x
O procedimento m{w’r@-sz recursivamenta .
Namos entao que (se ce3) X= e ponto £ixo0
cﬂ'mlf?\lo.é X=0 ¢ Pon‘f‘o gxo rePu‘sF\/o,
No Maxima) Usa-se 0 comando

staircase (2%8d1-x), 0.1, 10, [%,0,1) 5

T K ey ot d
¢ dombém: dﬂiwro»p&zs ﬁos%mr,

evolution (2% xx(1-x) ,0.1,10) o geafico
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Se C>3. 0 Pon’ro fiko ¢t forna-se rzpu(sivo e ap-
) O PORE = ap
cece om ciclo limite octrativo - {Xo/ Xy Xo, x‘)xolx,},,,}

= §(E0N =Ko (e £G50x)=x,)
c (m(?(\""?) (1= exli-9) =X,

Yop = c+l b \XCZ’ZC'B
; -

2C

Pov emmP\o jcom c=3.2"
staironse (3.24X% (1-%),0.6,20,T%,0, 71, Ly, 0, 1) )
evalution (acz*x*((—x),o‘é,za 19,0, )[ng(e ) lines ?omﬁ]))'

\ 4
B 08 < X
_ <X
R E : , °
3 < ciclo com Pmodo
S T 5
¢ n=2
oo B\l R
e l y \ 20
9 X(n) 0 5 0 15
Em =35 ha um ciclo com Po,rt’odo iﬂm( a 4.
b Kt 53 1 g3 < X3
X2
08 X1
v o6 & Ko
Yu y

Xcl‘cko com ?QN’OdQ

;‘9(/0\( n 4

09 L 1o 5 20 anlls & fed
0 — . - R

Houvve vma b;i‘“' cagao (os doks pon‘fos do ciclo passaran

& ser 4) pert c=3.449%5
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Q sa?vmﬁ ?rﬁqcico moﬁ(a 0s valores limit de Kn , para
0s possivels valares do Fo\t‘O(MQ'fr‘o C:

| —
087 K=Ks=rezs
b7 _
X Xo =X E=g o=Xo= g
O'Q.—. *;‘ Y
S
Q.2 (?QQW) 3.5
0 . ?Qﬁ({do{—

L 15 2 95 3 35 &

ks bichmﬁzs continvam o oparecer ada vez mais POAT-
mas . dando ciclos de \)zrfoolo 48 16 32/--~ otz g
Zm {x( m valor de ¢ ha vm c(c(o a:frm(h/o/ com
Pam’oz/(%imb) chama do atrator estranho,

0 atrafor esfronhe € vma SQMV\CZO\ de valones

etre 0 ¢ L) que wica sg dpete,

Esse -('E?o & solugao chama—se cabtica. & pesar
de estar bem d,@,finiolo\) UM peguLno ¢rro ou incerfez,

no valar inicial de Xo faz comgul a segfuz‘ncm
coméct novtra Po\ﬂi di{@f ente do o&f&(’@r es{‘rqn(ag
dando vma %qp@ncia dt}z/znfe. _

Na 10gia.0 de C ondt o sistema. € ca6{’ioo/ afarzczm inGarualy

do C ande X tum periody i?«r/a( a 3. Por exzm?(o)zm

C= 3.33x‘ | TS ]

09#%
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Avla 26.

SISTEMAS DINAMI(COS CAOTICOS

0s sistemas dindmicos con‘h’ﬂu@%com 3 ou malis varidveis
do estado, podem ter atrodores estranhos (soluga castica)
0 ajrrmlm eé{'ranlr\o ¢ uoma corva qul OCUPO. umMa m??&‘o f('nf"a
do espag de fosey sem passar dvas vezes Pe{o Mesmo PomLQ

Sistema de Rossler

% =-9Y-z com 3 Parofmdros reals, a/foec
5 =X +cyY
z =a+(x-b) 2

Nomos estudar 0o caso =2, \o=4f)com valoyes de ¢
ouproxi man do-se Aeo 4.
u(c): Etj—%, X+ CkY, 2+(x——ﬂc)*¥] 3
@ Em C=0.3 hi& um ciclo limite atrativo. Com valores
inicials Xo=Yo=2=2 o solugio entre t=0 ¢ t=6o ¢:
st rk(v3),0xY:2],122,2], Tt,0,60,0.001 )%
0 g,rofgico de XVs.\y mostra g(uu 0 s(sjrzma quxfmwse
do ciclo:
P\olczd (Y_discrd‘a, malelist ([?[z]/ pLal1, P, S)J ) j
Ye Pe’rmdo o comando vk usando como valores inicials 0s
Valores £nals do itzragdo am‘zrt‘m’,conse ~se ver
melhar o ciclo (imife. Os ¢ Himos valores de X, Ye

2 do ikerogdo anterior obtém-se cam last(s) e elimi-
noando o primeiro elomento (£) nessa liska. Usaxese entzo:

s rk(u(o:s).,[x,%%])rech(\aer (3),1,9,60,0.07 %

plat 2d (T discrete make[ist (Tpta1,9:11 0,51);
plot 24 (Tdiscrete, male elist(TpLal, pLa), p,9)1) 5
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perioda 2 8 vnidadeg

1.12 Sistemas caodticos

3, - —_—
orf — 4 \
¥ y L L
) - -3 S
-3 ° X ¢ 0 £3¢ €0

@ C =0.35 . Obtem-se vm ciclo qu dd dvas vq\tas
1o ¢5pago de fase, com {W(O 0 aPraxiMado do L
onidades. Hovve yma dwpligr¢do do periado ((pifz/m;ap)

ntre 0.3 @ 025

: 0|

(©) ¢=0375. Ciclo gue

da uaic;i vao(fas noﬂé2
ospago de fose anfes Y
%] rechar. Gaorthalo
quxEMa&Amen‘ﬁq 24

touve uma sagx/nziau bicur—
cagan entre 0,35 ¢0.375
@ c=0.398 . 0 ciclo (imhLe)com periodo fn,p‘nﬁ‘o] é
“um afrabor estranfio . Cada’vez qut se c\zPe’b: 0

comanda P  vsando como valores iniciats os valons
inois do elecug@o anferiar, a curve obtida no

nga§Q dL ‘F,O&SQ L dl{QW .
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ANTRATORES ESTRANWOS

Emsistemas continvos, com
3 ov mals variovels de es-~
Tado, s30 curvas da evelogao
iaginitas, num volvme finity
do espago defase

Em digran‘(‘as insfwf&s a Culya.
passa par digerentts parfos sem
aunco passac Novamentz gor
um wmesmo PO

Atrator de Lorenz

Modelo meteoroldgico para as correntes de convecgéo do ar em planos verticais,
produzidas por aquecimento na aresta inferior dos planos (Lorenz, 1963).

&=10(y — z)
y=28z—-y—zxz
z':my—gz

z = amplitude das correntes. y = diferenga de temperatura entre as correntes
ascendente e descendente. z = desvio da temperatura normal no plano.

s neste caso o

40 sistema torna-se

35} cadtico por

- intermitncia
oscl |0L?'E0 entre

N %oic ontos de

20 | eavilbrio

b i
a0 qao rioag,

10 e

5

20

Efeito borboleta

Uma pequena alteragdo nas condigbes iniciais produz grandes alteragées na
evolugao do sistema.

Predictability: Does the Flap of a Butterfly's wings in Brazil Set Up a Tornado in
Tavac? 1arans 1070 [dot to unot/dinamica lraos/Rattoncly 1629 vde)



————1 12 Sisternas-caodticos SRR & s

Atrator de Chen e Ueta

t=35(y—x)
y=(28—0)z+28y—z2
t=zy—3z2

40

T ‘w\\
35 >§<<\ \\
’ (;;M»:}\Q

30

N 25

20

15}

10
25 20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Péndulo duplo

(Imagens obtidas da pagina: Double pendulum da Wikipedia.)
len. wikipedia.org/wiki/ Double- pendulum)

(0, 0) Sistema com dois graus de liberdade e
quatro varidveis de estado; 4, )6'3 )9-. )-6 2

0 mwvimente & cadtico.

A fotogratia seguinle moastra
o.+m‘é:\“6rfa dA?(U/m LED 9w
fol co{oco.do o Porﬂ*m do

pendylo.
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Capitulo 2

Exames

2.1 Exame de época normal

O exame realizou-se no dia 12 de junho de 2018. Compareceram 153 estudantes e a
nota média foi 12.8 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versdes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.



Nome:

PORTO MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2017/2018
FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA  EIC0010 — FISICA I — 1° ANO, 2° SEMESTRE 12 de junho de 2018

UNIVERSIDADE DO PORTO

Duracao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar apenas uma folha
A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar calculos e ndo para consultar apontamentos ou
comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Uma esfera homogénea de massa m, raio r e momento de inércia, em relagcdo ao

seu centro, I = % mr?, roda sem deslizar numa calha no plano vertical xy, de forma que o s=-1 Y s=1
centro da esfera descreve uma trajetéria com forma de cicloide de 2 m de comprimento, tal

como mostra a figura. Como tal, a altura y do centro da esfera € dada pela expressdo y = % 52, X
em que s € o comprimento de arco ao longo da trajetéria, com s = +1 nos dois extremos e - >

s = 0 no ponto meio (y e s em metros). O sistema de eixos tem x horizontal, y vertical e
origem no ponto meio da trajetdria.

S =

(a) Encontre as expressoes da energia potencial da esfera, em func¢do de s, e da energia cinética em fun¢do de $. (b) Encontre a equagado
de movimento para a aceleracdo § da esfera, desprezando a resisténcia do ar. (c) Mostre que se trata de um sistema dinamico linear e
diga de que tipo é o ponto de equilibrio. (d) Explique como serd o movimento da esfera quando for largada do repouso numa posicao
qualquer s diferente de zero. (e) Determine o tempo que demorard a esfera, largada do repouso em s # 0, até chegar ao ponto mais
baixo, s = 0 (observe-se que esse tempo € o mesmo qualquer que for o valor inicial s # 0).

. (4 valores) A curvatura de qualquer fungdo y = f(x) pode ser determinada resolvendo um problema de cinemadtica. Considere-se, por
exemplo, a trajetéria y = cos(x). Admitindo uma particula que se desloca ao longo dessa trajetéria, com componente x da velocidade
vx = 1, conclui-se entdo que x = t. (a) Escreva a expressao do vetor posi¢do da particula em fungdo de ¢ e encontre as expressoes para
os vetores velocidade e aceleragdo. (b) Determine a expressio da aceleragdo tangencial, derivando o valor da velocidade, v, em ordem
ao tempo. (c) Determine a expressao da aceleragdo normal. (d) Encontre a expressdo do raio de curvatura e substitua = x para obter a
expressdo em fungdo de x.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

. Num objeto com massa de 0.4 kg atuam unicamente duas forcas 7. Um ciclista demora 39 s a percorrer 350 m, numa pista reta

externas: 27— 6je 87+ 10 j (ambas em newtons). Determine o e horizontal, com velocidade uniforme. Sabendo que o raio
modulo da aceleracdo do centro de massa do objeto. das rodas da bicicleta € 26.8 cm e admitindo que as rodas ndo
(A) 26.9 m/s? (C) 35.0 m/s? (E) 53.9 m/s2 3(:1231;15 sobre a pista, determine o valor da velocidade angular
(B) 23.3 m/s2 (D) 18.0 m/s> )
(A) 28.7 rad/s (C) 19.1 rad/s (E) 38.3 rad/s
Resposta: D (B) 33.5rad/s (D) 23.9 rad/s
. Num sistema que se desloca no eixo dos x, a forca resultante é Resposta: D
x? + x — 2. Na lista seguinte, qual dos valores corresponde 2
posi¢do x dum ponto de equilibrio estdvel? 8. Um sistema nao linear tem um centro no ponto P. Qual das
(A) 3 (C) -1 (E) -2 afirmacoes seguintes, acerca da matriz jacobiana no ponto P, é
verdadeira?
B) 2 D) 1
(A) o trago € positivo
Resposta: D

(B) o determinante € negativo

. O vetor posicdo dum ponto, em fung¢io do tempo, é dado pela (C) o determinante é nulo
expressdo: 3137+ (2 +2) j (unidades SI). Calcule o Angulo entre (D) o traco € negativo
os vetores velocidade e posi¢do, no instante ¢ = 1. ¢ &

(E) o trago € nulo.

(A) 68.2° (C) 13.0° (E) 32.5°
R ta:
(B) 52.0° (D) 42.2° esposta: | _ |
Resposta: D 9. A velocidade de um corredor pode aproximar-se de v =
P ) 7.5V¥1 —0.03 s, na qual v € expressa em km/h e a posi¢do na

trajetoria, s, € expressa em km. Sabendo que s = 0em ¢ = 0,
determine quantos quilémetros terd percorrido o corredor ao fim
de trés quartos de hora.

. As equagdes de evolugao dum sistema linear, sdo:
X=ax+y y=x+a(x+y)
onde a estd no intervalo a > (1 + V5)/2. Que tipo de ponto de

equilibrio € a origem do espaco de fase? (A) 3.741 (C) 5.388 (E) 4.49
(A) foco repulsivo (C) foco atrativo (E) ponto de sela (B) 6.465 D) 7.758
(B) no atrativo (D) no repulsivo Resposta: D

Resposta: D



com que velocidade sobe o bloco B?

(A) 12 cm/s
(B) 24 cm/s

Resposta: D

(C) 6cm/s
(D) 4 cm/s

(E) 36 cm/s

11. Um carpinteiro estd a construir um armdrio formado por uma

caixa vertical de 2 m de altura e massa de 15 kg, com centro de
massa no ponto C indicado na figura. O armdrio tem uma barra
com massa de 6 kg, ligado a um eixo horizontal no ponto B,
0.1 m a esquerda e 0.8 m por cima do ponto C, que lhe permite
rodar um angulo € em relacdo a vertical. O centro de massa da

10. No instante em que o bloco A desce com velocidade 12 cm/s, 14. A figura mostra o retrato de fase duma particula, em que s € a

posicdo na trajetdria e v a velocidade. Existe um tnico ponto de
equilibrio em s = 3. Qual das seguintes afirmacdes € correta?

R

2.5

-2.5

(A) Existem ciclos.

(B) Existe uma 6rbita heteroclinica.
(C) Existe uma érbita homoclinica.
(D) O ponto de equilibrio € estavel
(E) O ponto de equilibrio € instdvel.

barra € o ponto A. Determine o valor maximo do adngulo 6 que a
barra pode rodar, sem o armdrio cair para o lado.

Resposta: D

15. Um corpo de 18 kg desloca-se ao longo do eixo dos x. A forca
resultante sobre o corpo € conservativa, com energia potencial
dada pela expressdo 1 + 7 x2 (SI). Se o corpo passa pela origem
com velocidade 81, com que energia cinética chegard ao ponto

x=5m?
(A) 2005.0J (C) 3408.57 (E) 401.07J
(B) 1002.5] D) 120.3]

Resposta: D

16. Um sistema de pesos e roldanas, conservativo, tem um tnico
grau de liberdade y. A energia cinética é dada pela expressdo
5m y? e a energia potencial é: U = —6m g y, onde g é a acelera-
¢ao da gravidade e m € um pardmetro com unidades de massa.

I —

0.2m Determine o valor da aceleragdo .
(A) 73.40 (C) 38.70 (E) 48.6 (A) g g (C) 1_52 g (E) % g

Resposta: D

12. O espago de fase dum sistema dindmico € o plano xy. Em
coordenadas polares, as equacdes de evolucdo sio 6 = -3,
#=r3+2r? +r. Que tipo de ponto de equilibrio é a origem?

Resposta: D

17. O bloco na figura, com massa igual a 6 kg, desloca-se para
a esquerda, com velocidade inicial vy, sobre uma superficie
horizontal. Sobre o bloco atua uma forga externa F, horizontal
e constante, com moédulo igual a 30 N. O coeficiente de atrito
cinético entre o bloco e a superficie € igual a 0.25. Calcule o
modulo da aceleracdo do bloco.

(A) no atrativo (D) ponto de sela

(B) foco atrativo (E) n6 repulsivo

(C) foco repulsivo

Vo

~—

Resposta: D
13. Se x > 0 e y > 0, qual dos seguintes sistemas € um sistema de F m

duas espécies com competi¢do? —
A) x=x*~xy y=y"-xy
(B) i=xy—x? y=y?-x?
(C) i=y2—xy y=x2+xy (A) 7.45 m/s? (C) 15.3 m/s? (E) 2.55 m/s?
D) i=y2—xy y=xi—xy (B) 44.7 m/s? (D) 5.0 m/s?
(E) x=x>+xy y=y>+xy Resposta:D

Resposta: D
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2.1.2 Resolucao
Problema 1. (a) Como a esfera ¢ homogénea, o seu centro € o centro de massa e:

Ucmzs Icngmrz

A energia cinética da esfera é:

m 1(2
EC:—s'2+—(—mr2)w2
2 2\5

e como roda sem deslizar, a sua velocidade angular é w = §/7 e, como tal,

E.=—s"+—— —ms

m ., mr? (s)z_ 7T,
2 5 10

r

A energia potencial gravitica é:

m
U=mgy= —gs2
2
(b) A equacao de movimento obtém-se aplicando a equacao de Lagrange para sistemas

conservativos com um unico grau de liberdade s:

d_(aEc)_aEc+0_(]—7—m's'+m s=0 = 's'——s—gs——7s (SD
at\as) s s 5 8= 7

(c) As equacoes de evolucao, em funcao das varidveis de estado s e v, sdo entao,

Que é um sistema linear, porque os lados direitos sao combinac¢oes lineares das duas
variaveis de estado, e a matriz do sistema é:

0 1
-7 0

O traco nulo implica que os dois valores proprios diferem apenas no sinal: A; = -21,. O
produto dos valores préprios é igual ao determinante da matriz:

Al Ag = —/1% =7 = /llyg = ilﬁ

Conclui-se entdo que o ponto de equilibrio, s = § = 0, é um centro.

(d) Todos os possiveis movimentos da esfera na calha sdo oscilagdes harmoénicas com
frequéncia angular Q = /7 Hz. Se a esfera parte do repouso em sy # 0, oscilara entre as
posicoes sy e —sp na calha. Na realidade, a resisténcia do ar faz com que a cada oscilacao
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os valores méximos e minimos de s se aproximem de zero e a esfera acabard em repouso
em s =0.

(e) O periodo de oscilacdo, em segundos, €,

_2nm 2m
Q- vz
O tempo que demora a descer desde sy até s = 0 é a quarta parte do periodo:
T

t=——=~0.594s
2V7

2o método. O problema pode também ser resolvido usando a expressdo da energia
mecanica,

7 . m
Em:EC+U:—msz+—gs2
10 2
(b) Ignorando a resisténcia do ar, essa energia permanece constante e, como tal, a sua

derivada em ordem ao tempo € nula:

dE 7 5
—m:—ms'§+mgss':O = 's':——g
dt 5 7

(usou-se o facto de que $ deve ser continua, ou seja, o resultado quando $ = 0 deve ser o
mesmo que no limite § — 0).

(c) O sistema € linear porque a expressao para § € combinacdo linear das varidveis de
estado s e $. Nos sistemas conservativos os minimos locais da energia potencial sao
centros. Como U tem um minimo local em s = 0, esse ponto de equilibrio é um centro.

(d) A energia mecanica da esfera largada do repouso em s é:

mg -
Ey=—s35,
0 2 0

O seguinte grafico mostra a energia mecanica E, (segmento horizontal) e a energia
potencial (pardbola)

Energias U

—S0 S0 S
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A esfera desloca-se no sentido negativo de s até chegar ao ponto —sj, onde o movimento
passa a ser no sentido positivo de s; quando a esfera regressa até o ponto sy, o sentido
do movimento muda novamente e repete-se 0 mesmo movimento indefinidamente:
oscilacado entre —sg e sp.

(e) Em qualquer posicao s, entre —sj e sy, a energia mecanica é igual a energia inicial Ey

Como tal, a expressdo da velocidade em funcao da posicao na trajetdria é (unidades SI):
§=1/7(s5—+5%)

Separando varidveis e integrando s desde sp até 0, obtém-se o tempo pedido:

— =0.594s

\/_fdt—

75

32 método. Outra forma de resolver o problema consiste em observar que a energia
cinética é igual a energia cinética de uma particula pontual com massa 7m/5. (b) A
componente tangencial da forca resultante nessa particula é:

e a aceleracdo tangencial é entdo:

i__mgs_ 58

=——=—
5 M 5 M 7

(c) Como a equacao diferencial anterior é linear, corresponde a um sistema dinamico
linear. A aceleracado tangencial também pode escrever-se assim (unidades SI):

dv

=-7s
ds

Separando varidveis e integrando desde a posicdo inicial sy, onde vy = 0, até uma
posicao qualquer, com velocidade v, obtém-se a expressao da velocidade em funcdo de
s:

1% N

d
fvdvz—?fsds = v=\/7(s5-5%) = d;

0 S0
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Separando varidveis novamente e integrando desde ¢ = 0, na posi¢do inicial sy, até uma
posicdo qualquer s no instante ¢,

\/_fdt— —cosl(—) = s=sycos(V71)

A posicao s oscila entre —sj e sy, ou seja, o ponto de equilibrio é um centro.

(d) A expressdo obtida para s em funcao do tempo mostra que a esfera oscila entre —sy
€ So.

(e) A frequéncia angular da funcao sy cos(v/71) é V7. O tempo que a esfera demora

desde sy até s = 0 é um quarto do periodo, ou seja,

-1 (27[) ~0.594s
a\y7 '

Comentarios sobre o problema 1. Este problema estd relacionado com um problema
famoso da mecanica cléssica, proposto por Johann Bernoulli em 1696, chamado pro-
blema da braquistécrona, que consiste em encontrar a trajetoria descrita por um corpo
sujeito apenas a forca da gravidade que vai dum ponto a outro com menor altura, no
menor tempo possivel.

A derivada de y em ordem ao tempo é y = s$. A equacdo $* = x> + y* implica x* =
(1-s?) $?, que conduz a expressdo de x em fungdo de s:

1
:f\/l—szds:Esin_l(s)+§\/1—s2

Substituindo o comprimento de arco s pelo pardmetro ¢ = sin"!(s), obtém-se a repre-
sentacdo paramétrica mais habitual da cicloide:

_ 9 N sin(2¢) y= 1-cos(2¢)
2 4 4

Problema 2. (a) O vetor posicao dos pontos no plano xy é xi+ y j. Em particular, nos
pontos da trajetoria, x = t, y = cos(t) e o vetor posicao é:

-

F=ti+cos(t)]

Os vetores velocidade e aceleracdo sao:

_dF

<

=1-sin(f) ]

—U——cos(t) j
dr J

Qv
Il
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(b) A expressao do valor da velocidade é,

v=V-0=1/1+sin?(f)

e a aceleracdo tangencial é

B dv _sin(#) cos(?)

Cdr V1 +sin?(t)

(c) A aceleracdo normal é

ag

.2 2 2
n = 2 _ 2= ]a-d—a= 2(¢ _ Sin(#) cos™(1) = cos”(1) = |cos(@)
a \/a a \/a a=a \/COS () 1 +sin?(1) 1 +sin?(1) Vv 1+ sin?(1)

(d) O raio de curvatura é

2 s 2
R="" = (1+sin?(0) (—” 1 +sin m)
an | cos(1)]

Simplificando e substituindo ¢ por x, obtém-se a expressdo do raio de curvatura da
funcao cos(x)

(1 +sin2(x))*"

| cos(x)]

Perguntas

3. A 11. E
4. E 12. C
5. E 13. A
6. D 14. E
7. B 15. E
8. E 16. E
9. C 17. A
10. C
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2.1.3 Cotacoes

Problema 1
e Alineaa 0.8
e Alinea b 0.8
e Alineac 0.8
e Alinead 0.8
e Alineae 0.8
Problema 2
e Alinea a 1.2
e Alinea b 0.8
e Alineac 0.8
e Alinea d 1.2

2.2 Exame de época de recurso

O exame realizou-se no dia 27 de junho de 2018. Compareceram 55 estudantes e a
nota média foi 9.8 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versoes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que ndo alteram significativamente as perguntas.
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Nome:

Duracao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar apenas uma folha
A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar calculos e ndo para consultar apontamentos ou
comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Na figura, o bloco 1 tem massa m; = 1 kg e o bloco 2 tem massa my = 2 kg. Os dois blocos
estdo ligados por uma corda paralela a superficie do plano inclinado. Entre o bloco 1 e o plano inclinado,
o coeficiente de atrito estético é 1, = 0.35 € o coeficiente de atrito cinético u;. = 0.28. Entre o bloco
2 e o plano inclinado, o coeficiente de atrito estitico é use = 0.25 e o coeficiente de atrito cinético
Uae = 0.20. (a) Encontre o angulo 8 maximo que o plano pode ser inclinado, permanecendo os dois
blocos em repouso. (b) Quando o plano se inclina um angulo 8 = 20°, os dois blocos deslizam para
baixo do plano; determine o valor da tensdo na corda nesse caso.

2. (4 valores) A corrente num circuito elétrico é uma func@o continua do tempo, x(¢), que verifica a seguinte equacgio diferencial:
P+x-x>+@+x)x=0

onde a é um parametro real. Analise a equacdo como sistema dindmico, nos dois casos a < 0 e a > 0. Em cada caso identifique os
pontos de equilibrio, determine de que tipo s@o e com base nesses resultados interprete o comportamento fisico do circuito.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. Lanca-se um projétil desde uma janela a 3.4 m de altura, com 6. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea com 1

velocidade de 10 m/s, inclinada 30° por cima da horizontal. centimetro de raio e massa igual a 21 gramas, que roda a volta
Desprezando a resisténcia do ar, calcule a altura méxima atingida dum eixo tangente a superficie da esfera, sabendo que o momento
pelo projétil. de inércia duma esfera de raio R e massa m a volta do eixo que
< 2

(A) 7.2m (C) 40m (E) 4.7 m passa pelo centro é 2m R* /5.
(B) 6.0m (D) 85m (A) 4.20 x 1077 kg:m? (D) 8.40 x 107" kg-m?

(B) 2.94 x 1076 kg-m? (E) 1.68 x 107% kg-m?
Resposta: | | (C) 1.50 x 107 kg-m?

4. Um sistema dindmico com duas varidveis de estado tem um tnico Resposta: D
ponto de equilibrio na origem e um ciclo limite. Qual poderd ser
a matriz jacobiana do sistema na origem? 7. Quando se liga um PC, o disco rigido demora 3.6 s, a partir do
1 -1 1 1 1 1 repouso, até alcangar a velocidade normal de operacdo de 7200

GV [_2 1 ] © [_1 2] (E) [2 _1] rotagdes por minuto. Admitindo acelera¢@o angular constante

durante esse intervalo, determine o valor da aceleragdo angular
B) -1 1 D) -1 1

1 1 -1 2 (A) 279 rad/s? (C) 209 rad/s? (E) 838 rad/s?
B) 41 52 D) 182 52
Resposta: D (B) 419 rad/s (D) 182 rad/s
. Resposta: D
5. Um bloco com massa m = 6 kg encontra-se sobre a superficie
de uma mesa horizontal. Sobre o bloco atua uma forga externa 8, A figura mostra o retrato de fase dum sistema dinAmico com
F, com médulo de 30 N e diregio que faz um angulo a = 40° duas varidveis de estado e 4 pontos de equilibrio: A, B, Ce D.
com a horizontal, tal como mostra a figura. Calcule o mddulo da Que tipo de curva de evolucio § a circunferéncia nimero 22
reacdo normal entre o bloco e a mesa.
F
(04
m

(A) 69.06 N (C) 78.08 N (E) 58.8 N (A) Qrb%ta heterochrflca. (D) Nulclina.
(B) 48.54 N (D) 39.52 N (B) Orbita homoclinica. (E) Isoclina.

(C) Ciclo.

Resposta: D Resposta: D



9.

10.

11.

12.

13.

A figura mostra o retrato de fase dum sistema conservativo com
um tnico grau de liberdade, x. Qual das expressoes na lista € a
expressdo correta para a aceleragao a,?

3
2
1
vV, 0
-1
2
3 -2 -1 0 1
X
(A) -2 x + x? D) 2x - x?
B) x —x? (E) 2x + x2
(C) -2x — x?

Resposta: D

Para determinar a posicdo do seu centro de gravidade, uma
barra retangular foi pendurada de dois fios verticais, ficando em
repouso na posi¢ao horizontal que mostra a figura. Sabendo
que a tensdo no fio ligado no ponto A € 3.4 N, a tensdo no fio
ligado em B € 1.8 N e o comprimento da barra, desde A até B, é
30 cm, determine a distancia desde a aresta AC até o centro de
gravidade.

A B

C

(A) 15.0cm
B) 12.5cm

Resposta: D

Uma particula desloca-se ao longo duma calha circular com
aceleracdo angular a aumentar em fun¢do do tempo, de acordo
com a expressdo @ = 8¢ (unidades SI). No instante r = 0, a
particula encontra-se em repouso na posi¢do em que o dngulo 6 é
igual a 0. Calcule o valor do dngulo, em radianos, em ¢t = 2.5 s.

(A) 10.42 (C) 20.83 (E) 62.5
(B) 52.08 (D) 129.17

Resposta: D

Quando uma particula passa por um ponto P, a sua velocidade é
71+ 2j(SI) e a forca resultante € 67 + 6 j (SI). Calcule o valor
da componente tangencial da forca resultante nesse ponto.

(A) 54N (C) 849N (E) 53N

(B) 742N (D) ON

Resposta: D

(C) 104 cm
(D) 18.0cm

(E) 21.6 cm

Quando um avido acelera desde o repouso, na pista de descola-

gem, a expressdo da sua aceleragdo tangencial é 3.5 — 3 x 1075v?
(em unidades SI), onde v € o valor da velocidade do avido. Para
conseguir levantar voo, a velocidade minima do avido no fim da

pista deve ser de 250 km/h. Determine o comprimento minimo,
em metros, que deverd ter a pista de descolagem.

(A) 704 (C) 827 (E) 999
(B) 614 (D) 1260

Resposta: D

14. As equacdes de evolugdo de dois sistemas dindmicos sdo:

X=2xy-y xX=3x-y
y=3x-y? y=2x-2y
Qual das seguintes afirmacdes é verdadeira?

(A) Nenhum dos dois € linear.

(B) Ambos sdo conservativos.

(C) O 1°¢é conservativo e o0 2° ndo € conservativo.
(D) Nenhum dos dois é conservativo.

(E) O 1°nao é conservativo e o 2° é conservativo.

Resposta: D

15. O sistema de Lotka-Volterra consegue explicar muito bem a
evolucdo dum sistema predador presa mas tem uma grande
desvantagem que outros sistemas tentam corrigir. Qual € essa
desvantagem?

(A) Nenhuma das duas populacdes pode chegar a extinguir-se
totalmente.

(B) Cada uma das populac¢des pode aumentar indefinidamente.

(C) Cadauma das populagdes pode oscilar entre um valor muito
baixo e um valor muito elevado.

(D) Nenhuma das duas populagdes atinge nunca um valor cons-
tante.

(E) Cada uma das populagdes oscila indefinidamente.

Resposta: D

16. A expressao da energia cinética dum sistema conservativo é
1 (2 +55%), onde s € a posicdo na trajetdria, e a expressdo da
energia potencial total ¢ —10s. O sistema tem um tinico ponto

de equilibrio; determine o valor de s nesse ponto de equilibrio.

(A) -2 © 1 (E) 3
B) 2 D) -1

Resposta: D

17. No sistema da figura, a barra permanece sempre horizontal. De-
termine a velocidade da barra num instante em que a velocidade
do carrinho € 50 m/s, para a esquerda, e a velocidade do cilindro
€ 10 m/s, para cima.

(A) 12 m/s
(B) 9 m/s

Resposta: D

(C) 15m/s
(D) 10 m/s

(E) 8 m/s
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2.2.2 Resolucao

Problema 1. A figura seguinte mostra os diagramas de corpo livre dos dois blocos

Ny r n,

g1 mg 01 mg

T é a tensao na corda, N; e N, as reacOes normais e F,; e Fy; as forgas de atrito.

(a) Como os blocos estdo em repouso, as somas das componentes das for¢as tangentes
e perpendiculares ao plano inclinado sdo:

mygsin@+T—-F; =0 mogsin@—T—Fg =0
Ny —mygcosf =0 N, —mygcosf =0

Como o coeficiente de atrito estatico do plano com o bloco 2 € menor do que o com o
bloco 1, se os blocos ndo estivessem ligados pela corda, o bloco 2 comecava a deslizar a
um angulo menor do que o bloco 1. A tensao na corda permite que o angulo possa ser
maior do que o angulo ao qual o bloco 2 comecava a deslizar e o conjunto s6 comecara
a deslizar quando as forcas de atrito estético sejam méximas nos dois blocos. Como tal,
Fa1 = pe1 N1 € Fy1 = o1 Ny € as equacoes anteriores conduzem a

m; gsin@ + T — 1, my gcosf =0 myp gsing — T — e my gcost =0
Somando essas duas equacgdes elimina-se a tensao, e dividindo por g cosf encontra-se
uma expressao para a tangente do angulo méximo

my + m
tanQ:.Ule 1+ H2e M2

Substituindo os valores dados, obtém-se o angulo maximo:

=15.8°

0= tan-! (0.35 +0.25 x 2)

1+2

(b) As forcas de atrito sao atrito cinético e a aceleracao a dos dois blocos é a mesma.
Como tal, as componentes tangencial e perpendicular das forcas resultantes nos dois
blocos sao:

{mlgsin6+T—plcN1:m1a {ngsine—T—uchzzmza

Ny —mj;gcosf =0 Ny —mygcosf =0
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Ou seja,

mygsin@+T—pu.mygcos@=mya mpgsind—T — . mygcosd=mpa

Multiplicando a primeira equagdo por my, a segunda por m;, e igualando as duas
expressoes obtém-se

mymy gsing+ my T — i my my gcosO = mpmy gsind —my T — poc my my gcos

E atensaono fio é

mymy g (e — pac) cosf 2 x 9.8(0.28—0.2) cos 20°
mp +my B 1+2

T =

=0.491N

Observe-se que se u;. ndo fosse maior que ., a corda ndao permanecia esticada e
aparecia uma for¢a de contacto entre os dois blocos.

Problema 2. Definindo a funcao y, igual a derivada de x, as equacdes de evolucao do
sistema sao:

x=y J'/:x3—x—(a+x)y

Os pontos de equilibrio sao as solucoes das equacoes

y=0 xs—x—(a+x)y:x(x2—1):0

Como tal, hé trés pontos de equilibrio (x, y):

P1=(0,0) P,=(1,0) P3=(-1,0)

Derivando os lados direitos das equacdes de evolu¢do, em ordem a x e a y, obtém-se a
matriz jacobiana:

0 1
3x2—y—1 -x—a

J=

No ponto P;, a matriz da aproximacao linear é entao,

0 1

A= -1 a

que tem traco —a e determinante igual a 1. Como tal, se a for positiva, P; é um ponto
de equilibrio estavel e se a for negativa, esse ponto € instavel. Serd n6 quando |a| = 2
(determinante menor que o traco ao quadrado sobre 4) ou foco quando |a| < 2.
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As matrizes das aproximacoes lineares préximo dos pontos P, e P3 sao

0 1
2 —-1—-a

0 1

A=19 14

|

ambas com determinante igual a —2. Como tal, P, e P3 sdo ambos pontos de sela,
independentemente do valor de a.

Se a < 0, como todos os pontos de equilibrio sao instaveis, a corrente aumenta in-
definidamente, que nao é fisicamente possivel. Se a > 0, como a origem € ponto de
equilibrio atrativo, para alguns valores iniciais da corrente e da sua derivada, a corrente
aproximar-se-4 de 0, que é fativel, mas para alguns valores iniciais a corrente também
aumenta indefinidamente.

Perguntas

3. E 11. C

4. C 12. B

5. C 13. A

6. B 14. C

7. C 15. C

8. A 16. A

9 C 17. D

10. C

2.2.3 Cotacoes

Problema 1
* Diagramas de corpo livre e equagdes das somas das forcas na alineaa 1.2
* Resolucdo das equacdes para encontrar o angulo maximo 0.8
* Equacoes das somas das forcas na alinea b 1.2
* Resoluc¢do das equacoes para encontrar a tensao 0.8

Problema 2

* Obtencao das equacdes de evolucao 0.8
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e Determinacao dos 3 pontos de equilibrio 0.8
* Obtenc¢do da matriz jacobiana 0.4
* Obtencdo das 3 matrizes das aproximacdes lineares 0.8
e Caraterizacao dos pontos de equilibrio 0.8

 Interpretacdo dos resultados 0.4
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