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RESUMO

Apresentam-se dois métodos gue correspondem a técnicas de
andlise dinfimica de estruturas de velculos distintas: o Método
dos Elementos Componentes e o Mdtodo dos Elementos Finitos.

0 Médtodo dos Elementos Componentes & empregue na andlise do
comportamento dinfmico de sistemas rigidos e rigido-flexiveis,
podendo ter caracterlsticas ndoc-lineares.

0 MAdtodo dos FElementos TFinitos & utilizado em andlises
detalhadas de modelos estruturais complexos, nomeadamente, na
determinagfo das frequé&ncias e modos prdéprios de vibragdo, mais
relevantes para o compotrtamento da estrutura.

Faz-se também uma breve referéneia &ds tédenicas de solugio
utilizadas e apresentam—-se alguns exemplos de aplicagéo.

ABSTRACT

Two methods are presented which can be used for the dynamic
vehicle structural analysis: the Component Element Method and the
Finite Element Method.

The Component Element Method is considered for the analysis
of rigid and rigid/flexible systems., This method is applicable to
linear or non-linear systems.

The Finite Element Method is used for the detailed analysis
of complex structural models, dincluding the dynamic effects,
namely 1in what concerns the <calgulations of the relevant
eigenvalues and eigenvectors of the vehiecle structure.

Some examples are presented in order to assess the
efficiency of the methods for the analysis of wvehicle structures.
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1. INTRODUGAQ

A utilizagdo da andlise estrutural, apoiada em métodos
numéricos e no cdleculo automdtico, mno projecto de vedculos
automdveis teve um grande dincremento mnos Ultimos vinte e
cinco anos. Este tipo de andlise desenvolveu—~se a partir da
andlise estdtica de tensfes e rigidez dJdas estruturas dos
velculos e estendeu-se sucessivamente & analise dinfmica e 3
andlise ndo linear Jdo impacto.

Um dos factores gque, a nivel mundial, mais contribuiun
para o aparecimento desta nova atitude face ac projecto de
velculos automdveis foi a crise do petrdleo entretanto
ocorrida. Diferentes estudos efectuados, aoc demonstrarem que
uma redugdo do peso dos componentes e equipamento meclnico, a
introdugdo de novos materiais, bem COmo, uma nova
configuragdo e disposigdo Jdos elementes estruturais dJdos
veiculos, com o objectivo de diminuir as inédrecias de
translagio e totagdo e a resisténeia ao movimento, tinham
bastante influé&ncia no consumo Jde combustivel, provocaram um
aumento de importédncia da andlise estrutural,

Assim, observou-se uma ridpida alteragdo dos conceitos
atd al utilizados no projecto, jad que apareceram protdtipos
de novos velculos, com Jdimensfes, distdncia do centro Jde
gravidade ao solo e peso total diferentes do habitual.

A necessidade de prever o comportamento em estrada dos
novos veiculos e analisar a sua estrutura cada vez mais
aligeirada - consequentemente mais flexivel e com frequéncias
naturais mais baixas - levou o0s projeciistas a dirigirem uma
crescente atengfo para a andlise dinfimica de veilculos.

Simultaneamente com a possibilidade de recorrer a
m&todos de andlise estrutural c¢ada vez mais complexos,

desenvolveu-se o0 1interesse por andlises simples, em que
grandes simplifica¢des do modelo estrutural sdo possiveis. A
secgdo de estruturas da '"School of Automotive Studies',

Cranfield (U.K.), defende a possibilidade de obter informagdo
dtil a partir de wodelos mais pequenos e menos dJdetalhados
{1]. Idéntica opinido & partilhada por Pawlowski [2].

Para analisar <qualquer estrutura, podem assim ser
considerados diferentes modelos matemdticos, com tédenicas de
solugdo distintas, conforme a complexidade estrutural e o
nivel de sofisticagdo requerido para a andlise. O wvalor dos
resultados de qualquer andlise estrutural & fungdo Jdas
aproximagdes envolvidas ao estabelecer o modelo matemdtico
para a estrutura, do método de solugdo utilizado e da
definigdo das diferentes acgfes actuantes [3].

Assim por exemplo, a definig8o dos diferentes pardmetros
dos modelos estruturais, utilizados na concepgdo da suspensdo
de um novo veilculo, obtida através da socolugfio de um problema



de optimizagdo, permite constatar gue modelos muito
sofisticados e com grande ndmero de parfmetros, ajudardo
pouco nesse trabalho, a menos que a metodologia ou a linha de
acgdo seguidas sejam bastante validas para coanduzir o
processo de optimizag8o [4]. As dificuldades de andlise
aumentam ainda pelo facto de, nas suspensdes de wveiculos,
existirem componentes com comportamento nio-linear.

Pode-se entdo afirmar que modelos matemdticos simples,
baseados em elementos rigidos de massa concentrada (sistemas
mecinicos rigidos) e simultaneamente em elementos flexiveis
com caracterlsticas de sistemas continuos (sistemas mecinicos
rigido-flexiveis), fig. 1, que tratem com digual grau de
dificuldade <caracteristicas lineares e ndo-lineares, sdo
ferramentas eficientes na concepgdo de velculos. 0 sucesso de
qualquer andlise dinimica, apoiada neste tipo de mnodelos,
depende, entre gutros factores, da possibilidade do
projectista poder formular com simplicidade as equagdes de
movimento que regem o equililbrio do sistema e da existéncia
dum algoritmo que permita ecalcular a respectiva resposta
dindmica, de forma rdpida, simples e precisa.
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Fig. 1 - Modelagdo da estrutura de um veiculo
a) Sistema meclnico rigido
b) Sistema mecinico rigido-flexivel
Por outro lado, a previsdo dos complexoes modos de

vibrag8o e das respectivas frequéncias das estruturas de
veiculos, como por exemplo, automdveis e autocarros, exige a
formulagdo de um modelo por elementos finitos.

0 valor Jdestas andlises Jdinfdmicas muito detalhadas
situa-se fundamentalmente no campo do rulde e redugfio de
vibragdes dos componences estruturais f[l]. As frequéncias e
os modos proéprios de vibragdo permitem localizar os picos de
vibragdo dos elementes da estrutura, o que pode evitar um
aprecidvel gasto dJde tempo em testes pds—Ffabrico. A andlise
dindmica por elementos finitos pode também ser utilizada na
determinacfio dos deslocamentos e tensdes dindmicas mdximas.

Neste texto, abordam-se dois métodos que correspondem a
tdenicas de andlise distintas: 0 Método dos Elementos
Componentes e o Médcodo dos Elementos Finitos [5].



0 Mdtodo dos Elementos Componentes (MEC) [6] & empregue
na andlise do comportamento dindmico de modelos estruturais
simples, mas dque podem ter componentes ndAo-lineares. As
equagdes de movimento s880 formuladas de forma simples e
desligadas wumas das outras, recorrendo & utilizag8o de
coeficientes de 1ligag¢do. A sua posterior 1ligagdo faz-se
através de um algoritmo 1implementado num programa de
computador, que trata, de forma interligada, caracteristicas
de elementos rigidos e flexidveis e simultaneamente elementos
lineares e ndo~lineares, sem acréscimo de dificuldade.

0 Método dos Elementos Finitos (MEF) [7] permite
efectuar andlises dinfdmicas detalhadas de estruturas de
veiculos, através da utilizagdo de modelos estruturais
complexos. As estruturas de velculos pesados {camifes,
autocarros, etc) sdo em geral estruturas mistas, constituildas
por elementos lineares reforgados por paineis. Neste texto,
apresentam—-ge 08 elementos isoparamédtricos de viga e de
placa, baseados na teoria das vigas de Timoshenko e na teoria
das placas de Mindlin, que possibilitam a modelagdo daquele
tipo de estruturas.

Faz-se também uma Dbreve referéncia 3ds técnicas de
soclugdo utilizadas a apresentam-se alguns exemplos de
aplicagdo.

2. 0 METODO DOS ELEMENTOS COMPONENTES

2,1. Garacterdsticas gerais

As equag¢bes de movimento de um sistema mecinico
discreto podem ser escritag genericamente da seguinte forma

[8]:

Md+Ca+Ka-=EB (1
em que
M -¢é a matriz de massa do sistema ;
C -¢& a matriz de amortecimento ;
K -é& a matriz de rigidez ;
P -¢& o vector das acgdes exteriores actuantes ;
a, a e§ - 830 vrespectivamente, o vector das coordenadas
S 2
generalizadas, o vector das velocidades e o
vector das aceleragdes.
Nos sistemas rigidos, as propriedades fisicas
essencliais em qualquer sistema estrutural — massa, rigidesz,
amortecimento e as acedes exteriores actuantes — encontram=-se

concentradas em diferentes elementos flsicos, fig. 1-a)d.

As matrizes K e C podem ser consideradas constantes, se
o comportamento da estrutura for linear. Caso contrdrio, elas
podem variar no tempo, de acordo com o tipo de ndo-lineari-
dade considerada.



Nos sistemas rigido-flexiveis analisados através do MEG,
a flexibilidade de alguns componentes estruturais & modelada

considerando 08 primeiros modos préprios de vibracio
corregspondentes ds frequéncias de vibragido mais baixas de vigas
e placas com diferentes condig¢des de apoio, que pretendem

simular esses componentes, fig. 1-b)., Tal como nos sistemas
discretos, as amplitudes modais podem ser consideradas como
coordenadas generalizadas.

Assim, para cada modo de vibra¢do considerado, deve ser
acrescentada ao sistema de equagles que representa o equililbrio
dindmico do sistema, uma equagfo do tipo:

. 2
m X + W m_X_ =P (2)
noon n n n n
em que
- 2
m = f m dv 3
n v én (3)
e
wn - & a frequéncia de vibragdo considerada;
én - & o modo de vibragdo respectivo;
m - & a massa generalizada;
Xn -~ & a amplitude modal respectiva, que funciona
como coordenada generalizada;
m - & a massa por unidade de volume;
Pn - & a forga generalizada.
As frequéncias mais baixas e as expressdes que

representam os respectivos modos de wvibragdo de wvigas e placas
com diferentes condig¢des de apoio encontram-se tabeladas en
vdrias publicagBes {6, 92].

0s sistemas meclnicos, a analisar através do MEC, sdo
descritos por trés caracteristicas:

- GCoordenadas generalizadas:
- massas}
- elementos de forga.

As coordenadas generalizadas a wutilizar podem ser:
deslocamentos e vrotagdes dos centros de massa dos elementos
rigidos e amplitudes dos modos de wvibragdo dos elementos
flexiveis. Esta escolha de <c¢oordenadas, tem por objectivo
desligar dinfmicamente o sistema de egquagdes.

As massas representam as propriedades de inércia do
sistema. Podem ser consideradas massas concentradas e momentos
de inéreia relativamente aos centros de massa, nos elementos
rigidos e massas generalizadas obtidas através da expressdo
(3), nos elementos flexlveis.

Os elementos de forga representam as propriedades
eldsticas e 08 mecanismos de perda de energia dos sistemas



mecdnicos. Nos sistemas discretizados com elementos rigidos,
estag caracteristicas, que podem ter uma variacfo linear ou ndo
linear com o tempo, assumem a forma de elementos simples e sem
massa. Na fig. 2, apresentam-se alguns desses elementos.
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Fig. 2 - Elementos de forga
a) Molas

b} Amortecedores
¢} Batente
d) Elemento de atrito

2.2 Equag¢des de movimento

¢ MEC permite formular as equa¢fes de movimento, que
regem o equilibrio dinfmico de sistemas rigidos e rigido-
flexiveis, mesmo com grande ndmero de elementos, a partir de
simples condig¢des de equilibrio para cada um dos elementos qe
massa.

Assim, para cada massa 1, o equilibrio pode exprimir-se
Géo seguinte modo:

e

m,, &a, = p, i =1 e n 4
ll l pl b4 H] 3 ( )
em que

n - & o nlmero total de massas do sistema;

mo & 2 massa generalizada;

Ei - & a aceleragio respectiva:

P, - ¢ a forga generalizada.

Q0 conceite de forga generalizeda estd assoclado a czda
cooraenada generalizada. S5e as forgas actuantes num corpo forem
conhecidas e a coordenada generalizada a., escolhida, a forga
generalizada p, ¢é definida por consideragbSes derivadas do
principio dos ifabalhos viTtuails, da seguinte forma:




— Dando um pequeno incremento Ga, a ccordenada
generalizada ai do corpo, mantendo as restantes coordenadas
constantes, o trabalho realizado pelas forgas actuantes & igual
a p.da..

p15 i

Como consequBncia daquele principio, os coeficientes
utilizados na obtengfo das forg¢as generalizadas, a partir das
forgas actuantes, sdo 08 mesmos que se utilizam na determinagdo
dos deslocamentos efectivos dos pontos de aplicagdo destas, a
partir das coordenadas generalizadas. Estes coeficientes
designam-se por coeficientes de ligagdo.

0 coeficiente de ligag¢do, entre uma forga actuante e uma
coordenada generalizada de um cotrpo, ¢ definido como sendo o
desloecamento do ponto de aplicagédo da forga actuante,
resultante do deslocamento unitdrioc daquele em termos dessa
ctoordenada generalizada.

Assim, a forga generalizada 19 resulta do somatdrio:

= ¥ b f 5
Py 7 ¢ Pix Tk (3)
em que
f - sdo as forgas actuantes na massa i;
bik - sd0 08 respectivos coeficientes de ligagdo.
Por sua vez, o dJdeslocamento efectivo ak do ponto de

aplicagdo de uma determinada forga fk vem exXpresso por:

a = E i = LI I
ay : bki a, . i 1, , I (6)

em que a, éd a coordenada generalizada.

As forgas actuantes nas Jdiferentes massas sfdo de dois
tipos:

- Forgas internas do sistema transmitidas pelos diversos
elementos de forg¢a, que trepresentam a elasticidade e os
mecanismos de perda de energia.

— Forgas exteriores aplicadas.

Atendendo & equagfo (1), as forgas internas do sistema
sfo negativas se traccionam os respectivos elementos. Por sua
vez, 085 coeficientes de 1ligagdo sdo positivos, quando o
deslocamento da massa distende o0 respectivo elemento de forga.

Generalizando as expressdes (4), (5) e {(6) para um
sistema de mbltiplos graus de liberdade, podemos escrever na
forma matricial:

M é =P (7-a)

ME=BE (7-b)
e

a=38 a (8)



em que

matriz de massa {(diagonal) do sistena;
vector das forgas generalizadas;

matriz dos coeficientes de ligagdo;
vecgtor das forgas actuantes Jdo sistema.

At ®
|

D= {Da (Do (D

O MmO W

A transformagfio do sistema de equageBes (7-b) no sistema
de equagles genédrico (1) & feita automat{camente num programa
de computador, tendo em conta as propriedades da matriz de
ligagdo, atrds desoritas.

Para exemplificar esta metodologia, considere-se o modelo
rigido-flexivel dum camifo, representado na fig. 1-b). Este
modelo tem ecinco graus de liberdade, admitindo-se como
coordenadas generalizadas: os deslocamentos lineares u e u
dos elementos rigidos simulando os dois eixos do veiculo, &
deslocamento linear u e a rotagdo § do centro de massa do
elemento rigido representando a estrutura e a amplitude ¥X. do
i— modo de vibragdo de uma viga de bordos livres simulango a
flexibilidade da estrutura. A rigidez da suspensio e dos pneus
estd representada por molas de coeficiente de rigidezzKi e a
rigidez do elemento flexlvel vem exptressa potr M . 0
amortecimento do sistema ndo foi considerado.

Admitindo que o movimento & registado a partir da posigido
de equilibrio, as equagdes de movimento (7-b) podem ser
eseritas:

— ] P 5 - { Y
m 0 i 1 -1 0 0 O £
m, 52 0 0 1 -1 0 £,
my S quy = |0 1 0 1 0 |. 1 £q ? (9)
I, 8, 0 a 0 -b 0 £,
E mg EESJ (0 4 0 -4, 1| | f5

Atendendo 3 equagdo (8), os deslocamentos dos elementos
de forga sdo determinados a partir dos deslocamentos
generalizados, do seguinte modo:

(_ A [ ] r‘ 3
ul 1 0 0 0 0 u1
u2 -1 4] 1 a d1 u2
CG. [ = o 1 0 0 0 .4 uL (10)
3 3
a, 0 -1 1 -b -d, 5,
LXS ) - 0 0 0 0 i ] L XS J



Seguidamente, as forgas de cada elemento sdo calculadas
atendendo 3s expressdes (1) e (2) e & convengdo de sinais
referida anteriormente

r ~ — 1 's =
f1 —Kl 0 u1
f2 ~K2 Ez
< f3 r = _K3 s ﬁ 63 » (11)
f4 —K4 u,
£ 0 . X
|5 M5 5 )

Finalmente, substituindo (10) em (l1) e esta em (9),
obtem~sea:

ME+Ka-o (12)
em que
_ikl‘l'Kz) 0 "'Kz —aK2 "dle ]
0 (1(3+K4) —K4 bK4 d2K4
R = K, X, (K2+K4) (aK2+bK4) (dle—dZKA)
-aX, K,  (aK,-bK,)  (a’R,+b°K,) (aK,d +bK,d,)
-4 X, 4K, (4K -dK,) (aK,d +bK,d,) (diK2+d;K4+w2mSL
- (13)

A resolugdo manual deste exemplo, utilizando os mesmos
passos do algoritmo implementado no programa de computador,
permite verificar que o sistema de equagdes a ser resoclvido @&
igual a0 que se obtem atravéds das diversas formulagdes
clidssicas [8].

A grande vantagem deste tipo de formulagdo reside no
facto de apenas ser necessdrio definir os diversos elementos de
forga e o0s respectivos coeficientes de 1ligagdo, para cada
coordenada generalizada.



10

3. 0 METODO D0OS ELEMENTOS FINITOS

3.1 Formulagdo das equagbes de movimento

A discretizagdo de gqualquer estrutura por elementos
finitos envolve a sua divisio num ndmero apropriado de
elementos de dimensfo arbitrdria, ligados entre si pelos
chamados pontos nodais {nds), aos quais se considera
associado um conjunto de deslocamentos generalizados do
sistema.

As equagles de movimento (1) dum sistema linear
eldstico discretizado por elementos finites, podem ser
formuladas recorrendo ao Principio dos Trabalhos Virtuais:

S éedv - [ Gur (b - pli —ca) dv - f Sul + dA = 0 (14)
V o~ oo v e ~ ~ b At s
em que:
59-—é o vector dos deslocamentos virtuais:
8¢ - & o vector das deformagfes virtuais associadas;
b ~-& o vector das forgas de volume aplicadas
t -& o vector das forgas de superficie;
0 -¢& o vector das tensdes:
P -¢& a massa especlfica;
) c —-& o coeficiente de amortecimento;
}ée %-s§o respectivamente, o0 vector das acelerac¢des e
o vector das velocidades.

0 volume V pode ser considerado limitado por dois tipos
de fronteira: A,, 4rea na qual estd definido o vector de
forga superficial t e Au, drea onde estdo definidos os
deslocamentos u. ~

"

A aplicagdo do MEF permite escrever os deslocamentos e
as deformag¢des, em qualquer ponto de um elemento finito, em
fung¢d8o dos respectivos valores nodais a

ns

m
e e e e e
u = ¥ N, a, =N a {15)
~ . ~ L L e ~
i=1
m a a e e
e® = ¥ B a, = B a (16)
o . ~i ] ~ ~e
i=1
em que
m =& o nimero total de nds do elemento;
e . ) ; o . .
N~ —¢& o conjunto de fungdes de forma associadas a
~ -
e cada elemento;
B - & a matriz das deformagdes do elemento.

Substituindo {15) e (16) em (14), atendendo a que esta
equagédo deve ser satisfeita para qualquer valor do
deslocamento virtual 8a° e que, através da lei de Hooke, as
tensdes podem ser definidas em fungdo das deformagdes, as
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equagfes de movimento para um elemento finito sdo expressas
da seguinte forma:

.Qe (ge)T p© ge %e dvt [ e (Ne)Tce e ée dv+y e (Be)TDBeaedv =
= Je (85T p® dv+fAe (85T ¢ 4A = 0 (17)
T
onde
ge = fve (EE)T pe Ee dv (18)
e _ e, T e
O (B")" D B” dv (19)

$d40 respectivamente, as matrizes de massa e rigidez de um
elemento, em que D & a matriz de elasticidade.
~r

A equagdo de equilibrio global (1) & obtida por

associagdo, de modo adequado, dos diversos elementos que
congtituem o modelo estrutural.

3.2, Elemento isoparaméirico de viga

3.2.1. Teoria das vigas de Timoshenko

Esta teoria [10] considera os efeitos do esforgo
cortante no empenamento das secgles rectas da viga e da
indrcia de rotagdo, podendo por isso ser aplicada na andlise
de vigas finas e espessas.

As hipdteses de base da teoria das vigas de Timoshenko
sio as seguintes:

a) Os deslocamentos transversais sfo pequenos, quando
comparadeos com a espessura das vigas.

b) Normais ao eixo neutro antes da deformagdo
permanecem Yrectas, mas ndo0o necessariamente normais
dquele eixo apds a deformagfo.

¢) TensBes normais ao eixXo neutro sfo irrelevantes,
quando comparadas c¢om as restantes componentes do
tensor das tensdes.

Admite-se ainda que, 0 eixo dos xx coincide com o eixo
neutro da viga e os eixos dos yy e dos zz correspondem a
direcg¢des principais da secglo recta, fig.3.

0 campo de deslocamentos considerado é o seguinte:

u(x,y,z,t) uo(x,t) - = ey(x,t) -y ez(x,t)
u={ v(x,y,z,t)} = v (x,t) - z 6_(x,t) (20)
~ (o] X

w(x,y,z,t) WO(X,t) + v ex(x,t)
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Fig. 3 - Elemento de viga de Timoshenko

Gs deslocamentos em qualquer panco (x,y,2) podem
exprimir-se direcramencte em fungdo das translagdes do eixo
neutro u , Vv e w e aas rotagdes independentes &as normais
g 2] o] a a o]

- a .
X v 2

As roctacgdes Bv e & , sofridas pelas normais, sfo iguatis
2 soma algébrica das inclinagdes do eixe neutroe, com as
roragfes devidas 4 deformagdo de corte, fig. 4.

6 3w /3% -

v 0 ¢z

i}

(21)
g

8v /B x - ¢y

F4 -b«!or’}l 1 H
Y//:4 a}

N,

Fig. 4 ~ Deformagio do elemento de viga espesso
a) Plano xz
b) Flano xy

Arendendo 8 teoria das pequenas deformagdes e aplicando
a teoria ée Timoshenko ao estado tridimensional de tensdo, as

relagdes constitutrivas sfo dadas na forma:
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em que
U={N,Q,Q,M,M,M}T (23)
~ b z X ¥y
EA 0
KGA
D = KGA (24)
GJ
EI
0 YET
Z
L L=
e
e = {du_ /3, qby, ¢, 30/ Bx, aeylax, aez/ax}
' (25)

sio respectivamente, o vector dos esforgos na secgdo recta da
viga, fig. 3, a matriz de elasticidade e o vector dJas
deforma¢Bes resultantes. O coeficiente K €& um factor de
correcgdo do esforgo cortante.

3.2.2. Discretizagdo por elementos finitos

No elemento finito isoparamétrico da viga recta, a cada
nd i, consideram—se associados seis graus de liberdade, trés
de traunslagio e tré&s de rotagdo. 0s elementos mais utilizados
sio os lineares (2 nds) e os quadrdticos (3 nés), fig. 5.

4= ' A=-1

Fig. 5 - Elemento finito isoparamétrico de viga
tridimensional
a) Linear
b) Quadrdicico

0 vector dos deslocamentos nodais, para cada um Jesses
elementos, toma a seguinte forma:

a _ T e T
em que
a, = {u v W B 6 0 }T (27)
~ i i* i T4 xi? oyl zi
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O0s tré&s sistemas de eixos —coordenados, que sdo
necessdrios i formulagio do elemento de viga, fig. 5, sdo:

i) Sistema natural do elemento, para o dqual & wvaria
entre -1 e 1.
ii ) Sistema cartesiano do elemento (x,v,z).
iii ) Sistema cartesiano global (X,Y,Z).

Na discretizag8o por elementos finitos, o elemento de
viga de Timoshenko tem a vantagem de requerer apenas o uso de
fungdes de forma Lagrangeanas, do tipo G(0) (fungdc continua)
para garantir a continuidade.

As fungdes de forma associadas a cada um dos nds do
elemento, no sistema de eixos natural, sdo as seguintes:

a) Elemento linear

Nl = 1/2 (1-g) assoociada ao nd 1
(28)
N, = 1/2 (1+&) associada ao nd 2
b) Elemento quadrdtico
Nl = 1/2E (1-&) agssociada ao nd 1
N2 = (1-g)(1+8) associada ao nd 2 (29)
N, = 1/28 (1+4£) associada ao nd 3

De notar, gque se usam as mesmas fungdes de forma para todas
as variadveis independentes.

Asgsim, o campo de deslogamentos, exXpresso em tetrmos d4os
deslocamentos do eixo neutro e das rotagfes das mnormais da
viga, & definidoe por:

n

u(g) = Z N, () a
~ R ~ ~
i=1

De forma andloga, a geometria, campo de tensbes e
propriedades do material, podem exprimir-se em termos das

fungdes de forma e dos valores nodais respectivos.

PR n =2 ou 3 (30)

A relagdo entre os sistemas natural e cartesiano do
elemento, estabelece-se através dJda matriz Jacobiana, que &
definida por:

n
J = /93 = L oN /3% x,. , =2 ou 3 (31)
~ . _ 1 i
i=1
As deformagbes resultantes sdo definidas em termos de
deslocamentos nodais do elemento, através da gseguinte
expressdo, envolvendo as fungbes de forma e suas derivadas:

. n =2 ou 3 (32)

Hms

£ = B. ai
~ i=1~%
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em que
3Ni/3x 0 0 Q 0 0
0 AN, /9% 0 0 0 =N,
1 1
0 0 aNi/Bx a -N, 0
. = 0 0 0 3 N_/3=x 0 0 (33)
e g 1
0 0 0 0 3Ni/3x 0
0 0 0 0 0 8~Ni/ax

Refira—-se que, a8 matriz das deformagdes gi contem as
derivadas das fungdes de forma 5Ni/5x, que s8do calculadas
pela regra de derivacgdo em cadeia

] _ ' o ; -1
aNi/ax = aNi/aE . 9F/9x = BNi/BE . J (34)

De acogdo com a equagdo (19), cada sub-matriz da matriz
de rigidez K, contemplando a contribuigdo associada aos nds
i1 e j, & obtida através da expressio:

e _ T Y
Eij = fl Ei D Ej dx (35)
em que
dx = det J df = J 4 (36)

Por sua vez, as sub-matrizes da matriz de massa sdo
expressas povr:
e T
M., = [, N, 1 N, dx (37)
Nl_‘] ]_ Al ~on

em que a matriz de inédrcia I ¢ definida como

ACE) 0
AE)
A(E)

-
I
=l

I,(8) (38)
T (&)
T )

, e . o :
A matriz de massa M {18) designa-se por matriz de massa
~s
consistegte, por ser formulada a partir das mesmas fungges de
forma Ni empregues na defini¢ido da matriz de rvigidez K.
¥ 3

As matrizes de massa e rigidez do elemento sd0 calcula-
das por integrag¢do numérica, recorrende & quadratura de
Gauss.
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No caso das propriedades da seccdo do elemento variarem
ao longo do comprimento e tamhém para elementos nio prismdti-
cos, as matrizes D e [ sd80 calculadas através das expressdes:

n
D&Yy = = Ww.€) Di , n =2 ou3 (39)
~ i=1 ™ ~

Tl
1)y =  N,€E) 1, , 1n =2 ou 3 (40)
~t H 1 ~7

em que, os valores das propriedades nos pontos de integragio
de Gauss sdo interpolados a partir dos correspondentes
valores nodais.

3.3. Elemento isoparamétrico de placa

3.3.1., Teoria das placas de Mindlin

Esta teoria [l11] considera os efeitos do esforgo
cortante no empenamento das secedes rectas da placa e da
indrecia de rotagdo, podendo por isso ser aplicada na anadlise
de placas finas e espessas.

A teoria bhidimensional, desenvolvida por Mindlin,
assenta nas seguintes hipdteses de base:

a) 0s deslocamentos sdo pequenos, gquando comparados com
a espessutra da placa.

b)Y A tensdo mnormal & suprficie média da placa &
desprezivel, qualquer que seja 0 tipo de
carregamento existente.

c) As normais ad superflecie média antes da deformagiéo
mantém-se rectas wmas nido necessariamente normais
dguela superflcie apds a deformagio.

, T
0 vector deslogamento u = {u,v,w} , em que qualguer
ponto de coordenadas (x,y,z), pode ser expresso em fungdo das
trantag¢des u , v , w_, da superfilcie média e das rotagles

independentes das’normais ex e B, fig. 6:
u(x,y,z,t) uo(x,y,t) -z ey(x,y,t)
u s{vi(x,y,z,t) = vo(x,y,t) -z ex(x,y,t) (41)
wix,y,2z,L) wo(x,y,t)
em que
0, = v /Ay - 8 Crs
By = BWO/BX - éx

As rotag8es das normais A superflcie média da placa sido
iguais 3ds somas algébricas das inclinag¢des do eixo neutro,
com as rotagdes devidas 3 deformagdo de corte.



‘w(:ly)

0

X 6y

Fig. 6 - Elemento de placa de Mindlin
a) Campo de deslocamentos
b) Deformacdo da secqgdo da placa no plano xz
¢) Deformagfo da secedo da placa no plano vz

Atendendao 3 teoria das pequenas deformacdes e aplicands
a tsoria de Minalin ac estado tridimensional de tensdo, as
relazgdes conscitutivas cdo expressas na forma

G = DE (43)

em que

. T ,
g = {N, M, Q} (445
¢ o vecror dos esforgos unitdrios na secgdo da placa, fig. 7
once

= N, N, R 45
No= S xy} (453
T \
o I:E" {M ] M}?, MX}”} (['6}
T
0= {0_. Q_} (47)
~ X y

s&0 respectivamente os esforgos de membrana, flexdo e torgdo
e corte;

D 0
Et ~1
D =— - Df {48)
Yo {1=v7) =
0 D
~ g5

¢ a matriz de elasticidade, onde

b = v ! 0 (49)
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- T
t9/12 \)t2 12 0

2 2

D, = wt</12 t°/12 0 (50)
a2
0 0 t (1=-v )/24
[=}
(1-wv)/2K 0

D, = (51)
~ 0 {(1-v }/2K

sdo respectivamente as sub-mactrizes de membrana, flexio e
LOrgao e corve:

T
£ = {e_, Ef’fis} (52)

~

éd o vector das deformacBes resultanres, onde

3 - : T
‘\E,m = { BUO/ (J"Xs Jd VO/ ?;\j?, 8110/ ay + aVO/a x} (53)
o T
= - _— —

135 {=de / o, -390 ./ 9y, Cds,/ 2y + b0,/ 5x)) (54)

E g . _ B T

v = L 8w [ Bx- 9, dw /3y~ gl (55)
sdo respeciivamentce as componentes aas deformag¢des de

meambrana, flexdo e torcdc e corte. O <coeficiente K & um
factor de correcgdo, para conrabilizar o efeiro dos esforgos
cortantes e T € a espessura aa placa.

Z ng
lN
91/ Ny . My
Myx N 091 O / Y
— e ———— i
NHX4 4 My
My ,”’ /——y:‘- —_———
/ loﬂ Ny  Myx
-—o-‘-N—-n-
My }VWOx-
X Ny
My
Fig. 7 - Esforgos existentes num elemencto infinitédsi-

mal de placa espessa
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3.3.2. Discretizagdo por elementos finitos

No elemento finito isoparamétrico guadrdtico de placa
(8 nds), fig. 8, utilizado nesta discretizagfo, a cada nd i,
consideram-se associados cinco graus de liberdade, tré&s de
translagdo e dois de rotagdo. Na formulagdo por elementos
finitos, o elemento de placa de Mindlin requer também apenas
fungdes de forma lagrangeanas, do tipe C(0), para garantir a
continuidade.,

As fung¢les de forma associadas a cada um dos nds do
elemento, em termos de coordenadas (£, nN), sfo as seguintes:

Ni = 1/4 (1+ EO)(1+ no)( EO+ no—l) , ndes de canto

Ni = 1/2 (1- gz)(1+ no) , nds do meio gi=0 (56)
_ _ 2 , -

Ni = 1/2 (1+ EO)(I n o) , nds do meio m, 0

com €o=‘,€gien'o=n'ni

Assim, o campo de deslocamentos expresso em termos dos

deslocamencos da superfilcie media e das rocagdes
independentes das normais & definido por:
8
u (E,m) = X N.(E,n) a, (57)
~ i=1 ~t

As deformag¢des vtesultantes sdo definidas de forma
identica ds do elemento de viga

8
E=i§1 By 24 (58)
em que
aNi/Bx 0 0 0 0
0 BNi/By 0 0 0
. o ‘
BNi/By ;] Ni/ax 0 0o 0
0 0 0 0 ~dN . /3 x
B, = t {(59)
e 0 0 0 - W, /3y 0
0 0 0 -CBNi/Bx —BNilay
0 0 SN,/ 9x 0 -N,
R 1
0 0 9N,/ 8y ~N. 0
1 a1

As derivadas das fungdes de forma da matriz Bi sdo
calculadas pela regra da derivagdo em cadeia
ON, fox oN.
N, /o » N.RE
=3 (60)

3Niﬁy BNiﬁﬂ
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em gue, a matriz Jacobiana J ¢ definidéa por:

1=t . (61)

i
7 PLE 5
|t+1)
8 - ] I L
(-1) (+1) ?
) i(-1)
1 2 3
Fig. 8 - Elemento finito isoparaméirico quadrdtico

de placa

As sub-marrizes de rigidez e de massa sd30 expressas

¥ =/ B,T D B, ax &y (62)
~13 A ~i < ~3
ME =/ N,T T N, dx ay (63)

em gue, & matriz de inédrcia I & dada por
and

T 0

I =p T (64)

ax a

g

= get J & an (65)

No <caso da espessura da placa variar ao longo daa
gsuperficie, o seu valor =noes ponuos de integragdo de Gauss,
para o cdlculo das matrizes D e I, & obtido através aa
eXpressano - ~

8
t (E,n) = E Ni(i,n) Ly (66)

1
4

=
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como tresultado da interpolag8o a partir dos respectivos
valores nodais.

3.4. Formulagdo consistente das cargas nodais

As forgas e momentos concentrados aplicados fora dos
nds ou qualquer tipo de forgas ou momentos distribuldos ténm

que ser representados em termos de cargas nodais
equivalentes. As cargas nodais equivalentes devidas a forgas
ou momentos concentrados em posigdes arbitradrias sao0

definidas por:

P,° = P N, (E ) (vigas)
~ ~ ~1 P
e (67)
P,oo= B N.(n D’ Ep) (placas)
em que £ e 0N sdo as coordenadas locais do ponto da

aplicagio Eas caréﬁs.

Por sua vez, as cargas nodais equivalentes devidas a
forgas ou momentos distribuldos sdo calculados pela
expressio:

e

P, = [ N,qdv (68)
ad L

Ag fungebdes de forma, utilfizadas mna determinac¢do das
forgas mnodais equivalentes, s8¢ as aplicadas na formulacgdo
das matrizes de massa e rigidez.

4. APLICAGOES

Para a implementagdo dos métodos de andlise descritos,
desenvolveram—se, respectivamente, os programas DYNAMICS.F77
e DINAMI.F77 is]. Estes programas estdo codificados em
Fortran 77 e foram implementados no computador Eclipse MVB000
do DEMec.

0 programa DYNAMICS.77, tendo por base um programa
referido em [6], permite determinar a resposta dinfmica de
sistemas rigidos e rlgido~flexiveis em termos de
deslocamentos, velocidades e aceleragdes dos elementos de
massa e deformagdes e forgas nos elementos de forga.

0 programa DINAMI.F77, tendo por base um programa
desenvolvido por Dias Rodrigues [12], permite, o estudo de
vibragBes livres de estruturas discretizadas por elementos
finitos, através do cadlculeo das frequéncias naturais e
respeciivos modos de vibragdo, assim como, a obtengdo da
resposta dinfmica, em termos de deslocamentos, em pontos de
interesse para a andlise estrutural. Na fig. 9 apresenta-se o
respectivo diagrama de sequéncia.



GEOMETRIA DO PROBLEMA

r

RIGIDEZ E MASSA DO ELEMENTO

KeszTDde : M'ZI T Ndv

g2) g oadviti= ) TN

RIGIDEZ E MASSA GLOBAL
K=Ik® ; M= M

7
FREGUENCIAS E MODOS PROPRIOS
[k-wfu) g =0
L | itopara CADA CASO DE CARGA
VECTOR CARGA GLOBAL
Pp=x
EQUAGDES MODALS
X+ 2% = gTeon)
DESLOZAMENTOS MODAIS INTEGRAGAD DIRECTA
v - of
x (1) K 2teat = Bheay
SOBREPOSICAD MODAL
a(l) = £ oxit)
{ Flm )
Fig. 9 - Diagrama de sequBncia do programa DINAMI.F77

1

4.1, Solugio das equagdes de movimento

A solugdo das equagdes de movimento, resultantes das
Giscretizag¢les estruturails utilizadas nos mérodos de anidlise
abordados uneste texto, & obtida atravéds de diferentes métodos
nupéricos.

A solugdoc ade problemas dindmicos n3o-lineares, um 4GOS
objectivos mais importantes do MEC, reduz-se & ligacio dum
método de integragdo ne tempo com um mwmodelo estrutural
previamente desenvolvido.

¥McNamara [13] comparando o método explicito das
diferencas centrais com alguns métodos de iIntegragdo directa
implicitos {[ié4], para um certo ndmeroc de vproblemas néEo
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lineares, concluiu gue, tomando em consideragdo aspectos de
precisédo, capacidade de memdria central de computador
necessdria e custos de operagdo, o método das diferengas
centrais & a melhor aproximagdo.

A eficiéncia numérica deste médtodo & muito grande, se
as matrizes M e € do sistema de equagBes de equilibrio (1)
forem diagonais, pois permite a determinagdo da resposta do
sistema, elemento a elemento, sem requerer grande espago de
memdria central do computador.

¥No MEC, a resposta dinfmica de um sistema & obtida
integrando as equagles de wmovimento por wum processo de
integragdo directa por diferengas finitas. Este processo de
integragdo numérica passo a passo resulta de uma alteragio ao
método das diferengas centrails, de modo a conferir-lhe maior
eficiéneia numérica, ij4 gque nos sistemas meclnicos a
analisar, apenas a matriz de massa & diagonmal.

Assim neste processo, a aceleraglo de cada elemento i,
no 1instante de tempo t, obtdm-se através da expressdo de
diferengas centrais:

s = 1/(A)? ¢

ti 2

+ (69)

B+ A1 L Y

e a velocidade & determinada pela expressio de diferengas

finitas 4 esquerda:

= 1/2 A (3ati - 4 ) (70)

B¢ p-ati T -2t
em que At & o intervalo de integragdo. Verifica-se que ét nio
depende de a4 At

Esta modificagdoco no médtodo das diferengas centrais

permite a obtengdo da aceleragdo de cada elemento, a partir
de:

. = , . i =1 eas, T 71
a ., = py/my; . i , , (71)
pois as forgas generalizadas 1 sdo apenas fungdo dos
deslocamentos aciuais e anteriores. 0s deslocamentos a Ag?
no instante de tempo tHt, gd0 calculados seguidamente
através da expressdo (69).

A uwtilizagdo desta formulagdo ao longo de todo o
processo de integragdo leva a que no arranque, o calculo de

a , e a , seja feito considerando que:
oi ol
g = -z Pl
o 4 ftd 801 a51 “t (72)
A_garq = 894 T Zaoi At (73)

Este método, tal como o médtodo das diferengas centrais,
& condicionalmenie estdvel, ou seja, reqguer um intervalo de
tempo de integracdo At menor que um determinado valor critico



24

Atcr' Leech et al [15], mostraram que a amplitude do
intervalo de tempo a considerar estd limitada pela expressio

At < Atcr = Tn/'IT = 2/ w_ (74)

onde Tn & o menor perlodo e uh ¢ a midxima frequénecia angular
da estrutura.

Normalmente, o valor a ndo & calculado, utilizando-
se, em alternativa a (74), exp?éssées aproximadas =2 adaptadas
a cada situagio. Levy e Wilkinson [6] sugerem que o intervalo
de tempo a adoptar, seja obtido a partir da expressio:!

At < 1/3 Vmy/ky) (75)

em que, (m,/ki)S & o0 menor dos cocilentes entre as varias
massas do sSistema e a soma da rigidez dos elementos nelas
actuantes.

A utilizagdo deste método de integragdo possibilita a
implementagdo do MEC em computadores de pequena capacidade de
memdria.

Relativamente aos sistemas estruturais discretizados
por elemenmtos finitos, considerou-se wuma andlise dinémica

linear eldstica, em que o amortecimento estrutural e o
amortecimento viscoso da suspens#o foram desprezados. A nido
consideragdo de forgas dissipativas, reduz as equagbes de

equilibrio dindmico (1), dum sistema discretizado por

elementos finitos, 4 seguinte forma:

M

F4

+ K a =P (76)

em que as matrizes globais M e K da estrutura resultam do
agrupamento das respectivas matrizes dos diferentes elementos
finitos, previamente calculados no sistema de coordenadas
globais.,

A determinagdo das frequéncias e modos prdéprios de
vibragfio da estrutura faz-se através do estudo das vibracdes
livres desta, quando mndo existem fontes exteriores de
excitagd#o P. Como as vibrag¢des livres sdo harmdnicas, a
equagdo (76) traunsforma-se em:

2
R b= 0w Mp (77)
~ ~oa
em que ® & a fregquéncia angular de vibragdo e 4 & o modo
prdprio respectivo. ~

Esta equagio matricial traduz-se no problema cldssico
de valores e vectores préprios, em gque os valores prdprios
s8o0 os quadrados das frequé@ncias angulares de vibragdo e os
vectores prdprios sdoc os wmodos prdpries de vwvibragdo. A
resolugdo deste problema & conseguida através da aplicagdo do
médtodo numérico da iteragdo por sub-espagocs, dque se tem
mostrado eficiente na andlise de sistemas complexos [14].



Por sua vez, a determinacio da resposta ainfimica da
agtrurtura regquer tambdm a utilizacido de médcodns numdricos. A
andlise adainfmica pode ser feita, gquer através do método da
sobreposigdo wmodal, aproveitando a prévia andlise de valores
€ vectores proprios, quer utilizande o método de integragdo
Girecta passo a passo ce Newmark [14, 161,

O0s dois métodos s8o equivalentes, se na sobreposicgio
modal forem inmcluidos todos og mocéos de vibragi3o e se for
usado o mesmo esquema de integragfo para as equagdes de
moviwento, ou Se na integrag¢do adirecta, o passo de tempo de
integragdo for escolhido suficientemente grande, de modo a
eliminar a componente da resposta dinfmica resulrante das
frequéncias mais elevadas. Na fig. 10, apresenta-se ¢ esquema
oe¢ integracio numérica implewentado no programa DINAMI.F77,
vrilizando os meétodos arrds referidos.

EQUAGOES DE EQUILIBRIO DINAMICO
Mi+Ka = P

— e ~

Farmas modais e frequéncias
(k- i) g = 0
Transformacdo para equacles modais

Kit)+ ! X (4= gTP{1)

1

INTEGRAGAQ DIRECTA SOBREPOSICAQ MODAL
METODO DE NEWMARK deslocamentos modais
deslocamentos X (1]
- * ~
5 Bpeat = f teal deslocamentes
n
a[!] =_E1 5i Xi(tl
o =y~
Fig. 10 - Métodos para a andlise dinfimica linear
eldscica implementados ne programa

DINAMI.¥77

Atencendo a que, no tipo de estruturas em analise, as
frequéncias mais baixas e os respectivos modeos de vibragdo
sd0 as mals i1mportantes em termos da resposta da estrugura e
cque o] MEF conduz a aproximagbes pouca correctas das
frequéneias mais elievadas, 0 estudo e vibrag¢des livres
desrtas estruturas & feito considerando apenas um ndmero
reduzido de freguéncias e respectivos modos de vibragfo.



i .2 . Exemplos de azuplicagdo
4.2. E pl 1

o
L

4,2.1. Modelo vigido-flexivel biaoimensional de um camido

Nesre exemplo, o wmwodelo rigiao-flexivel bidimensional,
representadec na fig. l-b) e descrite no ponto 2.2, é
utilizado para observar 0 COMPOrTLAMENTO ge wm camiao
circulando a uma velocidade de 10 kw/h, quando o rodado do
eixo cianteiro passa sobre um obstdcule de O.!m de alctura. O
velculo estd =ssim sujeito a uma acgdo vertical egimétrica,
resulvante das condigdes de circulagédo.,

0 modelo inclui as catracterisiicas de amortecimento
introduzidas pelos pneus e suspensdo. As caracteristicas dos
cdiferentes elemencos constituintes, tipicas de vediculos
comerciais Norte Americanos [17], estd8o indicados na tab. 1.

Estrutura
Dimensdes - a=1.27 m
- b =3.03
-~ ¢ =5.70 m
massa - my = 5350 Kg 9
mem. Indreia - 14 = 3400 Eg.m
massa modal - mg o= 507 Kg 5 1
rigidez modal - K5 = §.79=x10° N.m
ampl. modal unicdria nos apoios = dl = 0.669 m
- 4. = -0.122 m
2
Bixo diamteiro
massa - my = 360 Kg 5 1
suspensdo ~rigiadez - K, = 3,57x10, N.m
2 4 -1
—amorcec . - €, = l.15%10 N.S.T
L. 2 _ 6 =
pneus ~rigidez - Kl = 1.56x102 N.m -1
—amorcec. - C1 = 7.00x10° H.s.m
Eixo ctraseirp
massa - om, = 675 Kg 5 1
suspensdoe —rigidez - K4 = 6.30x10;, W.m -1
—amorcec. - C4 = 2.90x190 N-S-T
i _ 6 =
pneus -rigidez - K3 = 5.25x103 N.m -1
—gmortec. - C3 1.20x10” N.s.m
TAB. 1 - Caracteriscticas 40 modelo bidimensioaal

Esce modelo permite simular a perda de contacto das
rodas com ¢ pavimento. Para tal, & necessdrioc considerar o
peso bruto do conjunto e as respectivas condigdes inicilais,
niéo podendo efectuar~se a andlise a parcir da posigdo de
equilibrio estdtico, sem estas consideragles.

Nas figs. 11, 12 e 13, apregencam-sge alguns dos
resultacos obridos nos primeiros 0.25s da andlise. Verifica-
se que entre os inscantes de tempo t=0.1325s e ©=0.1850s, o
rodado dianteiro deixa de contacctar com o solo, jd3 que a
forca actuante no elemento mola/amortecedor, representando 08
pnieusg aianteiros, ¢ nula e a deformagdo do respective
elemento & positiva. A estrutura do veilculo esctd sujeita a
uma aceleragdo maédxima de 1.27g, e o mnaicr deslocamento
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@u centro ae massga C.G., ocoerre para o iastance
s em o valcer d={u, . -u,)+0.35%5 X5=0.673%10 zm, e
que .33%5 ¢ o valor ada deformasa wmodal no C.G., para uma

iplituce mocal unicdria. O tempo de CPU gasto na anilise,

1L.2E 5 T T T T
{11= Pneus  dianleires =3

th

o [2)- Suspensao diantewa
- (3] - Pneus 1iraseires —
8E¢ (L) - Suspansdo lraseira

FORCAS {N]
E

1]
-LEL
1] 0.25
Tempals)
Fig. 11 - Forgas actuantes nes pneus e guspensido
c.1 T T T T
£
wr
2
= OF
w
=
<
J
o
pr {D1)-Deform. dos pneus
bt dianteiros
[3) ]
-0.1 ' ! ' '
0 0,25

Tempofs )
Fig. 12 ~ Deslocamentos vercicais dos C.G6. dos varios
elemencos

§ : : : 15
4
!—H N’.-
L] ] -
[} 1l
E 2 €
w Q -
a =]
< 'a
a © g
oo L ) &
G [1) = Aceleragho a
2-2f <
123 — Veloci dade
-4 ' ‘ ! L -15
1} Q.25
Tempeis)

Fig. 13 - Aceleracdo e velaocidade do C.G. da estru-
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4,2.2. Modelo rigido tridimensional de um aucomdvel

0 modelo rigide de um automdvel, com 11 graus de
liberdade, representade na fig. 14, foi proposto por Levy e
Wilkinson [6])}. Este modelo & muito simplificado, quando

comparado com um vetrdadeiro automdvel, Por exemplo, 0
movimento lateral e a rotag¢doc em torno do eixo dos zz, ndo
8830 considerados.

3
//// ;# ?%?»Ea X
f

Fig. 14 - Modelo tridimensional de um automdvel [6]

0 modelo inclui 12 elementos mola/amortecedor lineares,
para simular o comportamento dos pneus, suspensdo e molas dos
assentos e 4 batentes, para limitar o deslocamento das rodas
no sentido da estrutura. Na tab. 2, indicam—-se as
caracteristicas dos diferentes elementos constituintes do
modelo.

O -~ indica posigac dos elemenlos mala

1,7 - localizagdo das rodas da frente, suspensio dianteira
3,4 - localizacdo das rodas traseiras

5ag — localizacde dos passageiros

4,10 — suspensac lraseira
— {todas as dimensdes em metros }

1,778
1778

Fig. 15 - Geometria Jdo automdvel



Cada passageiro & o respectivo assento sdo modelados em
onjunte. A suepensdo oianteira ¢ independente ¢ 0 eixo
fro & rlgido, ¢ que ¢ caracteristico de¢ automdveis de

o atrds. Ha fig. 13, inaica—-se a aisposigd3o relativa

108 wiversos elementos do conjuncto.

Estrutura

massa -y = 1134 Kg
mom. Indreia yy - 12 = 1829 Kg.m2
mom. Inércia xx - ]'.3 = 7306 Kg.m
Rodas dianteiras
massa o, 5 =45 Kg 1
suspensdo ~rigidez _KH,A =1.75x10, W.m -1
-—amortec. - C'_’;,& =5.25x10" N.s.m
Eixo traseiro
massa - m6 =136 Kg
mom. Inércia - I? =79 Kg.m -1
suspensdo -rigidez “K; 4 = 1.05x103 Nem °
-amortec. - 07’8 =3.15x10" W.s.m
Pneus -rigidez -% = 4.].1):105 N.m_l_
-amorcec —01’2’5’6 =8.75%x10" W.s.m 1
' 1,2,5,6
Barentas -rigidesz -K = 1.7:'53:105 N‘ru_i
-fol S8hZedh 5127
olga el,2,3,4 :
Passageiros + assentos
massa -m = 80 Kg _
rigidez HKB’Q'IO’]‘I =5,25%l1 3 W.m 1
_09,10,11,12___1 bx10 Nsmﬁl
amorctec. 9.10.11,12 . -
TAB. 2 - Caracteristicas do modelo tridimensional

Como acg¢&0 Tesultaunte das condi¢des de circulacdo
considercu—se uma acgdo vertical assimétrica, provocada pela
passagem da roda dianteira aireita sobre um obstdculo, quando
o velculo circula 3 velocidade de 16km/h.

Alguns odaos resultados obtidos s8o apresentados mnas
fig. 16 e 17. Assim por exemplo, pode-se verificar o efeito
Ga suspensdo 4o velculo na reducio da amplitude e variacgio
mals gradual do deslocamento do passageiro da parte éa frente
gireica, cowmparativamente & configuragfo do o*stdcule. Por
outro lado, consrtata-se gque o0 mesmo passageiro estd sujeito A
maior variac¢do de forgas induzidas pelo veicule (423 N 3
crac¢do e 512 N & compress8o), o que tend6 em conta o peso
consicerado para o conjunto passageiro + assento (779 W),
implica a sujeigdo do passageiro a aceleragdes de 1/2g em
BXCEeS580. Convem notar que, este madelo nio prevé ]
possibilidade das trodas perderem o contacto com O pavimento.
O rempo de CPU gasto na analise, foi de 5s,
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508E-2 T K T T
deformacae do pnev da roda
dianteira direita
2.5.E-2} .
/roda dianteira esquerda
E
o-25LE-2
S passageiro da
E frente direita
5 -5.08E-2} 4
[
g
(&)
-7.62E-2| -
. roda dianteira direita
abstaculo tempa
- £.D16E-§ . s . .
8 .05 .10 H .20 .25 Isec)
Fig. 16 - Resposta de alguns elementos em termos de
deslocamento ’ -
890 . i r :
1] #rente gir.
12](rente esq. 1
45 [N raseira din ]
z {4}traseira 2sq.
> y\
5 0
~4L4L5 N " tempo
2 .05 10 .15 .20 .z5 1sec)
Fig. 17 - Forgas que sujeitam os ©passageiros do
automdvel
4.2.3. Modelo de elementos finitos de um semi-reboque
rebaixado (38¢t)
A plataforma de um semi-rebogue rebaixado foi
discretizada por elementos finitos, a partir da sua

configuragio de anteprojecto [18]. A suspensdo do veiculo foi
simulada através de elementos Je viga com rigidez axial
id@ntica d rigidez, correspondente ao carregamento estdtico,
indicada no catdlogo da suspensio. As translagBes de corpo
rigido no plano da estrutura foram restringidas. Na fig. 18,
apresenta-se a Jdiscretizagdo com elementas finitos de viga e de
placa utilizada na andlise.
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A  carga transportdvel (24 440 Kg) considerou-se
uniformemente distribuida pela superficie do veiculo e foi
modelada atravds de massa concentradas nos nédés da estrutura.

X ¥

Fig. 18 - Discretizagido com elementos de viga e de
-placa . :

Na andlise de vihragdes livres efectuada,
determinaram—-se os primeiros 10 modos de vibragdo livre da
estrutura e as respectivas frequéncias, wutilizando duas
discretizagdes diferentes. Na tab. 3, apresentam—se os
valores obtidos numericamente para as frequénecias naturais,
bem como as primeiras frequé&ncias de torgdo e flexido
determinadas por métodos anallticos [19]. Apesar das
simplifichgles efectuadas no modelo de cdlculo analitico, os
resultados obtidos sfdo bastante interessantes.

Frequéncias Frequéncias Frequéncilas
Hodos de Maturais Nacuradis Naturais
f [He] f [Hz] £ [Hz]
Vibragdo {mérodos (discrecizaglo (discretizagio
analiticos) por elemn. por elem. de
[19} de viga viga+ placa)
i Roctagio de corpo rigide - 0.120 0.052
(Plano XY) -
2 12 modo de torgio 0.457 0.721 0,714
3 Rotagdo de corpo Tigide {XX) - 1.071 1.064
(vibragio da suspensdo}
4 1% modo ctorcdotflexido - 2.491 2.532
5 22 modo de torgio - 3,083 3.126
6 12 modo ae flexdo 3.582 3.763 3,825
7 22 nodo de flexdo - 4.370 4,551
8 22 modo de corgido+flexdo - 5.908 5.977
) 32 nodo de vorghotflexdo - 6.912 7.460
10 | 32 nodo de flexia - 8.652 8.777
223 elem. de 2 nds 33 elem de 2 nds
- 190 elem. de 3 nds
- B0 elem. de 8 nés
140 néds 330 nds
784 fraus de liberd. | 1924 Graus de liberd.

TAB. 3 - Modos de vibragdo e frequéncias naturalis



32

Da andlise de resultados, gonstata-se uma
predominancia da torgdoc nos modos associados a Jdeformagles
estruturais correspondentes d8s frequéneias de vibragfo mais
baixas, o0 que estd de acordo com a importdncia atribuida 4&s
acgbBes verticais assimétricas no dimensionamento deste tipo
de estruturas [3]. No entanto, esta tendéncia deverd ser
atenuada, na estrutura treal, pela existéncia de travamentos
entre a moldura lateral e as longarinas centrais. Por outro
lado verifica—-se que, a frequéneia de vibrag¢fo das massas
suspensas (vibragido da suspensdo) estd dentro dos valores
esperados (! a 2 Hz) [20]. )

Na fig. 19 e 20, apresentam—-se dois dos modos de
vibragdo estrutural obtidos na andlise.

FIG. 20 - 22 nodo de torgdo+flexdo (40x)
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5. CONCLUSUES

As varias componentes da resposta dindmica, de
sistemas wmeclnicos rigidos e rigido-flexiveis analisados
atravéds do MEC, podem ser dteis no projecto e selecgdo de
diversos parfmetros e elementos constituintes dos diferentes
veiculos modelados, desde que a an#élise dinfmica esteja
convenientemente enquadrada numa metodologia previamente
definida.

Aggsim, as aceleragdes sd0 utilizadas na analise do
conforto na condugdo e na seguranga da carga transportdvel.
0s seus valores maximos empregam—-se na determinagdo Jdos
coeficientes dinfmicos a utilizar no dimensionamento estdtico
das estruturas. As curvas de velocidade podem ser usadas na
escolha dos amortecedores. As curvas de deslocamentos té&mn
utilidade na selecgdo de pneus, no projecto de suspensdo e na
escolha das dimensdes das folgas dos batentes. Por dltimo, as
forgas e deformagdes dos elementos de forga podem ser
empregues na determinag¢do das forg¢as induzidas na estrutura
do veleculo, no projecto dos elementos de suspensio e na
obtengdo das forgas de atrvito madximas na travagem [21].

Por outro lado, as diversas ace¢des resultantes, das
condigdes de circulagdo e dJdo funcionamentoe do motor do
velcule excitam diferentes partes da estrutura, levando-as
com frequéncia a vibrar concordantemente. A vibragédo
estrutural afecta, entre outras coisas, a vida & fadiga da
estrutura e a manobrabilidade e condug¢do do veilculo.

0 estudo de vibraghes livres de estruturas de
veiculos, disecretizadas por elementos finitos, permite
projectar estruturas com suficiente rigidez A flexdo e
torgdo, evitando que as respectivas frequéncias prdprias
sejtam préximas das frequéncias prdprias da suspensdo e das
frequéneias das diferentes acgdes actuantes, de modo a
impedir a ocorréneia de fendmenos de ressonfncia.
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