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Resumo: Num problema tipico de classificacio, o objectiva & criap uma reprs de
decisfio que permita afectar um objecto, de origem desconhecida, a ma de ¢ classes
preé-definidas, a partir dos valores observados de wm conjunto de p varigveis g,
amestra de treino. Na impossibilidade de separagao absoluta ou numa situacio de
divida (quando as fungdes de decisio assumem valores minito idénticos ou aqnandag di
existéncia de observaches atipicas- autliers) poderd ser preferivel nag classificar do e
optar por classificar com uma probabilidade de erro elevada. Nesse caso introduzee
uma opgio de rejeicao, por indecisio ou por existéneia de observacies atipicas, pelg
que de uma forma genérica teremos um classificador em ©+ 2 clagzes. Meste traba-
lho apresenta-se win método de classificagin em ¢+ 2 classes pom eapecial realon ye
Lratamento das observaghes atipicas. Propde-se uma nova Tegra de rejeicio de gup;
ers, HRO, baseada em andlise de clusters e utilizagio de distincias tipo Mahalanghig
com estimadores classivos e robustos que demonstrou ter bom Comportamento ey
simulagoes de dados normais & ndo normais, com e sem outliers. Como métodos da
clustering utilizaram-se o k-means, pam (partitioning around medaids) e melus {modet
based clustering) e para estimadores do vector de médias & da matriz de Covariancias
o RMOCD23 { Reweighted Ainimum Covariance Determinant Com um ponto de roturs
aproximado de 25%), os estimadores cldssicos & o estimadaor OGK de Maronna e Fa-
mar, O método apresentado & ilustrade com dois exemplos priticos,

Palavras—chave: Andlise multivariada, Andlise discriminante, Classificacin SUpervi-
sionada, Regifo de indecisgo, Detecgdo de sutliers, Estimadores robustos, Métadas di
clustering, Modelos de misturas

Abstract: The aim of a supervised classification problem iz to build o decigion ryla
according to which a new ohject is assigned to one of a set of & predefined rlgsge
on the basis of an observed p-dimensional feature veetor (training sampla), Tn tha
sbsence of absalute separation ar when there js some uncertainty it may be better not
to classily. In that case we can introdice a rejection option either in tases of doghy, op
of atypical observations (outliers). This work presents a method for classifying g new
object into one of ¢ 4 2 classes. Special emphasis is given to the treatment of atypi-
cal oheervations: we propose a new oublier rejection rule, based on clustering analysis
and Mahalanobhis type distances with classical and robust estimators, which performed
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well in a simulation study with normal and non-normal data, with and without on-
tliers. We considered thres clustering methods: k-reans, perm and melust; and three
pairs of location-scatter estimators: classical, Reweighted Minimum Covariance De-
terminant with an approximate 25% breakdown point (RMCD25) and Orthogonalised
Cnanadesikan-Kettenring estimator (OGK) of Maronna and Zamer. The method is
illugtrated with two applications.

Keywords: Multivariate snalysis, Discriminant analysis, Supervised classification,
Region of doubt, Detection of outliers, Tobust estimators, Clustering methods, Mix-
ture models

1 Introducao

Considere-se um problema tipico de elassificacao supervisionada, ende o objec-
tivo é criar uma regra de decisio que permita afectar um objecto, de origem
desconhecida, a uma de ¢ classes pré-definidas, a partir dos valores obeervados
de um conjunto de p varidveis numa amostra de treino (isto &, formada por
objectos de origem conhecida).

Dades um vector de caracteristicas x= (%1, %a,....2p)" € um conjunte de ¢
classes distintas Gy, G2, ..., Ge, & designando por di(x) uma fungio de decisao
associada & classe (35, tem-se o seguinte classificador genérico:

]T

x € Gy se di(x) > d;{x). ¥ £44L7=132..,2

Pretende-se alargar o problema de classificaciio 8 c+2 classes, G, G, ..., G, [,
O, onde I representa a classe de indecisfio e O a classe de oufliers.

As eomponentes basicas de um problema de classificacio no sentido deste
estar definido de forma completa (por todos os elementos serem conhecidos) sio:

. Probabilidades a priori das classes, designadas por g,
. £d.p. condicionais &s classes, f;(x), ou probabilidades o posteriort P(G]x),

. Matriz de custos com elemento genérico cfilf), representando o custo de
classificar erradamente na classe i um objecto de facto pertencente a classe

g

As funcoes de decisdo, d;(x), sio determinadas por estes elementos de acardo
com o critério de decisio adoptade. For exemplo, para o critério de maximizagio
da probabilidade a posterion, tem-se dy(x) = P(G;[x)-

2 Meétodo genérico

O método genérica de classificagio em o+ 2 classes pode ser definido da seguinte
forma:
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(i)
(i}

(i)

“Limpeza” da amostra de treino — Definicio da classe €,

Construgdo da regra de decisao (com ou sem indecisdn) — Definicio das
classes (7, &, Gey 4

Classificacdo de um nove objecta de origem desconhecida como sutlier, ou
numa das classes 7y, Ga, .., G, 1.

Para definir a classe de outliers aplica-se uma regra de rejeicio de outliers
(RRO) a cada classe. Uma observagio € classificada como outlier se e s6 se for
outlier para todas as classes,

3 Rejeicao por observacoes atipicas (RRO)

As ldeias basicas da RRO, que demonstrou ter bom comportamente em. simmu-
lacdes de dados normais e ndo normais, com e sem outhers (Santos Persira e
Pires, 2002) podem ser descritas em quatro passos:

(i)

(i)

(iii}

(iv)

Segmentar as n observagoes (de cada classe) em & ruvens atraves da utili-
zacao de um método de clustering na esperanga de que cada nuvem parega
"majs normal” do que & original,

Aplicar uma regra de detec¢ao simultdnes de putliers multivariados a cada
nuvemn através do edleulo de distineias de Mahalanohis de cada observa-
a0 a cada nuvem. Ums observagio é considerada outlier se & outlier para
todas as nuvens, '

Todas as chservacoes de wma nuvem podem também ser consideradas ou-
tliers se o tamanho relativo da muvern é pequeno (propomos n < 2p 42
j4 que para um nimero menor de observagoes as estimativas da matriz de
covariancias nio sao Adveis),

Remover as abservagoes detectadas em 2. e repetir 1. e 2, até que néo
sejam detectadas mais observactes.

A decisdo final sobre considerar todas as observagies duma dada nuvem
como putliers & baseads numa tabela de distdncias tipo Mahalanobis.

Uma regra de detecgio simultdnea de outliers multivariados é tal que para
umg, amoestra normal multivariada de dimensio ny, & probabilidade de nao exis-
tirem observacies detectadas como sendo outliers € 1 —a; para § = 18k
(Davies e Gather, 1993). Sea; =1-(1— o)* pode ser garantido um nivel de
significAneis global o para misturas de & distribuicbes normais multivariadas.

Um observacéo x tal que

&= fx — ﬂjjrzj b J:I-J] = clp iy, ay)
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& ponsiderads outlier relativamente & j-ésima Ve,
A constante c(p, ny, @) € assintoticamente Xi:-ﬂ gnde § = {1 — Cu_fjll"r i, No
entanto, para amostras de dimensdo. nfo muito grandes e dependendo dos es-
timadores fi; & X, podem existir grandes diferencas relativamente aos valores
assintéticos. Becker ¢ Gather (2001) sugersm Que 8¢ TECOITA & simulagao para
abtengio de consiantes mads faveis.

Mo passo 4, sgjam X &5 observagoes finais, onde 08 7ty representam os ta-
manhos das & nuvens finais {note-se que % 5T & em geral menor do que n) &
defina-se:

e -
D= _min_ (st — i) S (ot = ) s T =Ly
=1,

Dliz-se que uma dada nUVerl, 1, é desligada dos Testantes dados se Dy =
(P, Tom, G ), PaTE todo oM £ | ¢ ligada caso contrariao. Muvens desligadas sao
suspeitas de conterem apenas sutliers. Mo entanto, a decisao final relativamente
& rejeigAo destas observagoes, deve depender do tipo de dados.

4 Rejeicao por indecisao

Clonsidere-se ¢ caso particular de duas classes. Conhecidas as componentes basi-
rcas do problema de classificagiio, utilizando a regra de Bayes para minimizagao
do risco com opgaa de rejeigao (Santos Pereira 6 Pires, 2001) e considerando
elili) = 0, clilj) =1e efIljy =t parai,j =12 obtém-se a segninte regra de

decisio: (
filx)  1-—t Tz
weF s ST =] w— =1
= falx) = 8 o
f—l[}{:I i o
(3 s £ ——w—=1
el B ped 1% m ¢
xel e t-l{M{tl.
fa(x)
Estimacio

Até agora admitiu-se que as probabilidades a priori, o custo de rejeicio t &
as densidades condicionals &s classes eram conbecidas. Mo entanto, tanto nos
exemnplos apresentados como na maior parte das situagbes reais este nao € o
cazg. Propomos que se proceda da seguinte forma:

. Probabilidades & priori - 7; = 5> onde ny representa o nimero de objectos
da amostra de treino gque pertencer 5 classe G4, i=1,2,

. Podem ser experimentados varios valores para 0 custo £. Note-se que
0<f<0.5 Set=05 cal-se no caso usual de inexisténcia de rejeigao.
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- As densidades, ou equivalentemente, as probabilidades a posterior: de cada
classe, podem ser estimadas por vdrics processos {discriminante linear,
ruadritica ou logistica, redes nenronals, drvores de classificagio, ete.).

Uma proposta alternativa consiste na estimagao da densidade f;(x), através
de 1m modelo de mistura de normais com k; componentes correspondentes as
nuvens fixadas na i-dsima classe, da seguinte forma:

By
s S il 1 ; ™ :
filbx) = _1=zl ng fmiﬂiiju]I:x} o Vi=L2e (1

5 FExemplos
Qs conjuntos de dades utilizados foram os seguintes:

Exemplo 1: Mulheres portadoras de Hemofilia (Johnson & Wichern, 1992)

Amostra: 105 mulheres;

Varidvels: 2 obfidas em andlises ac sangue e relacionadas com a capacidade
de coagulagao: Factor VIII- actividade (1) e Factor VIII- antigene (za);

Classes,

&'y - normais (G0 mutheres)

(75 - portadoras de hemofilia (45 mulheres),

Exemplo 2: Dados simulados

Amostra: 320 observaghes;

Varidveis: 2;

Classes:

(71 - 50 observagoes tus(p;, Eq), 50 observagbes ta3(pp, Xaz) com p; =
(0,12)7, E; =diag(1,0.3), gy = (1.5,8)7 ¢ E; =diag(0.2,9) e 20 ohserva-
giies outliers tz3((—2,6)7,0.011), onde tz5 representa a distribuicio i-Student
bivariada com trés prang de liberdade.

(5 - 100 observacies Na((7,5)7,0.5 I} e 100 observagies Na((2,3)7, 21} com
¥, =diag(0.2,9)

Com o proposito de obtencin da regra de classificacéo foram feitas as se-
guintes escolhas:

—» Trés métodos de clustering: k — means, pam (poréition eround medoids
de Kaufman e Rousseeuw, 1990), melust [model based clustering de Banfield e
Raftery, 1992), cada um deles com k& = 3,4,5

— Trés estimadores de localizagio-dispersao: cldssicos (X, 8) com limites de
deteccio assintdticos; RMCD23 | Reweighted Minimum Coveriance Determinant
com ponto de rotura aproximado de 25%, Rousseeuw e wvan Driessen, 1999)
com limites de deteccio determinados previamente através de numa simulacio
com 1000 conjuntos de dados normais; estimador OGK (2(0.9) (orthogonalised
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Cnanadesikan- Kettenring com duas iteragoes e reponderado a 90%- Maronna
e Zamar, 2002) com limites de deteccio determinados previamente atraves de
uma gimulacio com 1000 conjuntos de dados normais.

— Nivel de significincia global: e =0.1.
— (Massificar as nuvens desligadas (no passo 4) como putliers.
— Estimagio das densidades através da mistura de normais (1).

—s Critério de seleccdo para escolha da melhor combinagio, na "impeza”™ dos
utliers {método de clustering estimador/ &): AIC (McLachlan e Peel, 2000).

Resultados
& ]
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Figura 1: Dados do Exemplo L

A utilizagio do critéric AIC conduzin & escolha daguela que se passa a de-
signar por “melhor” combinagio. Apresenta-se ainda o mimero de outliers de-

tectados para cada classe.
e “Welhor” combinacio para o Exemplo 1:
G1 : k—means / estimador RMCD25 [ k =4 — “limpeza” de 3 outliers;
(35 : k— means | estimador cldssico/ k =4 — “limpeza” de 3 outliers.
Na Figura 2 apresenta-se, para cada classe, o conjunto de dades “limpos™ com
os respectivos contornos. Note-se que apenas aparecem Lrés contornos porque

4 quarta nuvem tinha apenss trés observacdes (classificadas como outliers e
representadas com simbolos diferentes),
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Figura 2: Dados do Exempla 1 com contornos para a classe &y (& esquerda) e
para a classe Ga (A direita).

As regites de classificagiio com indecisdo, para dois custos diferentes, sdo
apresentadas nas Figuras 3 e 4.

t=0.1

Figura 3: Regites de classificagio com custo de indecisao £ = 0.1 para o Exem-
plo 1,

» “Melhor” combinagio para o Exemplo :

(7, : mclust [ estimador eldssico / k= 3 — “limpeza” de 21 outliers;
(1 - mclust [ estimador cldssico/ k = 2 — ndo foram detectados outliers.
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Figura 4: Regioes de classificagio com custo de indecisao t = 0.3 para o Exemn-
plo 1.

Ma Figura 5 530 apresentados os dados completos do Exemplo 2 € na Figura
§ apresentam-se as regides de classificagiio com custo de indecisdo t = 0.1 (o8
outliers aparecem com um simbolo diferente}.

2 H

(53]

Figura 5: Dados do Exemplo 2.
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t=0.1
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Figura 6: Regies de classificdtao com custo de indecisdo £ = 0.1 para o Exern-
plo 2.

Bibliografia

[1] Banfield, J. e Raftery, A. (1952). Model-based Gaussian and non-Goussion clus-
tering. Biometrics 49, p. BI3-822.

[2] Becker, C., e Gather, U. {2001), The largest nonidentifinble outher: o COMDGTISEN
af multivariate simultansous gutlier identification rules. Computational Statistics
and Data Analysis, 36, p. 119-127.

[3] Davies, L. e Gather, U. {1983). The Identification of multiple outliers. Journal of
the American Statistical Society, 88, p. T82-801.

[4] Johnson, R. e Wichern, L. (1992). Applied Multivariate Statistical Analysis. Pren-
tice Hall, Englewood Cliffs.

[5] Kaufman, L. & Rousseeuw, P. J. (1990}, Finding Groups in Data: an Infroduction
to Cluster Analysis. Wilsy, MNew York.

[6] Marouna, B. e Zamar, R. (2002). Rebust estimales of location and dispersion for
kigh-dirensional dato sels Technometrics, 44, p. 307-317,

[7] McLachlan, G. e Peel, D, (2000), Finite Mizture Models. Wiley, New York

8] Rousseeuw, P, J. e Van Driessen, K. (1999}, A fast algerithm for the minimum
covariance determinant estimator. Technometries, 41, p. 212-223.

[9] Santos-Pereira, C. M. e Pires, A. M. {2001}, Classificagde supervisionads com
duwidas: compromisso ervo/refeicac. Em A Eslatistica em Mowiments: Actas do
VI Congresso Anual da Sociedode Porluguesa de Estatistica. M. MNeves et al,
(editores), p. 313-322. Edigtes SFE, Lizboa.

[10] Santos-Pereira, C. M. e Pires, A. M. (2002). Detection of outliers in multivariate
data: @ method bosed on clustering and robust estimators. Proceedings in Compu-
tational Stotistics. COMPSTAT 2002, Berlim. Hardle, W. & Ronz, B. (editores),
p. 291-266. Physice-Verlag, Heildelberg.




