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1. Introducao

Neste TeleTexto vao ser apresentadas as principais caracteristicas de QAM, uma modulagdo
digital hibrida, de amplitude e fase, de constelacdo habitualmente quadrada ou rectangular.
Veremos, entre outros assuntos, como gerar e desmodular um sinal de QAM e como quantificar o
desempenho da transmisséo.

2. Formas de onda, constelacdes e energias médias

Nas modulacdes digitais ASK, PSK e FSK a amplitude, a fase ou a frequéncia, respectivamente,
de uma portadora sinusoidal variam de acordo com a sequéncia moduladora discreta. Pelo
contrario, em QAM s6 a frequéncia ndo varia. A sua constelacdo possui M pontos de coordenadas
Si :[Sil siij associados a grupos de k bits, em que M =2%, e é quadrada se M for um quadrado

perfeito!, como 16 ou 64. A forma de onda genérica é expressa por

! Dito de outro modo: se k for par a constelagéo é quadrada, se for impar é em cruz.
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em que T é o tempo de simbolo, E, é metade da energia do ponto da constelagdo mais préximo da
origem dos eixos, f. € a frequéncia da portadora e a e b; tém valores independentes

41, J_rB,...,J_r(N—l) . As fungbes-base y;(t) e w,(t) do espago de sinal bidimensional séo sinusoides
de duracdo T, frequéncia f, e energia unitéria:

w(t) = \/Tzcos 2r fot
0
2
Wy (t) = \/T:sen 2r fit

a
De acordo com a Eq. (1) os pontos de uma constelacéo quadrada tém coordenadas s; :[

<t<T

como ha constelacdo 16-QAM seguinte. Note-se nesta que ao passarmos de um ponto para outro ao
lado as palavras binarias s6 diferem em um bit. A uma atribuicdo de bits a pontos assim feita
chama-se mapeamento de Gray.
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Com cinco bits/simbolo a constelacdo tem 32 pontos e ndo € quadrada mas sim em cruz. Depois,
com seis bits/simbolo, vem a constelagdo quadrada de 64 pontos. Ambas sdo apresentadas na Fig. 1
com distancia minimas iguais: nitidamente a energia média em 64-QAM é maior.

32 QAM 64 QAM

0 e o o o o o 0 e o o o o o o o
L] L] L] L] ° L] L] L] L] L] [ ] L]

0 0
Fig. 1 ConstelacBes de 32-QAM e 64-QAM.
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A distancia minima entre pontos adjacentes é d.,;, =2,/E, e a energia média, em funcdo de E,
ou de d,;,, de constelagdes quadradas com simbolos equiprovaveis é igual a

N B
<E>:&{2ﬂ 3 (gi_l)z Eo]:M )
M -1

i=1 3
(E)= Tdr%lin 3)
Na Eqg. (2) a expressao dentro do paréntesis recto representa a energia total de um quadrante.

Em M -PAM (constelacdo unidimensional de JM pontos igualmente espacados de d.;,) a

VM /2 _
energia média é igual a —= > (2i-1)° _(M-DE

W™ 5

, metade da energia média de M-QAM.

A tabela seguinte mostra como a relagdo (E)/E, em QAM quadrada aumenta com o ndmero de
pontos M.

M (B)/Eo
4 2
16 10
64 42
256 170
1024 682

Em 16-QAM temos 16 =2* pontos e 4 bits por simbolo, em 64-QAM temos 2° =2*2 pontos e 6
bits por simbolo (e em 256-QAM sdo 8 bits/simbolo, é claro); quer dizer, de uma constelagao

quadrada (2% pontos) para a seguinte (2“2 pontos) sdo usados mais 2 bits/simbolo e o nimero de
pontos quadruplica.

De uma constelagdo quadrada para a seguinte de quanto aumenta a energia média se a
distancia minima for a mesma? Aumenta cerca de 6 dB (pois 0 numero de pontos quadruplicou e 4
corresponde a 6 dB):

M-1
(E)=- dnin E i
6 ( >segumte _ 4M -1 zﬂ: 4 (ou ]_0|Og10 4=6dB)
(E) M-1 M

4iM -1

6 dr%]in

<E>seguinte =

Digamos que sdo precisos mais 6dB por cada 2 bits/simbolo adicionais se a distancia entre
simbolos se mantiver.

Exemplo 1:
Comparacao das energias meédias de 16-QAM e 4-PAM com igual distancia minima

2(M -)E, 2x15
3

4-PAM e mesma distancia minima a constelagdo tem quatro pontos situados em iJEO e

Em 16-QAM com di, =2{Ey a energia média vale (E)= Ey =10E;. Em

1+3,/Ey . os dois primeiros com energia E; e os outros dois com energia 9E;. A energia média

2E, +2x9E,

1 4
dos quatro vale (E')zzz E = =5E; . Confirma-se assim que a energia média de
i=1

4-PAM é metade da energia média de 16-QAM.
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3. Como modular e desmodular um sinal QAM

A figura seguinte apresenta um diagrama de blocos muito genérico de um modulador QAM
constituido por um mapeador e um modulador propriamente dito. No mapeador o numerador
numera os grupos de k bits que Ihe chegam (de 1 a M, por exemplo) e a tabela atribui a cada
ndmero uma amplitude a; e uma fase ¢ ou, em alternativa, as coordenadas de um ponto s; da
constelagdo. O bloco “Modulador” transfere o sinal modulador, que estd em banda-base, para a
banda de canal centrada na frequéncia da portadora.

Inteiros
Mapeador 1

A 4

Sequéncia ' Tabela {a; '
binaria Numerador {ai. 4} si Modulador QAMW

v

O diagrama de blocos da Fig. 2 é uma pormenorizacdo possivel deste gerador de QAM. O
conversor série-paralelo (S/P) secciona a sequéncia binaria em grupos de k bits e reparte cada
grupo em dois iguais, que entrega aos conversores 2 — M dos ramos em fase e em quadratura.
Por exemplo, em 64-QAM cada grupo de k =6 bits a entrada é dividido em dois de trés bits cada,

gue se fazem corresponder a um de +vM =8 valores discretos nos conversores.

' Modulador

Mapeadori Ramo em fase | Conversor | | () :
T 2> Wy Y sinal
Seq.u{an.ciai Conversor bits N3 vglo_res : : 2/T cos2rft :|: ' QAM

binéaria S/P l possiveis 2T sen2r it X

: Conversor | | R

Ramo em quadratura | 2 — Jm | | | g\

Fig. 2 Modulador de QAM quadrada.

No correspondente desmodulador coerente, apresentado na Fig. 3, cada ramo esta relacionado
com um dos dois eixos do espaco de sinal. Assim, o decisor do ramo em fase produz a estimativa da
abcissa do ponto enviado, enquanto que o do ramo em quadratura produz a estimativa da ordenada,
e por desmapeamento do ponto da constelacdo assim estimado obtém-se o grupo de k bits que se
pensa ter sido enviado. Voltando ao exemplo de 64-QAM, a abcissa do ponto recebido é comparada

no decisor em fase com /M —-1=7 limiares de decisdo e a ordenada é comparada no decisor em
quadratura com 7 limiares também. Cada decisor entrega ao conversor paralelo-série (P/S) um
grupo de trés bits, depois concatenados hum grupo de k=6.

Desmodulador Ramo em fase Detector
/\ - T R .
(%) > jo » Decisor I
J2/T cos2z fit IM -1 Iimiare-s Conversor ,
Sinal 2T sen 2z ft bits | P/S Sequéncia
recebido l 1 binaria
»( X > IT Decisor
NG | Jo
Ramo em quadratura JM -1 limiares

Fig. 3 Desmodulador de QAM quadrada.
4. Probabilidades de erro em constelacdes quadradas
Por causa do ruido e outras interferéncias os decisores por vezes enganam-se ao tomar decisées.

Qual é a probabilidade dos simbolos da sequéncia discreta serem incorrectamente escolhidos e qual
€ a probabilidade, decorrente da escolha anterior, dos bits da sequéncia binaria estimada estarem
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errados? A primeira chamamos probabilidade de simbolo errado, P,, e & segunda probabilidade de
bit errado, R, .

4.1. Probabilidade de simbolo errado

Vamos supor que o ruido € gaussiano com variancia o? = No/2 & entrada dos decisores. Um

ponto é correctamente escolhido se a abcissa e a ordenada forem ambas bem estimadas. Basta,
porém, que uma das estimativas esteja errada para que o simbolo esteja errado. A probabilidade da

abcissa ou da ordenada estarem erradas é calculada como em PAM de M niveis. Se estes
estiverem espagados de d;, =2,/E, a probabilidade de erro vale, como se sabe,

b =2 JM -1 of Gmi :2[1_ 1 jQ 2E,
=TI )| 2N, I )<V N
onde a funcdo Q(x) representa a area por baixo da cauda, a direita de x, da funcdo densidade de
probabilidade gaussiana normalizada. Mas se P € a probabilidade de erro entdo a probabilidade

de decisdo correcta segundo cada eixo é 1- R..,, - COmo as componentes em fase e em quadratura

sdo independentes a probabilidade global de deteccdo correcta em QAM pode entdo ser escrita
como o produto das probabilidades (iguais) de deteccdo correcta segundo cada eixo:

P.=(1-P, )

€pam

A probabilidade de simbolo errado vem dada exactamente por

P,=1-R =1-(1-R, )*=2P p2

€pam €pam

e i )

Vemos que F, <2F, , 0que indica (veja-se a figura seguinte) que P, sera sempre inferior a 2R,

ou

e tanto mais proximo deste quanto menor for PeiAM (ou P ).

€pam

P, 2P

Valor exacto /';: p2 > ~— Majorante

€pam

Se R, <<1,oumelhor ainda, se Eg/Ny>>1 (ou até (E)/Ny >>1), o majorante 2P,  fica téo

proximo do valor exacto P, que o podemos mesmo tomar como uma aproximacao:

PAM

Substituindo valores obtemos expressdes em funcdo da energia E,, da energia média (E) e da
distancia minima d, :

~41-—)o| [Ee
R =40 N)Q[,/Noj (5)

~al-—t o 3B
R, ~4( N)Q( J ®)
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P, ~ 4(1- —=—)Q| -nin

RS WP

Note-se que o majorante da unido P, <(M —1)Q(dmin/1/2N0) aplicado as constelacGes
quadradas esta bastante longe do valor exacto procurado, como se constata na Tabela 1.

Tabela 1
Coeficientes de majorantes de P, em QAM

M 41-1/IM) M -1

16 3 15
64 3,5 63
256 3,75 255
1024 3,875 1023

Exemplo 2:
Calculo alternativo da probabilidade de simbolo errado em QAM

Neste exemplo vamos encontrar uma outra maneira, mais elaborada mas mais geral, de estimar
a probabilidade de simbolo errado. Tomemos 16-QAM como exemplo e observemos a respectiva
constelagdo de simbolos, que suporemos equiprovaveis:

7]
S1 S, S3 S4
. > > . Ha trés tipos de pontos:
4 pontos nos cantos (S, S, S13, S
. . . . p ( 1y 24 13 16)
S5 Se S7 Sg T
dmin W 8 pontos nas bordas (s, Sz, Ss, Sg, --.)
59. .510 .511 S12
4 pontos interiores (Sg, S7, S10, S11)
[ J [ J [ J [ J
S13 S14 S15 S16

Seja P, = P(decisdo correcta|s;) a probabilidade de escolha correcta do ponto enviado s;. Dada a

geometria da constelagdo temos

R, = P(decisdo correcta | s;) = R, =P, =R, (pontos nos cantos)
F>C2 = PC3 =R, =R, =R, =F,= Pcm = Pc15 (pontos nas bordas)
F>C6 = Pc7 = Pcw = PCll (pontos interiores)

Sendo P =1/16 a probabilidade de ocorréncia do simbolo s; a probabilidade média de decisdes
correctas €

16
1
P.=) PP :E(4PC1 +8R, +4R,),
i=1

e P, =1-P,. Mas uma decisédo correcta sobre um simbolo significa ter decidido correctamente em
ambos os eixos. Ora as duas decisbes s&o independentes uma da outra; logo, F. =F ,F.,, em
4 4 4

que Pcix e Pciy, as probabilidades de decisdo correcta segundo XX e yy, respectivamente,

dependem do ponto s; considerado. Para calcularmos estas probabilidades observemos a figura
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seguinte, que ilustra o caso de R . Na figura p :Q(dmin/JZNO) é a probabilidade de erro entre
dois pontos a distancia d;, -

Superficies correspondentes a uma
deciséo errada segundo eixo dos xx .
9 Superficie correspondente a uma

/ / < decisdo correcta segu do xx
F .-~
Gy N

4
1-p o 5,0 [ ) Aqui héa sobreposicéo de areas
= ada direita (p) tem de ser
Segundo yy < subtraida a 1-p
P A et U

-

T Pczx =(1-p)-p

L
1-p P Segundo xx

Teremos entdo:

R, = PouPey == p)°

P, = PPy =[-p) - p](L-p)=(1-2p)1- p)
P, Py

[723

Pc6 = Pcsxpcey :(l—2p)(1—2p) = (1—2[))2
%P,_/%P—z

CpX 6y

1 1 9
P, = (4R, +BR, +4R,) 7[(1— )2 +2(1-2p)(L- p)+(1—2p)2J:1—3p+Z p?

P,=1-P, :3p—%p2

Se a probabilidade p for muito pequena o termo 9p2/4 é desprezavel e podemos considerar que
a probabilidade de simbolo errado tem o valor aproximado

P. =~ 3p=3Q(dyi/+/2N
esep<<l p Q( mln/ 0)

Em rigor 3p é um valor méximo, ou majorante, de PF,, isto é, P, <3p, independentemente de p

ser pequeno ou ndo. Se for pequeno o que estamos a fazer é tomar o majorante como o préprio
valor estimado de R,, algo que ja fizéramos antes aquando da Eq. (4).

A conclusédo anterior € uma manifestacdo do chamado majorante dos vizinhos fronteirigos, que

i &
diz que R, < NmedQ[ ZmILT J em que Npeq =ZPiNi é 0 niumero médio de vizinhos fronteiricos e
0 i=1

N; é o ndmero de vizinhos que fazem fronteira com s;. Ora vamos confirmar que N4 =3 em
16-QAM:

Nmed:%(4x2+8x3+4x4)=3

[

vizinhos de vizinhos de vizinhos de
S1, Sa, etc. S,, S3, etc. Sg, S7, €tc.

O método alternativo de calculo deste exemplo confirmou os valores exacto e aproximado que ja
tinhamos encontrado antes.

Ja que falamos de vizinhos fronteiricos vamos ver quantos existem, em média, numa
constelagdo quadrada de M pontos, onde temos
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e 4 pontos nos cantos, que fazem fronteira com 2 vizinhos;
e 4(~M -2) pontos laterais nas bordas, com 3 vizinhos;

2
. (N—Z) pontos interiores, com 4 vizinhos.

Entdo o numero médio que procuramos € igual a

Nimed :$[4x2+4(m—2)x3+(m—2)2x4}:
e

d d
Podemos pois escrever que, se Q(d.i,/+/2Ny)<<1, entdo P, = N .4Q| — =4(1——JQ —mn_ |
p q mm/ 0 e med m N \/m

como ja sabiamos, aliés.
4.2. Probabilidade de bit errado

A probabilidade de bit errado R, esta delimitada superiormente por P, e inferiormente por
P./k, isto &, P,/k <R, <P,. O seu real valor depende da atribuicdo, ou mapeamento, dos grupos de
k bits da sequéncia binaria aos M simbolos da constelacgéo.

P, /k P

com mapeamento/' Gama de valores de Pb

de Gra
y P, depende do mapeamento

Claro que queremos que R, tenha o menor valor possivel, 0 que se consegue com mapeamento
de Gray e E;/Ny >>1, ficando P, e R, relacionadas por B, ~P,/k . No caso concreto de QAM (onde
(E)=kE, e E, é a energia média de bit) a probabilidade de bit errado é expressa pelas
aproximacoes

Ao Lol PR A Lol |3 E
PeNk(l N)Q[ NQ] ou I:)b k(l N)Q{ M -1 NOJ

4.3. Gréficos de probabilidades de erro

A figura seguinte apresenta curvas das probabilidades de simbolo e de bit errados.

., 107 10
o
g 10 ot 107
g 10° 3 10°
() —
o 10" & 10*
o )
€ 10° 5 10
\{7) _8
g 10° 2 10°

[
% 107 g 107
o —
E 108 § 108
< e
S 107 a 10°
Ct 10,10 . . . L 10—10 L L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Ex/Ng (dB) Ex/No (dB)
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E notério na figura que para a mesma relacéo Ey,/No (e Ey/Ny, claro) as duas probabilidade de

erro vao aumentando com o numero de pontos da constelagdo, uma constatacdo grafica que a
Eq. (5) e a Tabela 1 confirmam. A contrapartida é o aumento da eficiéncia espectral.

5. Constelacdes QAM em cruz

Eis as constelacbes quadradas e em cruz de 16 a 256 pontos:
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Fig. 4 Constelacdes quadradas e em cruz.

As constelacdes em cruz surgem quando o numero de bits/simbolo k é impar e constroem-se
assim:
e Comeca-se com uma constelacdo quadrada de 2" pontos (metade do total).
e Acrescentam-se 2“° pontos a cada um dos quatro lados dessa constelag&o, ignorando os
cantos.

2k—3 2k—l 2k—3

2k—3

Claro que podemos sempre partir do primeiro quadrado perfeito superior a 2%, que é 2K 4 ok3
dispor os pontos obtidos numa grelha quadrada e depois retirar dos cantos os pontos que estiverem

a mais (2°%).

A energia média de uma constelagio em cruz em que d;, = 2,/E, vale?

gy = dmn (3L ) 20 (3L
6 (32

Ndo é possivel satisfazer o mapeamento de Gray em todos os pontos de uma constelacdo em

cruz, e também ndo é possivel exprimi-la & custa de constelagdes unidimensionais. Este facto
complica o calculo da probabilidade média de simbolo errado, que vale, aproximadamente,

2 |n John Cioffi, EE 379A (Digital Communication: Signal Processing) Course Reader, Stanford University.

9
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1 2E,
P~ 4(1_W]Q{ NOJ (Ey/N, elevado).

Vamos ver como se chega a este resultado calculando primeiro a probabilidade exacta de
simbolo errado como no Exemplo 2 (e com p= Q(JZEO/N0 )), como se segue. Numa constelacdo em

cruz como as da Fig. 4 os pontos caem em trés categorias:
k-1
e 2X_-4.22 pontos interiores com 4 vizinhos e R, =PexPey =(1-2p)?
ket
e 422 -8 pontos laterais com 3 vizinhos e P, =(L-2p)(L- p)

e 8 pontos nos cantos com 2 vizinhos e R, =~ p)?

M
A probabilidade média de deciséo correcta com simbolos equiprovaveis, P, = iz R é
k-1 k-1
P, = [(2k 422 )a- 2p) +(422 -8)1-2p)d- p)+8(1- p)}
a1t 2 _ |2 _2 )2
=1 4(1 i Mjp+4(1 \/; M]p
e a de decisdo errada é P, =1-P, = 4(1 ——ij 4/1- \/7 2
J m)P M M P

1 2 2E 2 2.2 [2E
e -

Esta é a formula exacta de P, mas, como de costume, podemos pensar em majorantes
sucessivamente mais frouxos, isto &, mais afastados do valor exacto:

vl
s 2L
e
Se E,/N, for elevado uma aproximagéo razoavel da probabilidade de simbolo errado é

1 2E,
P~ 4(1_WJQ( NOJ (Ey/N, elevado),

ja apresentada atras. E o majorante dos vizinhos fronteiricos? Agora é facil de concluir que o
ndmero médio de vizinhos fronteiricos em constelacgdes em cruz é

1M 1 2 i . . .
Npreg =— > N =4|{1-———-—| e que o majorante dos vizinhos fronteiricos é o que na figura
med g]:- i [ \/W M j

seguinte esta mais préximo do valor exacto.

10
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P, — Valor exacto

Exemplo 3:
Calculo da probabilidade de simbolo errado em 32-QAM

Observe-se a Fig. 4. Na constelacdo 32-QAM ha trés categorias de pontos: 16 pontos interiores
com PCi = PCiXPCiy = (1—2p)2, 8 pontos laterais com PCi =(-2p)Q- p) e 8 pontos nos cantos com

PCi =(1- p)2. Assim,

1 2) 13

Nipeg =4 1- = -— |==

med [ J64 32) 4
1 ) 2, 13 11,
Pc—ﬁ[lﬁ(l—Zp) +8(1-2p)(1- p)+8(L-p)° [=1-="p+

13 11
F=1-F= 7p_7p2

13 3 /
Este é o valor exacto de P,. Se p<<1l entdo consideramos P, ~— *Z ( ] valor

)

ligeiramente mais préximo do exacto do que P, = 4[1 L]Q( 2E, J % [

NEY N0

6. Comparacao entre PSK e QAM quadrada

Na comparacéo entre as modulagbes PSK e QAM com igual M a primeira fica sempre a perder.
Por exemplo, se a distdncia minima em ambas as constelac¢des for igual a energia dos simbolos PSK é
mais elevada que a energia média dos simbolos QAM, o mesmo acontecendo se desejarmos obter a
mesma probabilidade de erro. Vamos ver que assim é.

Em MPSK a constelagéo é circular e a distancia minima entre simbolos é d, :ZJEsen /M,
onde E, € a energia de cada simbolo, enquanto que a probabilidade de simbolo errado é
aproximada por P, = 2Q(Msen /M ) se E,/N, >>1. Para determinarmos a energia adicional
necessaria no sinal MPSK relativamente a energia média (E) em QAM - isto &, 10log,, E, /(E) , em dB
- basta compararmos estas expressbes com as Egs. (3) e (6). Assim, da primeira equacao,

M-t . 6(E)

(E) = dZ;, , derivamos d, = g due igualamos a d,,, = 2|JE, senz/M para obtermos

E, 3

S

(E)  2(M —-1)sen’z/M

~ 1 3 (E) ~
da segunda expressao, P, =~ 4(1— , a comparacao resulta em
9 p e ~ 4( N)Q[‘/M—l NOJ parag

2

E, _ 3 Q" (Pe/2)
(E) 2(M-1) sen®z/M | Q[P /41-1YVM)]

11
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A tabela seguinte apresenta os resultados para diversos valores de M e P, =107

Energia adicional em MPSK (dB)

M Igual dmin Igual P, (107)
4 0,0 0,0

16 4,20 4,03

64 9,95 9,72
256 15,92 15,66

A figura seguinte permite comparar o desempenho relativo das duas modulacdes. Em iguais
circunstancias (igual relagdo E,/N, e igual nimero de pontos) QAM tem um melhor desempenho.
Compare-se, por exemplo, 16-QAM com 16-PSK: a largura de banda ocupada é a mesma mas P, é

menor em 16-QAM. Em resumo, quanto mais pontos houver mais QAM é “melhor” que PSK, em
termos de probabilidade de simbolo errado.

10!

102 L

10° L

10% L

10° ¢

10°®

Probabilidade de simbolo errado, P,

Eo/No (dB)

7. Outras constelagdes QAM

Claro que um sinal QAM pode ser descrito por uma constelacdo que ndo é nem quadrada nem em
cruz. Em seguida sdo apresentados varios exemplos.

' )
[ =8 ]
' [ ] L )
o o P o e
—.—’—-Q—O—»—C o—> @ ® >
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oo ® L

Fica um desafio nada trivial: qual é a probabilidade de erro com estas constelagtes?
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