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1 Introducao

Formalmente, dado um objecto na forma de um vector com caracteristicas X
= ( Xi, Xz, .., Xp )€ x , um conjunto de ¢ classes distintas Gy, Gg, ...,
G e uma amostra de treino ( Xy, G ), ( X3, Gj), ..., ( Xpn, Gk ) com i, j, k
=1,2,...,c, a tarefa da classificacdo consiste em estimar a verdadeira, classe depois
de observado X.

O classificador divide o espago das caracteristicas em regides de decisdo,
Dy, Dg, ..., D, as quais se associam as diversas classes. Estas regides podem
ser obtidas por optimizacdo de um determinado critério. Exemplos de critérios
utilizados sdo a maximizagio da probabilidade a posteriori ou a minimizagéo do
custo total esperado de classificagdo incorrecta. O aspecto crucial desta particao
sdo as hipersuperficies ou fronteiras de decisdo, designadas por superficies de
decisdo. As superficies sdo expressas em termos de fungoes de decisdao ou fungoes
discriminantes as quais irdo ser designadas genericamente por d(X).

Dado um classificador definido pelas regides de decisdao D; , Dy , ... D;
entdo a regra de decisao consiste em classificar um novo objecto com vector de
caracteristicas X na classe G;j i=1,2,...,c se di(X)>d;(X), Vj#, ou ainda, i =
arg max d;(X), j=1,2,...,c.

De uma forma mais genérica pode-se dizer que um classificador &€ uma apli-
cagao: x —={ Gi, Gy, ..., G¢, I, O} onde I representa indecisao e O observagses
atipicas (outliers). Note-se que I e O constituem dtvida podendo, qualquer uma
delas, ser estudada na forma de classe de rejeigao. Nesta situacéo as regides de
decisao passarao a denotar-se Di, D3, ..., D, D; , Do. Neste momento apenas
se ir4 tratar da rejei¢ao no sentido da indecisao deixando-se para trabalho futuro
o problema das observacoes atipicas.

2 A questdo da rejeicao

Frequentemente é preferivel ndo classificar, i.é, decidir pela rejeicéo, do que
tar por uma decisdo com elevada probabilidade de classificagéo incorrecta;
geralmente as observagoes “incertas” (entende-se por observagGes incertas
las para as quais 3i,j, i#j: d;(X)~d;(X)) que mais contribuem para o nim
classificagGes incorrectas (ou mé classificagao). Os inconvenientes causados
rejeicao devem ser sempre julgados contra as consequéncias de uma mé
cacado embora na prética as vantagens ou desvantagens s6 possam Ser ava
tomando em consideracéo a aplicagio especifica.

Ha aplicagOes para as quais o custo de m4 classificag@o (custo de
um objecto na classe G; quando de facto pertence & classe G;j) é muito g
e portanto uma rejei¢do de observacoes elevada é aceitivel, tornando o
de més classificacbes o menor possivel; exemplos tipicos (Leondes, 1!
aqueles que surgem no campo da medicina, tal como a apreciagao de
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para detecgio de cancro. Noutras aplicagbes em que por exemplo hé controlo
humano posterior, é preferivel classificar sempre numa classe, mesmo com risco
de elevado ntimero de més classificacoes. Uma escolha adequada da regra que
conduz A rejeicdo permite que o comportamento do classificador se sintonize
com a aplicagdo em causa.

A ideia consiste em utilizar uma constante que actua como um limiar de
seguranga contra um n@mero excessivo de erros de classificacdo e que podera
ser especificado pelo utilizador ou escolhido apds a experimentagido de diversos
valores (se possivel numa amostra de teste) obtendo-se estimativas da probabil-
idade de classificagdo incorrecta e da probabilidade de rejei¢do (taxa de erro e
taxa de rejei¢do, respectivamente).

Embora a opgio de rejei¢io possa aliviar ou remover o problema do elevado
nimero de més classificag0es, algumas observagoes correctamente classificadas
podem ser convertidas em rejeicdo. Nao esquegamos contudo que rejei¢ao pode
ndo significar exclusio mas apenas o suster da deciso para tratamento posterior.

Chow foi o primeiro a introduzir a opgao de rejeicdo num problema de clas-
sificacdo (Chow, 1957,1970). No primeiro artigo formulou uma regra de decisao
6ptima. No segundo determinou uma relagdo fundamental entre as taxas de
erro e rejeicio e apresentou as curvas de compromisso erro/rejei¢io, que podem
e devem ser utilizadas para descrever e comparar a performance empirica dos
métodos de classificagio.

3 Classificador do maximo a posteriori

Assumindo-se conhecidas as probabilidades a priori das classes, m; i=1,2,...,c,
as fungoes densidade de probabilidade condicionais as classes, f;(X) (ou o seu
récio) e custos iguais, vem pelo teorema de Bayes,

C

P _ - _ _ 7 fi(X)
_-\5“) . |8 R}y =BG %) = 7k fx(X) (1)
o > ,' k
e¥ By A
tendo-se a seguinte regra de decisdo: X € D; se ¢;(X) > ¢;(X) Vj#iij =12,
..., € ou equivalentemente, X € Dj se m;fi(X) > 7;f;(X) Vj#iij =12, ..., ¢
Chow (1970) considera que uma regra & 6ptima se, para uma dada taxa
de erro, minimiza a taxa de rejeicio. A regra t-6ptima de Chow, consiste em
rejeitar o objecto se 0 maximo das probabilidades a posteriori é inferior a um
dado limiar de rejeicdo t (rejection threshold) o que da origem & seguinte regra,
de decisdo:
S

= Aceitacdo do objecto
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XeDf  se mfi(X) > mf(X) (2)

e mfi(X) > (l—t)i'-‘fjfj(x) Vil Lj=1,2,..,c

j=1

C
= Rejeigdo do objecto caso contrario, se max; [m; fi(X)] < (1-t) 3 5 fi(X).
j=1

3.1 Acerca do limiar de rejeigio
O procedimento adoptado ndo é mais do que o de particionar o espago das
c

caracterfsticas numa regido A= |J D} de aceitacdo e numa regido D de rejei¢ao
i=1

da seguinte forma: A = { X :1-max ¢X)<t}eDi={X:1-

max; ¢(X) > t }, de onde se pode concluir que quanto menor for t, maior ¢ a

regido de rejeicio. Em 1970, Chow foi ainda mais longe ao demonstrar que tanto

a taxa de erro, E, como a taxa de rejeigdo, R, sdo ambas fungtes monétonas do

limiar t. Segue de imediato que E aumenta e R diminui 4 medida que t aumenta.

Em particular quando t=0, E=0 e quando t=1, R=0. Devijver e Kittler (1982)

referem que para c classes 0 < 1 — max; ¢;(X) < <1 pelo que, para a opgio de

rejeiao ser activada, & necessario que 0 <t < <=2,

Para a situagdo mais simples em se que trabalha apenas com duas classes a
condigdo de rejeigdo, atras referida, nunca é activada para t > . Neste caso 0
< t < } tornando-se 6bvio constatar que quando t=} cai-se no caso usual de
inexisténcia de rejeicdo e quando t=0 todos os objectos sdo rejeitados.

4 Regra de decisao para duas classes

Tomando por base a regra t-6ptima de Chow anteriormente apresentada (con-
junto de férmulas (2)), a regra de decisdo para duas classes e para as discrimi-
nantes linear, quadréatica e logistica pode ser sintetizada da seguinte forma:

XeD] se dX)>t
XeD; se dX)&t
X e D se te<dX)<t

onde t; , t2 , e d(X) sdo para cada uma das discriminantes, definidos pelas
expressoes que se passam a indicar.

e Discriminante Linear (LDA)

X/Gl £ Np (F‘l 3 2)1:112
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d (X) = (i — p2) 71X = L — p2) "= (a1 + paa)

t;:ln[ﬁ»x lt;t] t.g-ln[—zx 1t]

e Discriminante Quadratica (QDA)

X/G;i ~ Np (i, X;) i=1,2

d (X) =-Dy (X) + D (X)

onde D; (X) representa o quadrado da distancia de Mahalanobis entre X e
a média da i-ésima clasge

i (30 1] - () = ] - ()

# Discriminante Logfstica

O logaritmo da razdo entre as densidades condicionais s classes é linear.
d (X) =ao +a™X=In (£53)

ti=In[2x ] t;=In[mx i

5 Performance do classificador

Descreve-se em seguida os processos utilizados para a obtencio das taxas de
erro e rejeigao para cada uma das discriminantes.

e Discriminante Linear (LDA)
Nesta situacdo podem-se obter os valores de E e R invocando um resultado
basico da estatistica multivariada: Se X€G; entdo d(X) ~ N (3A,A) e se

X€G; entdo d(X) ~ N (—1A,A) onde A= (uy — p2) "=~ (11 — paa).

e Discriminante Quadrética (QDA)

Na impossibilidade de se recorrer a qualquer resultado teérico, optar-se-4
por:

- estimar E e R através da amostra teste, caso esta exista.

- estimar E e R através de uma amostra simulada a partir de uma distribuicéo
normal multivariada, com parimetros iguais aos valores amostrais das médias e
matrizes de covaridncias associadas a cada classe.

e Discriminante Logistica

Caso possamos admitir que d (X) segue aproximadamente uma, distribuicao
Normal entac pode-se recorrer ao resultado que se segue para a obtencio de E e
R. Se X€ G; ,d (X)~ N(ap+au;,aTE;a). Caso contrario tem de se proceder
como na discriminante quadratica.
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6 Estimacao

Até agora admitiu-se que as probabilidades a priori e as densidades de probabil-
idade condicionais as classes eram conhecidas. No entanto, tanto nos exemplos
apresentados como na maior parte das situagdes reais, este nio € o caso.

Para estimagao das probabilidades a priori optou-se pelo calculo da frequén-
cia relativa de cada classe no seio da amostra de treino, i.e. 7; =2 i=1,2,
onde n; representa o nimero de objectos na amostra de treino que pertencem a
i-ésima, classe e n a dimensdo da amostra de treino.

Quanto A estimacio dos parametros que caracterizam cada uma das discrim-
inantes aqui abordadas, utilizou-se como estimativa da média da i-ésima classe,
a média amostral. No que diz respeito & matriz de covarincias, no caso da
discriminante linear, utilizou-se a matriz de covaridncias combinada usual,

3 1~1)8 -1)S
$= § —(u-DSiHm-DSs

onde S; e S; representam as matrizes de covaridncias amostrais de cada classe.

No caso das discriminantes quadratica e logistica as matrizes de covarian-
cias de cada classe, X;, foram estimadas através das correspondentes matrizes
amostrais.

7 Aplicagoes
7.1 Descrigdao dos conjuntos de dados

CHORON- Deteccao de doenga coronéria (Macieira-Coelho, et al. ,1990)
. Amostra: 113 individuos
. Variéveis: 9 (4 variaveis clinicas e 5 relativas a provas de esforgo)
. Classes:
G1- ndo sofre de doenga coronéria (30 individuos)
G- sofre de doenga coronéria (83 individuos)
. Amostra teste: indisponivel
. Amostra “simulada™ 1000 observagGes para cada uma das classes
— Posteriormente foram retiradas duas varidveis (ver Pires, et al., 1995)
passando-se a trabalhar apenas com sete (do tipo binério, ordinal e continuo).

PIMA- Detecgio de diabetes em mulheres Indias com mais de 21 anos da
tribo “Pima”, residentes no Arizona (Ripley,1996)
. Amostra: 200 mulheres
. Variaveis: 7
. Classes:
G- tem diabetes (132 mulheres)
Ggz- ndo tem diabetes (68 mulheres)
. Amostra teste: 332 mulheres
. Amostra “simulada”™ 1000 observagoes para cada uma das classes
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— Uma selecgdo de variaveis pelo método stepwise (Ripley,1996) rejeitou
duas passando-se a trabalhar apenas com 5 varidveis (namero de vezes que
esteve gravida / concentragao de glucose no sangue / indice de massa muscular
/ concentracao de insulina / idade )

7.2 Alguns resultados

Apresentam-se em seguida algumas figuras correspondentes as curvas de com-
promisso erro/rejeicio em fungao do limiar t.

onde:

.o.m...LDAere " <_a__ QDA@0 - _a.  Logisticaaro
<ove... LDATEESSO ~ - - —— QDAmejeicio Logisticarejeigio

Figura 1: Taxas de erro e rejeicao. Dados CHORON. Amostra de treino.

Fixando t pode-se fazer uma leitura dos valores de E e R. Por exemplo nos
dados PIMA, amostra teste (Figura 3) e na discriminante logfstica, para t=0.3
reduz-se a taxa de erro para cerca de metade: passa de 19,6% para 9,6% , mas
temos uma taxa de rejeicdo de 25% . Se permitirmos apenas que cerca de 15%
das observacgoes sejam rejeitadas, j4 baixamos a taxa de erro de 19,6% para
13,5% .

Um outro aspecto que pode ser tomado em consideracdo e que ajudara a
encontrar o melhor valor de t é o conhecimento dos custos relativos do erro e
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Figura 2: Taxas de erro e rejeicio. Dados CHORON. LDA e Logistica -
“tedricas”. QDA - amostra “simulada’.
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Figura 3: Taxas de erro e rejeicio. Dados PIMA. Amostra de teste.
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Figura 4: Taxas de erro e rejeicao. Dados PIMA. LDA e Logistica - “te6ricas”.
QDA - amostra “simulada”.

da rejeicio. Este assunto ir4 ser alvo de trabalho futuro.
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