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1 Introdugao

Contou-nos a Professora Ivette Gomes que hé alguns anos uma aluna que frequentava as aulas
de Processos Estocdsticos um dia lhe disse. no intervalo, que gostava muito das aulas. mas que
achava csquisito que a Professora nao tivesse a certeza dos resultados que demonstrava — muitas
vezes apresentava um resultado comegando por anunciar que quase certamente ...

E consensual que o termo incerteza é muito vago. dificil de definir, podendo ter significados muito
diferentes consoante o contexto ¢ drea de estudo em que aparece. Mas haverd prova mais cvidente
de que a incerteza existe?

A convicgdo de que a incerteza impera neste mundo porque uma entidade irracional tudo controla
(Fortuna Imperatriz Mundi, principio e fim de Carmina Burana de Carl Orff) é quase universal.
Em muitas mitologias os proprios deuses estdo submetidos aos caprichosos acasos do destino. A
prépria Fisica, que no século XIX parecia um baluarte de certezas. teve que admitir o principio da
incerteza, e Max Born (que afirmou que Fisica tedrica é Filosofia) fez afirmagoes lapidares como
«J believe that ideas such as absolute certitude, absolute ezactness, final truth, etc. are figments
of the imagination which should not be admissible in any field of science.”ou “The conception of
chance enters in the very first steps of scientific activity [...] I think chance is a more fundamental
conception than causality.”

2 Como Lidar com a Incerteza?

O acaso pode parccer assustador, a menos que se consiga transformar esse inimigo num aliado: os
“jogos de azar” desde hd muito sdo rendosa fonte de lucros para quem usa o acaso como aliado,
e ruina para os outros. Se forem gulosos por mio de vaca com grao porventura jé repararam que
h4 nela um osso que tem quatro faces quase planas. distintas, podendo. ao ser jogado sobre uma
mesa. ficar assente sobre qualquer uma dessas quatro faces - mas nao com a mesma probabilidade.

Na Roma antiga faziam-se apostas sobre o resultado do langamento de quatro astragalos. depen-
dendo o valor do prémio do “lance™; por exemplo o “lance de Vénus” (as quatro faces viradas para
cima serem diferentes umas das outras) safa raramente, pelo que merecia uma maior recompensa.
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Figura 1: Astrdgalos.

Assim. j4 na Roma antiga os conceitos de probabilidade e de valor esperado, empiricamente,
influenciavam as regras dos jogos de azar.

Esses dois conceitos fundamentais, probabilidade ¢ valor esperado. sao claramente assumidos em
1654, quando Pascal e Fermat, em resposta a um desafio feito por um jogador, iniciaram a domes-
ticagao do acaso. Mas nos passos iniciais da Probabilidade (Pascal. Fermat, Huyghens, Montmort)
assumia-se uma equiprobabilidade dos acontecimentos clementares que restringia a sua aplicagao
a situagdes bastante particulares como as que idealmente se esperam em jogos honestos.

J. Bernoulli tinha claramente a percegéo de que esse pressuposto de equiprobabilidade é facilitador,
e por isso adotou um “principio da razio insuficiente”: se nio houver razoes suficientes para consi-
derar que os acontecimentos elementares tém probabilidades distintas, é pragmaético considera-los
equiprovéveis. Mas por outro lado encontrou uma forma de domesticar o acaso quando nao faz
sentido admitir essa razao insuficiente — observou que em circunstancias muito gerais a média
cmpirica estabiliza. um resultado que considerava o seu “teorema, de ouro”. e que foi rebatizado
lei dos grandes mimeros por Poisson, com sucesso (nao teve sucesso nenhum ao batizar “lei dos
pequenos numeros” a lei que deduziu para o limite de sucessdes dicotmicas com probabilidade de
sucesso cvanescente assumindo estabilidade do valor esperado). A aplicacdo desse teorema a “pro-
vas de Bernoulli” (sucessdo de experiéncias aleatérias independentes com resultado dicotémico.
em que a probabilidade dos resultados nao varia de experiéncia para experiencia) abriu a possibi-
lidade de usar uma “probabilidade frequencista”, cujo espetro de aplicabilidade a situagoes reais
€ vasto, e permitiu em particular o desenvolvimento inicial da Estatistica, usando o paradigma do
coletivo de que von Mises seria o paladino.

O teorema dureo de Bernoulli circulava na correspondencia cientifica desde 1695. mas o seu ma-
ravilhoso tratado Ars Conjectandi sé foi publicado postumamente em 1713 pelo seu sobrinho
Nikolaus Bernoulli; entretanto ji em 1710 John Arbuthnot tinha enviado uma curiosa carta &
Royal Society, em que mostrava que a hipétese de equiprobabilidade dos sexos. nos humanos
levaria a que a probabilidade de observagdo constante de mais nascimentos de rapazes do que
raparigas em 72 anos de registos (como acontecia naqueles a que tinha acesso) seria apenas
0.5 a 0.000000000000000000000212 (uma probabilidade muito menor do que o que Poincaré
viria a chamar “moralmente impossivel” ). Daf concluia (com fascinantes comentarios sobre a
existéncia da Divina Providéncia) que aquela hipétese de equiprobabilidade deve ser rejeitada.,
uma apresentacao pioneira de testes estatisticos. muito anterior aos ensaios de significancia de
Fisher. a ideia de valor-p, e aos testes de hipéteses de Neyman ¢ de E. Pearson.

A probabilidade frequencista permitiu também os arrojados progressos feitos por Abraham de
Moivre, que na edigdo de 1718 do seu The Doctrine of Chances escreveu estas palavras lapidares:
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“Fyrther, the same Arguments which explode the notion of Luck may. on the other side, be useful
in some Cases to establish a due comparison between Chance and Design: We may imagine Chance
and Design to be as if it were in Competition with each other, for the production of some sorts
of Events, and may calculate what Probability there is. that those Events should be rather owing
to one than to the other”. Assim, para Abraham de Moivre ja é perfeitamente claro que acaso
e necessidade se fundem nas mais diversas proporgoes. dando origem a padrdes de probabilidade
muito diversos.

Ainda na heranca de J. Bernoulli. Laplace reassumiu o principio da razédo insuficiente. e o facto
de escrever em francés possivelmente contribuiu para que se chamasse probabilidade Laplaciana
a que se obtém como razao de casos favordveis por casos possiveis. assumindo equiprobabilidade
destes. Mas quem néo ler apenas a meia duzia inicial de paginas do seu Essai Philosophique sur la
Probabilité percebe que a sua compreensao do acaso é muito mais vasta. devendo a probabilidade
sor reavaliada tendo em conta a acumulagéo de informacao disponivel (as urnas de Laplace. sdo um
elaborado esquema amostral em duas etapas. que exibem claramente que a probabilidade objetiva
pode nao ser adequada). Laplace foi também um pioneiro da inferéncia estatistica, ¢ no seu
Mémoire sur la probabilité des causes par les évenements redescobre os resultados de Baycs sobre
a “inversio da probabilidade”e as consequéncias que tem para a inferéncia. Esta nova concepgao
da probabilidade, levada ao extremo por de Finetti na afirmacio de que a probabilidade é uma
fézada, e por Savage no seu Foundations of Statistics, alargou consideravelmente a forma como a
Estatistica lida com a incerteza.

3 Equiprobabilidade e Para Além

A equiprobabilidade dos acontecimentos elementares corresponde a uma incerteza maxima (en-
tropia maxima) sobre o resultado de uma experiéncia aleatdria. e nesse sentido o correspondente
modelo de “uniformidade discreta” néo é interessante para fazer escolhas e tomar decisoes. No en-
tanto. do ponto de vista metodolégico. didatico, e de desenvolvimento da teoria da probabilidade,
esse tratamento democratico manteve uma enorme importancia.

Quando no inicio do século XX Emile Borel consegue finalmente fazer uma construgao rigorosa
de probabilidade continua. ¢ mais uma vez A custa da equiprobabilidade: define uma variavel

o0
. . . . Xy 0 .
aleatéria “uniforme” padrdo U = E ok em que X = 4§ 1 | . independentes. enunciando
2 2

k=0
o que é atualmente referido como “principio de Borel” para definir aquela varidvel (detalhes em

Pestana e Velosa. 2010, pp. 305-306).

Claro que esta interessante definicdo de uma varigvel continua como acumulacdo infinita de
varidveis dicotémicas. que na esséncia é a representagdo dos reais de [0,1] na base 2. mostra
claramente que é a de entropia maxima no suporte [0,1]. Mas as novas aquisigoes da Teoria da
Probabilidade - nomeadamente os conceitos de varidveis e vetores aleatérios. e suas fungoes de
distribuicio ~ permitiram de forma rigorosa ir muito para além da equiprobabilidade. usando
condicionamento e transformagoes de varidveis e de vetores aleatérios para aceder a padroes de
probabilidade adequados para modelar a fuséao de contingéncia ¢ necessidade a que aludiu Abraham
de Moivre.

Merece particular destaque a transformagao uniformizante: denote-se U a varidvel aleatéria uni-
forme padréo, seja F' uma fungdo continua crescente de 0 para 1. Entdo X = F~Y(U) ¢ uma
varidvel aleatéria com funcdo de distribuigdo F* (e este resultado pode ser generalizado usando a
inversa gencralizada F* quando a fungao de distribuicdo F no é invertivel).

Quer isto dizer que se pode partir da uniforme padrao para qualquer outro padrao de aleatoriedade.
e que a uniforme padrdo ¢ uma ponte entre quaisquer dois padroes de aleatoriedade univariada
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(desde que sc conheca forma explicita da fungdo de distribuigdo). Um resultado que foi fulcral
para o desenvolvimento da Estatistica Computacional e para o simulacro da realidade que ¢ a
simulagao, que imita a multiplicacio dos pacs e dos peixes do Evangelho, pois permite fazer muito
(?) de muito pouco. quando se quer usar grandes niimeros e se tem pequenas amostras.

4 Incerteza, Metrologia, Amostragem e Controle da Qua-
lidade

Probabilidade e valor esperado foram duas formas incipientes de lidar com o acaso, informagéo e en-
tropia tornaram-se auxiliares importantes, e amostragem e planeamento de experiéncias tornaram-
se incontorndveis, por serem instrumentos adequados para tornar o acaso nosso aliado. S6 podemos
abordar um nimero limitado de temas, e naturalmente devido aos nossos interesses ¢ experiéncia
clegemos Metrologia, Amostragem e Controle da Qualidade.

Comegamos por completar a 2° citagio que acima fizemos de palavras de Max Born: “The con-
ception of chance enters in the very first steps of scientific activity in virtue of the fact that no
observation is absolutely correct”. Guardamos para agora a citagao mais completa, porque assim
chama melhor a atencdo para as medi¢Ses serem essencialmente diversas das contagens, no sentido
em que a sua precisao ¢ limitada pelos instrumentos de medigao e frequentemente também por erro
humano, ou inciria. Qualquer medicao ¢ na sua esséncia imperfeita, incerta; por isso, a ciencia da
medigao (néo sé como medir, como também avaliar a imprecisao das medigoes feitas) tornou-se
parte da formacdo cientifica de cientistas ¢ de utilizadores da Ciéncia e das Técnicas. Adiante
referiremos alguns progressos que a Metrologia trouxe, nomeadamente ao nivel da normalizagao.
E como a incerteza existe, devemos sempre usar como regra de ouro

e controlar tudo o que for posssivel controlar,

e alcatorizar o que nao for possivel controlar, com os objetivos de equilibrar, reduzir a varia-
bilidade, limitar esses enviesamentos.

® e 0 que nao for possivel controlar nem aleatorizar. bloquear.

Sao estes principios norteadores que presidiram ao desenvolvimento da Amostragem e do Plane-
amento de Experiéncias. Em Controle da Qualidade é sobretudo Amostragem que estd em jogo
(por exemplo. amostragem de aceitagdo). sendo em geral o objetivo tomar uma decisdo, sendo
necessario estimmar algum parametro com um grau de precisio adequado aos nossos ob jetivos. Na-
turalmente o problema central é a escolha de uma estratégia de amostragem adequada (em que
questoes muito pragmaticas como facilidade de obtengao de dados. custo, etc. estdo na ordem do
dia - a ponto de haver mesmo disciplinas amostrais em que se mede uma coisa que é ficil e/ou
barato medir para avaliar outra que é dificil ¢ dispendioso medir. no fundo o recurso & maravilhosa
ideia da regressdo. de Galton). ¢ a consequente determinagdo da dimensdo da amostra que se deve
recolher para se conseguir, com uma probabilidade elevada pré-fixada. o grau de precisdo desejado.

Como se referiu anteriormente, em qualquer processo de medicdo existe sempre alguma imprecisao
no resultado, a qual pode surgir devido & falta de precisao do equipamento de medigio ou &
falta de calibracdo do mesmo. pode cstar associada ao processo de medig@o e ambiente em que
ele ocorre. &s préprias carateristicas do que esta a ser medido ou a outras fontes desconhecidas
incluidas no processo de medicio. Como avaliar e contornar esta incerteza no resultado? O
primeiro passo a dar é identificar as possiveis fontes de incerteza. e s6 depois é possivel quantifica-
la, e eventualmente desenvolver métodos que incorporem a variabilidade a ela associada. Neste
contexto, podemos fazer referéncia aos seguintes trabalhos: Stoto (1988). num estudo estatistico
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efetuado sobre o envelhecimento da populacéo, identifica possiveis fontes de incerteza e apresenta
técnicas interessantes para a estimar e reportar. Em NASA (2010) podemos encontrar um conjunto
de principios e métodos para andlise ¢ gestdo da incerteza em processos de medigdo. Lopes et
al. (2016) descreve uma metodologia detalhada para identificacido de fontes de incerteza e sua
caraterizacdo num estudo sobre medigéo e caraterizagao de incerteza em medidas de desempenho
de processos.

Devido & necesssidade de existir um procedimento para avaliagao da incerteza em metrologia, a
Sociedade Internacional de Standardizacao, ISO (International Organization for Standardization),
publicou o guia GUM (Guide to the Exzpression of Uncertainty in Measurement). o qual passou
a ser utilizado a partir de 1995. Em 1999. dc acordo com requisitos especificados pela ECA
(European Co-operation for Accreditation). foi desenvolvido o programa GUN Workbench. o qual
disponibilizou ferramentas iiteis para calcular a incerteza total num processo de medicao resultante
da combinacéo das incertezas individuais das varias componentes do processo. Este procedimento
envolve oito passos. descritos detalhadamente em Losinger (2004). Se tivermos em atengao a
Diretiva Comunitdria 2007/589/CE. a incerteza é definida como o parametro que carateriza a
dispersio dos valores que poderiam razoavelmente ser atribuidos ao resultado da medicao de uma
determinada quantidade. tendo em atengéo os efeitos de fatores sisteméticos e aleatérios. Assim,
a incerteza de uma medicdo pode exprimir-se por wma faixa de valores provavelmente préximos
do valor real, representados por um intervalo do tipo ”valor =+ variabilidade”. ou através de um
grafico. Por exemplo, Jackson (2008) apresenta representagoes graficas com sombreamento para
representar a incerteza.

A incerteza impera também na 4rca de Controle da Qualidade. O Controle Estatistico da Quali-
dade consiste na utilizacdo de um conjunto de métodos com o objetivo de melhorar continuamente
um produto, processo ou servigo. Este objectivo, em termos cstatisticos, pode ser expresso em
termos de reducéo de variabilidade. Muitos dos procedimentos de Controle da Qualidade estao
sujeitos a diversas fontes de incerteza/variabilidade, existindo também vérias ferramentas fre-
quentemente utilizadas com o objetivo de a avaliar. Refira-se, por exemplo, os fluxugramas ou
organigramas, os diagramas de causa-e-efeito e os diagramas de Pareto, que sdo ferramentas tipicas
em Controlo da Qualidade. Nestes diagramas as vérias etapas do processo sao enumeradas deta-
lhadamente e as possiveis fontes de problemas em cada ctapa séo referidas. de modo a facilitar a
identificagdo ¢ corregéo de problemas, caso ocorram, contribuindo assim para melhorar o processo.
Representacdes gréficas como o diagrama de dispersao, a caixa de bigodes. o diagrama de pontos e
o diagrama de caule e folhas, além das medidas de dispersao, permitem também detetar possiveis
erros nos dados. analisar a sua variabilidade e compara-los com valores nominais pretendidos.

Por volta de 1920-1930 Dodge e Romig, dos Bell Laboratories, desenvolveram a amostragem de
aceitagdo como alternativa & inspegéo a 100%, estando cientes de que esta abordagem podia induzir
em erro/incerteza na tomada de decisdo. A escolha do processo de sele¢do e dimensionamento
da amostra de forma a garantir uma dada precisdo para o resultado, expressam preocupagoes
1o sentido de contornar esta incerteza. A curva carateristica operacional associada aos planos
de amostragem de accitagao permite também minimizar a incerteza na tomada de decisdo, pois
exprime a probabilidade de aceitagdo de um lote face a vérios cenérios possiveis no que respeita
3 verdadeira incidéncia de defeituosos nesse lote. Outros exemplos de fontes de incerteza nos
resultados de amostragem c andlise dos mesmos sdo. por exemplo, a subjetividade do analista em
andlises sensoriais. a falta de precisao e/ou calibragdo nos instrumentos de medigao em analises
de cromatografia, ¢ também valores de referéncia mal calculados em estudos comparativos.

As cartas de controlo, a ferramenta mais popular de Controle Estatistico de Processos, sao re-
presentacoes graficas que permitem ver como as observagoes do processo ou os valores de uma
estatistica adequada marcados sequencialmente na carta, sc afastam do valor pretendido, fixando
margens de variabilidade aceitével que ajudam & tomada de decisdo. A primeira carta de con-
trolo, a carta de médias X, surgiu com Shewhart em 1924, nos Bell Laboratories, para monitorizar
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um processo normal, sendo os limites de controlo da carta do tipo “valor nominal do processo +
variabilidade”. Em muitas das situagdes praticas as hipéteses subjacentes & implementacao desta
carta — dados do processo normais e valores nominais para o valor médio e desvio padrao do
processo conhecidos — ndo sdo realistas. A distribui¢do subjacente aos dados pode exibir cara-
teristicas bem diferentes das observadas numa normal. sendo desconhecida e dificil de estimar, o
mesmo acontecendo com os valores nominais do processo. Este processo de modelacdo dos dados
e estimagao dos valores nominais do processo é obviamente uma fonte de incerteza que afeta o
verdadeiro desempenho da carta de controlo. Para minimizar o efeito da incerteza induzida pela
modelacéo dos dados tem sido proposto na literatura utilizar-se familias de distribuigdes em vez
de distribigdes especificas, assim como a utilizagao de distribuicées por trogos de modo a permitir
uma melhor modelagdo dos dados quer na parte central quer nas caudas. especialmente quando
temos valores muito extremos nos dados em anlise (veja-se, por exemplo, Azzalini (1985, 2005),
Jamalizadeb et al. (2011) e Figueiredo ¢ Gomes (2013)). Outra forma de contornar esta incerteza
é a utilizagdo de métodos de estimacdo/inferéncia semiparamétrica. ¢ a implementacao de cartas
de controlo robustas, ou de cartas nio paramétricas (veja-se, por exemplo, Chakraborti et al.
(2004) e Chakraborti et al. (2011)).

No que respeita & incerteza no desempenho da carta devido & estimacao dos valores nominais do
processo, pode aconselhar-se a utilizacdo de estimadores robustos, combinacdes lineares de esti-
madores, ou classes de estimadores com um pardmetro de afinamento de modo a selecionar em
cada caso o melhor estimador da classe face aos dados em estudo. A utilizagdo de procedimentos
dindmicos de estimacio de forma a permitir a atualizagido dos valores nominais do processo é
também uma opgéo. Este método tem sido sugerido na determinacio do valor de referéncia as-
sociado & implementagdo de uma carta CUSUM. Efetuar uma anélise de sensibilidade é também
bastante 1til, pois os valores nominais do processo que foram fixados podem néo ser os corretos.
Neste contexto de implementacao de cartas de controlo, o préprio processo de amostragem utili-
zado na recolha dos dados na fase de estimaco e das amostras subsequentes consideradas na fase
de monitorizagio propriamente dita, assim como o processo de andlise dos mesmos, ¢ também
uma fonte incerteza. Alguns detalhes sobre estas problemdticas podem ser encontrados em Huber
(1964), Hampel (1971, 1974), Figueiredo e Gomes (2004), Saisana et al, (2005), Jensen et al.
(2006), Chakraborti et al. (2009). Wu et al. (2009), Li and Wang (2010) e Psarakis et al. (2014),
entre outros trabalhos.

Existe também incerteza na avaliagcao do desempenho e comparagao de diferentes cartas, decor-
rente do calculo dos erros tipo I e tipo II, ou das medidas de performance associadas a tomada de
decisdo, quando a incerteza do sistema de medicao nao cstd contemplada nestes erros ou medidas
de desempenho, e ndo pode ser negligenciada. As regras de sequéncias (runs) usadas conjunta-
mente com as regras usuais de tomada de decisao numa carta de controlo permitem contornar
alguma possivel incerteza na tomada de decisio. ao analisarem a aleatoricdade ou nio dos dados
representados na carta e a existéncia ou nao de padroes.

Na perspetiva de gestdo total da qualidade. TQM ( Total Quality Management), a funcio prejuizo,
a fungao utilidade ¢ a razao sinal/ruido sao procedimentos utilizados também com o objetivo de
medir a incerteza.

Mais detalhes sobre os principais procedimentos e ferramentas usuais em Controle Estatistico da
Qualidade podem ser encontrados, por exemplo, em Montgomery (2009) e Gomes et al. (2010).

Para concluir é de referir que a teoria dos conjuntos difusos como alternativa. ou pelo menos como
complementar, & utilizagio de métodos estatisticos e probabilisticos. assim como a utilizagéo de
metodologias Bayesianas, tém sido abordagens frequentemente consideradas por varios autores
para resolver problemas que cnvolvem incerteza. Entre outros trabalhos. veja-se por exemplo.
Laviolette et al. (1995). Lira e Woger (2006) e Willink (2007).
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