FACULDADE DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE DO PORTO

Exercicios de

Analise Matematica 11

MARIA MARGARIDA FERREIRA
MARIA DO ROSARIO DE PINHO
MARIA ANTONIA CARRAVILLA

FEVEREIRO DE 2000



Aproximacao Polinomial

1.

(a)

(b)

()

(b)

()

Determine o polinémio de Taylor de log(1+x) de grau n no ponto
a = 0. Considere log(1+z) = [ ld—th e siga o tratamento dado a
fungao arctg(z) nas aulas tedricas.

Calcule as estimativas do resto desse polinémio para z € (—1, 1]
e para |z| > 1.

Verifique que o polinémio de Taylor nao tem qualquer utilidade

para para |z| > 1 quando o grau do polinémio cresce.

Indique como podera ainda usar o polinémio de Taylor desta

funcao para calcular o valor da funcao para |z| > 1.

Considere a funcao:

f(:c):{ e_z% sex #0

0 sex =0

Determine o polinémio de Taylor de grau n da fungao no ponto
0.

Para que valores de x podera utilizar esse polinémio para estimar
f(z)? Poderd conjecturar sobre o porqué deste comportamento
do polinémio de Taylor?

Verifique que 0 é minimo local da funcéo e verifique porque é que
o resultado dado nas tedricas:

Seja f € C™"(I), a € Te flla)=...=f"V@)=0

F(a) #0

i. Suponha n par e f™(a) > 0. Mostre que f tem um minimo local em a.
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ii. Suponha n par e f(")(a) < 0. Mostre que f tem um méximo local em
a.

iii. Suponha n impar. Mostre que f ndo tem nem méximo nem minimo em

a.

nao pode ser utilizado para classificar o ponto 0.

3. Considere a fungao:

e P sex >0
flz)=4 0 sex =0
—efz% sex <0
Verifique que 0 nao é nem maximo nem minimo local e verifique porque
é que o resultado dado nas tedricas:
Seja fe C™(I),acle f'(a)=...= f"D(a)=0

F"(a) #0

(a) Suponha n par e f<">(a) > 0. Mostre que f tem um minimo local em a.
(b) Suponha n par e ") (a) < 0. Mostre que f tem um maximo local em a.

(¢) Suponha n fmpar. Mostre que f nao tem nem méximo nem minimo em a.

nao pode ser utilizado para classificar esse ponto critico.

4. (a) Utilizando polinémios de Taylor, calcule sin(2) com erro inferior
a 107

(b) Utilizando polinémios de Taylor, calcule sin(1) com erro inferior
a 10719,

5. Verifique que o polinémio de Taylor de grau 7 da funcao exponencial

permite calcular e com trés casas decimais exactas.

tan(x)+tan(y)

T—tan(z) tan(y) © utilize esta igualdade para

6. Verifique que tan(z + y) =

T4y
l—zy

mostrar que arctg(z) + arctg(y) = arctg ( ) indicando qualquer

possivel restricao dos argumentos.
Conclua que:

T tl—i— tl
4—arcg2 arcg3

T darct 1 ; 1
— =darctg= — arctg—
1 95 9539

Utilize a tultima equag@o e os polinémios de Taylor de arctg(z) para

mostrar que ™ = 3.14159.. ..
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7. Seja f uma fungao tal que f”(z) 4+ f(z) = 0 para todo o z € R e
f(0) =0, f/(0) = 0. Verifique que todas as derivadas de f existem.
Calcule o polinémio de Taylor desta fungao no ponto 0 e o respectivo
resto. Conclua que qualquer fungao satisfazendo estas condicoes é

necessariamente a fungao nula.

8. Sejam a; e b; os coeficientes dos polinémios de Taylor em 0 respecti-
vamente das fungoes f e g. Determine os coeficientes dos polinémios

de Taylor ¢; das fungoes:

(a) f+y

(b) fg

(c) f”

(d) h(z) = [g f(t)at
(e) h(z) = f(z")

9. Seja a um real qualquer e seja n € N. Define-se

<a > :a(a—l)...(a—n—{—l)

)parakENek>n.

Calcule ( k

n
Verifique que o polinémio de Taylor de grau n da funcao f(z) = (1+z)°

no ponto 0 é:

a
e que o resto na forma de Lagrange é R, o(z) = ( 1 > (1 +
n

t)a—’rb—l para algum t e [O’ZE] oute [337 O]



Convergéncia Pontual e

Uniforme

Séries Funcionais

1. Para cada uma das seguintes sucessoes de funcoes {f,}, determine o

respectivo limite pontual no intervalo indicado (se existir) e averigue

se a convergéncia é ou nao uniforme.

(a)

fn(z) = Yx para z € [0, 1]
0 se
Sol: Converge pontualmente para f(z) = { )
se

Nao é uniformemente convergente.

fulx) = ;—i para x > 1

z=0

0<z<1

Sol: Converge pontualmente para f(z) = 0. Nao é uniforme-

mente convergente.

fa(z) = e para z € [-1,1]

0 se
Sol: Converge pontualmente para f(z) =<¢ 1 se
0 se

Nao é uniformemente convergente.

fn(a:)Z{ 0 e rsm em [a,b] e em R

r—n se rT>n

—1<x<0
€r =
O0<ax <1

Sol: No intervalo [a, b], converge pontualmente para f(x) = Oe é

uniformemente convergente.
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Sol: EmR, converge pontualmente para f(z) = 0, nao é unifor-

memente convergente.

2. Suponha que fn f em [a, b] e que f, sdo continuas. Seja g,(x) =
[F fat)dt e g(x) = [ f(t)dt para = € [a,b]. Mostre que gy unif. g
em [a, b].

3. Seja fn(x) = nz(l —2%)" em z € [0, 1].

(a) Calcule limy,— oo fr ().
Sol: limy 00 fn(z) =0

(b) Mostre que im0 fol fn(x)dx # fol limy—oo fn(z)dx
Sol: lim,— oo fo fn(z)dz —%

(¢) Que pode concluir sobre a convergéncia uniforme da sucessao de

fungoes?

4. Suponha que a série funcional ) u,(z) converge pontualmente para
uma fungao f(z) em S C R fechado. Suponha que existe uma sucessao
numérica { M, } tal que a série numérica gerada é convergente e tal que
0 < |up(z)] < M, para todo o natural e para todo o x € S. Mostre

que a série Y un(z) converge uniformemente em todo o S.

sin(nx)
n2

5. Considere a série > > |

(a) Mostre que a série converge para todo o z € R.

(b) Seja f a soma da série. Mostre que f é continua em [0,7] e

conclua que [ f(z)de =237, (2n£1)3'

2

6. Sabendo que ) 0, SRt — T _ L 4 %2 para x € [0, 27], deduza que

TL
D
n=1n2 = 6"

7. Mostre que:

a® =32, logr(f ,a>0,zeR
2n— 1
sin?(s) = £ >“+12(2 L Vcn
2n

)
)

(c) e = ZZO 0(_1) 15 Veen-
)

—2x2+x+1 - 3 Zn 1 [1 - (_2) ] n7 para x € (%) %)

8. Calcule o intervalo de convergéncia das séries:
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(a) 3020 (5)"
Sol: | —2,2]
(b) 252 o(~1)ma”
Sol: | —1,1]
(¢) XL (-1
Sol: | —1,1]
(@) 302 &
Sol: [-1,1]
(©) Yo" ey
Sol: [-1,1]
() T s
Sol: [—1,5]
(8) Yoto(—1) 1 e
Sol: 0, 2]
(h) >0y m
Sol: | — o0, 0] J[2, +00[

_9\n+1
() ooz, 2

Sol: [1, 3]
. o0 n $—2 n+1
() 2nzi(=1) m
Sol: [1,3]
00 n (x\2n
(k) 2-n=1(=1) (5) 2n1+1
Sol: [-2,2]
(1) Zlexn%
Sol: | —e,¢f

2n+1 2n

9. Sejam f(z) = X225 o(—1)" Z25E e seja g(x) = 0 o(—1)" 22
(a) Calcule o intervalo de convergéncia das duas séries.
Sol: | — o0, +00]
(b) Mostre que f'(z) = g(z) e que ¢'(z) = —f(x).
(c) Identifique as duas fungoes.

10. Seja {a,} uma sucessdo numérica definida por: a1 =ag =1¢€ ap41 =

ap + ap—1
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Mostre que 2 < 2.

n
Seja f(z) = >.°° a,z™ . Determine o raio de convergéncia
desta série.

)
Sol: G5

Para todos os valores no intervalo de convergéncia, verifique que
_ -1
f(l‘) T 2241

Usando a decomposicao em fraccoes simples, determine uma ou-

tra série de poténcias de f.

Mostre que uma qualquer funcao é representada por uma sé série

de poténcias. Use esse facto para concluir que:

(97) - (59)
V5

an —
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Curvas em R"

1. Identifique as seguintes curvas em R2:

i) F(t) = (et,4 —€?) teR
EYF(t)=(34) 0<t<3

t t2

(e2,e? —1) t<0

N

(t)

J

(a) F(t) = (12,2t +1) teR (b) F(t) = (12, 4t* +1) teR

(¢) F(t) = (2cost,3sint) t € [0, 2] (d) F(t) = (sinmt,2t) t € [0,4]

(e) F(t) = (sint,1+cos2t) t€[0,2x] (f) F(t)=(3t—1,6—2t) te]0,1]
(9) F(t) = (2t —1,8t3 —5) t € [-1,+1] (h) F(t) = (2 —sint,cost) t € [0,27]
(i) F () F

(

2. Parametrize a curva dada pela equacao em coordenadas polares: r =
cost , 0 € [-%, 5]

3. Uma particula inicia um movimento sobre a circunferéncia z?+y? = 1.
Escreva equagoes na forma x(t) = f(t) e y(t) = g(t) descrevendo o

movimento da particula nos seguintes casos:
(a) Inicio no ponto (0,1), percurso da circunferéncia uma vez, no
sentido positivo.

(b) Inicio no ponto (0, 1), percurso da circunferéncia duas vezes, no

sentido negativo.

(¢) Percorre apenas um quarto da circunferéncia desde (1,0) até
(0,1).

(d) Percorre trés quartos da circunferéncia desde (1,0) até (0,1).
4. Determine parametrizacoes para as seguintes curvas:

(a) Recta horizontal y = 2.
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(b) Segmento de recta que une (3,7) a (8,5).

(c) Arco parabélico x = y? desde (4,2) até (0,0).
(d) A curva y? = 23 desde (4,8) até (1,1).

(e) = cos(30).
(f) r =2+ 3sinb.

5. Determine T'(t) e N(t) para cada uma das curvas:

F(t) = (V2 + 1,¢).
F(t) = (sin®t,cos® t).
0O graﬁco de y = log (2% + 1).

6. A trajectdria de uma particula é descrita pelo vector de posi¢ao F(t) =
(x(t),y(t)). Para cada um dos movimentos dados determine a veloci-

dade vectorial, velocidade escalar e aceleracao. Suponha t > 0.

(a) F(t) = (t, 3t°)

(b) F(t) = (t3 —t, 13 —t)

(c) F(t) = (e tcost,e!sint)
(d) F(t) = (2cost,3cost).

7. Uma particula desloca-se ao longo da curva y = 1—16332 de tal forma
que a componente y da velocidade é constante e igual a 8m/seg .

Determine & e a aceleragao quando a particula passa pelo ponto (4, 1).

8. Uma particula desloca-se no sentido ascendente, ao longo da curva
Yy = %xz, com uma velocidade escalar constante e igual a 5m/seg .

Determine os vectores velocidade e aceleragao no ponto (2,1).

9. Se o movimento de uma particula é descrito por F(t) = (3t2,9t — t3),
determine o valor minimo da velocidade escalar e o(s) ponto(s) em que

esse valor ocorre.

10. O movimento de uma particula é descrito pelo vector de posigao F'(t).
Determine para cada um dos movimentos ar e ay, isto é, as compo-

nentes tangencial e normal da aceleragao.
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(a) F(t) = (t,1+1t?)

(b) F(t) = (t,logt), t>0.

(c) F(t)=(e"e™)

(d) F(t) = (4cost,2sint).

(e) F(t) = (e?* cos2t,e? sin2t).

11. Considere a curva F(t) = (' cost,etsint) , t € [0,27].

(a) Determine o comprimento total da curva.

(b) Determine os pontos da curva onde a tangente é vertical e a

aceleragao centripeta (normal) nesses pontos.

12. Considere a curva F(t) = (costv/2cos2t,sintv/2cos2t) , t € [—F, %]

(a) Determine os pontos em que a tangente a curva é horizontal.
(b) Determine a aceleracao tangencial e a aceleracao centripeta no
ponto t = %.
13. Considere a curva F(t) = (3t2,4t3) |, t>0.

(a) Calcule o comprimento do arco da curva compreendido entre ¢t =
let=2.

(b) Verifique se existe algum ponto onde a aceleragao tangencial ou

a aceleracao centripeta é nula.
14. Qual o comprimento de arco das seguintes curvas:

(a) r=e3,  0>0.

(b) r=%, 60>2m.

15. Suponha que uma curva é descrita em coordenadas cartesianas pela
equagao x = f(y) . Mostre que o comprimento de arco da curva

quando y percorre o intervalo [c,d] é dado por:

i e (4)

16. Considere o comprimento de arco da curvay =z3 , 1 <x <8.

W
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(a) Defina esse comprimento de arco através de um integral definido

usando x como parametro.

(b) Defina esse comprimento de arco através de um integral definido

usando y como parametro.

(c) Calcule o mais facil a) ou b).

17. Mostre que | f /12 + (r")? df exprime o comprimento de arco de uma

18.

19.

20.

21.

22.

curva dada em coordenadas polares pela equacao r = f(6), o < 6 < 3.

Num determinado instante ty, e associados ao movimento de uma
particula,

F(to) = (1,1), F'(to) = (3,4) e F"(t9) = (3,-3).

(a) Desenhe os vectores F(tg), F'(to) e F”(to).

(b) A particula estd a acelerar ou a afrouxar? Explique.

(c) Estude ar e ay, graficamente.
)

(d) Calcule ar, ay e k (curvatura), nesse instante.
Seja F(t) = (t2,13).

(a) Calcule T'(t) e mostre que N nao estd definido para ¢ = 0.

(b) Faga um esboco da curva. Que propriedade causa N a nao estar
definido em ¢t = 07

Considere uma curva em R? definida por F(t) = (z(t), y(t)). Verifique

vl a2\ ? d?y 2 a%s\?
p2=(dt2) *(&2) ‘(dtz)

onde p representa o raio de curvatura, v velocidade escalar e s com-

que

primento de arco.

Mostre que o raio de curvatura da curva y = f(x) é dado por:

3
dyy2\2
(1 + (%) )
P=" 2y
e

Considere uma curva F : I — R3 e suponha que F admite derivadas
de qualquer ordem. Considere o vector, designado por binormal, B =
T x N ( produto vectorial dos vectores tangente unitaria e normal

principal ). Verifique que:
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(a)

(b)
()

N — kT +vB (22 Férmula de Frenet )
onde k representa a curvatura e v = v(s) designada por torsao

da curva, pode ser determinada a partir de:

(F'(t) x F"(t)) - F"(t)

t pu—
= EH < FOP
% = —vN ( 32 Férmula de Frenet ).
L=axT; W=0xN; E=0xB, onde Q=vT xkB.

23. Seja F : I — R3 uma curva com curvatura sempre diferente de zero.

Suponha que F' admite derivadas de qualquer ordem.

Verifique que a torsao é constante e igual a 0 se e s6 se a curva é plana,

isto é, o seu traco esta contido num plano.

24. Considere a curva H : ® — R3 definida por H(t) = (acost,asint,bt),

onde a, b sao constantes positivas. Determine a curvatura e torsao de

H.
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Funcoes Reais de Variavel
Vectorial

4.1 Dominio, contradominio e conjuntos de nivel
Limites e Continuidade

1. Determine e esboce o dominio da fungao: f(z,y) =

— $2—y2+
Va2 +y?—1.

2. Determine o dominio e contradominio das seguintes funcoes:

(a) f(z,y) = /4 — 22 — 4y? (b) f(z,y) = arcsin (z +y)
(c) flz.y) =% (d) f(z,y) =log (4 — zy)

3. Esboce os graficos das seguintes funcoes:

(a) f(z,y) = V22 +y? (b) f(=,y)

=—22+ 9y’ +1 (c) f(z,y) =2+

4. Descreva as curvas ( ou superficies ) de nivel das fungdes seguintes nos
pontos indicados:

(a) f(x,y,2) = 42% +y? + 22
(0) f(z,y) ==y

=1; c=-1
(¢) f(z,y) = arctan ¥ c=0; c==5%

5. Calcule:

(a) limg )~ (0,0 nysmy (b) limz ) —(1,2) 2o(y L)




4.1 Dominio, contradominio e conjuntos de nivel.

Limites e Continuidade 14

6. Calcule os limites e discuta a continuidade das fungoes:

T

(a) im(, @1 (& +3y%)  (b) lim 1 T (0 limgy) a1 Zip

: inx : T : os (z2 4y
(d) limay)~00) 5" (€) limgyy)—00) 7z (f) limgy 0 |1 - S50 )]
2z —y>

(9) limz)—~00) %7y

7. Utilize coordenadas polares para calcular os seguintes limites:

(z=rcosf; y=rsind)

. sin (z2+y2 : Ii
(a) llm($7y)_,(07o) %Zzy) (b) hm(x,y)—%0,0) xZi/_yQ

8. Suponha que lim(, ) s f(z,y) =5 e limg @y 9(7,y) = 3.
Calcule:

(a) hm(z,y)ﬂ(a,b) W (b) hm(x,y)a(a,b) f(xa y) g(.%', y)
9. Seja f: R? — R definida por:

2_ .2
o= { F5H s

0 nos restantes pontos

Mostre que limg_,o (limy—o f(z,y)) # limy_o (limy—o f(z,y)).

10. Seja f : R2 — R definida por:

2_
fagy = | T se0<y<a?
’ 0 nos restantes pontos

Prove que o limite de f(z,y) é zero quando (x,y) tende para (0,0)
ao longo de qualquer recta que passe na origem, mas que nao se tem
lim )00 f(z,y)=0.

f(x'i'hvy})b_f(x?y) f(:my—i—h)—f(x,y)

11. Calcule os limites limy,_g e limy_o == ———*" para

as funcoes:

(a) f(z,y) =2*+y*>  (b) flz,y) =a® -4y  (c) fz,y) =22+ 2y — 3y
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12. Estude as seguintes fun¢des quanto a continuidade:

% se (z,y) #0
_ T+
(a) f(x,y) {0 ! se (z,y) =0
_ ) P2y se (z,y) #(1,2)
(0) f($’y)_{ 0 se (z,y) = (1,2)
@+ P)singlts se (n,y) £
(c) f(x7y){ 0 ’ se (z,y) =
3r—2
(@ f(w,y):{ N
Yy=3T

13. Seja f : ®2 — RN uma funcio continua e (a,b) tal que f(a,b) < O.

Mostre que existe um ntmero § > 0 tal que,

V(z,y) € Bs(a,b) = {(w,y) e R?: |(z,y) — (a,b)| < (5} , tem-se f(x,y) <0
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4.2 Derivabilidade. Derivadas parciais e direccio-
nais.

Rectas normais e planos tangentes

1. Calcule g—i, % e daiafy das fungoes:

(a) f(z,y) = 2®log (2* + y?)
(b) flz,y) =2*y® — 2y

2. Calcule a derivada de f(z,y, z) = 2y%+yz no ponto (1, 1, 2) na direccio
(2 1 2).

3 3’3
~ - ~ < 9z _
3. Moitre que as fungoes seguintes satisfazem a equagao do calor, 5 =
20z
C 8Z’2 .

ot
(a) z=e""cos %

(b) z=e'sinZ

4. Seja f(x,y) =3 — 5 —

Nl

(a) Calcule % (3,2) onde u = (cosf,sinf) e § = I, 0 = 2.

(b) Calcule o valor méximo da derivada direccional % (3,2).

5. Seja f: R? — R definida por:

o= 0

0 nos restantes pontos
(a) Calcule % e g—?}; em (z,y) # (0,0).
(b) Calcule % (0,0) e % (0,0).

(¢) Que pode concluir?

6. Seja h: R? — R definida por:

20, se (z,y) # (0,0)
hiz,y) =< =¥
) {o se (z,4) = (0,0)

(a) Calcule todas as derivadas direccionais de h na origem.

(b) Calcule todas as derivadas direccionais de h em (z,y) # (0,0).
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(c) Verifique que a func¢do h nao é continua na origem.

(d) Que pode concluir?

7. Considere a funcdo f : R2 — R definida por:

% se (z,y) # (0,0)
z, _ Te+y
fla.y) { 0 s (my) = (0.0)

(a) Verifique que f'(0;7) # V.f(0)-¥ para algum ¥ € R%. Que pode
concluir?

(b) Estude a continuidade da funcao f.

8. Calcule V f(X) nos pontos indicados.

(a) f(z,y) =32y — axy> +2 em (1,2).
(b) f(u,v) = usin (uv) em (7,2).

(c) f(x,y,2) = 2%yz + 3x2% em (1,2, —1).
9. (a) Mostre que o maior valor das derivadas direcci?nais da funcao
z = f(x,y) num dado ponto é [<g£)2 + (%)Q] 5.
(b) Que pode concluir?

10. Sejam f,g,h: R? — R definida por:
f(z,y) = aztby (a®+6*#0)  g(z,y) = 2°+y° e h(z,y) = 2°—y’

(a) Determine as curvas de nivel de f, g e h.

(b) Verifique que os gradientes de f,g e h sao perpendiculares as

curvas de nivel.

11. (a) Seja f(z,y) = %, sey # 0. Calcule V f(z,y)-v quando v = (tz, ty)
e relacione este resultado com as curvas de nivel de f.
-1
(b) Seja f(x,y,z) = (\/$2 +y2+ z2> . Mostre que V f(z,y,2)-v =
0 se e s6 se v é perpendicular a (z,y,z). Calcule Vf(1,2,3) -
(4,2,2).

12. Calcule um vector normal a superficie de nivel f(x,y) = ¢, no ponto

P, quando:
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(a> f(x7y):$2xTy2 02%7 P:(lvl)
13. Calcule os planos tangentes e as rectas normais as superficies dadas,

14.

15.

16.

17.

nos pontos indicados.

(a) 25 —22 —y2—2=0 P=(3,1,15)
(b) arctan ¥ — 2z =0 P =(1,0,0)
(c) e (siny+1)—2=0 P=(0,%,2)
(d) 22 +y*+2=9 P=(1,2,4)
(e) xy? +3x — 22 =4 P=(2,1,-2)

A temperatura de uma placa num ponto (z,y) é dada por T' = ﬁ

Calcular a direc¢ao de maior crescimento do calor no ponto (3,4).

Seja f : R2 — R definida por:

fa y):{ e se (2.y) #(0,0)

0 nos restantes pontos

e seja g(x,y) = zyf(x,y). Mostre que as derivadas mistas afgy e afi‘éqx

no ponto (0,0) sao diferentes.

(a) Seja f : N3 — N tal que %ch (u) = 0, Yu € R3. Mostre que f é
independente de y.

(b) Seja f: R™ — R tal que f atinge o seu valor maximo ou minimo
num ponto a € R"™. Mostre que qualquer derivada parcial no

ponto a, caso exista, é nula.

(c) Seja A C N2 um rectangulo aberto de lados paralelos aos eixos.
Suponha que f : A — R possui derivadas parciais de primeira
ordem em todos os pontos de A. Sejam (a,b) € Ae (a+h,b+k) €
A. Mostre que existe 6 € (0,1) tal que,

of of
fla+h,b+k)— f(a,b) = == (a+0h,b+k).h+ = (a,b+ 0k).k
Ox oy
Seja U C R2 aberto, f: U — R continua em U, com derivada parcial
% (a,b) > 0 onde (a,b) € U e f(a,b) =c.
Mostre que existe um rectangulo I x J, I,J C R, de lados paralelos
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18.

19.

aos eixos, contido em U, tal que f(x,y) > ¢ quando (z,y) pertence

a base superior do rectangulo e f(x,y) < ¢ quando (z,y) pertence a

base inferior do rectangulo.

Seja f : R — R tal que f(0) = 0e f(tX) =t f(X), VX € R" e
vVt € R. Mostre que f tem todas as derivadas direccionais na origem e
que % (0) = f(v) .

Seja f : ™ — R. Considere v,a € R™ e o segmento de recta [a,a + v].

Suponha que a restrigdo de f a [a,a + v] é uma func¢ao continua e que
existe % (), Vx € (a,a+v).

(a)

Mostre que existe um nimero 6 € (0,1) tal que

fla+v)— f(a) = gij (a+0v)

Conclua que, se g—f () =0, Vo € R" e para todo v € R", entao

f é constante.

Seja f : R"™ — R diferencidvel em todo o x € (a,a+ v) e continua

em [a,a + v]. Utilize 19a) para mostrar que Jp¢ (g 1) tal que
fla+v)—fla)=Vfla+0v)-v

Seja f : R™ — R diferencidvel, cujo gradiente satisfaz ||V f(X)|| <
M, Yyeme. Mostre que Yy yens, |f(X) — F(V)] < M|X — Y.
Seja f : R — R diferenciavel e tal que Vxepn, f(%) = @
Prove que f ¢ linear.

Seja f : R™ — R linear e diferencidvel. Mostre que

VX)) -V =f(V) Vx,vepn.



Funcoes Vectoriais de

Variavel Vectorial

5.1 Derivacao da funcao composta. Funcao in-
versa e funcao implicita.
Maximos e minimos de funcoes escalares de

variavel vectorial

1. Calcule a derivada da funcao:
foR - ®

T,y,2) ~ (2ty, xe®
Yy Y

Sol:
Df: R3 —  L(R3R?)
(a,b,c) ~ RN — R2
403 a* 0

e‘ 0 ae

(x,y,2) ~ [ . ] y | = (4a®bz + a'y, ex + aez)

2. Seja f(x,y) = (vy, 2% + y?). Quais os pontos X € R tais que f/(X) é

um isomorfismo?

Sol: 2\ {(z,y) € N2 :y = +z}

3. Seja z = 22y, x = 3t + 4u, y = 5t — u. Calcule % de duas formas

diferentes:
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(a) Usando regras de derivacao da fun¢ao composta.

(b) Comegando por escrever z como fungao de t e u.

Sol: 135t2 + 222ut + 56u?

4. Sendo z = 2%logy, r = ¥ e y = 3u—2v, calcule as derivadas parciais:

o 0, 0% '
ou’ Ov Ou?"

5. Sejaw = f(z,y) e x=u—v, y=v—u.
(a) Mostre que%%—l—%zo.

(b) Verifique a alinea anterior para o caso de f(z,y) = (x—y) sin (y — x).
6. Seja z = f(z,y),z=u+ve y=u—wo.

(a) Mostre que (52)° — (52)* = (52)(52)-

(b) Verifique a alinea anterior para o caso de f(z,y) = 2% + 2y°.

7. (a) Seja z = f(zy), (f : R — RN). Mostre que 9: yay 0.
(b

(c

(d) Seja z = ¢(x,y) solugao da equacao F(x +y + z, Az + By) = 0.
Mostre que A(gz) B(gz) é constante.

Sejaw = F(xz,yz), (F: R? — R). Mostre que xaw 4y 2w 5y = 2%

baz

Seja z = F(ax + by). Mostre que aay =0.

)
)
)
)

8. Seja f uma fun(;éo continuamente diferencidvel tal que f(1,1) = 1,
g =aefl (1,1)=0b. Seja

Calcule ¢(1) e ¢'(1).

9. (a) Mostre que qualquer fungao da forma z = f(x + y) + e¥g(x — )

é uma solucao da equacao em derivadas parciais:

P 0% 92 0:

(b) Verifique (a) para z = (z + y)? + e¥ sin (z — y).

10. Seja z = f(=z,y) representando a temperatura num ponto (x,y), com

x,y > 0. Se utilizarmos coordenadas polares entao podemos escrever
Z = g(?“, 9)
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11.

12.

13.

14.

15.

9z a 9z
(a) Exprima a em termos de 3= e gy.
4

(b) Exprima 2 25 em termos de 5 € o

(c) Mostre que

0=\ | (0:\? _(0:\7 1 (02’
Ox oy)  \or r2 \ 00
Seja u = f(r) e r =/x? +y? + 22. Mostre que

Ou O Fu_ 0 20u
ox2 oy 022 Or2  r or

Averigue se o sistema seguinte pode ser resolvido em ordem a (z, vy, 2)

numa vizinhanga de (0,0, 0).

u=x+rYyz
v=y+2ay
w =z + 2z + 322

Sol: pode

Seja f : ®3 — R definida por f(z,y,2) = y — 2z — . Mostre que a

equagao f(z,y,z) = 0 define implicitamente z como funcao de classe

C> de x e y em torno do ponto (1,1,0). Calcule 2 e a‘ig no ponto

€1m causa.

Sol: 22(1,1) = 0;

(L 1) =

%MA

’ Bway

Justifique a seguinte afirmacao:
" A equacdo x? + 3xz + zy? — 422 = 0 define 2z como funcdo implicita
de = e y numa vizinhanga de (2,0,2)”

0z 0z 9%z
Caleule 5%, 52 e 575 em (2,0).

Sol: $2(2,0) =1; 52(2,0) = 0; axay(Q 0)=0

Justifique a seguinte afirmacao:
” As equacoes x2 + 3xz + 2y? — 422 =0 e ayz = 0 definem y e z como
fungoes implicitas de  numa vizinhanca de (2,0, 2)”

Calcule 4, %, Z"(xz) e y"(z) no ponto 2.

Sol: 2/(2)=1; ¢/(2) =0; 2"(2) =0; ¥"(2) =0



5.1 Derivagao da funcao composta. Funcgao inversa e funcao
implicita.

Maximos e minimos de fungoes escalares de variavel vectorial 23

16. Considere o sistema:

r4y+ 22 +w?=2
3zy — 22 +w=1

Verifique que este sistema define x e y como fungoes implicitas de z e
w, de classe C* numa vizinhanga de (z,y, z,w) = (0,1,0,1). Calcule
5 .

g (0,1) e 52 (0,1).

[}
Sol: §£(0,1) = —3; 22(0,1) = —1

17. Considere o sistema:

222 — 2y +1=0
322 +y2—-22=0

(a) Mostre que o sistema ¢é localmente resolivel em ordem a y e a z.

(b) Dado o ponto Xy = (0,1, 1) verificar se é solucao e calcular 3/(0)
e 2/(0).
Sol: 4/ (0) =2'(0) =0

(c) Verifique se ha alguma solugao tal que y”(z¢) = 0 e 2" (zg) = 0.

Sol: zy nao existe

18. Verifique que zy + zy + 22 + 1 = 0 define z como funcao implicita de

x e y na vizinhanga de (1,2, —1) e calcule g—z (1,2) e 8(1282 (1,2).

. 0 —0 9 _ _3
SOl. 8733(1’2) = 0, W@Zy(l’2) = — 355

19. Calcule % e g—; quando

(a) 22 +y? +22=25
. 0z _ . 0z _
Sol: 52 =—-%; 52 = —1
(b) zz4+yz+azy=0

.0z _ _ytz. 0z _ _xtz
Sol: 5~ = e e e
(¢) z=¢€"sin(y + z)
Sol: dz _ _€¥sin(y+z) | 9z _ _e®cos(y+z)
* 0x ~ 1—eTcos(ytz)’ Oy ~ 1—e® cos(y+z)

20. Seja g : N3 — R uma funcio de classe C* tal que g(1,1,0) = 0,
52 (1,1,0) =0 e 3¢ (1,1,0) # 0. Scja f : R* — R definida por
f(:E?y)Z) :y—I'Z—eZ.
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f(x7y7z) :0

9(3772/72) =0
de classe C*° de y em torno do ponto (1,1,0).

(a) Mostre que o sistema { define x e z como fungoes

(b) Calcule g—; no ponto 1.
Sol: &(1) =}

21. Seja f(x,y,2) =z +y + 2z — sin (zyz) definida em todo (z,y, z) € R3.

(a) Verifique que f(0,0,0) = 0 e mostre que existe uma fungao F
de classe C*° definida numa vizinhanga V' de (0,0) e tomando
valores em R tal que F'(0,0) =0 e que f(z,y, F(z,y)) = 0 para
todo o (z,y) € V.

(b) Caleule £ (0,0) e %5 (0,0).

Sol: 4£(0,0) = 4£(0,0) = 1
22. Considere o sistema:
2?4 3wt? + 3z + 7 — 32 + 3t =1
32 +t34+3t—y=0

(a) Prove que o sistema é localmente resolivel em ordem a = e a y.

(b) Determine as solugoes (to, xo,yo) do sistema tais que:
Se F(t) = (x(t),y(t)) é a fungao definida implicitamente pelo
sistema numa vizinhanca de (to, zo,y0) entao F'(tg) = F"(ty) =
(0,6).
Sol: (to,x0,y0) = (1,0,4)

23. Discuta a natureza dos pontos criticos de cada uma das fungoes se-

guintes:
(a) flz,y) =2 -y
Sol: (0,0) ponto de sela.

(b) f(w,y) = 3wy —2® -y
Sol: (0,0) ponto de sela.

24. Classifique os pontos criticos de cada uma das fungoes:

(a) f(z,y) = —x2 —by? + 8z — 10y — 13

Sol: (4, —1) maximo local.
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(b) f(a,y) =dwy —a' —y*
Sol: (0,0) ponto de sela, (1,1) e (—1,—1) méximos locais.
(c) flz,y) =2’ —3zy +y°
Sol: (0,0) ponto de sela, (1,1) minimo local.
(@) f(r,y) = 355 = @ 4 9P)e
Sol: (0,0) ponto de sela, (1,0) maximo local.
(0) flw,y) =e (w7
Sol: (0,0) méximo local.
(F) flw,y,2) =a® +(y=3)° + (2 +1)*
Sol: (0,3, —1) minimo local.

(g> f(.%',y,Z) :$2—y2+yz—x2z

Sol: (0,0,0) ponto de sela, (i@, %, 1) pontos de sela .
2
(h) fz,y) = (z* +y?)5
Sol: (0,0) minimo local.
(i) f(z,y) =e *siny
Sol: Nao tem pontos criticos.
() flz,y,2) =2 +y° + 2% + 3wy + 3wz + 3yz
Sol: (0,0,0) ponto sela, (-2,-2,-2) maximo local.
(k) fz,y) =2° + 20y* —y* + 2% + ¢

Sol: (0,0) minimo local, (—2

—2,0) méximo local, (—3 :t%) pontos

-1, -
de sela.

25. Seja f(z,y) = (y—2?%)(y — 222). Mostre que a origem é um ponto sela,
embora sobre qualquer recta que passa na origem f tenha um minimo
local em (0, 0).

2 2

26. Seja f(x,y) = (222 + y?)e ™ V.
(a) Encontre os pontos criticos de f. Sol: (0,0);(1,0); (—1,0);(0,1); (0, —1)
(b) Examine o comportamento de f quando x? + y? é “grande”.

)
)

(c¢) Qual é o valor minimo de f7 Sol: 0
)

(d) Qual é o valor méximo de f? Sol: 2
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27. Sejam Pi, P,, ... , P, n pontos em R". Encontre P para o qual

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

n

fPy=3 |P-pJ
1
¢ minimo.

Sol: P = %(Zle Til, Doy Tip) com Py = (241, , Tin)

Encontre o ponto sobre a recta que passa em (1,0,0) e (0,1,0) que

estd mais préximo da recta definida por x =t,y=tez=t, teR.

Sol: (%,%,0)

Calcule o méximo de f(z,y) = 22+ 12xy+2y? quando z e y satisfazem
a equacdo 4x? + 3% = 25.

Sol: O valor méximo é 18! e é atingido nos pontos £(3,4)

Calcule o maximo de f(z,y) = x — 2y + 2z restricta a superficie 2% +
y? 4+ 22 =09.

Maximizar f(z,y,2) = xy + yz quando x + 6y =6 e z — 3z = 0.
Sol: (3,%,1), f=2

Minimizar f(z,y) = 22 + y?> — 82 — 12y + 48 sujeito a = +y = 8.
Sol: (3,5), f=—-2

Suponha-se que pretendiamos fabricar recipientes com a forma de cilin-
dros circulares (fechados) utilizando um determinado material. Esses
recipientes devem ter um volume Vj fixado. Pretende-se contudo uti-
lizar em cada peca o menor material possivel. Que valores devem ter

r, raio da base, e h, altura da peca?

Sol: (r,h) = (1), 2 (%))

2 2

Qual é o volume da maior caixa rectangular de lados paralelos aos eixos

T ] 2 2 2 _
coordenados que pode ser inscrita no elipsoide ($)° + (£)°+ (£)* =1
o

. _8
Sol: 3\/§abc

Seja F(x,y,2) = 20 + 2z + 2y + 2% a temperatura em cada ponto de

uma esfera centrada na origem e raio v/11. Calcular as temperaturas
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méximas e minimas sobre as curvas formadas pela interseccao do plano
T+ y+ 2z =3 com a esfera.
Sol: Thar = %L em (1— 23 128 14498y 0 (14208 1423 1
M)

3

)

Tonin =25 em (3,-1,1) e (-1, 3, 1)

36. O material para construir a base de uma caixa aberta custa 1.5 vezes
mais que o material para construir os lados. Suponhamos que se tem
uma quantidade fixa C' de dinheiro para gastar. Calcule as dimensoes

da caixa de volume maximo que se pode construir.

Sol: Base: % \/E x £ 4/2 Altura: £ 4/2¢; Volume: 8¢ ,/2¢
« 3 « 4 a? «

[0}

37. Calcule os extremos das seguintes fungoes na regiao R:

(a) fla,y) =2" +ay R={(z,y): |z]<2ely <1}
Sol: :l:(%7 —1) minimos, f = —i; +(2,1) maximos, f =6
(b) flz,y) = 2% + 2zy + y> R={(z,y): #*+y* <8}
Sol: (z,—x), =2 < x < 2 minimos, f = 0; £(2,2) méaximos,
=16
38. Calcule:
min fla,y) = (x =1+ (y - 2)?
sujeitoa: y—a2>0
y+r<6
z,y >0

Sol: f(3,9) =3
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Integrais Multiplos

1. Calcule os seguintes integrais:
(a)

// (rsiny — ye®)dzdy onde Q = [—1,1] x [0, g]
Q

Sol: Z(1 —¢)

// V |y — x?|dxdy onde Q = [—1,1] x [0, 2]
Q

Sol: §+7%
2. Seja Q@ =[1,2] x [1,4] e f : Q@ — R definida por:

(x+y)"?2 sex<y<2w
flz,y) =
0 nos restantes pontos

Determine a regido de @ onde f nao é nula e calcule [ fQ f(z,y)dzdy,

supondo que o integral existe.

Sol: % In2

3. Seja f : 2 — R uma funcdo positiva que verifica as equacoes em (a)
e (b). Em cada um dos casos, determine e esboce a regiao S e mude a

ordem de integracao.

(@
[ [ttty = ([ st )as
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Y

f(z,y)dedy = " [z, y)dx | dy
S 0 —Vi—y

4. Determine e esboce as regides de integracao dadas e calcule os seguintes
integrais:
a) [ [z cos(z+y)drdy onde S é uma regido triangular de vértices
(0,0), (m,0) e (m, ).
Sol: —<F
) [ s ex+yd:vdy, onde S = {(z,y) € R? : |z| + |y| < 1}.
Sol: e — E

c) [/ S x2y%dxdy, onde S é a regido do primeiro quadrante limitada
pelas hipérboles de equacao zy =1 e zy = —1
e pelas rectas y = x e y = 4x.
Sol: %ln2

5. Calcule a area da seguinte regiao D:

() D={(z,y) eR?:x<0e —1<y<e"ea’y>-1}
(b) D={(z,y) eR*:y>ia+ley<az+ley<4—2z}
(¢) D={(z,y) eR*:y>zey>a?}

6. Indique como calcularia, usando integrais duplos, a area da regiao

limitada simultaneamente pelas curvas de equacao:

(a) y?> =4a® — 3az e y* = ax

(b) y? — 22 =1ey?+ 22 =9 (regido que contém a origem).
7. (a) Seja S =[-1,1]x[0,2] e f(z,y) = /|y — 22|. Calcule [ [q f(z,y)dzdy.
1l—z— <1

(b) Sejasz[0,11><[o,1]ef<x,y>={ vy sewtys

Calcule [ [o f(z,y)dzdy.

0 nos restantes pontos

8. Usaram-se integrais duplos para calcular o volume de um sélido de
volume V', que esta sobre a regiao S do plano zy e é limitado pelo

paraboléide de equacdo z = 2% + y2. Obteve-se o seguinte integral:

V:/O1 </Oy(x2+y2)dx>dy+/12 </02y($2+y2)dw) dy
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10.

11.

12.

Esboce a regiao S e expresse o volume V' como um integral duplo no

qual a ordem de integragao é trocada.
. 4
Sol: 3
Usaram-se integrais duplos para calcular o volume de um sélido de

volume V', que estd sobre a regiao S do plano zy e é limitado pelo

paraboléide de equacio z = x? + y2. Obteve-se o seguinte integral:

2 z3 8 8
V:/ / ey\/zdy da:—i—/ (/ ey\/Edy> dx
1 T Yy 2 T Yy
Esboce a regiao S e expresse o volume V' como um integral duplo no
qual a ordem de integracao é trocada.
Sol: 4e® + %e

Esboce a regiao S e exprima o integral [ [¢ f(z,y)dzdy como um

integral iterado em coordenadas polares:

(a) S={(z,y): 2> +y* <a*},a>0
(b) S={(z,y):a® <2?+y? <V}, 0<a<b
() S={(z,y):2? <y<1l,-1<z <1}

Usando coordenadas polares, calcule os integrais:

0

2a V2ax—x?
/ / (2% + oy} dy | dx
0

w2
=5
N[V
IS
I
N

/Oa [/Ox V2 —|—y2dy} dx
Sol: © [v2 +log (v2 + 1)]

Seja S a regiao triangular limitada pelos eixos coordenados e pela
recta de equagao x +y = 2. Calcule o integral [ [, S evie dxdy, fazendo

a mudanca de variaveis: u =y —r ev =1y + .

Sol: e —%
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13. Considere a transformacao definida pelas equagoées * = u+v e y =

U—UZ.

(a) Calcule o determinante da matriz jacobiana dessa transformagao.
Sol: 14 2u

(b) Considere um triangulo 7' no plano uv de vértices (0,0), (2,0) e
(0,2). Esboce S, a imagem de T' pela transformacao dada, num

plano zy.

(c) Calcule a area de S, usando integrais duplos sobre S, e a drea de

T, usando integrais duplos sobre T'.

d) Calcule o integral r—y+ 1) 2dxdy
S

14. Demonstre as seguintes equagoes, introduzindo mudancas de variavel

apropriadas em cada caso:

(a)
| [ sz =3 [ 11 f(u)du

onde S = {(z,y) : || + [y| < 1}.

1
//f(ax+by+6)dxdy:2/ V1—u? f(u a2+b2+c)du
s -1

0ndeS={(m,y):x2+y2§1}ea2+b27é0.

Flay)dedy =og (2) | f(u)du
/] A

onde S é a regiao do primeiro quadrante limitada por zy = 1,

ry=2,y=xey=A4x.

15. (a) Calcule a area do hemisfério S de raio a > 0 e de centro na

origem. Utilize coordenadas polares.

(b) Calcule a drea da porcao de superficie 22 = 22y que estd situada
sobre o primeiro quadrante do plano zy e é cortada pelos planos

r=2ey=1.

(c) Calcule a drea da porcio da superficie cénica 22 +y? = 22 que se

encontra entre os planos z =0 e x + 2z = 3.
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()

Calcule a drea da porcao da superficie conica de revolucao de eixo

0z, 22 + y? = 22, 2 > 0, interior ao cilindro 2% + y? = 2.

16. Sejar >0e I(r) = f; e du.

(a)
(b)

()

Mostre que I%(r) = [ [pe=@ ) dxdy, R = [—r,7] x [—r,7].
Sejam C e Cg dois discos circulares de centro na origem e tais
que C7; C R C Cy. Verifique que:

// e~ (@) dzdy < I*(r // e~ (@) dxdy
Cl CQ

Expresse os integrais sobre C'; e Cy em coordenadas polares e use

(b) para concluir que I(r) — /7 quando r — 0. Note que assim

2
se prova que f0+°° e du=/%.

17. Esboce as regioes de integracao dos seguintes integrais:

18.

(a)

(a)

(b)

/01 </ol_x </0””+y f(@.y, ZWZ) dy) dw
L )

Seja T' um tetraedro limitado pelos planos x = 0, y = 0, z = 22
ey+3z=23. Calcule [ [ [ dxdydz.
Sol: 1

Seja V o sélido limitado pelos planos coordenados, pela superficie
z = x?4y? e pelo plano z+y = 1. Calcule, utilizando coordenadas
cilindricas, o volume do sdlido.

L1
Sol: ;

Seja W o sélido limitado pela superficie esférica 22 +z2+y% = a’ e

pela superficie cénica z? = x2+y? (exterior em relagio & superficie
cénica). Utilize coordenadas esféricas para calcular o volume de

w.
Sol: 2—‘3/57ra3

Seja U o sélido limitado pelo paraboléide z = 222 4 32 e pela
superficie 2 = 4 — y? (cilindro parabdlico). Calcule o volume de

U usando coordenadas cilindricas.
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Sol: 4x

(e) Calcule o volume da parte do cone ¢ = 7 situada dentro da esfera
P = 2acos ¢.

Sol: 7a?

19. SejaVq = {(w,y,z):m2+y2§22,0<z§ 1},V2:{(1‘,y,z):1‘2+y2+(z—1)2§ LLl<z<
e V =V, UV, Calcule:

/// dxdydz

v /a4 y? + 22

20. Sejaa>0eV = {(z,y,2) : 0 <z < a,2? > y? + 2?}. Calcule, usando
coordenadas esféricas, o volume de V.

2

21. Sejamae Rtaisque0 <a < ReT = {(x,y,z) : (\/xQ +y? - R> +22< aQ}.
Calcule, utilizando coordenadas cilindricas, o volume de T.
Sol: Volume de T = 272a*R

22. Sejaa >0elV] = {(az,yjz) ca? 4y < aQ}, Vo = {(:c,y,z) cx? 422 < aQ},

Vs = {(l’aya z) ryP 422 < (12} eV =ViNVynN V3. Calcule o volume
de V.

23. Sejaa>0eV = {(m,y,z) 422 <a? (z—a) P+ 22 < az}.
Calcule o volume de V e exprima-o em coordenadas esféricas explici-

tando os limites de integragao.

24. Seja V = {(z,y,2) : 2* + y* < (2 — 1)%,z € [0,1]}. Calcule:

24 .2
/// FANVERY Gy
v 22 +y? + 22
25. Calcule o volume de V onde V' = {(a:,y,z) 22yt <224 1,249y < 1}.

2

26. Calcule o volume limitado por (z+1)% = ﬁ—z + ‘Z—j +lez=1- “’;—i — 4.

27. Seja Sn(a):{(ml,z:g...,xn) E?R”:zl—l—xg+...—|—mn§a2} e

Vn(a)://s().../dmldacg...d:cn

Mostre que V;,(a) = a™V,(1), isto é, o volume de uma esfera em R" de

raio a é a™ vezes o volume de uma esfera de raio 1.



