Slide 1

Programacao Linear
e Método Simplex

Transparéncias de apoio a leccionagao de aulas tedricas

Versao 1
©1998
José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP



Slide 2

Programacao Linear e Método Simplex

“Toda a teoria deve ser feita para poder ser posta em
pratica, e toda a pratica deve obedecer a uma teoria. Sé
os espiritos superficiais desligam a teoria da pratica, nao
olhando a que a teoria nao é senao uma teoria da pratica,
e a pratica nao é senao a pratica de uma teoria. Quem nao
sabe nada de um assunto, e consegue alguma coisa nele por
sorte ou acaso, chama “tedrico” a quem sabe mais e, por
igual acaso, consegue menos. Quem sabe, mas nao sabe
aplicar - isto é, quem afinal nao sabe, porque nao saber
aplicar é uma maneira de nao saber -, tem rancor a quem
aplica por instinto, isto é, sem saber que realmente sabe.
Mas, em ambos os casos, para o homem sao de espirito e
equilibrado de inteligéncia, nao h& uma separagao abusiva.
Na vida superior a teoria e a pratica complementam-se.
Foram feitas uma para a outra”

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacgao Matematica

Slide 3
Programacao Matematica
Construimos modelos muito especiais de Programacao Matematica:
e Todas as varidveis tomam valores em R ou em Z.
e Ha s6 um objectivo a maximizar ou a minimizar.
. e O objectivo e as restrigoes sao lineares.
Slide 4

= Modelos de Programacao Linear se todas as variaveis tomam valores
em R.

= Modelos de Programacao Inteira se todas as variaveis tomam

valores em Z.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP



Programacao Linear e Método Simplex 3

Programacgao Matematica

Programacao
Linear

Programacao
Quadratica

Programacéao
Separavel

Programacao Matematica
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Programacao
Inteira

Programacao
Convexa

Programacao
Nao-Linear

Problema de Programacao Matematica

min  f(X)

sujeito a:

Slide 6 hi(X) =0 VYieq,.n
X € ScR”
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Programacgao Matematica: Conceitos Fundamentais

e Funcao Objectivo
min  f(X)

e Restrigoes

Slide 7 hZ(X) = O vZE{l ..... l}
e Conjunto admissivel
Todos os pontos S C R™ que satisfazem as restrigoes.
e Solugao admissivel
Qualquer X € § é solucao admissivel.
e Solucgao 6ptima X* € S
f(X*) < f(X) Vxes
Programacao Matematica
Exemplo de Programacao Nao-Linear
.Curvas de nivel de f
-
min  f(X) = (21— 6)> + (22 — 4)°
| a: —22>0 v
Slides /% U=
T2 + 1 S 6 Conjunto
admissivel r .
1,22 >0 RIS x,
X, = X2 X, +X,=6

Sol: x1 =2,z =4,f =16

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacao Linear

Slide 10
Programacao Linear
Modelos
Forma geral
e 1z, - valor da varidvel de decisao j;
. n . . o~ .
max/min Y5, ¢jT; e c; - contribuigao da varidvel de
decisao xj, por unidade, para a
Slide 11~ Sweito a: funcao objectivo;
n f ~ . . . .
. - -
Z i T; > b, Vie{l,...,p} Z - Tunc¢ao .Ok‘)Je‘(ZtIVO a ser maximi
J=1 zada ou minimizada;
X >0 2 . .
J = J€{1,....q} e a;; - quantidade do recurso 7 gasta
n
or unidade da variavel de decisao
Zaijﬂ?j =b; vie{zo+1,...7m} b
7j=1 Zj;

i qualquer  Vje(gi1,..n} e b, - disponibilidade do recurso i.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacgao Linear
Modelos

Forma normalizada

maz 30, ¢jT;
L e lado direito das restricoes > 0;
sujelto a:
Slide 12 e restrigoes sob a forma de igualdades;

n
Zaijxj =bi vie{l’“"m} e varidveis > 0
=1 =

z; 20 Veq,..n}

Programacao Linear
Modelos

Equivaléncia entre as diversas formas do problema PL

e minf(X) = —maz[—f(X)]
e r<0—zx=—-y,y>0
Slide 13 e zcER—z=u—v,u>0Av>0

. Z;.Lzl a;jxj > b — Z?Zl a;jx; —s; = b; s; > 0 (varidvel de folga)

n n n
. Doj—y GigTy = by — DL axy > b
QijjTj = 05 — " "
=1 D1 iy Sbi = =)y agy > —b;

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacgao Linear - Exemplo

O Sr. Victor Aguas, fabricante de renome internacional de barcos a remos e de
canoas, pretende determinar as quantidades que deve produzir de cada um dos
produtos, para maximizar o lucro da sua actividade industrial. Depois de
analisado o problema, foi possivel encontrar um modelo onde estivessem reflectidas
as restricoes mensais em termos de matéria-prima (2000kg de aluminio), de tempo
de méquina (300 horas) e de mao de obra (200 horas). O lucro (que se pretende
obviamente maximizar) estd representado em 10%$. As varidveis zpr € xc,
correspondem respectivamente ao niimero de barcos a remos e ao niimero de

canoas a serem fabricadas. Neste modelo nao se exige que xpr € ¢ sejam inteiros.

maxr 4 =50xgr + 60xc

sujeito a:
Qual a produgao
50zpr+ 30z¢c < 2000

6xpr+ 5% e; < 300
3TBR+ 5rc < 200

6ptima?

TBR,IC 20

Programacgao Linear - Exemplo
Resolucao grafica

e solucao 6ptima esta necessari-

50, + 30x; = 2000 amente num vértice;

7 Sentidode e funcao objectivo com outro de-
crescimento de Z . e o
clive (éptimo salta de vértice

em vértice);

e funcao objectivo com mesmo

3Xgr + 5%, = 200 . .~ .
declive que restricao activa

7-0 Txc=0 \\ > Xer (6ptimo multiplo);

6Xgg + 5%, = 300
(restricao redundante)

e restricao activa com outro de-
Solucao éptima: clive (valor o6ptimo altera-se
Thp = 25,25 = 25, 2% = 2750 mas nao muda de vértice)

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Resolucao grafica de problemas de Programacao Linear
Exemplo 1

maxr 2 = 4x1 + x9 Z=4X +X,
—

sujeito a:
Slide 16
Tr1— xI9 S 2

1+ 25(32 < 8

1, T2 Z 0

Resolucao grafica de problemas de Programacao Linear
Exemplo 2 (solugao 6ptima nao tnica)

maxr 4 =x1— x9— 30

sujeito a:
Slide 17
r1— o S 2

xr1+ 25(32 S 8

r1, T2 >0

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Resolucao grafica de problemas de Programacao Linear

Exemplo 3 (solucao ilimitada)

Z=4X +X,
maxr 24 =4z + x9

Slide 18  Sujeito a:

r1— T2 §2

r1, w2 >0

Resolucao grafica de problemas de Programacao Linear
Exemplo 4 (sem solugao admissivel)

X

maxr 2

sujeito a:
Slide 19 \
Xr1— i) S -5

xr1+ 2$2 §8

r1, T2 >0

2 A

v

v

AN

X, +2X,=8

v

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacao Linear — abordagem algébrica

n

max zj:l i Problema  matematico da  Pro-
- gramagcao Linear (forma normalizada):

sujeito a: N )
Encontrar a solucao de um sistema de
i b v equagoes lineares que maximiza uma

ijTi  =0; Vie{1,..m} ~ TR
Slide 20 = e dada funcao objectivo linear.

rj 20 Ve, .n

Algebra — um exercicio

Dos seguintes sistemas de equagoes apresentados, verifique quais sao os que

tém uma tnica solucao, um numero infinito de solucoes ou nenhuma solucgao.

r1— X9 = -5 1+ x2 =-5
—2x1+ 2x9 =10 —2x1+ 229 =28
Slide 21
41+ 2x9 = —06 2014+ 6z =4
8r1+ 4z =11 r1+ 3x9 =2

Partindo deste exercicio, indique as condicoes gerais que deve satisfazer um
sistema de equagdes para que tenha uma tnica solugao (sistema possivel e
determinado), uma infinidade de solugdes (sistema indeterminado) ou
nenhuma solugao (sistema impossivel).

Pode sempre rever os apontamentos de Algebra...

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Algebra — Recordando...

Sistemas Equivalentes
Dois sistemas sao equivalentes se tém o mesmo conjunto de solugoes. Uma

solucao de um sistema é logo solucao do outro sistema.

Resolucao de Sistemas de Equacgoes Lineares
Para resolver um sistema de equacoes lineares tenta-se obter um sistema

equivalente que seja mais facil de resolver.
Obtencao de um Sistema Equivalente - operacoes elementares
e Multiplicacao de qualquer equacao do sistema por um numero positivo

ou negativo.

e Adicao a qualquer equacao de um miltiplo de outra equagao do sistema.

Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares
Exemplo

Considere-se o seguinte sistema de 2 equacoes a 5 incégnitas:

Tr1— 2I2+ r3— 4.’174—|— 2%5: 2

r1— X9— X3— 3Tyu— 5= 4
Sistema equivalente:

Xr1— 21‘2—|— r3— 4l‘4+ 2.1175: 2

To— 2x3+ x4— 3x5= 2
Sistema equivalente:
T — 3x3— 2x4— 4dx5= 6
To— 2%3 + Ty— 3:175 = 2

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Resolucao de Sistemas de Equacoes Lineares
Exemplo

Sistema Canénico Sistema em que em cada equacao hd uma varidvel que nessa

equagao tem coeficiente 1 e nas outras equagoes coeficiente 0 (nao existe).

X1 +O0x2— 33— 2x4— 4dxs5= 6 X1 = 64+ 3xs+ 2x4+ 4xs
=
Ox1+ Xo— 2x3+ r4— 3x5 = 2 Xo = 24+ 2x3— T4+ 35
Slide 24
Pode-se obter o conjunto de todas as solugoes do sistema, dando valores arbitrdrios
as varidveis s, x4 e x5 e calculando os valores correspondentes de x1 e de xo.
Variaveis basicas Variaveis nao basicas
X1 € X2 r3, T4 € Is
Solucgao basica Todas as variaveis nao bdsicas iguais a zero.
1 =6, z20=2, z3=0, 2z4=0, z5 =0
Solugao basica admissivel Solugao basica em que os valores das varidaveis
bésicas sao nao-negativos.
Relacao vértices - solucoes basicas
maxr Z = 4x1 + x2
sujeito a:

r1 — X2+ x3 = 2
1 +2224+ x4 = 8

z1, x2, 3, ¢4 2> O

Slide 25
Base correspondente

a solucao optima
(numa forma matricial):

1
0

0o 2/3 1/3 T2
1 -1/3 1/3

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Solugoes basicas e admissibilidade

Solugoes bésicas:

(0,0,2,8) admissivel fo=0

(0,4,6,0) admissivel fo=4

(4,2,0, 0) admissivel fo=18
(8,0,—6,0) nao admissivel

Slide 26 (2,0,0, 6) admissivel fo=28
(0,—-2,0,12) nao admissivel

(0,-2,0,12)

Algumas observagoes (importantes)

e Sendo Q o conjunto formado pelos pontos X tais que

AX = b (4)
X > 0 (5)

um ponto X é vértice de Q se e sé se X for solugao basica admissivel de

e Quando se passa de um vértice a outro vértice adjacente, uma sé
variavel bésica passa a nao basica e uma s6 variavel nao basica passa a

bésica.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Generalizacao/Demonstragao

Para provar que as observacoes sao correctas e aplicaveis a qual-

£

=

quer problema de Programacao Linear, vai ser necessario provar ng
% 1/

que: 7L

1. O espaco das solucoes de um problema de Programacao Linear é um

conjunto convexo.

2. A solugao 6ptima de um problema de Programacao Linear corresponde
sempre a um ponto extremo do espaco das solucoes.

3. A cada ponto extremo do espago das solugoes corresponde sempre uma

solucao basica admissivel do sistema de equagoes.

Algumas nocoes de topologia

Hiperplano
Hiperplano ={X e R" : aX =a, ac R"(a#0), a € R}
Semi-espacgo fechado
Semi-espago fechado = {X € R" : aX > a}

X2

Ezemplo: 01)

semi-espaco fechado em R?:
1 +x2>1

»
>

0 (1,0)

X4
Observacao: Em Programacdo Linear o conjunto das solucdes admissiveis € a

intersec¢do de um numero finito de semi-espacos fechados.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Conjunto convexo

Um subconjunto @ C R™ diz-se convexo se, para qualquer par de pontos de

Q, a sua combinagao linear convexa também pertencer a Q.

X1,X2€0Q

Q convexo = = uXi+(1-p)X€9Q
0<p<l

Conjuntos convexos Conjuntos nao convexos

O < @A

Poliedro (convexo)

Um poliedro é a intersecgao de um nimero finito de semi-espagos fechados.

Poliedro ={X e R" : a;X <y, i=1,...,m}, achn, a;£0, aieR, i=1,...,m

Um poliedro é um conjunto convexo fechado mas nao necessariamente

limitado. Um poliedro limitado diz-se um politopo.

aqe

Observacao: O conjunto das solucdes admissiveis de um problema de Programagdo

Linear é um poliedro convexo.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Ponto extremo

O ponto extremo de um conjunto convexo Q é um ponto de Q que nao
pertence a nenhum segmento de recta que una dois outros pontos de Q.

Seja Q um conjunto convexo em R™. O ponto X&) € Q é um ponto extremo
de @ se,com X1,Xo€Qe0<u<1

X® = X5 + (1 — p)Xs = XM =x; vxX® =X,

Exemplos de pontos extremos:

¢

Observagao: Qualquer ponto X € Q pode ser exrpresso como uma combinacdo linear
convezra dos pontos extremos X&) | = 1,2,...K de Q

K
X=> NX® x>0, Y a=
k=1 k=1

(a “informacgao” relevante do conjunto estd condensada mos seus pontos extremos).

Problema de Programacao Linear
O conjunto de solucoes admissiveis é convexo

Seja
Q={X|AX=b,X>0)}

o conjunto de todas as solucoes admissiveis de um problema de
Programacao Linear com m equagoes e n incégnitas.

Defina-se X* como uma combinacao linear convexa de dois pontos quaisquer
pertencentes a Q. X* > 0 por definicao.

X*=AX;+(1-M)Xy 0<A<1

Q ¢ convexo se e s6 se X* € Q ou seja, se AX* = b.

AX* = ADXg+ (1-MNXz]
AAX; + (1 — A\)AX2
Ab+ (1—X\)b
= b

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Problema de Programacao Linear
Solucao 6ptima é ponto extremo

A solucao éptima de um problema de Programacao Linear:

max 2z = CX

sujeito a:
AX =b
X >0

sendo finita, estd num ponto extremo do espago de solugoes admissiveis Q.
Corolario

Se mais do que um ponto extremo for solucao éptima, entao toda a

combinagao linear convexa desses pontos corresponde a uma solugao 6ptima.

e O conjunto Q é limitado se se acrescentar a restricao x; < M para todos os x; que
nao sejam limitados.

e Qualquer ponto X’ € Q pode ser expresso como uma combinacéio linear convexa dos
pontos extremos X&) = 1,2,...K de Q

K
X =3 MX® >0 > =1
k=1

e Defina-se X* como o ponto extremo de Q ao qual corresponde o maior valor da
fungao objectivo:

2 =CX* = max {CX(i)}

Agora é necessdrio mostrar que a nenhum ponto de X’ € Q pode corresponder um valor
da funcao objectivo maior do que z*.

K K
S =CX' =C (Z )\kX(k)) =3 N (Cx<k>) < CX* = 2*
k=1 k=1

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Problema de Programacao Linear
Solugao basica admissivel é ponto extremo

A condicao necessdria e suficiente para que um ponto X seja um ponto
extremo do espago de solugoes Q é que X seja uma solugao basica
admissivel tal que:

A demonstragio (por contradi¢do) deste teorema pode ser encontrada nas péginas 89 — 91

de:

e Bazaraa, M., Jarvis, J, Sherali (1990). Linear Programming and Network Flows, 2nd
ed. Wiley, New York.

Entao...

Resolver um problema de PL resume-se a determinar todas as bases
admissiveis do sistema de equagoes que as suas restricoes formam e escolher
a que tiver melhor valor da funcao objectivo.

n!

Existem m

bases para um sistema m X n.

Nem todas serao admissiveis, mas...

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Algoritmo Simplex

Slide 39
Motivagao para o Algoritmo Simplex
mar 4 = 4x1 +xo
sujeito a:
T —T9 S 2
r1 2z < 8
>
Slide 40 7, #ooz0
maxr 4 = 4dx1+ To
sujeito a:

Introduzindo variaveis de folga . ..

T —x2  +X3 =
r1 2z +X4 =
1, X2, X3, X4 2

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Programacao Linear e Método Simplex

Solucao basica admissivel:

maxr 4= 4x1 +x9 r; =0
. Varidveis nao basicas :
sujeito a: ro =0
1 —XT9 +X3 =2 T3 = 2
Variaveis basicas :
X1 —|—2£L’2 +X4 8 =8
rq4 =
Slide 41 X1, T2, xs3, T4 sl
Z =0
e Objectivo: maximizar Z
X, A
e Escolher varidvel com coeficiente maximo na funcao
objectivo: x;
e 1 cresce de 0 até um valor tal que, ficando x5 = 0, x3
e x4 mantém-se > 0
e 13 anula-se em primeiro lugar quando =1 cresce.
mazx
Solucao basica admissivel:
7 = 4x; “+a2
= 4(2+x2—1x3) w2 o x2 =0
Varidveis nao basicas :
= 8 +5x2 —4xs xzz =0
. Ty =2
sujeito a: Variaveis basicas :
ze =6
X1 —T2 +X3 =2
Slide 42 +312 —x3 +xa =6 Z=+8
1, T2, 3, reg >0
e Objectivo: maximizar Z (escrito em fungdo das varidveis ndo bésicas)
X, A

e Escolher varidvel com coeficiente maximo na fungao objectivo: zg
e xo cresce de 0 até um valor tal que, com x3 = 0, 1 e £4 se mantém > 0

e 14 anula-se em primeiro lugar quando x2 cresce.

e O crescimento de x9 implica o crescimento de z1, logo x1 nao sai da

base.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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mazx - , . . .
Solucgao basica admissivel:
Z = 8 —|—5£I?2 —41133
= 8 58 + 1pg — 1y —4x zr =0
+5(5 + 373 — 37) 3 Variaveis nao bésicas : 3
e 18 —%[1}3 — %334 xz = 0
e ry; =4
sujeito a: Variaveis basicas :
x5 =2
2 1 _
Slide 43 *1 T3Ts +3T4 =
X2 —3r3 +irs =2 Z" =+18
X1, o, xs3, T4 = 0

e Solucao é 6ptima

aumento de x3 ou de x4 = diminuicao de Z.

Algoritmo Simplex - Metodologia

e Inicio Identificar uma solugdo basica admissivel inicial.
e Iteracao Passar a uma solugao bésica admissivel melhor.

— Qual é a varidvel que entra na base?
E a varidvel ndo-bdsica que ao passar a positiva provoca um acréscimo mais
rapido de Z (num problema de maximizagdo). Para ser ficil fazer essa anglise é
necessario que a funcao objectivo seja escrita sé em fungdo das varidveis
nao-bésicas.

Slide 44

— Como se identifica a varidvel que sai da base?
E aquela cuja restricio de nio-negatividade impde o menor limite superior ao
crescimento da variavel que entra na base.

— Como se identifica a nova solugao basica?
Convertendo as equagdes para que mantenham a forma inicial:

x cada varidvel béasica sé tem coeficiente 1 numa das equagoes e tem coeficiente 0
em todas as outras;
* em cada equagao s6 uma variavel basica tem coeficiente 1.

e Paragem Parar quando nao existe nenhuma solucao basica admissivel adjacente
melhor que a solucdo actual.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Algoritmo Simplex
Resolucao de um problema

mar 4= 4x1 + x9 maxr 4 = 4x1+ To
sujeito a: sujeito a:
1 —T2 <2 r1  —T2 +X3 =
Slide 45 1 +2x9 <8 r1 +2x9 +x4 =
1, zr2, =0 x1, T2, X3, Xq4 2

Quadro inicial

variaveis basicas x1 To X3 T4
|

&= x3 1 -1 1 0 2
x4 1 2 0 1 8
Slide 46 —Z| 4 100 0
/ m T

custos marginais | o mais valor simétrico

positivo da fungao objectivo

Custos marginais coeficientes da funcao objectivo quando esta esta
expressa apenas em funcao das varidaveis nao basicas — medem a variagao

de Z por unidade de crescimento de cada varidvel nao béasica.

A solugao (x1,x2,23,24) = (0,0,2,8) é a solugado basica admissivel inicial.

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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Ty T2 T3 T4

sy |[l] -1 1 02

T4 1 2 0 1|8

ol 1 =1 1 0| 2

=ax| 0 [3] -1 1] 6

-Z | 0 5 —4 0] -8

Slide 47
1) Il
x3 sai da base porque x4 sai da base porque
min(%,8) =2 na coluna da varidvel que entra na
base, x5, s6 o elemento da linha a
que corresponde x4 é nao-negativo.
ry T2 T3 T4 Iy T2 T3 T4
x| 1 -1 1 0] 2 x| 10 2 | 4
=aa| 0 [3] -1 1] 6 x| 0 1 -1 L 2
-Z| 0 5 -4 0/-8 —-Z| 0 0 —-I -2|-18
Slide 48 1

Quadro final

Solugao 6ptima tnica:
(r1, T2, x3,24)* = (4,2,0,0)
Z* =18
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Algoritmo Simplex — Passos do algoritmo

1. Obter uma solugao bésica admissivel (SBA) inicial.
2. Verificar se a SBA é 6ptima
e Maximizagao — todos os custos marginais negativos;
e Minimizacao — todos os custos marginais positivos;
se for — terminar algoritmo.
Slide 49 3. Se algum custo marginal for positivo (maximizagao), a varidvel a entrar
na base serd a que tiver maior coeficiente.

4. Determinar o maior valor que a variavel que vai entrar na base pode ter:

e dividir todos os termos independentes pelos coeficientes positivos da varidvel;
e a linha a que corresponde o menor quociente é a linha pivot;

e se todos os coeficientes forem negativos, a solugao é ilimitada.

5. Manipular as linhas do quadro de modo a obter um coeficiente unitario
para o elemento pivot e valores nulos para todos os coeficientes dessa

coluna.

6. Voltar a 2.

Algoritmo Simplex — Situagoes particulares

1. Empate no critério de entrada de uma variavel na base.

Escolher arbitrariamente a variavel a entrar na base.

2. Existéncia de solugoes alternativas.

Slide 50 . . .yl .
Quando, na solucao 6ptima, uma variavel nao basica tem custo marginal

nulo.

3. Solugao nao limitada.

Quando todas as componentes dos vectores a entrar na base forem nao

positivas.
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Algoritmo Simplex - O Sr. Victor Aguas (cont.)

max Z = b0xgr+ 60x¢c
sujeito a:
50xpr+ 30z¢c < 2000
6xpr+ Src < 300
3xBRr+ Szc < 200

Slide 51 wem o 20
max 4 = 50xgr+ 60xc
sujeito a:
50zpr+ 30xc+ s = 2000
6rpr+ Drco+ So = 300
3rpr+ Drc+ s3 =200
ZBR, rc, S1, S2, S3 >0

Algoritmo Simplex - O Sr. Victor Aguas (resolucao)

TBR TCc S1 S2 83 e rc entra na base por-
s1| 50 30 1 0 012000 que max(50,60) = 60
52 6 5 0 1 0} 300 e s3 sai da base porque
. (2000 300 200
. —=s3| 3 0 0 1] 200 ZI;;H(T’ 300 200y
Slide 52 ~Z| 50 60 0 0 0| 0 70
m
TBR Xc S1 SS9 S3 e IR entra na base por-
s |10 0 1 0 =3 800  quemax(14) =14
So 3 0 0 1 -1 100 e s; sai da base porque
ze| 2 1 0 0 1L 40  min(fp, 4, F) =
~Z| 14 0 0 0 —12|-2400 o
m
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IBR XC S1 S2 S3
TBR 1 0 3 0 -2 25
s2| 0 0 —155 1 —% 25
Te 0 1 -3 0 = 25
-Z| 0 0 —-£&£ 0 —2]-2750
Slide 53
Todos os valores na linha da funcao objectivo sao < 0.
Solugado éptima: (xpgr,zc)* = (25,25) e Z* = 2750
Qual o significado de sy = 25 na solucao 6ptima?
Determinacao de uma base inicial admissivel
e Uma condicao importante para o funcionamento do método simplex é a
disponibilidade de uma solucao béasica inicial, na forma canénica.
e Por vezes ela nao é evidente, ou nem mesmo se sabe se existe (pode nao
existir nenhuma solugao admissivel!).
Slide 54

e Solugao:

— Tentativa e erro — resolver sucessivamente o sistema em ordem a
diferentes conjuntos de variaveis, reduzi-lo a forma candnica e ver se

a solucao resultante é admissivel.

— Utilizacao de variaveis artificiais.
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Programacao Linear e Método Simplex

Utilizacao de variaveis artificiais

29

1. Converter o problema de PL para

a forma normalizada.

2. Examinar cada restricao e verificar
se existe alguma varidvel que possa
ser basica nessa restricao. Se nao exis-
tir, somar uma variavel artificial
Yi, ¥i > 0 nessa mesma restricao.

Nota: As varidveis artificiais nao tém re-
levancia ou siginificado no problema ori-
ginal (dai serem designadas por artifici-
ais). Apenas sdo usadas para facilitar

a construgao de uma base inicial para o
problema.

max

sujeito a:

n
E Q3T 5
j=1

Ly

max

sujeito a:
n
E QijTj
j=1

n
g ai; T + Yi

j=1
Lj

Yi

251

= b

>0

n

j=1

Cjx;
Vie(1,....m}
Vie{1,..n}
CjTj
Vief1,....k}

Vie{k+1,....m}

vje{l,...,n}

Vie{kt1,...,m}

3. O problema “artificial” s6 serd equivalente ao original se todas as

variaveis artificiais valerem zero.

Objectivo — fazer as varidveis artificiais sairem da base:

1. Método das duas fases

2. Método das penalidades (“Big M”) \/
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Método das penalidades

Atribuir as varidveis articiais um custo muito elevado — M — (problema de
minimizagao) na fungao objectivo.
O proéprio método simplex se encarregara, ao tentar melhorar a funcao

objectivo, de expulsar as variaveis artificiais da base < colocar as variaveis

a valerem zero.

Slide 57
. n m
main Zj:lcjxj—'_zi:k—l—lMyi
sujeito a:
n
Zaijxj =b; Vie{1,..k}
Jj=1
n
Zaiﬂj +yi =bi Viefrsi,...m}
Jj=1
xﬂ Z 0 vjE{l,...,n}
Vi =20 Viefrt1,..m}
Método das penalidades — exemplo
min Z = =3r1 -+ T2 + X3
sujeito a: r1 — 2x0  + r3s + s1 = 11
—4x1 + ro + 2x3 — 89 = 3
—2$1 + I3 =
@ , ®2 , x3 , s , s2 =2 0
Slide 58
min Z = =3x1 -+ 2 + x3 + Myi1 + My2
sujeito a: r1 - 2x0  + r3 + s =
—4x1  + r2 4+ 2z3 - s2  + y1 =
—2x + 3 4+ y2 =
1, x2 x3 s1 s2 yr , y2 2

José Fernando Oliveira, Maria Anténia Carravilla — FEUP
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T T2 z3 S1 S22 Y1 Y2
S1 1 —2 1 1 0 0 0 11
yi | —4 1 2 0 -1 1 0 3

=p| -2 0 0 0 0 1
-7 | =3 1 1 0 0 0 0 0
6M -M -3M 0 M O 0 | —4M
Slide 59 -
Z = =3r1+ax2+xz3+ M(B+4x1 —x2 — 223+ 82) + M(1+ 221 — 23)

AM 4+ (-3 +6M)xz1 + (1 — M)za + (1 — 3M)z3 + Mso

Ty w2  x3 S1 S2 Y1 Y2
s1| 3 -2 0 1 0 0 -1 10
=y | 0 0 0 -1 1 -2 1
x| -2 0 1 0 0 0 1 1
Z|-1 1 0 0 0 0 -1 -1
0O -M 0 0 M 0 3M|-M

7

Slide 60
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Ty T2 T3 S1 52 Y1 Y2
= s1 0 0 1 -2 2 -5 | 12
T2 1 0 0o -1 —2 1
z3 | —2 O 1 0 0 0 1 1
—Z | -1 0 0 0 1 -1 41| -2
0 o 0 0O o0 M M 0
Slide 61 m
r1 X2 T3 S1 52 Y1 Y2
a1 0 0o & -2 2 214
T2 0 1 0 0 —1 1 -2 11
z3 |0 0 1 2 -2 2 -—-I1/9
-Z|0 0 0 3§ 3§ -5 —2]2
0 0 0 0 0 M M |0
Solugdo éptima: (z1,x2,x3,51,52)* = (4,1,9,0,0) com Z* = —2

Notas finais

e A funcao das variaveis artificiais é apenas a de funcionar como varidvel
basica numa dada equacao. Uma vez substituida na base por uma
variavel original, pode ser eliminada do quadro simplex (eliminando a

respectiva coluna).

Slide 62 e Se no quadro 6ptimo alguma varidvel artificial ainda tiver um valor
diferente de zero, isso significa que o problema original nao tem

nenhuma solugao admissivel, portanto, ¢ um problema impossivel.
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