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RESUMO

Os manipuladores roboticos sdo sistemas constituidos por diversos elos interligados por
eixos lineares ou rotacionais. Estes sistemas mecanicos exibem fendmenos cineméticos,
estaticos e dinamicos complexos o que torna dificil a sua andlise e o seu controlo. Estes
factos levaram a que até recentemente a utilizacdo de robots estivesse confinada a tarefas
gue exigissem pouca interaccdo com o ambiente (e.g. pintura e soldadura). Por esta razéo,
nos ultimos anos tem-se assistido a alguma investigagdo sobre a modelizacéo e o controlo
de manipuladores para tarefas em que é requerido um controlo da forca de contacto com o
ambiente (e.g. polimento emontagem). A perspectiva classica de controlo de manipuladores
robéticos considera a configuracdo (i.e. a posicdo) e as derivadas temporais (i.e. a
velocidade e a aceleracdo) da estrutura mecanica do robot. Todavia, muitas das tarefas
solicitadas a este tipo de sistemas ndo sdo compativeis com filosofia. De facto, as
actividades que requerem um controlo de forcalbinario ndo sdo possiveis de controlar em
posicéo e vice versa. Esta situagdo levou ao desenvolvimento de algoritmos com vista ao
controlo das variaveis posicéo e forcalbinario de acordo com as solicitacGes das tarefas a
executar. Assim, emergiram 0s conceitos de controlo de impedéancia, controlo hibrido
posicéo/forca e, de uma forma mais geral, o controlo de forca. Nesta ordem de ideias, este
trabalho estuda atécnica de “controlo hibrido posicéo/forca’ (CH) com “efeitos de segunda
ordem” tais como os atritos ndo lineares (nos e xos e no anbiente de trabaho), asfolgas (na
estrutura mecanica) e as flexibilidades nas juntas, que se revelam de importancia
fundamental para um controlo preciso e estavel das forcas de interaccdo. Analisam-se as
respostas temporal e em frequéncia do sistema para varios controladores de posicao/forca
para varios parametros dos controladores e do sistema robot/ambiente. Compara-se 0
comportamento do sistema classico (i.e. com a inversa da matriz Jacobiano) versus o
cdculo através de uma matriz pseudo-inversa. Em todos os casos andisa-se a zona de
estabilidade do sistema em funcdo dos parametros da superficie restricdo. Calculam-se as
respostas (com duas modelizacdes distintas da superficie restricdo) quando se adopta uma
estratégia de controlo por multifrequéncia. Analisa-se 0 comportamento do CH durante a
ocorréncia de impacto para varios esquemas de transicdo (do controlo de posicéo para o
controlo de forca) da estrutura do controlador. Por Ultimo, estuda-se de uma forma sucinta
a adopcdo de controladores de ordem fraccionéria, nas malhas de posicéo e de forca, em
alternativa aos sistemas de estrutura varidvel usadosao longo do trabal ho.



ABSTRACT

Robotic manipulators are systems made from various links interconnected by prismatic or
rotationa joints. These mechanical systems exhibit complex kinematic, static and dynamic
phenomena that lead to a difficult analysis and control. These facts lead that till recently the
use of robots was restricted to tasks needing a reduced interaction with the environment
(e.g. painting and welding). Due to this reason, in the last years a considerable research has
been done on the area of manipulator modelling and control for tasks in which it is required
a contact force with the environment (e.g. deburring and assembly). The classica
perspective for manipulator control considers the configuration (i.e. the position) and the
time derivatives (i.e. the velocity and the acceleration) of the robot mechanical structure.
Nevertheless, many of the tasks demanded to this type of systems are not compatible with
this philosophy. In fact, the actions that require a force/torque control are not possible to
control in position and vice versa. This Situation motivated the development of algorithms
establishing a compromise between position and force/torque control according with the
task requirements. By this way, it evolved the impedance control, hybrid position/force
control and, in a more general form, the force control concepts. In this line of thought, this
work studies the hybrid position/force control (HC) technique with “second order dynamic
effects’ such as nonlinear friction (in the joints and in the environment), backlash (in the
mechanical structure) and flexibilities at the joints. These dynamic phenomena reveal to be
of fundamental importance for a precise and stable control of the interaction forces. These
effects are analysed in terms of time and closed-loop frequency responses for several
position/force controllers and different robot/environment parameters. Moreover, the
behaviour of the standard (i.e. with the inverse Jacobian matrix) system versus the pseudo-
-inverse modification are dso compared . For al cases, the system stability locusin terms of
the constraint surface parameters (for two distinct dynamical models) is studied and the
system responses, when a multirate control strategy is adopted, is calculated . In particular
the HC performance during the occurrence of impacts for several transition schemes (from
position to force control) of the contraller structureis studied . Findly, briefly, the adoption
of fractional-order controllers, in the position and force loops, in aternative to the variable
structure controllers used throughout the work is a so anaysed.



RESUME

Les manipulateurs robotiques sont congtitués de plusieurs anneaus donc la liaison est
acomplie par des axes linéaires ou rotationels. Les fénomenes cinématiques, statiques et
dinamiques de ces systemes mécaniques sont assez complexes, ce qui rent leur analyse et
leur controle une tache dificille. C'est pourquoi leur utilization était fort limité dans le passg,
voire peinture, soudure, etc. La recherche dévelopée depuis quelques annés sur la
modélization et le controle de manipulateurs robotiques prend vue de situations ou le
controle de force permet toucher I’ambiance et, par conséquence acomplir des actions de
polissure et d'assemblage. Du point de vue classique, le controle de manipulateurs
robotiques prend la configuration de sa structure, ¢'est a dire la position, et ses déridées
dans le temps, c’'est a dire la velocitée et |’ acceleration. Pourtant, cette approche n'est pas
efficace dans plusieurs situations. En effet, ce n'est pas possible acomplir un controle en
position en des activitées qui ont, simultanement, besoin d' un controle de force/couple, et
vice versa. Des algorithmes permetant le controle des variables de pogtion auss bien que de
force/couple ont été dévelopées pour des situations bien spécifiques. Ainsi, sont apparus le
controle d’impedance, le controle hybride de position/force et, plus généralement, le
controle de force. Ce travall prend en vue le controle hybride de position/force (CH) avec
des effets de second ordre comme les frottements non linéaires, soit dans les axes soit dans
I’ambiance, les relaches, dans la structure mécanique, et les flexibilitées aux axes, donc
I'importance est fondamentale pour un controle avec précision et stabilité des forces
d’interaction. Les réponses temporelle et en fréquence du systéme sont anadysées dansle cas
de plusieurs controleurs de position/force et considerant plusieurs paramétres, soit du
controleur lui-méme, soit du systeme robot/ambiance. Le systéme classique, avec le calcul
de I'inverse de la matrice Jacobien, est comparé avec le calcul par une matrice pseudo-
-inverse. La région de stabilité du systeme est analysée, dans touts les cas, en fonction des
paramétres de la surface de restriction. Les réponses sont aussi calculées avec deux
modélisations de la surface de restriction en adoptant une stratégie de multifréquence.
L’ acomplissement du CH est analisé pendant |'impacte pour plusieurs schémas de transition
entre le controle de position et le controle de force de la structure du controleur. Un étude
de controleur d'ordre fractionnaire, dans les mailles de postion et de force, comme
alternative aux systemes de structure variable utilisés est auss exploit.
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1 Introducao

Os manipuladores robéticos sdo sistemas congtituidos por diversos elos interligados
por eixos lineares ou rotacionais. Estes sistemas mecanicos exibem fendbmenos cinematicos,
estaticos e dinamicos complexos o que torna dificil a sua andlise e 0 seu controlo. Estes
factos levaram a que até recentemente a utilizacdo de robots estivesse confinada a tarefas
gue exigissem pouca interaccdo com o ambiente (e.g. pintura, soldadura, etc.). Por esta
razdo, nos ultimos anos tem-se assistido a alguma investigagdo sobre a modelizacéo e o
controlo de manipuladores para tarefas em que é requerido um controlo da forca de
contacto com o ambiente (polimento, montagem, etc.).

A perspectiva cléssica de controlo de manipuladores robéticos considera a
configuracdo (i.e. a posicao) e as derivadas temporais (i.e. a velocidade e a aceleracéo) da
estrutura mecanica do robot. Todavia, muitas das tarefas solicitadas a este tipo de sistemas
nao sdo compativeis com essa filosofia. De facto, as actividades que requerem um controlo
de forcalbindrio ndo sdo possiveis de controlar em posicdo e vice versa. Esta situacéo levou
a0 desenvolvimento de algoritmos com vista a0 controlo das varidvels posicdo e
forcalbindrio de acordo com as solicitacOes das tarefas a executar. Assim, emergiram 0s
conceitos de controlo de impedancia, controlo hibrido posicao/forca e, de uma forma mais
geral, o controlo de forca.

As estratégias de controlo de posicdo sdo adequadas para tarefas tais como
transferéncia de materiais, pintura ou soldadura por pontos onde o manipulador ndo

interactua significativamente com objectos no espaco de trabalho. No entanto, tarefas tais
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como montagem, polimento e rebarbagem que envolvem um contacto, sdo melhor
conduzidas através do controlo das forcas de interac¢do entre o manipulador e o ambiente.

As restrices impostas pelo meio ambiente ao manipulador, nomeadamente ao seu
movimento, fazem com que este desenvolva uma acomodacdo (compliance) por forma a
adaptar a sua estrutura as imposicoes externas. O contacto entre 0 orgdo terminal € 0 meio
ambiente pode ser:

e suave — quando pode ser modelizado através de uma mola, um amortecedor, uma

massa e/ou um momento de inércia;

e duro — quando é modelizado através de uma relagdo matematica ndo linear, isto €,
guando a restricdo € descrita como uma inequacdo ou uma igualdade sempre que
ocorre dgum contacto entre o orgao termina e 0 seu meio ambiente.

O fendmeno de acomodacdo do robot pode ser controlado pelo método da

impedancia ou pd o agoritmo hibrido de posicao/forca.

O controlo de impedancia tem por objectivo o controlo da posi¢éo e da forca através
do gjuste da impedancia mecanica do orgdo terminal de acordo com as forcas externas
geradas por contacto com o ambiente. O controlo de impedancia pode ser subdividido nos
métodos de impedancia activa e de impedancia passiva. No primeiro caso, a impedancia
desgjada do orgdo terminal € conseguida através do controlo dos actuadores das juntas
usando uma realimentacdo baseada em medidas da posicéo, da velocidade e da forca de
contacto. No segundo caso, a impedancia mecanica do orgdo terminal € conseguida apenas
através do uso de dispositivos mecanicos passivos tais como molas e amortecedores.

Por outro lado, o controlo hibrido usa dois anéis distintos de realimentacéo: um anel
para o controlo de posicdo e outro anel para o controlo de forca. Neste método, as
direccbes segundo as quais é controlada a posicéo e as restantes direcgdes segundo as quas
€ controlada a forca sdo determinadas para uma dada tarefa. Assim, as solicitacBes aos

pY

actuadores das juntas correspondem a sobreposicdo das componentes de controlo da
posicéo e daforca

As técnicas de “controlo de impedancia’ e de “controlo hibrido” encontram-se ainda
numa fase de desenvolvimento, razéo pela qual é necessaria uma investigacéo mais profunda
sobre os fendmenos envolvidos. Por outro lado, tém sido menosprezados “efeitos de
segunda ordem” tais como os atritos ndo lineares (nos eixos e no ambiente de trabalho), as
folgas (na estrutura mecénica) e as flexibilidades nas juntas, que se revelam de importancia

fundamental para um controlo preciso e estavel dasforcas deinteraccéo.
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Nesta ordem de ideias, no capitulo 2 com base nos conceitos introduzidos
apresentam-se algumas consideracfes necessarias a modelizacdo dos atritos presentes em
sstemas roboticos. E estudado também o efeito das folgas nas engrenagens de
manipuladores e 0 processo para 0 seu eventual “atenuamento” e a modelizacdo dos
fendmenos de flexibilidades. A maior dificuldade que existe na modelizacdo matemética dos
atritos deve-se a estes serem dependentes de muitos factorescomo sgam o tipo de materiais
em contacto, a temperatura, a humidade do ambiente de trabalho e muitos outros factores
gue variam de sistema para sistema. A fim de evitar uma grande complexidade, tém-se
adoptado modelos muito simples (nomeadamente a formulagcéo de uma forca em funcéo da
velocidade relativa entre as duas superficies em contacto) para os atritos. Esta técnica tem
mostrado resultados interessantes, mas para cada tipo de sistema é necessario medir ou
estimar os valores dos parametros do modelo. Por outro lado, num robot existem muito
frequentemente engrenagens compostas por rodas dentadas e€/ou roldanas sujeitas ao
fendmeno das folgas, isto €, a existéncia de intervalos nos quais a transmissdo de energia
entre dois componentes consecutivos é interrompida. No entanto, devido aos principios da
conservacdo de energia e do momento cinético/angular, pode-se determinar o efeito das
folgas e avdiar as suas consequéncias. O estudo das folgas em engrenagens de
manipuladores € de primordial importancia pois afectam a exactiddo do controlo sgja de
posicdo sgja de forca, bem como a ocorréncia de instabilidades. Por Ultimo, existem
problemas de controlo nos sistemas com flexibilidades devido ao chamado efeito de néo-
-colocacdo, ou sga, devido ao sensor ndo medir a posicdo do actuador, mas Sim a posicao
do elemento a ele acoplado. O facto de nos robots industriais classicos o accionamento ndo
ser directo, devido a existéncia de mecanismos de transmissdo, torna importante estudar os
efeitos da flexibilidade nas juntas. Este fendbmeno € usualmente modelizado por uma mola
gueinterliga o eixo do motor com o eixo dajunta do robot.

No capitulo 3 estudam-se os controladores de estrutura varidvel (CEV's) adoptados e
expde-se 0 méodo da Funcdo Descritiva (FD) utilizado na previsdo de ciclos limite em
dstemas ndo lineares. Apresentam-se 0s resultados para sistemas ndo lineares com um grau
de liberdade (gdl) em sistemas de controlo de pos¢éo. Com base neste estudo, generdizam-
-Se 0s conceitos a sistemas com um maior nimero de gdls. Os CEVs (Variable Structure
Controllers) tém vindo a ser objecto de interesse devido a possuirem propriedades boas,
nomeadamente, revelarem elevada robustez, necessitarem de um baixo peso computacional

e ndo requerem o conhecimento de um modelo do sistema a controlar. Os elementos
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principais de um CEV sdo a superficie de dedlizamento (diding surface) e a accdo de
controlo (control effort). Um CEV caracteriza-se por levar o sistema a controlar até ao seu
ponto final de equilibrio com uma dindmica que € traduzida no plano de fase pela chamada
superficie de dedlizamento. Devido a existéncia de descontinuidades a saida do bloco de
accao de controlo, devido ao CEV ser implementado como um sistema discreto e/ou a
descontinuidades provocadas no proprio bloco, existe o fendmeno do aparecimento de uma
oscilacdo de alta frequéncia (chattering) no sistema global. Este estudo utiliza a FD, ja que
se trata de um método relativamente simples, ainda pouco suficientemente explorado na
caracterizacdo de sSistemas dindmicos ndo lineares nomeadamente sistemas MIMO
(multiple-input-multiple-output). Deve ainda apontar-se que existe uma diferenca quditativa
na andlise de sistemas ndo lineares quando cineméticos ou quando dindmicos. nos primeiros
a FD sO depende da amplitude dos sinais, enguanto que nos segundos aguela depende
simultaneamente da frequéncia e daamplitude.

No capitulo 4 apresentam-se a descricdo do sistema robot/ambiente e do controlador
hibrido posicdo/forca (CH) e a resposta temporal do sistema para véarios controladores de
posicdo e de forca. Também se estuda a resposta em frequéncia em maha fechada do
sistema para varios parametros dos controladores e do sistema robot/ambiente e compara-se
0 comportamento do sistema cléssico com uma modificacdo através de uma matriz pseudo-
-inversa. Andlisa=se a zona de estabilidade do sistema em funcdo dos parametros da
superficie restricdo e calculam-se as respostas do sistema com duas modelizacBes distintas
da superficie restricdo e quando se adopta um controlo por multifrequéncia. Estudam-se as
respostas para robots com atritos ndo lineares, com folgas e com flexibilidades nas juntas e
considera-se 0 fendbmeno de impacto do robot com a superficie restricdo. Em particular,
analisa-se 0 comportamento do CH durante a ocorréncia de impacto quando se varia a
transicao (i.e. do controlo de posicdo para o controlo de forga) da estrutura do controlador
em rampa e em degrau. Estuda-se de uma forma sucinta a adopcéo de controladores de
ordem fraccionaria, nas malhas de posicdo e de forca, em dternativa aos sistemas de
estrutura variavel.

No capitulo 5 apresentam-se algumas consideracGes sobre a utilizacdo da FD no
estudo da cinemética directa de robots, estuda-se a FD do sistema de CH e apresenta-se 0
trabalho de viabilidade da utilizacdo do tracado de Nyquist multivariavel para verificar a
estabilidade do CH. Por outro lado, estuda-se a linearizacdo do CH tendo como ponto de
partida a FD do sistema. Também se apresenta a determinacdo analitica da resposta em
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frequéncia em malha fechada do CH tendo como base a linearizagdo do sistema respectivo
apresentado no capitulo 4, através da técnica de andlise de sistemas ndo lineares pelo
método da FD. A filosofia presente no capitulo 5 pode ser caracterizada pela deducéo de
expressdes matematicas capazes de caracterizar aspectos importantes do desempenho dos
sistemas roboéticos e pela sua validacdo através da execucdo de experiéncias praticas. As
ferramentas mateméticas utilizadas sdo a FD e a linearizagdo usando diagramas de blocos.
Deste modo, € possivel estudar, por exemplo, a influéncia da frequéncia de amostragem dos
controladores dos anéis do CH perto de um ponto de funcionamento com ciclo limite ou
determinar analiticamente a respostaem frequéncia do mesmo.

Por Ultimo, no capitulo 6 apontam-se as principais conclusdes do estudo e as

perspectivas de desenvolvimentos futuros.
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2 Modelizacao de fendmenosde atrito, folgase
flexibilidades

Este capitulo debruca-se sobre o estudo de fendmenos de atritos, folgas e
flexibilidades presentes na estrutura mecanica de numerosos s stemas. Assim, comega-se por
apresentar uma panoramica dos trabalhos redlizados nos dltimos anos sobre estes
problemas. De seguida, trata-se a forma de modelizar os fendmenos e de conseguir 0 seu
teste na perspectiva de sistemas controlo.

Nesta ordem de ideias, na seccdo 2.1 faz-se uma introducdo ao tema deste capitulo
através de uma resenha bibliografica. Com base nos conceitos introduzidos, na seccdo 2.2,
apresentam-se algumas consideracfes necessarias a modelizacdo dos atritos presentes em
sistemas roboticos. Na seccdo 2.3 € estudado o efeito das folgas nas engrenagens de
manipuladores e 0 processo para o seu eventual “atenuamento”. Na seccdo 2.4 estuda-se a
modelizacdo dos fendmenos de flexibilidades. Por dltimo, na seccdo 2.5, esbocam-se as

conclusdes mais relevantes decorrentes do estudo efectuado neste capitul o.
2.1 Introducdo

Nesta seccdo apresentam-se 0s conceitos fundamentais necessarios ao estudo dos

fendmenos de atrito, folgas e flexibilidades.
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2.1.1 Atritos

A maior dificuldade que existe na modelizacdo matemética dos atritos deve-se a estes
serem dependentes de muitos factores como sgiam o tipo de materiais em contacto, a
temperatura, a humidade do ambiente de trabalho e muitos outros factores que variam de
sistema para sistema. A fim de evitar uma grande complexidade, tém-se adoptado modelos
muito simples (nomeadamente a formulagéo de uma forca em funcéo da velocidade relativa
entre as duas superficies em contacto) para os atritos. Esta técnica tem mostrado resultados
interessantes, mas para cada tipo de sistema € necess&rio medir ou estimar os valores dos
parametros do modelo.

De entre todos os tipos de atritos que se observaram nos robots, o atrito de Coulomb
parece ser 0 mais importante. Neste caso, a forca de atrito entre duas superficies em
contacto é considerada como sendo um sinal em degrau positivo no primeiro quadrante e o
seu simétrico no terceiro quadrante. Neste modelo a forca de atrito é uma funcdo da
velocidade relativa entre as duas superficies. Além disso, para o caso de se verificar uma
velocidade relativa nula, existe um segundo efeito, o atrito estético (stiction), que, em geral,
€ superior ao atrito para velocidades ndo nulas. Dentro do atrito de Coulomb existem ainda
varias aproximagoes possivels, nomeadamente as formas exponencial, linear (viscoso), etc.
A combinac8o atrito estético com o atrito para velocidades ndo nulas costuma-se denominar
atrito deslizamento-paragem (stick-dip). Um aspecto importante que os atritos introduzem
consiste na sua natureza ‘descontinua quando se modelizam da forma indicada, pois as
equactes dindmicas adquirem um teor também ‘descontinuo’ em dados instantes das

simulacdes e, por isso, € necessario tratar adequadamente esse facto.

Em 1983, Luh et al. projectaram e fabricaram duas juntas de um robot industrial para
incluirem a capacidade da aquisicdo de sinais de binario através de extensdmetros. Os
sistemas de controlo propostos reduziram os binarios efectivos de atrito das juntas de um
modo notével. Este resultado deveu-se a existéncia de um controlador eficiente com os
respectivos ganhos sintonizados experimentalmente. Deste modo, conseguiu-se quase
anular os efeitos do atrito, através do gjuste dos ganhos do controlador, mas o algoritmo é
muito sensivel ao gjuste dos ganhos e a variacdes dos parametros.

No trabalho de Walrath (1984) é estudado o problema dos efeitos do atrito na blssola

de veiculos aéreos para sistemas de seguimento de rotas e foi desenvolvido um
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compensador adaptativo em tempo real. A sua implementacdo € baseada numa andlise
experimental dos fendmenos, na qual foi identificado o carécter atamente ndo-linear do
atrito. Os resultados obtidos com este controlador adaptativo foram encorgjadores para a
investigacdo subsequente, pois revelam que o atrito tem propriedades capazes de serem
modelizadas com aproveitamento para o desenvolvimento do sistema de controlo.

Em 1985, Kuntze e Jacubasch realizaram um sistema robético para cortar pecas de
metal com formas irregulares e requerendo muita precisdo. O problema principal devido aos
fendbmenos ndo-lineares existentes nas juntas do manipulador consiste no atrito
deslizamento-paragem (ver adiante mais pormenores). A par deste facto, existem também
folgas nas engrenagens das juntas. No entanto, verificou-se experimentalmente que, para o
sistema em questdo, o atrito € o fendbmeno que influencia mais significativamente o
comportamento do sistema no que diz respeito a ocorréncia de ciclos limite. Para
ultrapassar os problemas dos ciclos limites recorre-se ao cdlculo numérico da funcéo
descritiva (Atherton, 1975) deste tipo de atrito. Depois, utiliza-se a técnica de injeccdo de
um sinal de oscilacéo de ata frequéncia (dithering) num ponto do controlador com vista ao
cancelamento das perturbacdes. Deste modo, consegue-se modificar a funcdo descritiva do
atrito de tal forma que os ciclos limites sdo diminados.

Em 1988, Armstrong fez um estudo sobre o atrito presente num mecanismo
controlado por um servomotor de corrente continua (com escovas) accionando uma
engrenagem. Através deste trabalho chegou-se a conclusdo que o comportamento
dominante do atrito pode ser descrito pelo modelo de atrito de Coulomb mais um atrito
viscoso. E também identificada uma dependéncia do atrito com a posicio e com a
velocidade.

No trabalho de Gogoussis e Donath (1988) mostrou-se que, para modelizar robots
para aplicacfes requerendo uma elevada precisdo onde a dindmica tem um peso sighi-
ficativo, € importante incluir os efeitos do atrito de Coulomb nos rolamentos e nas transmis-
sBes. E mostrado que o atrito pode ser rdacionado com as coordenadas dasjuntas e com as
suas primeira e segunda derivadas temporas.

Em 1991 Haessig, Jr. e Friedland elaboraram um trabalho sobre a modelizacdo e a
simulagdo do atrito no qual, entre outras contribuicbes, apresentam dois novos modelos
para 0 atrito ndo-linear do tipo dedlizamento-paragem (stick-dip). O movimento
deslizamento-paragem (DP) € caracterizado por um ciclo periddico dternado de movimento

com paragem, e é governado por quatro fenémenos:
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e A dindmica‘mola-massa’ do sistema;

e O atrito ndo-linear a baixas velocidades,

¢ A interdependéncia do atrito estatico com o ‘tempo de residéncia que é definido

como sendo o intervalo de tempo durante o qual as superficies estéo fixas com
respeito ao contacto.

e O tempo de atraso entre a transmissdo de uma mudanca no estado do sistema e a

mudanca correspondente no atrito.

Os dois novos modelos propostos para o atrito DP chamam-se modelo de pélos
(bristle model) e modelo de integrador de reinicializacdo (reset integrator model). O
primeiro representa o atrito como a interaccdo de muitos pélos flexiveis localizados
aleatoriamente. O segundo modelo € menos complicado e, por isso, é mais eficiente
computacionalmente. Baseia-se no uso de um integrador da velocidade relativa através do
gual se obtém a quantidade de movimento do objecto a controlar e também num bloco que
reinicidliza o integrador no caso dessa velocidade ser reduzida. No entanto, retém as
caracteristicas que o fazem ser aceitavel para simulacbes onde € desgjado um grau de
exactidéo elevado.

Southward et al. (1991) desenvolveram um compensador ndo-linear de forca para o
atrito DP. Esta compensacdo destina-se a complementar uma lei de controlo proporcional e
diferencial (PD) aplicada a um robot com um grau de liberdade. A escolha de uma forca de
compensacao descontinua deve-se ao facto de ser necessario que areferéncia sga um ponto
de equilibrio (Unico) do sistema. Mostrou-se, por simulagdo e experimentalmente, que o
sistema era estavel. A implementacdo desta lel de controlo ndo-linear é relativamente
simples para sistemas com 1 gdl e a sua realizagdo pode ser conseguida utilizando apenas
medicdes de posicdo. Nao é necessario o conhecimento da forca de deslizamento (dipping
force), mas é requerida a estimacao do valor maximo das forcas de atrito estatico.

No trabalho de Tachi et al. (1991) estuda-se o controlo de impedancia de um
manipulador sem utilizar sensores de forga. Os atritos viscoso e de Coulomb nas juntas sdo
estimados através de uma técnica de identificacdo de sistemas. Este método tem como
vantagem principal 0 movimento do robot ser controlado através da mesma impedancia de
referéncia tanto no espaco livre como no restringido (por objectos muito rigidos).
Posteriormente, em 1992, Dupont estuda o efeito do atrito de Coulomb na existéncia e na

unicidade da solucdo da dindmica directa para sistemas com atrito de Coulomb. Dupont
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mostra que os problemas de existéncia e de unicidade existern mesmo para um sistema com
1 gdl e, de seguida, deriva as condi¢cbes sob as quais ocorrem tais problemas. Dupont
desenvolve um método gréfico que indica o nUmero de solugdes associadas a cada valor do
bindrio de entrada e deriva uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e
unicidade da solugdo. Os coeficientes de atrito que ndo satisfazem esta condi¢cdo sdo muito
elevados em comparacdo com as amplitudes tipicas do atrito interno dos robots. Trata-se de
um resultado importante, porque indica que em muitos casos préticos a existéncia e
unicidade da dindmica directa ndo é necessariamente um problema a combater.

E também interessante o trabalho de Newman et al. (1992) no qual se estuda o efeito
do atrito de Coulomb nas engrenagens de um robot utilizado em operacdes espaciais. O
atrito de Coulomb presente em transmissdes e rolamentos comuns induz nivels inaceitaveis
da aceleracdo do 6rgdo terminal. Estas aceleracdes ndo sdo atenuadas adequadamente por
um algoritmo de controlo classico, pelo que os robots para trabalhos em micro-gravidade
requerem estruturas especiais a fim de apresentarem baixos nivels de atrito.

Gomes e Chrétien (1992) apontam que as perturbacdes internas de um controlador de
junta de um robot (do qual é um exemplo o atrito), constituem importantes fontes de néo-
-linearidade. Este facto torna dificil o desenvolvimento de leis de controlo com um nivel de
precisdo elevado. Destas perturbacdes, a mais importante é o binario de atrito; no entanto,
ndo existe um consenso acerca do modelo matemético que melhor se aproxima da redidade.
Os objectivos atingidos com este trabalho foram:

e Obtencdo de um modelo dindmico de uma junta accionada por um motor e seu

teste através de resultados experimentais;

e Uso do modelo do atrito para mostrar a possibilidade de construcdo de meca

nismos de compensacgao;

e Cdlculo da expressdo da dindmica ndo-linear através da analise do comportamento

dos pdlos do sistema, o que torna possivel o projecto de leis de controlo.

Dupont (1993) tratou o efeito do atrito no problema da dindmica directa. Desta feita,
o trabalho discute a solucdo numérica das equagdes da dindmica directa de um robot de n
gdls com atrito. Estuda-se também a modelizacdo e a identificacdo experimental do atrito.
Mostra-se que a inclusdo do atrito de Coulomb nas equactes dindmicas introduz duas
dificuldades na solucéo da dinémica directa. Estas dificuldades sdo:

e Asequactes diferenciais sd0 descontinuas nos termos derivativos de maior ordem;
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e A dependéncia deste tipo de atrito com a carga € uma causa das equacdes serem

implicitas nas aceleracfes das juntas.

Alexander e Maddocks (1993) estudaram o movimento dominado pelo atrito de um
corpo rigido num plano horizontal em situagdes onde a interaccdo precisa do atrito com o
corpo ndo pode ser determinada. Consequentemente, tem de ser encontrado o conjunto
completo de movimentos correspondente a todas as distribuicdes possiveis do atrito. Estes
investigadores mostraram que se aregido de contacto entre o corpo e o plano que serve de
suporte tem uma ou duas componentes, entdo o conjunto de todos os movimentos possives
coincide com outro conjunto de movimentos. Este conjunto € o que € originado pelas
distribuicdes do atrito entre dois pontos na vizinhanca da regido de contacto. Estes
problemas de dois pontos podem ser resolvidos andliticamente enquanto que, para
formulacBes anteriores, 0 suporte de um objecto por uma superficie com atrito € reduzido a
um problema de trés pontos de contacto (tripods), o qual ndo tem uma solucéo analitica.

Em 1994, Newman e Zhang propussram uma nova formulacdo para o
desenvolvimento de controladores de sistema com atrito a fim de se atingir um controlo de
impedancia com elevado desempenho e uma boa estabilidade. Embora a largura de banda
do controlador resultante ndo segja superior a das técnicas aternativas, esta nova
formulacdo melhora significativamente o desempenho quando o atrito de Coulomb esta
presente no sistema. Por outro lado, a técnica proposta requer uma escolha criteriosa da
impedancia desgada, pois 0 sistema pode tornar-se instavel e os compensadores por
realimentacdo serem ndo causais. Os resultados deste trabalho mostram gque a técnica € bem
sucedida na rejeicéo de perturbacdes de forgas de atrito internas e que o robot mantém uma
impedancia passiva (i.e. sem geracdo de forcas activas) no ponto de contacto.

Ca e Song (1994) desenvolveram dois novos compensadores ndo-lineares para estes
dstemas. um para a regulacdo de posicdo (velocidade fina nula) e o outro para o
seguimento de tragjectorias (velocidade final ndo nula) de robots rigidos com atrito de
Coulomb nas juntas. Nao é necessario conhecer com exactiddo os modelos do atrito para o
projecto dos controladores. Os controladores propostos melhoram ndo apenas a exactidao
de posicionamento, mas também a suavidade de movimento. Mais ainda, o controlador de
seguimento é também robusto com respeito a uma estimacdo pouco exacta dos parametros
do manipulador.

No trabalho de Hu (1994) estuda-se o controlo de posicdo de um servo-sistema

contendo atrito. Neste trabalho escolhe-se um modelo de atrito diferente do de Coulomb,
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com a divisdo em atrito estatico e dinamico, o que se revela apropriado para desenvolver
umalei de controlo que compensa os efeitos do atrito. O modelo de atrito adoptado evitou
o0 aparecimento de cicloslimite de baixafrequéncia.

Por seu lado, Liu (1994) apresenta um trabalho sobre a compensacéo dos efeitos do
atrito ndo-linear do tipo Coulomb para 0 seguimento de trajectérias. E aplicado um
controlo iterativo por aprendizagem do tipo PD, que incorpora uma reaimentacéo
estabilizadora da dinamica do manipulador compensadora do atrito. O controlador iterativo
com aprendizagem gera uma sequéncia de fungbes de binario, usado em antecipacéo, as
guais compensam gradualmente o atrito nas juntas através de repetidos ensaios de uma dada
trajectéria

Glosser e Newman (1994) implementaram um controlador de admitancia natural (i.e.
um controlador da interaccdo com o ambiente de trabalho que garante a estabilidade do
dgstema para qualquer tipo de ambiente passivo) num robot industriad. O esguema
implementado mostrou oferecer um elevado desempenho e uma boa reeicdo do efeito
provocado pelos atritos. Isto € conseguido através da modelizacdo aproximada da dindmica
do sstema em malha aberta. Deste modo, pode ser derivada uma lel de realimentacéo de
forca que tenta preservar a passividade da dindmica do sistema.

No estudo de de Wit et al. (1995) é proposto um modelo de atrito baseado em pélos
(bristles). Os resultados obtidos revelan uma grande semelhanca com os dados
experimentais pois 0 modelo capta muitas das propriedades do atrito que sdo observadas
experimentalmente e expostas na seccéo 2.2. A zona de fronteira entre duas superficies é
modelizada como um contacto entre pél os. Por razdes de smplicidade, os pél os de uma das
superficies sdo supostos como sendo rigidos, isto €, que ndo se deflectem. O mecanismo de
geracdo daforca de atrito entre as superficies sera entdo traduzido pela deflexéo dos pélos,
de tal modo que se a forca for suficientemente elevada, entdo alguns deles comecam a
dedlizar. O fendmeno é dtamente al eatdrio devidoas formas irregulares das superficies pelo
gue o modelo € baseado no comportamento médio dos pélos, tal como acontece no trabalho
de Haessig e Friedland (1991).

2.1.2 Blgas

Num robot existem muito frequentemente engrenagens compostas por rodas dentadas

e/ou roldanas sujeitas ao fendmeno das folgas, isto é, a existéncia de intervalos nos quais a
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transmissdo de energia entre dois componentes consecutivos € interrompida. No entanto,
devido aos principios da conservacdo de energia e do momento cinético/angular, pode-se
determinar o efeito dasfolgas e avaliar as suas consequéncias.

O estudo das folgas em engrenagens de manipuladores € de primordial importancia
pois afectam a exactiddo do controlo seja de posicdo seja de forca, bem como a ocorréncia
de instabilidades.

Allan e Levy (1980) descrevem um método para estimar o binario minimo de pré-
-carga em rodas dentadas com molas anti-folga num sistema de controlo de posicéo, a fim
de se obter uma resposta satisfatoria ao degrau. O uso de um binario minimo de pré-carga
reduz o atrito e o desgaste nos dentes das engrenagens. Neste trabalho mostra-se que séo
suficientes binérios de pré-carga inferiores aos empregues tradicionalmente para estabilizar
0 sistemade controlo.

Luh et al. (1983) analisam através da funcéo descritiva a estabilidade e a existéncia de
ciclos limite para um robot industrial. Estas oscilagbes podem ser removidas pela insercéo
de circuitos de compensacéo por avango de fase. De facto, o tragado da funcdo descritiva
do sistema ndo-linear congtituido por uma junta do robot auxilia o projecto de
controladores que eliminem as instabilidades originadas pelas folgas das juntas. Os
resultados obtidos através desta técnica mostraram ser prometedores, especialmente para
frequéncias médias e elevadas. Eventual mente, parafrequéncias baixas de ciclos limites, este
processo ndo tem t&o bons resultados devido a piorar a estabilidade do sistema (Kuntze e
Jacubasch, 1985).

Dagalakis e Myers (1985) desenvolveram uma técnica para um gjuste preciso das
folgas nas engrenagens das articulagdes de um robot industrial. Esta técnica consiste em
injectar no actuador de uma junta sob teste sinais de excitacdo aeatorios e de largura de
banda limitada e monitorizar o comportamento do eixo através de um acelerometro. De
seguida, € medida uma funcdo de coeréncia que € utilizada no guste da folga da
engrenagem de modo a minimizar o seu efeito da ndo-linearidade. Foram efectuados testes
nos eixos de um robot, tanto em carga como em vazio, para diferentes posicdes em regime
permanente. Os resultados mostram que esta técnica pode ser usada tanto para o gjuste das
engrenagens das juntas como para a inspeccdo periddica e automatica do seu estado de
conservacdo. A funcdo de coeréncia baseia-se no facto de existir um valor éptimo do agjuste

da folga: para valores grandes o sistema torna-se obviamente inaceitéavel e para valores
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peguenos o atrito de Coulomb torna-se dominante. Deste modo, existe um valor intermédio
para 0 valor da folga que optimiza o comportamento do sistema. Relativamente a
intervencéo humana, o “método computacional” é mais fidvel, pois ndo depende de erros de
avaliacdo como ocorre com o “ método humano”.

Stepanenko e Sankar (1986) andisam ainfluéncia das folgas nos actuadores de robots
com transmissdes elasticas. A funcdo descritiva permite estudar os ciclos limites de alta
frequéncia existentes nos actuadores e, deste modo, prever a frequéncia e a amplitude das
oscilagcBes com uma exactidéo satisfatoria.

Choi e Noah (1989) abordam também a resposta periddica em regime permanente de
uma junta de robot com folgas e com uma rigidez finita. O procedimento utilizado é
derivado a partir das condigbes fronteira nos pontos de contacto e da resolucéo das
equactes algébricas ndo-lineares correspondentes, através do estabelecimento do tempo de
duracdo do contacto como um parametro. Este método tem a vantagem, em relagdo a
métodos numéricos, de ter solucdes exactas e de necessitar de um menor tempo de célculo.

Chang e Jiang (1993) formulam a dinamica de um robot com irregularidades a nivel
das juntas, para prever a exactiddo e a precisdo de posicionamento em operacgoes de alta
velocidade. Através da utilizacdo de métodos de linearizacdo Gaussianos (por meio de
equactes de propagacao de média e de covariancia do sistema), sdo obtidas a exactiddo e a
precisdo operacionais do braco. Através de simulacBes (utilizando a técnica estatistica de
Monte Carlo) os autores concluem que existe um compromisso entre a viscosidade do
lubrificante das juntas, a rapidez da resposta e o erro minimo de posicionamento de um
robot.

Por ultimo refira-se também Tao e Kokotovic (1993, 1995a e 1995b) que estudam o
modelo cinemético de umaligacdo com folga. O mecanismo da folga (um caso particular da
histerese) é tratado nestes trabalhos como um fendmeno puramente cinematico. Estes
investigadores utilizam um controlo adaptativo para construir adgoritmos robustos e estavels
em sistemas com folgas através do cédlculo da cinematica inversa da folga. No caso do
mecanismo (cinemético) da folga ser identificado com exactiddo a resposta em regime
permanente do sistema tem erro nulo; no caso disso ndo se verificar, o erro é limitado
mantendo-se o sistema estavel. Em contrapartida, ndo € efectuado qualgquer estudo ao nivel

dos fenémenos dindmicos existentes nas folgas.
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2.1.3 Fexibilidades

Existem problemas de controlo nos sistemas com flexibilidades devido ao chamado
efeito de ndo-colocagéo, ou sga, devido ao sensor ndo medir a posicdo do actuador, mas
sim a posicdo do elemento a ele acoplado. O facto de nos robots industriais classicos o
accionamento ndo ser directo, devido a existéncia de mecanismos de transmissdo, torna-se
importante estudar os efeitos da flexibilidade nas juntas. Este fendmeno € usuamente

modelizado por umamola que interliga o eixo do motor com o eixo dajuntado robot.

Jankowski e ElMaraghy (1992) propuseram um controlo hibrido de posicéo/forca
para robots com juntas rigidas ou com juntas flexiveis, tendo em conta o atrito na superficie
de restricéo (i.e. 0 ambiente de trabalho). O controlador utiliza a dindmica inversa na forma
analitica sendo por isso muito pesado em termos computacionais. Além disso, utiliza
observadores para obter os sinais (e.g. para obter as derivadas das posi¢des das juntas do
robot) ndo directamente medidos 0 que agrava o problema.

Readman (1994) modeliza a dindmica dos robots com juntas flexiveis utilizando a
teoria da perturbacéo singular (i.e. decompondo o sistemaem duas partes. a dinamica lenta
e a dinamica répida). E também apresentada a resposta em frequéncia dos robots
controlados em malha fechada e em malha aberta, bem como os valores da rigidez das
juntas para o robot PUMA 560.

Ochier et al. (1995) descrevem um programa de geracdo automética (em linguagem
simbdlica) das equacbes dindmicas e das equacbes cineméticas de robots com juntas
flexiveis. Assim, a partir destas equacdes poderdo vir a desenvolver-se controladores
adequados.

De Luca (1995) considera os problemas de controlo de robots com algumas juntas
rigidas e com as restantesflexives. O sistema proposto utiliza a dindmicainversa do robot e
consequentemente o seu desacoplamento e a sua linearizaco através de uma realimentacdo
dindmica.

Ailon e Lozano (1996) apresentam um algoritmo com controladores-observadores
para robots com juntas flexiveis, sendo um sistema dos mais eficientes em termos
computacionais proposto até a presente data. A estabilidade € provada através da teoria de

Liapounov.
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Rocco et al. (1996) estudam um controlo de forca explicito (i.e. onde a entrada do
sistema € uma referéncia de forca) para robots industriais em contacto com superficies
rigidas onde consideram flexibilidade e o atrito viscoso nas juntas. Os autores sugerem que
a accdo integral é melhor para o controlo do sistema a medida que a rigidez do ambiente
aumenta. No entanto, fica subentendido que o controlador PID é adequado para todos os
valores da rigidez do ambiente porgue a accao derivativa utilizada assegura a estabilidade
do sistema.

Por seu lado, Song e Ca (1996) propuseram um controlador de posicaéo/forca de
robots com juntas flexiveis e com atrito na superficie de restricdo. Este controlador ndo
necessita de conhecer todos os parametros fisicos do sistema, mas s € apropriado para
entradas “suaves’ (i.e. com sinais que tenham derivadas finitas) e com varios sensores nas
juntas, nos motores e no pulso (sensor de forca).

Por ultimo, Ge (1996) apresentou um trabalho sobre o controlo adaptativo de robots
com juntas flexiveis, onde a lei de adaptacdo dos parametros é deduzida através do método
da perturbacdo singular. Os resultados de simulacbes levam a caracterizacdo do sistema de
controlo como tendo saidas suaves e limitadas. Uma andise matemética do sistema mostra
este ser estédvel para todos os robots com ligagbes (elos) rigidos e em que 0s seus

parametros fisicos podem ndo ser exactamente conhecidos.

2.2 ConsideracOes sobre o atrito dedizamento-paragem

Nesta seccdo vai-se abordar a modelizagdo e a simulagdo do atrito deslizamento-
-paragem (DP) presente nos robots. Devido a ndo existir um tratamento totamente
rigoroso, em geral, este atrito € visto de certa maneira como um fendémeno menos
importante. Todavia, este atrito é responsavel por muitos problemas associados ao controlo
e a fata de exactiddo dos sistemas electromecanicos. Por outro lado, este atrito pode ser
utilizado para proporcionar um amortecimento a todas as frequéncias, mesmo para aquelas
gue se situam acima da largura de banda do sistema de controlo. O atrito DP (stick-dlip) é
representado como uma forca que é uma funcéo ndo-linear da velocidade relativa de dois
corpos em contacto. A nivel microscopico, a superficie de cada corpo pode ser imaginada
como consistindo num conjunto de rugosidades que € interposto contra uma série de

irregularidades da outra superficie (Figura 2.1).
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—
V; (velocidade relativa)

Fura2.l

Vista microscopica do sistemafisico que esta por detras do fendmeno de atrito.

A atura (média) das rugosidades, o grau de interpenetracéo e a distancia média entre
0s “picos’ depende das caracteristicas fisicas dos materiais e do meio lubrificante.

A representacdo elementar do atrito, como funcdo de uma Unica variavel congtituida pela
velocidade relativa V;, entre as duas superficies em contacto, € mostrada na Figura 2.2a.
Este modelo compreende o atrito estatico (a faixa na origem das coordenadas), o atrito
cinético (ou de Coulomb) gue é constante com avelocidade eo atrito viscoso (proporcional

a velocidade). Este ultimo é compreendido pelas partes de atrito viscoso negativo (perto da
origem) e viscoso positivo (para velocidades elevadas). Assim, o atrito de Coulomb é
meramente um caso particular de atrito, dtamente ndo-linear no ponto V; = 0.

A descontinuidade na origem ndo é realista fisicamente, porque nesse ponto aforca de
atrito € dependente da posicdo. Além disso, também ndo € aceitdvel para se utilizar em
simulacdo, pois introduz problemas numéricos. Uma abordagem para tornear a
descontinuidade tem sido a aproximacao desta por uma regido linear como se mostra na
Figura2.2b. Esta aproximacdo é usuamente conhecida como o “modelo de atrito DP

classico”.
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Fura 2.2a Fgura2.2b
Modelo do atrito DP mais vulgarizado. Aproximacao do atrito DP na origem.
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Fura2.2c

Modelo parasimulacdo de uma massa sujeita a atrito DP (Karnopp, 1985).
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No entanto, este modelo revelalimitagdes, pois permite que o corpo sofra aceleracdes
para o caso das forcas aplicadas serem inferiores a forca de atrito estatico (stiction) de pico
Fu. Portanto, com este modelo ndo se pode prever, com grande exactidao, ciclos limite ou
outros efeitos associados a paragem (sticking). Por outro lado, o declive muito acentuado
em redor do ponto V; = 0 pode requerer passos de tempo de integracdo muito pequenos e
conduzir a dificuldades numéricas.

Devido a estas limitagOes foram efectuados aguns melhoramentos a0 modelo de
atrito classico por vérios investigadores. De entre as diferentes contribuicdes so de realcar
0s modelos de Karnopp (1985), representado na Figura2.2c, e o de Dahl (descrito na
subseccdo seguinte).

2.2.1 O efeito de Dahl

Dahl (1968) estudou experimentamente o atrito para pequenas rotacOes de
rolamentos e concluiu que uma juncéo em atrito estético se comporta como uma mola. Isto
¢, aforcaéumafuncdo linear do ded ocamento, até um ded ocamento (forga) critico no qud
ocorre 0 dedlizamento (break-away). Deste modo, para pequenas forgas de controlo, um
sistema constituido por duas pecas (A e B) em contacto pode ser modelizado como se

mostrana Figura 2.3.

B3

Fura 2.3

Contacto idealizado entre duas superficies sujeitas a atrito estatico.

2.2.2 O tempo deresidéncia

Através de estudos experimentais (Armstrong-Hélouvry, 1991) conclui-se que quanto
maior for o tempo de residéncia (dwell time) da forca aplicada a uma peca com atrito, maior

€ a forca de atrito estético, até um limite assimptético. O tempo de residéncia define-se
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como sendo ointerva o de tempo que a forca aplicada demora desde zero até atingir aforca
de atrito estético mantendo-se a velocidade relativa nula entre as pecas em contacto fisico.

A forcade atrito estético depende do tempo de residéncia como se mostra naFigura 2.4.

Atrito estético

Atrito cinético

Atrito
Estético

_—
Tempo de residéncia

Fura2.4

O atrito estatico como uma funcdo do tempo de residéncia.
2.2.3 Atraso erepetibilidade do atrito

Verifica-se experimentalmente que existe um tempo de atraso entre o nivel da forca
aplicada a um sistema com atrito e a mudanca de estado do sistema. Isto é, se em dado
instante se aplicar umaforca diferente aforca de atrito sd se modifica passado agum tempo
(tempo de atraso). Este fendmeno deve-se ao efeito de Stribeck, o qual corresponde ao
atrito viscoso negativo perto da origem (Figura2.2a-b). Para ilustrar este fendmeno

considere-seaFigura 2.5.

tempo de atraso

—

forcade

v atrito
JL velocidade

tempo

Fura2.5
Relacéo temporal entre uma mudanca na velocidade e a mudanca correspondente no atrito.
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Por outro lado, verifica-se, experimentalmente (Armstrong-Hélouvry, 1991) que o
atrito € um fendmeno caracterizado por uma elevada repetibilidade. Consequentemente, o
atrito deve ser modelizado em funcéo da velocidade e da posicdo quando se pretende uma

elevada exactidao.

2.3 Modelizacdo de fendmenos de folgas

Quando estd presente o fendmeno de folgas (‘backlash’ ou ‘clearance’) na
engrenagem de um servomecanismo, 0 comportamento do sistema € ndo linear e pode
resultar um ciclo limite pelo que o sistema ndo € o mais adequado para ser utilizado num
controlo muito preciso de posicédo.

Um método frequentemente usado para diminuir os efeitos das folgas consiste em
partir a roda dentada de comando em duas e utilizar uma mola de uni&o, de tal modo que

ndo se verifica uma perda de movimento (Figura 2.6).

roda dentada externa

roda dentada de carga

.

roda dentada interna

N

binario de comando “—

binario de pré&-
-carga
Fura 2.6

Rodas dentadas com molas.

Para este método ser bem sucedido a carga imposta pela mola deve manter as rodas
dentadas continuamente em contacto com aroda dentada de carga. Todavia, podem ocorrer
forcas de atrito elevadas entre os dentes das rodas dentadas e, por consequéncia, pode
verificar-se um desgaste consderavel no mecanismo.

Nas subsecgdes seguintes mostra-se que o binério de pré-carga (Figura 2.6) pode ser
reduzido para niveis inferiores aps usuais mantendo uma resposta satisfatoria. Nesta ordem
de ideias, é descrito um método para obter os valores do binario de pré-carga adequado

para sistemas de control o de pos¢éo.
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2.3.1 Asequacdes do sistema motor, engrenagem e carga

Considere-se um sisterna composto por um motor e uma carga ligados através de uma

engrenagem.
Quando a roda dentada ligada a0 actuador esta em contacto com a roda dentada de

carga, obtém-se:

J

[ M .o
—— Ty +T ) =JIyb
‘JMJ+‘JL( MmFT)=JImbn

L .«
T (T +T)=J.0 2.1
‘JM+‘JL( mF+T) =306, (2.1)
GLZGM

onde os parametro Jy, Tu € 6y S80, respectivamente, a inércia do motor e da roda dentada
de entrada, o bindrio do motor e o movimento angular do veio do motor (referidos ao veio
de saida). Os pardmetros J., T, e 6. sdo, respectivamente, a inércia da carga e das rodas
dentadas de saida, o binério de carga e 0 movimento angular do veio da carga (referidos ao
veio de saida).

Quando aroda dentada de control o passa através da zonadefol ga obtém-se:

{TM —Tpr—li*(eL—eM):JMéM 22)
T +Ty +K O,-0p)=3.60,
onde o parametro T, € o bindrio damola de pré-cargae K’ ¢ a constante de elasticidade da
mola de pré-carga (referida ao vei o de saida).

As condicBes seguintes determinam que conjunto de equacbes € aplicavel em
determinado momento.

1) Condic¢des de binario: a partir da Figura 2.7 pode ser observado que:

Ty +TC—Tpr:JMéM (2.39)

T -Te+Ty = J 6, (2.3b)
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onde o parametro Tc € 0 hinario de reaccdo nos limites da folga.
Para o contacto se manter deverd verificar-se Tc > 0. Por outro lado, paraque haja

perda de contacto tem que verificar-se:

— N

TM oG —>
Ny A
— Ty —

o m"\NNVv——1 |

<— K TL
J
Fura 2.7
Movimento linear equivalente ao do sistemarotacional.
J J
L Ty -—M T [>T, (2.4)
J.+Iy J.+JIy

De um modo semelhante, no lado oposto do espaco da roda dentada, a perda de contacto

ocorre se se verificar:

J J \
— Ty -— YT [>Ty +K' A (2.5)
J.+Im J.+Im

onde o parametro A € o angulo de folga.

2) Condicdes Angulares: acondicdo |6, — 6y| < A/2 é suficiente para definir a posicao
do dente daroda dentada do motor como estando na zona defolga.

3) Condicdes Fronteira: de modo a estabelecer equagOes fronteira para as equacoes
de movimento supde-se que as colisdes das engrenagens sdo inelésticas. Deste modo, pela

lei da conservacéo do momento obtém-se:

J : .
6. =—M g, +—L 4 (2.6)
L Iy +JL NIVIE SN
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onde 9;_ é a velocidade da carga imediatamente depois da colisio e 6,, e 6, s,
respectivamente, a velocidade do motor e a velocidade da carga imediatamente antes da
colisdo.

2.3.2 Sissema em malha fechada

Nesta subseccdo € considerado um sistema de controlo com uma realimentacdo
unitéria, e com uma duplaintegracdo K/s’ e um sistema de avanco de fase (1+osT)/ o 1+sT)

no caminho directo. Este sistema esta representado esguemati camente naFigura 2.8.

angulo K i angulo
- so— G (9 - 1 L+osT Sistema
+ 1 LAY = o 14sT El ectro-mecénico
Fura 2.8

O sistema de controlo em md ha fechada.

A funcéo de transferéncia em maha fechada (FTMF) é dada pela seguinte expressao:

C(s) -— 1+0ofTs (2.79)
R(s) %JXSS+%JXSZ +oTs+1
JX = JM + JL (27b)

Definindo uma constante de tempo:

ol
Tp = 3/? J, (2.83)

e escolhendo
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ol = XlTo (28b)

T= To (2.8¢c)
X2
resulta:
K = O‘JXZ (2.8d)
X2 To
o= X1 X2 (289)
onde 0s parametros x; e X, sdo constantes. A FTMF vem entdo da forma:
Cly_____ Lrxy(sTh) 29
R(S)  (STy)” + X, (STp) < + X1 (STp) +1
A largura de banda B do sistema pode ser definida pela condicéo:
0T (1 x%p)
Arg(FTMF) = —90°= arctan T ) (2.10a)
1+ o Ty (X{ = Xo) =0 " Ty X

2
XL — %2
Ty= |1 —X2 (2.10b)
"\ 4n?B?x

Considerando uma inércia Jy = 1 Nms® e fazendo x, = 2.466 e x, = 2.433, resulta em
valores redlizaveis e satisfatorios para os parametros e T.

Considerando também que o angulo de folga tem pouca influéncia na largura de
banda, os parémetros variaveis do sistema sdo entdo reduzidos aos seguintes:

)] alargura de banda B

i) arazao de inércias J./Jy

iii) 0 angulo defolga A
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Logo, pode ser feito um estudo generalizado do valor do hinario 6ptimo de pré-carga da

forma como é afectado por estes trés parametros.

2.3.3 Modelizacdo da folga através de consideracBes dinamicas versus

cinematicas

Nesta seccdo andisa-se um sistema com folga dinémica e a sua contrapartida com
folga cinemética.

Considere-se 0 sistema consistindo em duas massas sujeitas a folga dindmica (Azenha
e Machado, 1996d):

X1
—_—

F X2

M,

e |

&>
hy

Fura 2.9

Sistema com duasmassas efolga.

Uma colisdo entre as massas M; e M, ocorre quando X; = X, 0U X, = hy+X;. Nesse caso
podem-se calcular as velocidades das massas M; e M, depois do impacto (% e X5,
respectivamente) aplicando alei de Newton:

X, =—-€X,, 0<e<l (2.112)

onde x;2 = X;—X; € € € 0 coeficiente de restituicdo. Por outro lado, através do principio da

conservacdo da quantidade de movimento obtém-se:

M].X],_ + M2Xé = M1X1+ M2X2 (212)

Das duas equagbes anteriores vem:
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X (M- M) +X,(1+€) M,

Xl
M, + M,
o - ML)+ (M, —e M), 19
2 M, + M,
A variacdo de energia depois doimpacto (suposto instantaneo) AEc vem:
. . \2
AE. = Mle(e _1)(8 +1)(X1 ~ Xz)
¢ 2(M,+M,) (2.14)
ou, em termos relativos,
AE; MM, (e=)(e+1)(% —X,)°
Ec  (My+M,)(M% + M,x}) (2.15)

Note-se que afuncdo anterior tem 0 seu vaor minimo para M; =M, =M, € = 0:

AE, 1 X%
=—=+
E 2 X+ (2.16)

C Imin

O gréfico de AE: em funcdo da constante de elasticidade dos materiais tem a forma
daFigura2.10.

Analisando a Figura 2.10 observa-se que a variagdo de energia apos o chogue é nula
parae = 1 etem 0 seuvador minimo para e = 0.

A abordagem classica a modelizagdo do fendmeno da folga, ou sgja, a sua formulagdo

cinemética (Tao e Kokotovic, 1993) considera o diagrama de blocos da Figura 2.11.
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AEc

Fura 2.10

Gréfico davariacdo de energia AEc em funcdo da constante de elagticidade e.

F(9) 1 Xa(9) Xa(9)

X1
l./' \
(M, + M,)s’ _A//‘ﬁl/z % ~

Fura2.11

Diagrama de blocos do modelo de folga cinemética.

Consequentemente, este modelo de folga tem em conta a geometria no que diz

respeito a abertura hy, mas despreza o efeito da dindmica do impacto.
2.4 Modelizacdo de fendmenos de flexibilidades

Nesta seccdo apresenta-se 0 modelo utilizado nas experiéncias para sistemas
robéticos com juntas flexivels.

O modelo completo de um robot com n gdl e n juntas flexiveis € dado pela seguinte
equacdo (Readman, 1994):

|:M 11 M12]|:(:::I]+|:Nll N12]|:q]+|: G ]:|: T] (217)
M21 Mzz d N21 N22 5 K8 -

onde a dimensdo das matrizes € nx n e a dos vectores € nx 1. Na Figuraseguinte

apresenta-se graficamente o significado das variaveis de estado:
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Fura2.12

Representacao grafica das varidvels de estado de umajunta rotacional e flexivel de robot.

Os vectores q e qnm representam, respectivamente, as coordenadas generalizadas das
ligaghes e as dosmotores ao passo que o vector 8 = g—Qm, corresponde a deflex&o.

Uma simplificacéo no modelo consiste em fazer N1 = N3 =0 e M, =My, =0 pelo
gue o modelo fica totalmente desacoplado.

O modelo simplificado do robot com juntas flexiveis utilizando as variaveis de estado

g e gm €traduzido pelas equacdes.

1=J,0,+B. 4, +K.(a,-0) (2.183)
K .0, —d) =H(g)g+c(q,q9) +9(q) (2.18b)

onde Jn, Bm e Ky, s80, respectivamente, as matrizes diagonais (de dimensdo nx n) das
inércias dos motores e das transmissdes, amortecimento e rigidez.
Nesta ordem de ideias, a Figura seguinte representa um robot com 1 gdl e com ajunta

flexivel o qual seré estudado no capitul o seguinte.

X2, F2 Km X1, F1=0
M2 4\/_ Ml

Bm
Fura2.13

Modelo desacoplado com 1 gdl das juntas flexiveis.
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2.5 Conclusbes

Neste capitulo estudaram-se os modelos que descrevem matematicamente 0s
fendmenos de atrito, folgas e flexibilidades presentes em sistemas robéticos. O objectivo
fundamental destes modelos consiste em traduzir de um modo simples, eficiente em termos
de calculo numérico e o mais proximo possivel da realidade fisica os fendbmenos em termos
das suasvariaveis.

Estudou-se o fendbmeno de atrito com 0s seus componentes mais importante como
sd0 0 atrito viscoso, de Coulomb e estético. Analisou-se a eficiéncia em termos de
smulacdo numérica do atrito, sendo considerada como apropriada de momento a
abordagem introduzida por Karnopp (1985), pelo que serd utilizada nos capitulos
posteriores.

As caracteristicas das folgas foram também estudadas nomeadamente através da
transferéncia de energia (folga dindmica) como do modo geométrico classico (folga
cinemética).

Por ultimo, a flexibilidade foi modelizada através de uma mola e de um eventual

coeficiente de amortecimento associados ao mecaniamo de transmissdo de forca/binério.
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3 Controlo desistemas com atritos, folgase
flexibilidades

Neste capitulo estuda-se 0 comportamento de sistemas mecanicos com atritos, folgas
e flexibilidades, sob accdo de controladores PID e de controladores de estrutura variavel
(CEVs). Um objectivo fundamental deste estudo € analisar a ocorréncia de ciclos limite e as
condicBes necess&rias a sua eliminacdo. Comeca-se por investigar 0 desempenho de
dstemas simples (e.g. com 1 gdl) e, de seguida, a sua complexidade, nomeadamente no
nimero de gdls, é progressivamente adargada de modo a mostrar a eficiéncia das
ferramentas de trabalho.

Nesta ordem de ideias, na seccéo 3.1 faz-se uma introducdo ao estado da arte
incluindo uma resenha bibliografica aos temas abordados neste capitulo. De seguida, na
seccdo 3.2 estuda-se os CEVs adoptados e na seccdo 3.3 expde-se o0 método da funcdo
descritiva (FD) utilizado na previsdo de ciclos limite em sistemas ndo lineares. Na seccéo
3.4 apresentam-se 0s resultados para sistemas ndo lineares com um gdl em sistemas de
controlo de posicdo. Com base neste estudo, na secgdo 3.5 generalizam-se 0s conceitos a
sistemas com um maior nimero de gdls. Por Ultimo, na seccdo 3.6 termina-se 0 capitulo

com um sintese das principais conclusdes que decorrem do estudo efectuado.
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3.1 Introducéo

Nesta seccdo comega-se por introduzir os fundamentos dos controladores de
estrutura variavel (CEVs) adoptados. Numa segunda fase, o método de andlise de ciclos
limite em sistemas realimentados ndo lineares através da funcdo descritiva (FD) é

apresentado.

3.1.1 Controladoresde Estrutura Variavel

Os CEVs (Variable Structure Controllers) tém vindo a ser objecto de interesse devido
a possuirem propriedades boas, nomeadamente, revelarem elevada robustez, necessitarem
de um baixo peso computacional e ndo requerem o conhecimento de um modelo do sistema
a controlar. Os elementos principais de um CEV sdo a superficie de dedlizamento (diding
surface) e a ac¢do de controlo (control effort) como se vera na seccdo seguinte. Um CEV
caracteriza-se por levar o sistema a controlar até ao seu ponto final de equilibrio com uma
dindmica que é traduzida no plano de fase pela chamada superficie de deslizamento. Devido
a existéncia de descontinuidades a saida do bloco de accdo de controlo, devido ao CEV ser
implementado como um sistema discreto e/ou a descontinuidades provocadas no proprio
bloco, existe o fendbmeno do aparecimento de uma oscilacéo de alta frequéncia (chattering)
no sistema global. A sua introducéo na teoria de controlo automético € atribuida a Utkin
(1977) e a sua aplicacdo ao controlo de posicdo de sistemas robéticos deve-se a Young
(1978). Posteriormente, Machado e de Carvaho (1988) propuseram um CEV “suave’ com
uma superficie de deslizamento de segunda ordem e uma accéo de controlo do tipo Pl, mais
adeguadas ao controlo de robots devido ao tipo de dindmica envolvida.,

Venkataraman e Gulati (1993) aplicaram os controladores de dedlizamento terminal
(terminal dliders) ao controlo de robots (algoritmos de concepcdo comparavel aos CEV'S),
gue atingem um erro nulo num intervalo de tempo finito. Os CEV's atingem um erro nulo
assimptoticamente mas sd0 mais robustos e colocam menores exigéncias em termos de
célculo.

Blom e de Jager (1996) projectaram um CEV de segunda ordem, com superficie de
deslizamento do tipo passa-banda, com uma robustez relativamente a erros dos parametros
do sistema superior a de um algoritmo classico PD. A sua sintonia é realizada através de

métodos empiricos.

| 3 Controlo de sistemas com atritos, folgas e flexibilidades 3.2




Denker e Ohnishi (1996) propuseram um CEV para robots, com a eliminagdo da
frequéncia de oscilacdo (chattering) e uma diminuicdo do binério de controlo das juntas.
Este agoritmo (SLIMSOC-Sliding Mode Self-Organising Controller) utiliza uma tabela de
desempenho baseada em regras l6gicas e na funcdo da superficie de dedlizamento e
respectiva derivada temporal.

Zhao e Utkin (1996) estudaram a smulagdo e o controlo adaptativo de sistemas com
CEV's em regime de deslizamento pois a abordagem cléssica é pouco €eficiente na presenca
da frequéncia de oscilacdo num sistema rigido podendo ocorrer problemas numéricos e,

assim, ser dificil gerar os snais adequados.

3.1.2 O Méodo da Bn céo Descritiva

O método da FD, aplicado na andlise de sistemas ndo lineares em malha fechada, faz
parte da teoria de controlo moderno (Truxal, 1955; Ogata, 1970). Este estudo utilizaa FD,
jaque se trata de um método relativamente simples, ainda pouco suficientemente explorado
na caracterizacdo de sistemas dindmicos ndo lineares nomeadamente sistemas MIMO
(multiple-input-multiple-output). Deve ainda apontar-se que existe uma diferenca quditativa
na andlise de sistemas ndo lineares quando cineméticos ou quando dindmicos. nos primeiros
a FD sO depende da amplitude dos sinais, enguanto que nos segundos aguela depende
simultaneamente da frequéncia e daamplitude.

Neste sentido, podem referir-se os trabalhos de Atherton (1975) e de Cox (1987) que
constituem um importante contributo para a sintese de sistemas de controlo através da FD.
Estas obras apresentam uma panoramica do método da FD e comparam-no com outros
métodos de andlise de sistemas ndo lineares. Cox (1987) mostra que outros métodos (e.g.
balanceamento harmoénico e méodo da margem de ganho dependente da amplitude) sdo
equivalentes a FD no caso de ocorréncia de cidloslimite.

Nassirharand e Taylor (1991) estudaram a generadizacdo do método da FD para
sgstemas MIMO néo lineares; no entanto a carga computacional exigida pelos algoritmos
coloca fortes limitagdes para 0 seu calculo em tempo real actual, pelo que na prética, sO é
aplicavel em sistemas de pegquena dimensdo e baixa complexidade, onde os sinais de entrada
apresentem diferentes frequéncias.

Mais recentemente, Patra e Singh (1996) desenvolveram um procedimento grafico

sistematico para a previsdo de ciclos limite em sistemas ndo lineares bidimensionais. Este
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algoritmo utiliza a FD dos elementos ndo lineares do sistema e considera dois subsistemas

internos SISO (single-input-single-output) na andise da estruturainterna.

3.2 OsControladoresde Estrutura Variavel

Nesta seccdo estuda-se a FD de aguns CEVs desenvolvidos e aplicados neste
trabalho.

Na Figura seguinte apresenta-se o diagrama de um CEV geral com os dois blocos

principais. superficie de deslizamento (o) e ac¢éo de controlo ().

accao de controlo

superficie de dedizamento

. | = A |
_/

9

—Tmax

Fura3.1
O diagrama de blocos de um CEV.

Para um CEV gue adopte um modelo de primeira ordem (MPO) na superficie de
dedlizamento existem duas possibilidades de redlizar a equacdo diferencial correspondente:
utilizar o sinal do erro e a sua derivada (i.e. uma expressdo do tipo Proporciona e
Diferencial — PD) ou recorrer ao sinal do erro e o seu integral (i.e. uma expressao do tipo

Proporcional e Integral — PI)
Para o caso do algoritmo CEV-MPO-PD resulta:

0 = *+Cle (3.1)

Para o algoritmo CEV-MPO-PI resulta:
o=0,+ CJ. g.at (3.2

O parédmetro c € o valor proprio, g. € aentradado CEV e ¢ éasaida.
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Alternativamente pode adoptar-se um CEV com modelo de segunda ordem (MSO).
Também neste caso existem vérias possibilidades de estabelecer a equacdo diferencial:
utilizar o sinal do erro e as suas primeira e segunda derivadas (i.e. uma expressao do tipo
PDD?) ou recorrer ao efro, o seu integral e a sua derivada (i.e. umaexpressdo dotipo PID).

Para o agoritmo CEV-MSO-PDD? resulta:

0=0+ 2éa)nqe + 6')%qe (33)

Parao CEV-MSO-PID obtém-se:

0 =0, +2¢0,d, + o} [ g dt (3.4)

O parémetro & é o coeficiente de amortecimento e a, € afrequéncia naturd.
O segundo bloco é congtituido pela accdo de controlo. Uma expressdo usada

frequentemente para este bloco € dada por:

Toex 02 Thax [ K
7=4Ko o] <7 /K (3.5
—Trmax 10 S —Thax | K

Por outras palavras, trata-se de um bloco do tipo “saturacéo”.
3.3 Estudodesistemasndo linearesatravésda Bn c¢ado Descritiva

Nesta seccdo apresenta-se 0 método da FD e explora-se a sua aplicagdo no estudo de

sistemas em malha fechada com as ndo-linearidades introduzidas no capitulo anterior.

3 Controlo de sistemas com atritos, folgas e flexibilidades 3.5




3.3.1 Conceitos Gerais

E conhecido que muitas relacdes entre grandezas fisicas sdo ndo-lineares, embora
muitas vezes, estas sgam aproximadas por equagOes lineares, principamente devido a
smplificacdes matematicas. Estas simplificacbes podem ser satisfatorias se as solugdes
resultantes estiverem de acordo com os resultados experimentais. De facto, Cox (1987)
demonstrou que € este 0 caso quando 0s sistemas ndo-lineares sdo aproximados por uma
FD onde os ciclos limite podem ser previstos com exactiddo razodvel. Deve ser notado que
0 méodo da FD ndo é a unica possibilidade para a previsdo de ciclos limite, existindo
outros métodos tais como o estudo do conteldo harmonico e o de margem de ganho
dependente da amplitude. No entanto, na condicdo de ocorréncia de um ciclo limite todos
0S métodos sdo equivalentes ao da FD (Cox, 1987). Nesta ordem de ideias, de seguida,
introduzem-se os conceitos fundamentais do método de andise pelaFD.

Suponha-se que a entrada de um elemento ndo-linear é sinusoidal. A saida desse
elemento ndo é, em geral, sinusoidal. Considere-se que a saida € periédica com 0 mesmo
periodo da entrada, contendo harmoénicos de ordem superior, em adicdo a componente
harménica fundamental. Na andlise da FD, considera-se que apenas a componente
harménica fundamental da saida é significativa. Tal consideracéo é muitas vezes valida uma
vez que os harménicos de maior ordem na saida de um elemento ndo-linear sdo usualmente
de menor amplitude que a do harmonico fundamental. Por outro lado, um grande nimero
de sistemas de controlo sdo do tipo “filtro passa-baixo” resultando que os harmonicos de
maior ordem ficam ainda mais atenuados.

A FD (ou FD sinusoidal) de um elemento ndo-linear pode ser definida como a razéo

complexa das componentes harménicas fundamentais da saida Y,e'® e da entrada ae'®, isto

&

N = %4@1 (3.6)

onde o simbolo N representa a FD, a € a amplitude da sinusoide de entradae Y; e ®; S0 a
amplitude e a fase da componente harménica fundamental da saida, respectivamente. Varias
FDs de e ementos n&o-lineares simples podem ser encontrados em Atherton (1975).

Em geral, a FD pode ser calculada a partir daexpressao:
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2 Ty _jot
N(ao)=— jt y(ot)e *dt (3.7)

onde o é afrequénciaangular dossinaisdaentradaedasaidae T = 2n/m.

Uma vez calculada, a FD pode ser usada na andlise de estabilidade de um sistema de
controlo ndo-linear. Considere-se o controlador basico representado na Figura seguinte
onde o bloco N denota a FD do elemento ndo-linear e G a Funcdo de Transferéncia do

algoritmo linear.

Fura 3.2

Sistema de controlo néolinear.
Se 0s harmoénicos de maior ordem forem suficientemente atenuados, N pode ser
tratada como um ganho varidvel (real ou complexo) obtendo-se para o sistema em malha

fechada:

Clim) _ NG(jw)

— = : (3.8)
R(jo) 1+ NG(jm)
A equacdo caracteristicaé:
1+ NG(jo) =0 (3.9
ou
. 1
G(jw) = N (3.10)
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No caso de se verificar esta equacdo o sistema exibe um ciclo limite que podera ser
estavel ou instavel de acordo com uma andlise gréfica ou matemética/grafica (Atherton,
1975).

3.3.2 A B dos controladores

Nesta subseccdo apresentam-se as FDs dos controladores utilizados neste estudo.
Para a superficie de dedlizamento consideram-se 0s quatro casos indicados (MPO-PD,
MPO-PI, MSO-PDD? MSO-PID) e para a accdo de controlo o bloco “saturacdo”. A FD
parao CEV-MPO-PD é dada por:

N(a,w) = K(c+ jw), paaa< ¥

Kyc? +w?

_2Kcg;  Ky4rm? +c*T?
4 T

N(a, ) sin(2¢,) cos(¢,) +

4K ¢, N Kv4n? +c?T?

T T

ar . - ;
= COS(¢1)COS(¢2)+1[ sin(2¢,)sin(¢,) + (3.11)

+4T"‘ax cos(qbl)sin(qbz)], paraa > ¥ ma
na

Kyc? +w?

. T 2
¢, = arcsm( ¥ max ] , Oy = arctan(ﬁ),

aK 47r2 +cT?

0 = acos(at)

A FD parao CEV-MPO-PI é a seguinte:

N(a,w) = K(1+ i) paraa < T
jo c?
K1+

(02

20K~ c® + w* cosp  Kv'c® + ®?® sin(2a) cosg N
7w 7w

N(a,w) =

(3.12)

+4rmax COSOL COS( N j[ KVc® +w® sn(2o)sing
7w

ma
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_20KNC* +w®sing 4t cososing

Tw a

:l, paraa >
K,1+—

T T c

o =——arccos—=&— | ¢ = arctan—
c? o

aK,[1+—

(02

Parao CEV-MSO-PDD? aFD vem:

N(a,0) = K[(0? - 0?) + j20to, |, a< Tinn
K2 - 0?2+ 2eo,)?]

2(T?w? —4n*)K

N(a,0) = e sgn(akw o) ¢, +
+ K\/;; sin(2¢,) sin(¢,) - Ao sin(¢,) cos(¢,) +
T nia
+ i Bsgn(an) K52 - KV iz, cose) + 41 cost) cOs(%)} (313)
TITBX
a>

K[(@2 - 02)® + (20¢0,)?]

o =16n" +8n°T?w?(28° - 1) + T'w;.,
B =16n"a’K? +8n%a’K *T2w? (262 — 1) + T?(a2K 202 — 12, )

2 2 _T2..2
¢, = arctan T T , &, =arctan u ’
VB AnTEW,

o=2n/T

Por ultimo, parao CEV-MSO-PID aexpressdo daFD resulta:
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[ 2
K[Zéwn + j[a)— Dn ]:| asa,,
®

N(a,w)={N(a,m), a>a,,, 020,

Ny (@), a>a,,,0<o,

max !

P Tmax
a'max - wz >
K (Zéwn)2+[a)_ n]
o
N, (a,0) = - k,sin(2o) cos¢ (2o — )k, cos¢ N 4t Sinoccose .
0] . oy
+j[— ksin2e)sng (e -k sing | 47, sinocsinq):l
Tw Tw a )
ol T
0)2
0—-—" .
¢ = arctan——-, o0 = arccos ma
Zéwn , wz 2
o
N, (a,0) = - ksin(2)cosp 20k, 0S| 47 s COSOLCOSP
T TW na
—j[— ksin(2e)sing 20k sing 47, cosocsinq):l
i W ma :

k, = K\/4§2w§w2 +(a)ﬁ - w2)2 :

-

T T
O 0. = = — arccos mex

26w, 2 22
’ aK\/(Zéja)n)z + [a) - CZ)]

¢ = arctan

Os gréficos seguintes mostram as FDs [N(a, ®)] dos CEVs anteriores no plano de
Nyquist para K = 10, T = 10 ec=25s" (para 0s MPOs) ou £ =25 e o, =10rads™
(paraos MSOs).
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1000 ¢

i — | o =20n r
100 =+ N
f{%;;;;; | o F21w
Im T . 1L
I a+0.02
10 1.5 T

L — <

L] o =0.27r

IR
;

10 15 20 25 30
Re

o
[¢)]

Fura 3.3

A FD [N(a, @)] de um CEV-MPO-PD (K = 10, fex = 10, c= 2557,

a=20 =201

-15
-20

25 N a=0
-30
-35
-40

®=0.21

Fura3.4

A FD [N(a, ®)] de um CEV-MPO-PI (K = 10, fmex = 10, c = 2.5 5.

7000
6000

5000

4000
3000

2000 i
a=0.03

-800 -600 -400 -200 0 200 400 600
Re

Fura3.5

A FD [N(a, m)] de um CEV-MSO-PDD? (K = 10, Tyex = 10, £ = 2.5 e m, = 10 rad s ™).
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60

40
a=0.1
20 _——

o a=b /I =10
-20 \l
-40
-60 =
-80

0 100 200 300 400 500
Re

Fura 3.6
A FD [N(a, m)] de um CEV-MSO-PID (K = 10, Trex = 10, £ =25e o, = 10 rad s Y).

O desempenho destes controladores serd posteriormente comparado com o de um

controlador PID cléssco:
T= Ko, + Kol + K, [ ot (3.15)

Neste caso a FD serd simplesmente a sua resposta em frequéncia, uma vez que esta ndo
depende da amplitude a de entrada, ou sgja, 0 controlador comporta-se como um sistema

dindmico linear:
Ny (@) = Ko + i Koo =K1
pp (@)= Kp + ]| Kp® o (3.16)

3.3.3 A B dossistemasn &olineares

Nesta subseccdo apresenta-se a FD e o contelido harménico do sinal de saida para os

sistemas ndo lineares referidos no capitulo dois.
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3.3.31 Sistemas com atrito

Considere-se um sistema composto por uma massa M, movendo-se num plano
horizontal, sob o efeito de um atrito de Coulomb (K) mais atrito viscoso (B), conforme

indicado nas Figuras seguintes.

—

X, F

M

o
<

I:atrito

Fura 3.7

Sistema massa com atrito ndo linear.

I:atrito
K )/4/8
@
X
A/() X
B
Fura 3.8

Modelo do atrito de Coulomb e viscoso.

A resposta de posicdo em regime permanente x(t), a uma forca de entrada sinusoidal

F = acos(wt), vem:

_B
o, Sin(at +¢) +k, +k,e Mt—Et, x>0
X(t) = B (317)
o K

o sn(et+9) +k,+ke ™ +gt X<0

Os parametros ¢, ki, kz, ks e ks ndo podem ser calculados analiticamente pelo que a FD tem

de ser determinada numericamente.
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Considere-se, por exemplo, 0 sistema massa-atrito com parametros M =9 Kg,
B =0.5Ngm, K=5N. Neste caso, a Figura 3.9 mostra a fungdo —1/N(a,w) no plano de

Nyquist paravérios valores de a e de w.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Fura 3.9
Funcdo -1/N(a,m) para Sistema massa-arito de Coloumb e viscoso (M =9Kg,
B=05Ngm, K=5N).

A Figura 3.10 representa o contelido harmonico ¢; do sinal de saida x(t) do sistema,

isto &
F(t) = acos(mt) (3.1839)
x(t) = Z; X; cogiot +¢) (3.18b)
G =51 =12 (3.18¢)
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o (rad/s)

i=3 (Ordem do harmonico,
i =12,..,5)

Fura 3.10
Contetido harmonico ¢; da resposta x(t) do sistema massa-atrito a entrada F(t) (M = 9 Kg,
B=05Ngm, K=5N).

Como se pode observar, a resposta do sistema apresenta sSimetria de mela-onda em
regime permanente e os harménicos perdem rapidamente significado quando a sua ordem
aumenta.

Para um modelo de atrito tendo em linha de conta o atrito estético, e com 0s
parametros Fy = 6 N e DV = 0.0025 nm/s (modelo de Karnopp, 1985) as Figuras 3.11 e 3.12

mostram, respectivamente, o tracado de Nyquist e o contelildo harménico de x(t).
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0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

Fura3.11
Funcdo —1/N(a,m) para sistema massa-atrito de Karnopp (1985) (M =9 Kg, B = 0.5 Ngm,
K=5N, Fy =6 N, DV = 0.0025 nVs).

X
G ="
o (rad/s)
-1 i=2 a (N) (Ordem do harménico,
= i=1,2,..5)
Fura 3.12

Contetido harmonico ¢; da resposta x(t) do sistema massa-atrito a entrada F(t) (M = 9 Kg,
B=0.5Ngm,K=5N, Fy =6 N, DV = 0.0025 n/s).
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Como se pode observar, a resposta tem também simetria de meia-onda, mas para
baixas frequéncias e pequenas amplitudes a resposta é nula.
A expressdo andlitica de —1/N(a,w) para este sistema (obtida numericamente) é

aproximadamente dada por:

3/2 2 2
Lo a Mo > 3389( A ) —10.97( < )+1 -
Naro  (a—1037F, — 2130MDVo) K+a K+a

a*? [0.5275( K K )M(oz + B(o:| ,
~] a [18.987( K ) - 4.6374(L) + 1}, (3.19)

(a—1037F, — 2130MDVa)™** K+a

K+a

a>1.037F4—2.130MDVw,

“+oo—joo, para os restantes valores dos parametros.

3.332 Sistemas com folgas

Considere-se um sistema composto por duas massas M; e M, sujeitas a uma folga

dinémica h;.
X1
—_—
F X2
B M2
T—
&>
hy
Fura 3.13

Sistema com duasmassas efolga.

Para este sistema encontrou-se a funcdo —1/N(a, ) numericamente. A entrada
F(t) = acos(mt) foi aplicada & massa M, e a posicdo de saida x; foi observada. Para os
parémetros M; =8Kg, M,=1Kg, €=0.2, h;=0.00018 m as Figuras3.14 e 3.15
mostram, respectivamente, —1/N(a,®) no plano de Nyquist e o conteldo harménico de x(t)

paravéariosvaoresde a e de .
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=25 =7
18
16
14
12 a=10
Im 10
8 4 a=13
6 - a=16
4 -
2 =5 =10
0 - \ | | | | |
0 1000 2000 3000 Re 4000 5000 6000 7000
Fura 3.14

Funcéo —1/N(a,m) para sistema massas com folga dindmica (M; = 8 Kg, M, = 1 Kg, € = 0.2,
h, = 0.00018 m).

X
G ==

a

o (rad/s)

~ © 9 3 iﬂz 2 -
= o1 (Ordem do harménico,
a (N i =1,2,.5)

Fura 3.15

Contetido harménico ¢ da resposta x(t) do sistema massas com folga dinamica a entrada

F(t) (M1 = 8Kg, M, = 1Kg, £ = 0.2, h; = 0.00018 m).
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Para analisar o comportamento do sistema em fungéo do coeficiente de restituicao, e,
as Figuras 3.16, 3.17, 3.18 e 3.19 apresentam, respectivamente, -1/N(a,w) no plano de
Nyquist e o contretido harmonico de x(t) para varios valores de a e de ®, nos casos de

e=05edee=0.8.

20 - =25
a=7
18 +
16 +
14 +
12 + a=10
Im 10 +
8 -+ a=13
6 + a=16
4 =€
2+ =5 =10
0 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1000 2000 3000 Re 4000 5000 6000 7000
Fura 3.16

Funcdo —1/N(a,m) para sistema massas com folga dindmica (M; = 8 Kg, M, = 1 Kg, € = 0.5,
h, = 0.00018 m).

=l
5
w (rad/s)
- © (Ordem do harménico,
~ Qo i = -
=T =2 a(y i=12,..5)
Fura 3.17

Contetido harménico ¢ da resposta x(t) do sistema massas com folga dinamica a entrada

F(t) (M1 = 8 Kg, M, = 1 Kg, £ = 0.5, h; = 0.00018 m).
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25 +

20 +

Im 15 +

10 +

0 1000 2000 3000 Re 4000 5000 6000 7000

Fura 3.19
Funcédo —1/N(a,m) para sistema massas com folga dindmica (M; = 8 Kg, M, = 1 Kg, € = 0.8,

hy = 0.00018 m).

Xi
G =7
a
1.00E-02
1.00E-03
1.00E-04
1.00E-05
1.00E-06
5
1 1.00E-07
o (rad/s)
(921
© . .
~ g a = i=2 (Ordem do harménico,
i=1 a (N) i= 1,2,..,5)
Fgura 3.20

Contetido harménico ¢ da resposta x(t) do sistema massas com folga dinamica a entrada

F(t) (M1 = 8 Kg, M, = 1 Kg, £ = 0.8, h; = 0.00018 m).

A resposta do sistema apresenta, mais uma vez, smetria de melaonda em regime

permanente e os harmdnicos perdem rapidamente significado quando a sua ordem aumenta.
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No entanto, para valores de € perto da unidade e & medida que os vaores da folga h;
aumentam o sistema tem um comportamento ‘cadtico’, porque os harmoénicos de ordem
superior apresentam um valor significativo.

A expressdo andlitica de —1/N(a,w) obtida através de dados experimentais vem

aproximadamente:

1 _ (M, + M, )o? (1+12.72¢h, )(1+5369ah, )
N folgas e (1+7391h, +7710n7)
,(@+9747)**  (h +5749h7) (3.20)

+j0.0113( M, + M, ) '
J 3( 1 2) 332 1— 0.2469¢ + 05157¢2

a > 0.5h;M.a’, £<0.9,

, (1+12.72¢h, )(1+5369ah, ) 4 oo
(1+7391h, +7710n7) :

- =(M,+ M,)w

a < 0.5h;M,w?, €<0.9

A expressdo anterior ndo tem significado para € > 0.9 umavez que aresposta  X(t)
nunca atinge um regime permanente sendo, de facto, muitoirregular, quase ‘ cadtica .

Para concluir esta subseccdo vai-se comparar o grafico de —1/N para dois tipos
distintos de abordagem relativa a este sistema, isto €, considerando a folga entrando em
linha de conta com adinamica do chogue ou como um fendmeno puramente cinematico.

Considere-se 0 modelo do sistema com folgacineméticadaFigura 3.21.

F(9) 1 Xa(9) X(9)

X1
l./' ,
(M, + M,)s* _A//‘ﬁl/z % >

Fura 3.21

Diagrama de blocos do modelo de folga cinemética.

A partir daFD da folga cinematica calculada por Atherton (1975) obtém-se para—1/N

a expressao:
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_i — (Ml+ MZ)(DZ( oy _ ] o, ) (321)

N foigas (Xf + 0(; (Xf + OC;
1+ fl(a :hl)
J0 = 2
h(h, -2a) (3.22)
O, =—" 3
L am
- a (3.23)
(M, + M, )o?
1 p21
f.(p)= 1[2oc +sin(20)] o[ <1 (3.29)
T
-1 p<-1
o = arcsin(p) (3.29)

onde p € R éo argumento da funcéo f;.

A Figura3.22 compara afungdo —1/N dos sistemas com folga dindmica e com folga
cinemética, no tracado de Nyquist, para M; =8 Kg, M, = 1Kg, € =0.2, h =0.00018 m e
a=16N.

250 +

0=25 . .
—m— Cinematica

—OoO— Dinamica

w=25
T C {
5000 6000

0 1000 2000 3000 4000

Re
Fura 3.22
Tracado de Nyquist da funcdo —1/N do sistema com folgas dindmica e cinemédtica
(M;=8Kg, M, =1Kg, € =0.2, h; =0.00018 m, a = 16 N).
Como se pode observar, 0 modelo do sistema com folgas pode conduzir a graficos

distintos, consoante o modelo utilizado.
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3.3.3.3 Sistemas com flexibilidade

Considere-se 0 modelo desacoplado de juntas flexiveis:

—

X2, F2 Km X1, F1=0
M2 4\/_ Ml

Bm
Fura 3.23
Modelo desacoplado de juntas flexivels.

onde M, representa a massa do actuador, M; a do sistema a controlar, B, € um coeficiente
de atrito viscoso actuando em M, e K, é a constante de elasticidade do sistema de
transmissdo.

Para este sistemaa fungdo —1/N(w) € dada pela seguinte expressao:

1 =(M, + Mz)a)z——Mllv|2 o'+ ] M8, 0’ -B o (3.26)
N(o) K. K

Dado que se trata de um sistema linear esta expressdo corresponde a funcdo de
transferéncia.. Por exemplo, para os parametros. M; = 8 Kg, M, = 1 Kg, K= 2x10° N/m e

Bn = 10* Ns/m, a Figura 3.24 mostra o correspondente tracado de Nyquist.
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0.00E+00 2.00E+03 4.00E+03 6.00E+03
0.00E+00 ‘ ‘

w=5

-5.00E+04 +
-1.00E+05 +
Im

-1.50E+05 +

-2.00E+05 +

-2.50E+05 -~

Fura 3.24
Funcdo —1/N(w) para sistema de duas massas com flexibilidade (M, =8 Kg, M, =1Kg,
Km = 2x10” N/m, By, = 10* N/m).

3.3.4 Algumas consider acBesrelativas aos resultados obtidos através da b

A motivacdo que levou a utilizacdo da FD no estudo das subseccfes anteriores € que
este método estd pouco explorado para sistemas dindmicos ndo lineares. Deste modo
estudaram-se os sistemas CEV's e massas com atrito, folgas e flexibilidades através deste
método. A Figura3.25 representa o sgnificado matematico da nocdo de FD de um

elemento ndo linear dindmico ou estatico.

Y, cos(wt + ¢, ) +Y, cos(2mt + ¢, ) +...
—

acos(wt) Elemento

N&o Linear

Elemento N&o Linear:

e sem armazenamento de energia= N = N(a)

e com armazenamento de energia= N = N(a,m)
Fura 3.25

Significado matemético da FD de um elemento ndo linear.

Um sistema de controlo em malha fechada com controlador representado pela sua

FD (N) e comuma plantalinear dada por G(jw) tem a seguinte equagdo caracteristica:
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1+ NG(jo)=0 < G(jo)=-1/N (3.27)

O esguema com vista a caracterizagdo dos ciclos limite encontra-se exemplificado na

Figura 3.26.

Im
Tragado de Nyquist

000
a—~ _—1N G(j) Re

A — ciclo limite instavel
B — ciclo limite estavd
a—0 A

0—0
Fyura 3.26
Aplicacdo da FD na caracterizac&o de ciclos limite no tragcado deNyquist.

A abordagem utilizada no estudo de sistemas com atritos, folgas e flexibilidades foi a
de utilizar a funcéo —1/N dos sistemas a controlar e a FD (N) dos controladores. Deste
modo, como 0s Sistemas podem ser aproximados por um de segunda ordem (por terem uma
dindmica dominada por uma massa) resulta uma atenuacdo dos harmonicos com frequéncia
superior a fundamental. Também, se estudou o contelldo harménico dos sinais de saida, 0
gue confirmou esta hip6tese. A Unica excepcao vem para 0 sistema de duas massas com
folga dindmica, € perto da unidade e folga h; elevada, pois a saida deixa de ter simetria de
meia onda. Nesse caso, 0s harmoénicos de maior ordem que a fundamental tém uma
amplitude que ndo é desprezavel, tornando assim o método da FD pouco credivel.

Nesta ordem de ideias, pode ser elaborada uma andlise qualitativa e quantitativa em
relacdo aos resultados obtidos com a FD dos controladores e da fungdo —1/N dos sistemas a
controlar. Assim, se existir uma interseccdo (no tracado de Nyquist) entre a FD do
controlador e a fungdo —1/N do sistema podera ocorrer um ciclo limite estdvel conforme se

estudara nas seccles seguintes.
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3.4 Simulagéo de sistemas com um gdl em controlo de posi¢do

Nesta seccdo apresentam-se varias experiéncias de controlo de posicdo de sistemas
com atritos, folgas e flexibilidades com vista a comprovar os resultados obtidos através do

método da FD em situacdes de ocorréncia de cidloslimite estaveis.

3.4.1 Sisemascom atrito

Considere-se 0 sistema composto por uma massa (M =9 Kg) com atrito viscoso
(B=0.5Ngm) e de Coulomb (K=5N) controlado por um agoritmo PID (Kp = 2000,
Kp = 130, K, =44250). Neste caso aresposta em frequéncia do controlador intersecta a
funcdo —1/N do bloco n&o linear no ponto a= 13 N e w = 15 rad/s.

A Figura 3.27 mostra a evolucao tempord da posicéo, x(t), e da saida do controlador
PID, F(t).

X (m) 10

F N
0.004

0.003 s.ﬂhﬂﬂnﬂf\ A
e imim it man IR D AWARARIWIWIDIY
o aeasasEERATATRIRVRVEVRVATAY
o U VUV VWYV VY

-0.003

-0.004 -15
15 16 17 18tempo (s)19 20 15 16 17 18tempo (s) 19 20

| 1
~———_|

L
—

Fura 3.27
Evolucdo temporal a posicdo, x(t), e da saida do controlador PID, F(t) (M =9Kg,
B=0.5Ngm, K=5N, Kp =2000, Kp = 130, K, = 44250).

A frequéncia da oscilacdo de x(t) € muito préxima da prevista a0 passo que a sua
amplitude tem um erro apreciavel. Isto deve-se ao facto de as duas curvas, G e —1/N, se
intersectarem quase perpendicularmente para as frequéncias e quase tangencialmente para
as amplitudes. Como o método da FD € um método aproximado, quanto mais proximo da
perpendicularidade for ainterseccéo das curvas maior € a precisao.

Introduzindo um atrito estético com Fy=6N e DV =0.0025 m/s (no modelo de

simulac@o de Karnopp) a saida, x(t), vem a divergir, ou sgja, 0 sistema torna-se instavel. Se
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isto vem de acordo ou ndo com o método da FD é muito dificil de analisar, pois para ndo
linearidades gque tenham FD independente da frequéncia ainda existem métodos analiticos
para resolver este problema (Atherton, 1975; Ogata, 1970). No entanto para este caso sO
através do método tentativa-erro consegue-se concluir da estabilidade/instabilidade do ciclo

limite.

3.4.2 Sistemas com folgas

Considere-se 0 sistema composto por duas massas (M; = 8 Kg, M, = 1 Kg) com folga
(h, =0.00018 m e € =0.5) controlado por umadgoritmo PID ( Kp=2020, Kp =100,
K, = 22492). Para os parametros adoptados —1/N e G(jw) intersectam-se no ponto a= 13 N
ewn=15rad/s.

A Figura 3.28 apresenta o gréfico da evolucdo temporal da posicéo, x(t), e da saida
do controlador PID, Fy(t).

0.0008 (M 15 R0
ooo M A L
SinARIvARARARINI mANANANE! L VL
LN AIRIAVATRTRIAVATRIRTAT S RTAVAIR] VL
ool JHANHHRHAA Y
oo 5 6 7 gtermpo (s)o 10 e 5 6 7 gtenpo (s)9 10
Fyura 3.28

Evolucdo temporal a posicdo, x(t), e da saida do controlador PID, F,(t) (M;=8Kg,
M, =1Kg, h; =0.00018 m, € = 0.5, Kp = 2020, Kp = 100, K, = 22492).

Como se pode verificar, a frequéncia da oscilacdo é muito proxima da prevista ao

passo que aamplitude tem um certo erro.
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3.4.3 Sistemas com flexibilidade

Consdere-se 0 sSstema composto por duas massas (M;=8Kg, M,=1Kg)
interligadas por uma mola (K,=2x10"N/m) com coeficiente de amortecimento
(Bn= 10" Ngm) controlado através de um algoritmo um PID (Ke= 2025, Kp =95,
K, =2271165). Os parametros do controlador foram calculados paraaresposta em
frequéncia deste intersectar a funcdo —1/N do bloco com flexibilidade no ponto de
frequéncia w=15rad/s. A Figura3.29 apresenta o gr&fico da evolugdo tempord da

posicao, X (t), e dasaidado controlador PID, F,(t).
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-0.0001 . . ; — . -15 . . ; A .
Fura 3.29

Evolucdo temporal a posicdo, x(t), e da saida do controlador PID, F,(t) (M;=8Kg,
M, = 1 Kg, K= 2x10" N/m, B, = 10* Ns/m, Kp = 2025, Kp, = 95, K, = 2271165).

A frequéncia da oscilagdo é muito préxima da prevista, enquanto que a amplitude ndo
pbde ser prevista, porque as respostas em frequéncia dos dois sistemas lineares sao

independentes da amplitude.

3.5 Controlodeposicdo do robot 2R com atrito, folgas e flexibilidade nos eixos

Nesta seccdo apresentam-se varias experiéncias do robot 2R com ndo linearidades
(atrito e folgas) e flexibilidade nas juntas. A aplicacéo desse procedimento a robots de maior
nimero de gdl (e.g. o robot Stanford), (Y oshikawa, 1990) é andloga e testes ja efectuados

conduzem a conclusdesidénticas.
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J

Im

Fyura 3.30
O robot 2R idedl.

Nesta ordem de ideias, a dindmica de um robot ideal com n juntas rigidas e n ligacGes

rigidas € dada pela seguinte expressdo (Asada e Slotine, 1986):
T =H(q)d+c(q,q) +9(a) (3.28)

onde t é o vector dos binarios de entrada, de dimensdo nx 1, g € o vector das coordenadas
das juntas, de dimensdo nx 1, H(q) é a matriz de inércia, de dimensdo nx n, c¢(q,q) €0
vector dos termos centrifugos/Coriolis, de dimensdo nx 1 e g(q) é o vector dos efeitos
gravitacionais, dedimensdo nx 1.

Para 0 manipulador 2R ideal (i.e. sem apresentar quaisguer fendmenos adicionais nos

eixos), (Figura 3.30) adinamica € dada pel as expressies.

(M +m)r?+mr’+  mr,°+mnr,C,
H(q) = [ +2Mr2Cp + Jim + Jig (3.29)

2 2
ranZ + rn’zrerCZ ranZ + ‘JZm + JZg
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) A
c(q, q) _ |:_mzr1rzszq2 - 2rr‘12£1r282q1q2:| (3.29b)
m,rr,S,q,
o(q) = |:g(rnlrlcl +mynC +mr,Cy, ):| (3.29¢)
gm,r,Cy,

onde C =cogq ), G =cos(q +q1), § =sdn(q).

Os valores numéricos utilizados parao robot 2R est&o indicados na Tabela 3.1.

i m (Kg) ri (m) Jm (Kgm?) — Jg (Kgn?)
1 05 1.0 10 4.0
2 6.25 0.8 1.0 4.0

Tabela 3.1 Par@metros do robot 2R.

As aproximagbes usadas para calcular aFD de cadajunta do robot 2R s&o:
e apenas se consideram osefeitos inerciais da dindmica;
e gpenas se consdera a parte constante dos elementos diagonais da matriz de
inércia.
Consequentemente, as juntas sdo consideradas ‘ desacopladas’, e € possivel calcular as

FDs individuais separadamente para cada articul acéo.

3.5.1 Robot com atrito nos eixos

Nesta subseccdo apresenta-se a smulagdo do robot 2R com atrito nas juntas
controlado por PIDs descentralizados (isto €, com um controlador por junta). Considera-se
0 modelo de atrito de Coulomb mais viscoso (logo com Fy, =0 Nm, DV = 0 rad/s) em cada

junta do robot com os parametros indicados na Tabela 3.2.

Juntai Ki (Nm) Bi (Nms/rad)
1 5 0.5
2 5 0.5

Tabela 3.2 Par@metros do atrito ndo linear nos eixos do robot 2R.
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Com este tipo de atrito a FD do robot 2R pode ser obtida aproximadamente como se
referiu anteriormente, isto &, considerando as inércias Jy; = 15.75 Kgnt e J», = 9 Kgm? para
calcular —1/N para as articulacdes 1 e 2. Esta funcdo € do mesmo tipo da calculada para o
sistema massa-atrito da seccdo anterior, adaptando apenas as grandezas e as varidvels para
sistemas em movimento rotacional. Assim, a funcdo —1/N para o eixo 1 € andloga a para o
€iX0 2 que esta representada na seccdo anterior. Deste modo, calculou-se as constantes dos
controladores PID de modo a ocasionarem ciclos limite (a=13Nm, o= 15rad/s) no
sistema (Kp; = 6462, Kp; = 2300, K;; = 621180 para o eixo 1 e Kp, = 3695, Kp, = 2000,
K= 509385 para 0 eixo 2). A Figur8.31 representa a evolucdo tempord das

coordenadas das juntas q; e 02, bem como osbinérios (T; e T2) respectivos para este sistema.
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Fura 3.31
Evolucdo tempora das variaveis do robot 2R em situacdo de ciclo limite (Kp; = 6462,
Kp1 = 2300, K|, = 621180, Kp, = 3695, Kp, = 2000, K|, = 509385).

Como se pode observar nos graficos anteriores, a frequéncia de oscilagcdo foi prevista
com significativa exactiddo, embora g, ndo tenha um comportamento regular que se possa
considerar exactamente como um ciclo limite estéavel. Introduzindo atrito estético
(FH=6 Nm, DV = 0.0025 rad/s) e mantendo os restantes parametros os ciclos limite de

ambas as articulagbes tornam-se instaveis.
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3.5.2 Robot com folgas nos eixos

Nesta subseccéo apresentam-se 0s resultados obtidos na simulag&o do robot 2R com
folgas nas juntas, controlado através de PIDs descentralizados. Assim, considere-se o

modelo de folga dindmica aplicado a cada junta do robot, com os pardmetros da Tabela 3.3.

Juntai £ hy; (rad)
1 0.5 0.00018
2 0.5 0.00018

Tabela 3.3 Parametros da folga dindmica nos eixos do robot 2R.

A FD do robot 2R com este tipo de folga pode ser obtida aproximadamente
adoptando os valores Jy; = 14.75 Kgn?, Jim= 1 Kgn?, J» = 8 Kgm? e Jon = 1 Kgn. Estes
valores sdo utilizados para o efeito resultando numa funcdo —1/N para cada eixo. Esta
funcdo é igual a calculada para o sistema massas com folga dindmica da seccdo anterior,
adaptando apenas as grandezas e as variavels para sistemas em movimento rotacional.
Assim, afuncdo —1/N para 0 eixo 1 € analoga a para 0 eixXo 2 e esta ja esta representada na
seccdo anterior. Deste modo, calculou-se as constantes dos controladores PID de modo a
ocasionarem ciclos limite (a =13 Nm, o = 15 rad/s) no sistema (Kp; = 3531, Kp; = 20000,
Ki1 = 4499961 paraoeixo 1 e Kp, = 2018, Kp, = 2000, K|, = 449973 para 0 €iX0 2).

A Figura3.32 representa a evolucdo tempord das coordenadas das juntas g; e 0p,
bem como os binarios nos eixos (1 e 1,) do robot respectivos para este sistema.

A frequéncia de oscilacéo de q, foi prevista com significativa exactiddo, enquanto que

para g, e para os binérios resulta um ciclo limite afrequéncia do controlador (f. = 10 kHz).
3.5.3 Robot com flexibilidade nos eixos
Nesta subseccdo apresenta-se a simulagdo do robot 2R com juntas flexiveis e

controladas por PIDs. Assim, considere-se 0 modelo de massas com flexibilidade aplicado a

cada junta do robot, com os parametros da Tabela 3.4.
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15rad/s) no sistema

(Kpp = 3544, Kp; =15000, K3 = 5624625 para o eixo 1 eKp, =2025, Kp, = 15000,

K2 = 5624805 parao e xo 2).

tempo (s)
2x10’

de ciclo limite (Kp; = 3531,
2x10’

Koz = 20000, K,; = 4499961, Kg, = 2018, Ko, = 2000, K, = 449973).
Koi (Nm/rad)

~

acdo

10*
10*

Tabela 3.4 Parametros das juntas flexiveis do robot 2R.

By (Nms/rad)

adaptando apenas as grandezas e as variaveis para sistemas

tempo (s)
anterior,

Junta i

A FD (neste caso, simplesmente a funcdo de transferéncia) do robot 2R com

flexibilidade pode ser obtida com os pardmetros Ji = 14.75 Kgn?, Jim= 1 Kgn?,
J» = 8Kgm® e Jon= 1 Kgn?. Estes valores s30 utilizados para o efeito resultando numa
A Figura3.33 representa a evolucdo tempord das coordenadas das juntas g; e 0p,

estando esta ja esta representada na seccdo anterior. Deste modo, calculou-se as constantes

funcdo —1/N para cada eixo. Esta funcéo € igual a calculada para 0 sistema massas com
em movimento rotacional. Assim, a fun¢do —1/N para o eixo 1 € andloga a para 0 eixo 2

bem como os binarios nos eixos (1 e 1,) do robot respectivos para este sistema.

dos controladores PID de modo a ocasionarem ciclos limite (o

Evolucdo tempora das variaveis do robot 2R em situ

flexibilidade da secc¢éo
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Evolucdo tempora das variaveis do robot 2R em situacdo de ciclo limite (Kp; = 3544,
Kp1 = 15000, K|; = 5624625, Kp, = 2025, Kp, = 15000, K|, = 5624805).

Como se pode observar a partir dos gréaficos, a frequéncia de oscilagdo foi prevista
com uma exactiddo significativa. No entanto, 0 sistema encontrase muito perto da
instabilidade, pois é muito dificil de encontrar um ciclo limite estével para este sistema pelo

método de tentativa-erro.

3.6 Conclusbes

Neste capitulo estudou-se, através do método da FD, o controlo de sistemas
robéticos com ndo linearidades nas juntas (atritos e folgas) e flexibilidades. Os
controladores apresentados foram CEVs e PIDs, tendo-se calculado as FDs dos CEVs
definidos neste trabalho. Calculou-se, também, a FD e o contelido harménico da resposta a
entrada sinusoidal dos sistemas ndo lineares apresentados. Verificou-se que os sistemas
massa com atrito ndo linear e de duas massas com folga sdo inerentemente ndo lineares,
enguanto que o sistema de duas massas com flexibilidade de 1 gdl é um sistema linear
apesar de o de 2 gdl ou superior ndo ser devido ao acoplamento dindmico. Os sistemas

foram controlados com PIDs sintonizados a partir do raciocinio do método da FD e os
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resultados foram coerentes com a previsdo, sendo o sistema mais dificil de controlar o com
folga dindmica com coeficiente de restituicdo elevado.

Neste capitulo, ndo foram totalmente explorados os CEVs por se entender ser
desnecessario. No entanto, serdo utilizados nos capitulos seguintes onde se empregara
também os resultados obtidos da sua FD na andlise de estabilidade de sistemas roboticos

mais complexos.
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4 Analise dinamica do controlo hibrido
posicao/for ca derobots

Neste capitul o estuda-se o controlo hibrido posicéo/forca de manipuladores robéticos.
Este dgoritmo de controlo é necess&io em traba hos que envolvam um controlo de posi¢éo
segundo certas direccdes do espaco de trabalho e um controlo da forga de contacto entre o
orgdo terminal do robot e a superficie restricdo nas restantes direcgdes. Como exemplos de
aplicacéo podem apontar-se a rebarbagem, a montagem, a soldadura por pontos, a moagem,
0 seguimento de contornos de pecas em processos de fabrico e outros. Para os
subcontroladores de posicéo e de forca séo adoptados sistemas de estrutura variavel devido
a sua grande robustez nomeadamente face aos controladores lineares convencionais. No
tocante a superficie restricéo, esta é modelizada, no contacto, por um sistema mola-massa-
-amortecedor ou, aternativamente, por duas molas e um amortecedor.

Nesta ordem de ideias, na seccéo 4.1 faz-se uma resenha bibliogréfica dos principais
artigos existentes nesta &rea. Nas seccdes 4.2 e 4.3 apresentam-se, respectivamente, a
descricdo do sistema robot/ambiente e do controlador hibrido posicéo/forca. Na seccéo 4.4
apresenta-se a resposta tempora do sistema para varios controladores de posicdo e de
forca. De seguida, na seccdo 4.5 estuda-se a resposta em frequéncia do sistema para varios
parametros dos controladores e do sistema robot/ambiente e compara-se 0 comportamento
do sistema classico com uma modificacéo através de uma matriz pseudo-inversa. Na seccdo
4.6 andlisa-se a zona de estabilidade do sistema em funcdo dos parémetros da superficie
restricdo. Na seccéo 4.7 calculam-se as respostas do sistema com duas modelizacdes

distintas da superficie restricdo e quando se adopta um controlo por multifrequéncia. Na
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seccdo 4.8 estudam-se as respostas para robots com atritos ndo lineares, com folgas e com
flexibilidades nas juntas. Na seccdo 4.9 considera-se o fendmeno de impacto do robot com a
superficie restricdo. Na seccdo 4.10 estuda-se de uma forma abreviada a adopcdo de
controladores de ordem fraccionéria nas malhas de posicéo e de forca em dternativa aos
sistemas de estrutura varidvel. Por Ultimo, na seccdo 4.11, apresentam-se as conclusdes

principais que decorrem dos estudos efectuados.

4.1 Introducéo

No principio dos anos oitenta foram publicados os primeiros trabalhos sobre o
controlo de movimento acomodativo (compliant) de manipuladores roboticos. Um trabalho
gue marcou O aparecimento de uma nova geracdo de algoritmos de controlo de
posicdo/forca é o artigo de Raibert e Craig (1981). Nesse estudo com um robot RP
demonstra-se que é exequivel o controlo, estéavel e desacoplado de posicéo e de forca, com
manipuladores roboticos. Pela mesma atura foi também publicado um trabalho de Mason
(1981) que apresentou um estudo formal sobre casos de manipulacdo envolvendo
movimentos acomodativos. As tarefas séo definidas como consistindo em restrigdes naturas
(impostas pela geometria do meio ambiente) e restricdes artificiais (originadas pelos
objectivos do controlo).

Em 1985, Zhang e Paul reduziram a carga computacional do controlo hibrido
posicdo/forca (CH) diminuindo o nimero de operacOes efectuadas em tempo real. O
algoritmo foi conseguido fazendo algumas simplificagdes no CH de modo ao controlo ser
efectuado no espaco operacional, ndo necessitando assm de redlizar os célculos da
cinemética directa de um modo separado, isto €, fazendo o produto de varias matrizes
algebricamente de uma sO vez. Além disso, se as entradas (posicdo e forca) forem
conhecidas previamente, é possivel reduzir ainda mais o peso computacional, pois varios
calculos podem ser realizados de antemao (off-line).

Em 1987 Hollerbach e outros investigadores (1988) implementaram o CH num robot
de actuacdo directa (direct-drive) com juntas rotacionais e verificaram que existiam
problemas de estabilidade. Estes problemas foram estudados e chegou-se a conclusdo que
eram originados pelas transformactes cineméticas efectuadas no algoritmo de CH e que ndo
apareciam no robot RP adoptado por Raibert e Craig (1981). Posteriormente, em 1989,

Zhang estudou mais profundamente o problema utilizando o modelo de espaco de estados
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do sistema global. Zhang verificou a existéncia de zonas estaveiginstavei s de funcionamento
gue dependiam do ponto de funcionamento do robot 2R. Estes problemas foram resolvidos
por Fisher et al. (1992a, 1992b, 1992c), substituindo parte da transformacéo cinematica, na
malha de controlo de posi¢éo do CH, por uma transformacéo estavel. Este algoritmo utiliza
a técnica de pseudo-inversdo de matrizes (Doty et al., 1993) e foi provado ser sempre
estavel para qualquer ponto de funcionamento e para qualquer manipulador.

Abbati-Marescotti et al. (1990) publicaram também um trabalho no qual propuseram
uma modificacdo do CH através da qual toda a parte de controlo de posicdo é
reestruturada. Esta estratégia proporciona uma formulacdo correcta das tarefas pois a
proposta inicial de Mason (1981) tinha problemas de inconsisténcia dimensional na
transformacdo cinematica de coordenadas. Deste modo, é conseguida uma consisténcia
dimensional através de um filtro ‘cinestatico’, isto é, adoptando os modelos cinemético e a
estatico do sistema na malha de controlo de posi¢cdo do CH.

Existem vérios trabalhos que focam as vantagens e os inconvenientes dos varios tipos
de controlo acomodativo de robots, dos quais o CH é um caso particular. Nesta
perspectiva, devem referir-se os estudos de Khatib (1987) em que se abordam os algoritmos
de controlo de forca de manipuladores robéticos no espago das tarefas de uma forma
generalizada. Deve também mencionar-se Whitney (1987) que faz uma resenha dos
principais algoritmos de controlo acomodativo apresentados até a altura. Paralelamente ao
controlo explicito de forca (isto €, onde é utilizado um sina de referéncia de forca) e
desenvolveu-se também o controlo de impedancia (Hogan, 1985; Pelletier e Doyon, 1994;
Liu e Goldenberg, 1994). Neste segundo tipo de algoritmo pretende-se controlar a relacéo
dindmica entre a posicdo do 6rgdo terminal do braco e a forca por este exercida no
ambiente através da sua impedancia mecanica.

Mais recentemente, na década de noventa, foram publicados vérios trabalhos que
estudam em pormenor 0 CH e os varios tipos de controlo acomodativo. Desta forma, a
seguir sdo referidas algumas contribuicdes importantes no que respeita a investigacdo
realizada nesta &rea. Jankowski e EIMaraghy (1992) estudaram o desempenho do CH, para
robots rigidos e para robots com juntas flexiveis, tendo em conta a existéncia de atrito na
superficie restricdo. O controlador utiliza a din@mica inversa do robot e observadores de
estado para obter outros sinais complementares dos medidos pelos sensores (i.e. forgca no

pulso e velocidades e posicoes das articulagdes e veios dos motores). Estes investigadores
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utilizam um algoritmo que é comutado de acordo com o ponto de funcionamento do
sistema, isto €, dependendo do atrito estético e de deslizamento-paragem.

Em 1993, Volpe e Khoda analisaram 0 “estado da arte” do controlo explicito de
forga, baseado em posicéo e em forca, e compararam a estabilidade dos diversos algoritmos
propostos tomando em conta o tipo de controlador e o modelo do ambiente. Estes
investigadores chegaram a conclusdo que a accdo integral, no controlador de forca
explicito, € muito importante porque permite um bom seguimento de tragjectérias de forca.
Por seu lado, Paromtchik et al. (1994) desenvolveram um CH com um CEV na malha de
controlo de forca, sendo todo o controlo levado a cabo nas coordenadas do espaco das
tarefas. O controlador permite atingir e mantém o sistema nas hipersuperficies de
comutacdo que consistem em variaveis internas do controlador de forca. A estabilidade do
sistema e a existéncia do modo de dedlizamento sdo demonstradas através do segundo
método de Liapounov.

Volpe e Khoda (1994) estudaram as exigéncias computacionais, em termos de
hardware/software, na implementacéo de estratégias de controlo de forca (explicitas e de
impedancia). Os resultados obtidos demonstram a importancia da consideracdo completa
dos detalhes de implementacdo necess&rios para o controlo de forca de manipuladores
robéticos. As conclusdes revelam que a accdo integral no controlador tem um papel
importante pois filtra o ruido do sinal de forca e que a rotina de interrupcéo, para servico
desse sinal, deve ser eficiente a fim de possibilitar frequéncias de amostragem superiores.
De um modo geral, as técnicas de controlo acomodativo de robots tém um melhor
desempenho com sinais dos sensores contendo pouco ruido e quando processados
rapidamente.

Kwan (1995) desenvolveu um CH considerando a dindmica dos actuadores e usando
uma abordagem mista (adaptativa/estrutura variavel). Esta estratégia permite que, quando o
sistema esta no modo de dedlizamento, os erros de forga, de posicéo e de velocidade se
aproximem de zero independentemente da incerteza dos parametros do modelo do sistema.
Deste modo, 0 método apresentado € robusto relativamente as incertezas paramétricas
presentes no sistema. Verificase que a consideracdo da dindmica dos actuadores é
fundamental no regime transitorio sendo, contudo, desprezavel em regime permanente.

Abou-El-Ela (1995) propés o controlo adaptativo de bracos em movimento
acomodativo utilizando algumas smplificacbes no mode o do sistema, nomeadamente tendo

em conta as propriedades especificas das tarefas de contacto e que facilitam a adopgdo de
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controlo de forca (entre os quais o CH). As simplificagdes utilizadas consistem no
desacoplamento da dindmica do robot em relagdo as suas coordenadas generaizadas,
permitindo assim o desenvolvimento de controladores descentralizados.

No trabalho de Sabanovic et al. (1996) sdo explorados algoritmos de controlo
acomodativo de estrutura variavel sem a existéncia de frequéncia de oscilagdo (chattering).
Estuda-se o controlo de posicéo, de impedancia e de forca considerando a dindmica dos
actuadores. A superficie de deslizamento é definida de um modo especifico para cada modo
distinto de controlo (isto é, para 0 seguimento de posicéo, para o controlo de impedancia e
para o controlo de for¢a) mantendo-se o controlador 0 mesmo em todos 0s casos.

Siciliano e Villani (1996a) realizaram um controlador de posicéo/forca de robots com
preponderancia da accdo de controlo de forca sobre a accdo de posicéo. A superficie de
restricdo € modelizada por uma mola ideal. O controlo do movimento ao longo das
direccbes do espaco das tarefas ndo restringidas € assegurado e, no caso de o modelo
dindmico ndo ser conhecido, com exactiddo, o esquema € adaptativo em relacdo aos
pardmetros da dinamica. Posteriormente Siciliano e Villani (1996b) adoptaram o mesmo
modelo para a superficie restricdo sem ser necessario obter as medidas das velocidades das
juntas. Esta possibilidade deve-se ao facto das velocidades serem obtidas numericamente,
através de um filtro, a partir da saida dos codificadores Opticos que realizam a transducdo
da posicdo das articulagdes. Este agoritmo, considerado também um controlador
posicéo/forca, utiliza um subcontrolador PID de posicao/forca.

Deste modo, pode concluir-se que os algoritmos de controlo de posicéo/forca estéo a
ser objectivo de intensa investigacdo, faltando no entanto trabalhos com experiéncias
préticas que demonstrem a utilidade destes trabalhos na vida real. Note-se também que, sob

o0 ponto de vista tedrico, este problema estdainda numa fase embrionaria.

4.2 Descricdo mateméatica do robot e do ambiente

Nesta seccdo apresentam-se 0s modelos dinamicos do robot e da superficie restricdo
(i.e. do ambiente).
A equacdo dindmica de um robot ideal, com n articulacbes, interactuando com o

ambiente é dada por:
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T=H(@)g+c(q,q) +9(q) - IT(q)F (4.1)

Nesta expressao T € o vector, de dimensdo n x 1, dos binarios de entrada, g é o vector, de
dimensdo n x 1, das coordenadas generalizadas, H(q) é a matriz de inércia, de dimensdo

nxn, c¢(q,q) € o vector dos termos centrifugos/Coriolis, de dimensdo nx 1, g(q) € o

vector dos efeitos gravitacionais, de dimensdo nx 1, J'(q) é a matriz transposta do
Jacobiano, de dimensdo nx m e F é o vector da forca que o ambiente exerce no 6rgéo
terminal do robot, de dimensdo mx 1. O pardmetro m representa a dimensdo do espaco de
trabalho e pode estar compreendida entre 1 e 6 pois € possivel englobar em F os momentos
exercidos pelo ambiente no 6rgéo terminal do robot. Neste estudo adopta-se como sistema
‘protétipo’ um robot 2R e uma superficie restricdo obligua com uma inclinagdo segundo o
angulo 6 indicado naFigura4.1.
A dinémicado robot é dada por:

(Mm+m)’+mr*+  mr,+myrr,C,

H(Q) _ | +2myrrC, + Jy, + ‘Jlg (4.28)
mzr22 + mzrlrzcz mzr22 + ‘]Zm + ‘JZg
) PN
o(,q) = |:_mzr1rzszq2 - 2rr‘12£1r282q1q2:| (4.2b)
mr.r,S,d,
o(q) = |:g(rnlrlcl +myrC, +myr,Cy, ):| (4.2c)
gm,r,Cy,
.S — C C
1) = [ W58 Gt ] (4.2d)
_r2812 r2(312

onde C =cogq ), C; =coq, +4;), § =sin(q), S, =sin(g; +q;).

4 Andlise dinAmica do controlo hibrido posi¢ao/forca de robots 4.6




Superficie Restrigdo

Fura4.l
O robot 2R ideal e a superficie restricéo.

Os valores numéricos utilizados para o robot 2R ideal estéo indicados na Tabela 4.1.

i m (Kg) ri (m) Jim (Kgn) Jig (Kgnr)
1 05 1.0 1.0 4.0
2 6.25 0.8 1.0 4.0

Tabela4.l  Os parametros do robot 2R ideal.

O contacto do robot com a superficie restricdo € modelizado por trés parametros. a
massa M da superficie no ponto de contacto, o amortecimento B e a constante de
elasticidade K de acordo com a equacéo diferencial (4.3). Na Figura4.2a) representa-se o
sistema mecanico correspondente a este modelo. Alternativamente serd adoptado um
segundo modelo (Fig. 4.2b) com dois graus de liberdade com duas molas e um coeficiente
de amortecimento segundo a expressao (4.5). Nas experiéncias considera-se que o robot

esta sempre em contacto com o ambiente apos a ocorréncia do impacto.
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Fura4.2

Modelos alternativos da superficie restricéo.

O dgistema de coordenadas Cartesiano Uutilizado no espaco das tarefas esta

representado na Figura4.3.

Yc

Fura4.3

Sistema de coordenadas no espaco das tarefas.

Nesta ordem de ideias, 0 sistema robot/ambiente é descrito pelas equactes.

Fr. = Mc +BXc + K(Xc = Xo) (4.3)
Xeo =T, SN0 —0,,) +1,9N(0 -0,y —y) (4.49)
X. =rsn®-q,)+r,sn(0-qg, —q,) (4.4b)
Xe =—1,G; CoS(0 - 0,) —1,(¢; +d,)cos(6 — g, — ) (4.4¢)

Xe =—1,0, COS(G—ql) - rZ(ql + qZ)COS(G— g, — qz) -

—r,g?sin(6-q,) - 1,(6, +¢,)° Sn®-0a, —q,) (4.4d)
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F, =—F, sn(B) (4.4e)

F, = F,_ co(6) (4.49)

Fo =KX+ Ky(% —x,) (4.53)

X, = KZ(Xé_ Xz) (4.5b)
2

X, = X — Xgo (4.5¢0)

A varidvel g representa o valor de g (i =1, 2) parat =0 s supondo que o sSistema
esta em repouso (isto €, que o robot estd em contacto com a superficie restricdo e que

F=0).

4.3 Descricdo do controlador hibrido posicao/forca

Nesta seccdo apresenta-se a estrutura geral do algoritmo de CH de acordo com o

diagramade blocos do CH daFigura 4.4.

Y - 5 :
o J s ] (3T 1 Ies
A 7l | ] Controlador :
Y - q de Posicdo :
cd Ve s 3.7 |_*5 :
FeN | | | :
T 5

JJ: Robot

+ e

T Ambiente
g

i
I-s Jo' T

Fe +%\_ I = SH JoT ITi ngtlr:grﬁor
F
Fura4.4
Diagramade blocos do CH.

Para 0 manipulador adoptado neste capitulo (i.e. o robot 2R) as transformactes

cineméticas consistem nas equactes (4.6). A matriz | é a matriz identidade (de dimensdo
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nxn) e a matriz de seleccdo S € uma matriz diagonal (de dimensdo n x n) com elementos
iguais a um nas direcgbes controladas em posicéo e zeros nas direccdes controladas em
forca

Nas experiéncias com o robot 2R vem n = 2 e pretende-se controlar aforca segundo a

direccdo de Xc e aposcao na direccdo de yc. Assim resultam as expressoes.

00
S:[ ] (4.69)
0 1
M=t [ Jea _.’“2] (4.6b)
JCllJCZZ - JClZJCZl _JCZl JCll
J (q) _ |:_r1 COS(G - ql) - r2 COS(G - ql - qz) _rz COS(G - ql - qz):| (4 60)
© rlsin(e_ql)+r25in(e_q1_q2) rzsm(e_ql_qz)
det[J . (a)] = r,r, sin(a,) (4.6d)
=r,sn(0— in(0—qg, —
AC: {XC _rlsn( ql)+r28n( ql q2) (469)
YC - rl COS(G - ql) + r2 COS(G - ql _qz)
F=F, (4.60)
- 0-— - 0-q, — 0
JE(CI)U _ S) — |: r.l COS( ql) r.2 COS( ql q2) ] (469)
_rz COS(G—ql _qz) 0
0 0-q, —
Jo(a)S= ;[ "2 0506, ~ o) ] (4.6h)
rr, sm(qz) 0 -r,cos(6-q,)—r,co80-0q, —q,)

Quando xco < 0 tem que seter em atencdo o0 seguinte procedimento naimplementacdo
do algoritmo apresentado:
e Paravisualizar aevolucdo tempord daforcaF, fazer F — —F;
o Fazer Fr — —Fg (referénciade forca);
e Nadinamicali.e. naparte J'(q)F] n&o alterar nada.

Devido a instabilidade do CH, verificada por An e Hollerbach (1987b), a
transformac@o cinemética J'S pode ser substituida por uma formulagdo adoptando a

pseudo-inversa (ver Apéndice 4.A), conforme proposto por Fisher e Mujtaba (1992a):
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@)= 7 (473
0 Y
B*+y°
B:rlsin(e_ql)+rzsin(e_q1_q2) (4.70)
y=r,sn(0-q,-d,) (4.7c)

onde o indice superior + significa a operacéo de pseudo-inversio.

4.4 Respostatemporal do sistema com varios controladores de posicao e de

forca

Nesta seccdo so apresentadas varias simulagdes do CH com vista a analisar o seu
desempenho e a comparar aguns tipos de controladores de posicdo. Neste sentido, o
sistema robot 2R/ambiente é simulado através do método de integracdo numéricade Runge-
-Kutta de ordem quatro (Chapra e Canadle, 1990) a uma frequéncia de 100kHz e o
controlador hibrido adopta uma frequéncia de 10 kHz. Os sinais dereferéncia aplicados
tanto na entrada de posicdo (yc) como naentrada deforca (F) sGo degraus, respectivamente
de 0.1 m e de 1 N e os parametros da superficie restricdo sio M=0Kg, B=1Ngm e
K =100 N/m.

Numa primeira smulagdo ndo se consdera a correccdo da pseudo-inversa. O
controlador de forca consste num CEV com a estrutura indicada na Figura4.5. Os
parametros da superficie de deslizamento do controlador de forca utilizado nesta seccéo sdo

cs=025s'(i=1,2).

Accao de controlo
Superficie de dedizamento
o TTI TFmai
Tesi ! e
— Gi:Tfes+CFiITfesdt —H—
O, Tcev
—TFmaxi

Fura4.5

Diagramade blocos do CEV utilizado no controlo de forca.
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Para o controlador de posicdo adopta-se 0 esguema indicado na Figura4.6. Os
parametros da superficie de deslizamento do controlador de posicdo s30 Cm=25s™
(i=1,2).

Accao de controlo

Superficie de dedizamento

o T TPmaxi
Qesi t S
— : :KPi N | N

0, =04 +Cpr0Qy

G, Tcev

—TPmaxi

Fura 4.6
Diagramade blocosdo CEV utilizado no controlo de posicéo.

Na Tabela4.2 mostram-se os valores numéricos do bloco de accdo de controlo

utilizados nesta seccéo. O ponto de funcionamento do robot e da superficie restricdo é dado

por 6 = Qo = Qo = /2.

Eixol Kepi Kr Thmexi TFmaxi
1 10,000 100 1,000 1,000
2 10,000 100 500 500
Tabela4.2

Os valores numéricos do bloco de ac¢éo de controlo utilizados nesta secgéo.

Para uma entrada de forca nula e uma entrada de posicao yc(t) = ycot+0.1h(t—3) m,
onde yco Significa o valor de yc parat = 0 se h(t) € o degrau unitario de Heavyside, obtém-

-se osgréaficosdaFigura 4.7.
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1 h 1.08 /
0.5 /
0 I A\f"" 1.06 /
F(N) -0.5 U} v yC (m)1.04
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-3 0.98
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1575 V‘,N"““— 150
ql (rad) 157 === q2 (rad)
1.565 : y\
1.56 1.48
1.555 k’\
155 1.46 Y
1.545 1.44 S~
0 2 4 6 0 2 4 6
tempo (s) tempo (s)
b)
700 400
600
300
500
400 200
300 2 (N
Tl(Nm)200 12 (Nm)100
100 0 N
0 f \f\’\’ B
100 V{ '/\N\.vu—- -100
-200 -200
0 2 4 6 0 2 4 6
tempo (s) tempo (s)
c)
Fura4.7

Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de posicdo (0 = Qo = Co = /2,
M =0Kg, B=1Nsm, K=100 N/m): @) Forca e posi¢éo; b) Posicdes angulares do robot;

C) Binarios nas juntas.

Para uma referéncia de posicdo constante yc=Yyco € uma entrada de forca

F(t) = h(t-3) N, obtém-se os gréaficos da Figura 4.8.
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Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de forga (0 = Quo = Oo = 7/2,
M =0Kg, B=1Nsm, K=100 N/m): @) Forca e posi¢éo; b) Posicdes angulares do robot;

C) Binarios nas juntas.

Numa segunda simulacdo modifica-se ligeiramente o controlador de posicao

adoptando-se 0 esquema representado na Figura 4.9.
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Accdo de controlo
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Fura 4.9

Diagramade blocosdo CEV utilizado no controlo de posicéo para a segunda smulacgéo.

Neste caso trata-se de uma superficie de dedlizamento de segunda ordem com ac¢édo
integral. Esta estratégia ndo dtera a estabilidade do sistema e reduz o erro em regime
permanente da posicdo, como se vera pelos resultados desta segunda simulacdo. Assim,
nesta experiéncia sd se dtera a superficie de dedizamento deixando os demais parametros
inalterados. Os valoresde my, = 7.91 rads ™ (i =1, 2) e § = 1.74 (i = 1, 2) foram escolhidos
de modo a que o valor préprio dominante permaneca 2.5s*, ou segja, igua ao vaor da
primeira simulagéo.

As Figuras 4.10 e 4.11 mostram, respectivamente, os resultados da smulacéo para a

entrada de degrau de pos¢céo e paraa entrada de degrau de forca.
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Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de posicdo (0 = Qo = Co = T/2,
M =0Kg, B=1Nsm, K=100 N/m): @) Forca e posi¢éo; b) Posicdes angulares do robot;

C) Binarios nas juntas.
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Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de forga (0 = Quo = Oo = 7/2,
M =0Kg, B=1Nsm, K=100 N/m): @) Forca e posi¢éo; b) Posicdes angulares do robot;

C) Binarios nas juntas.

Numa terceira smulagdo adopta-se um novo ponto de funcionamento do robot e da
superficie restricdo (isto €, adopta-se 0 = 1/2, Quo = o = 151/36) mantendo o CEV de
posicéo da primeira simulacdo (Figura 4.6)
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As Figuras 4.12 e 4.13 mostram, respectivamente, a resposta do sistema a entrada de
posicdo em degrau e a entrada degrau de forca referidos anteriormente. Este ponto de

funcionamento vai ser utilizado também em seccdes posteriores.
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Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de posicéo (6 =m/2,
Oho = Oo = 15m/36, M =0 Kg, B=1Ngm, K =100 N/m): a) Forca e posi¢ao; b) PosicOes

angulares do robot; c) Bindrios nas juntas.
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Resposta temporal do CH para uma entrada de degrau de forca (6 =m/2,
Oho = Oo = 15m/36, M =0 Kg, B=1Ngm, K =100 N/m): a) Forca e posi¢ao; b) Posicoes

angulares do robot; c) Bindrios nas juntas.

Como se pode verificar pelos resultados desta seccdo, o0 sistema € robusto
relativamente ao ponto de funcionamento e o controlador de posicdo com accéo integral

reduz acentuadamente o erro de posicdo em regime permanente.
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45 Resposta em frequéncia do sistema e a correccao da pseudo-inversa

Neste paragrafo anadlisa=se 0 comportamento dindmico através da resposta em
freqguéncia em maha fechada do CH. Assm, na subseccdo 4.5.1 estudase o
comportamento do sistema para pontos de funcionamento distintos de forma a verificar a
sua robustez. Na subseccdo 4.5.2 apresenta-se a resposta em frequéncia em funcéo de
valores diferentes da massa e da mola da superficie restricdo. Por dltimo, na subseccéo
4.5.3, estuda-se 0 CH perto de pontos singulares com a formulagdo da matriz inversa

cléssica e com areformulacdo da matriz pseudo-inversa do and de controlo de posi¢éo.
4.5.1 Comportamento do CH através da respectiva resposta em frequéncia

A resposta em frequéncia € obtida através de dois métodos: excitando o sistema com
um sinal exponencial ou, aternativamente, por injeccdo de sinusdides nas entradas e
observacdo das saidas. Decidiu-se utilizar a resposta em frequéncia na andise de um sistema
ndo linear pois sdo muito limitadas as ferramentas de estudo deste tipo de sistemas. No
entanto, como se trata de um sistema em maha fechada, e como estes sigemas muitas vezes
apresentam um certo grau de linearidade, optou-se por verificar 0 seu comportamento para
peguenos snais de entrada através da sua resposta em frequéncia.

Para excitar o sistema aplica-se o0 sinal de entrada x(t) (4.8), onde A é a amplitude da
exponencial e A é a sua constante de tempo (Figura4.14). A partir de X,(t) pode-se obter a
resposta em frequéncia do sistema. Este método é mais rdpido do que o método de injeccdo

de frequéncias, mas em geral € menos exacto.

x (1) = All-e™)h(t) (4.8)
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Fura4.14
Evolucdo temporal do sinal de entrada x(t).

A transformada de Fourier vem (4.9):

X (joy=A - -1 4.9)
jo jo+A

Para calcular a funcdo de transferéncia para o sistema é necessario que as saidas do
sistema estabilizem ao fim det; segundos, sendo-lhe depois somado o snal auxiliar Ch(t—t;),
onde C é o valor da saida respectiva parat = t;. Deste modo, a transformada de Fourier da
saida é dada por (4.10):

t
X, (jo) = j x, (t)e “dt +_£e""”‘f (4.10)
0 Jo

Ent&o, arespostaem frequéncia (r.f.), H(jw), € obtida através de (4.11):

(4.11)

O célculo do integral na equacéo (4.10) é realizado numericamente, a frequéncia de

amostragem da saida de 1 kHz, utilizando uma constante de tempo do sinal exponencial
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com o valor A =100 s. Foram testadas vérias regras de integracdo numérica (Nakamura,
1991) entre as quais a regra de Simpson 1/3 a 1 kHz e a 10 kHz e a de Newton-Cotes 7 a
1 kHz sendo a primeira a que deu mel hores resultados.

Como 0s sinais das saidas sdo amostrados a 1 kHz, améxima frequénciaaqua se
consegue determinar numericamente € de 50 Hz devido a existéncia do fendmeno de
corrupcao espectral (aliasing) introduzida pela anostragem. Apesar destalimitacao, no teste
por injeccdo de sinusbides verifica-se que a maxima frequéncia de trabalho que o sistema
suporta sem ocorrerem instabilidades € de cerca de 10Hz. Logo, a frequéncia de
amostragem é suficientemente elevada para se poder determinar a resposta em frequéncia
do sistema por aplicacdo de exponenciais nas entradas na zona de frequéncias de
funcionamento estéavel do CH.

Apesar do sistema ser ndo linear, confirma-se que, na zona de funcionamento estavel

(e f e[O, 10] Hz), o CH tem um comportamento aproximadamente linear. Esta

propriedade deve-se a0 facto do sistema ndo-linear realimentados por controladores serem
robustos. Deste modo, dentro de uma cerca margem de exactiddo, a resposta em frequéncia
ndo depende das amplitudes das exponenciais ou das amplitudes das sinuséides de excitacéo
de entrada. Esta propriedadefol verificada experimentalmente por smulacéo.

Um outro pormenor a realcar tem a ver com as condicfes iniciais das variaveis do
CH. De facto, ndo se aplica o sinal exponencial as entradas no instante inicial de smulacdo,
mas somente passados trés segundos. Esta estratégia tem o objectivo de deixar o sistema
encontrar um estado de equilibrio antes do sinal de entrada ser aplicado. A resposta em
frequéncia obtida por este méodo € suficientemente fiavel e permite rdpida execucéo,
especidmente para baixas frequéncias, em comparacdo com o segundo método onde é
necessario um tempo de simulacdo muito superior.

Nesta seccdo utilizam-se CEV's adoptados na seccdo anterior. A ac¢do de controlo é
dada na Tabela4.2 e a superficie de dedizamento do CEV, damahade controlo de
posicdo, é o que tem a accdo derivativa e proporcional com cs =2.5s™ (i = 1,2). O CEV
da malha de controlo de forca consiste nas acgdes proporcional e integral na superficie de
deslizamento comcs = 0.25s™ (i = 1,2).

Num primeiro exemplo de céalculo da resposta em frequéncia do CH considere-se o
ponto de funcionamento 0 = /2, Qio = Q0 = 15m/36, K =100 N/m, B=1Nsme M = 0Kg

sem se utilizar a correccdo da pseudo-inversa no algoritmo de controlo. Além disso, utiliza-
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-se t; = 20 s, pois a0 fim deste tempo as saidas (yc e F) do CH estabilizam dentro de uma
margem de erro aceitavel. A frequéncia do controlador é de f. = 10 kHz. Neste exemplo
utilizam-se os dois métodos de excitacdo para comparar a sua eficécia.

Na Figura4.15 apresenta-se as resposta em frequéncia obtidas através da injeccdo de

sinusdides nas entradas (Ycq € Fq). O pardmetro a, na Figura 4.15, € o vdor daamplitude da

sinusoide.
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A \
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Fura4.15

Resposta em frequéncia em malha fechada do CH obtida através da injeccdo de sinusdides

(6 =m/2, Qo = Q20 = 151/36, M = 0 Kg, B =1 Ns/m, K = 100 N/m).

Na Figura4.16 mostra-se a resposta em frequéncia obtida através do método de

injeccdo de exponenciais. Note-se que consegue-se obter facilmente a resposta em
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frequéncia para baixas frequéncias, ou sgja, paraf <1 Hz.

em cada gréfico é aamplitude da exponencial A.
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O valor apresentado em legenda
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Resposta em frequéncia em maha fechada do CH obtida através da injeccdo de
exponenciais (6 = 1/2, Qio = Q0 = 157/36, M = 0 Kg, B =1 Ng/m, K = 100 N/m).

Verifica-se que a resposta em frequéncia obtida através da utilizacdo de exponenciais

€ credivel dentro de uma margem de erro aceitavel.

Vamos estudar agora um segundo ponto de funcionamento: 6 = 1/2, Qo = O = /2,

K=100N/m, B=1Ngm e M=0Kg. Na Figura4.1l7 apresentase a resposta em

frequénciado CH, obtida através dainjeccdo de exponenciais.
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Resposta em frequéncia em maha fechada do CH obtida através da injeccdo de
exponenciais (6 = 1/2, Qio = gz = w/2, K =100 N/m, B=1 Nsm, M = 0 KQ).

Verifica-se, em conclusdo, que o CH apresenta boas propriedades de robustez e de
linearidade. A frequéncia superior de corte do sistema para a superficie restricdo adoptada €

cercadef=4Hz.

4.5.2 Comportamento do sistema para valores variaveis dos parametros da

superficierestricéo e da frequéncia do controlador

De seguida estuda-se o comportamento do CH face a variacdo da massa M da
superficie restricdo. Assim, na Figura 4.18 apresenta-se a resposta em frequéncia do sistema
para M = 0.1 Kg. De notar a ressonancia que aparece a frequéncia mais elevada do que a
encontrada anteriormente para M = 0 Kg. Simulando novamente o CH para M = 0.15 Kg
verificase que o sstema diverge. Um factor de estabilizagdo do sistema consiste na
constante de amortecimento da superficie restrico B. Verificase que a medida que B
aumenta o sistema apresenta melhor estabilidade, embora sgja mais lento na resposta a

solicitacBes de forca. O parametro K (mola da superficie restricdo) tem pouca influéncia na
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estabilidade do sistema, pelo que o CH estudado é robusto face a variacBes deste
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Resposta em frequéncia em maha fechada do CH obtida através da injeccdo de

parametro.
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exponencials (0 =m/2, Qo= Qo =T/2,
fo =10 kHz.

K =100 N/m,

B=1Ngm, M =0.1Kg),

De seguida, consideraase M =0 Kg e estuda-se 0 comportamento da resposta em

frequénciado CH a variacdes de K (mola da superficie restricdo). Assim, nas Figuras 4.19 e

4.20 mostram-se respectivamente as respostas em frequéncia para K=1,000 N/m e

K = 10,000 N/m, mantendo os restantes parametros do CH.
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Resposta em frequéncia em malha fechada do CH (6 = /2, Quo = 020 = /2, K = 1000 N/m,

B=1Ns¢m, M = 0Kg), f. = 10 kHz.
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Resposta em frequéncia em malhafechada do CH (6 = n/2, Quo = 020 = /2, K = 10000 N/m,

B=1Ns¢m, M =0Kg), f. = 10 kHz.
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Das Figuras4.19 e 4.20, conclui-seque 0 aumento do vaor da constante de
elagticidade da mola da superficie restricdo se traduz no aumento da frequéncia de
ressonancia do sistema de CH.

Nesta seccdo analisa-se também, através da resposta em frequéncia, a influéncia da
frequéncia do controlador f. no desempenho do CH. Para o €feto, utilizam-se como
pardmetros da superficie restricdo K =1,000 N/m, B=1Nsm e M = 0Kg. Como se tem
adoptado até agora f. = 10 kHz, paraefeitos de comparacdo nas Fguras 4.21 e 4.22
adoptam-se, respectivamente, f. = 1 kHz e f. = 500 Hz.

1.00E+01 1.00E+03
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=—0.1m
1.00E-02 ‘ ‘ ‘ ! ‘ 1.00E-02 | | : | |
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0001 001 01 1 10 100
f (Hz) 0001 001 0l (hp) 1 10 100

1.00E-03 1.00E+01

| 1.00E+00 4/\
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F_ —4N LS
i 1.00E-05 IFl 1.00E:01 1 — N \
— N
1.00E-06 | \/ ; ; 1.00E-02 ; ;

T
0.001  0.01 0.1 10 100 0.001  0.01

1 0.1 1 10 100
f (Hz) f(Hz)

Fura4.21
Resposta em frequéncia em malha fechada do CH (6 = /2, Quo = 00 = /2, K = 1000 N/m,
B=1Ngm, M =0Kg), f.=1kHz.
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Fura4.22

Resposta em frequéncia em malha fechada do CH (6 = /2, Quo = 020 = /2, K = 1000 N/m,
B=1Ngm, M =0Kg), f. =500 Hz.

Das Figuras4.21 e 4.22 ndo se observam diferencas sgnificativas. Constata -se que
gue a frequéncia do controlador é insuficiente tornando deste modo o sistema instavel

guando f. desce parabaxo de 500 Hz.

4.5.3 Comportamento do CH perto elonge de pontos singulares

De seguida comparam-se as respostas em frequéncia do sistema, para o agoritmo
original e usando a formulacdo da pseudo-inversa. Neste sentido, as Figuras4.23 e 4.24
mostram as respostas em frequéncia do sistema, com ainversa classica e com a formulacdo
através da pseudo-inversa, para os sinais de entrada dycq = 0.005 m e 6F4 = 0.1 N, com 0s
parametros K = 400 N/m, B=1 Ngm e M = 0.03 Kg e para dois pontos de funcionamento
distintos (6 = 1/2, Qo0 = Q0 = 151/36 € 0 = /2, 1o = O, Qoo = 57/36).
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Fura 4.23
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IFal

1.00E+04
1.00E+03 N
1.00E+02
1.00E+01 + —— 0.005m com
inversa normal
1.00E+00 41 = 0.005m com
pseudo-inversa
1.00E-01 »~4 I I . . |
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0.001 0.01 10 100

0.1 1
f (Hz)

Resposta em frequéncia em malha fechada do sistema, com a inversa cléssica e com a

formulagdo da pseudo-inversa, no ponto de funcionamento 6 = 1/2, Qio = O = 157/36 e
K =400 N/m, B=1Nsm, M = 0.03 Kg, f. = 1 kHz.
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1.00E-01 + ’
= 0.005m com pseudo-inversa
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0.001 0.01 0.1 1 10 100
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10001 7 ——0.INcom
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[Yel
1.00E-03
1.00E-04 —~ \\
1.00E-05 t |
0.001 0.01 0.1f (H2) 1 10 100
Fura4.24

IFi
[Yeul

1.00E+04

1.00E+03

1.00E+02 +

1.00E+01 ¢ ——0.005m com
inversa nomal

1.00E+00 + = 0.005m com
pseudo-inversa

1.00E01 I I I . |

0.001 0.01 0.1f (Hz) 1 10 100
1.00E+02 -~ — 0.IN cominversa nomal
= 0.1N com pseudo-inversa
1.00E+01

1.00E+00 4/—¢Av7

1.00E-01
0.001

0.01 0.1 1 10 100
f (Hz)

Resposta em frequéncia em malha fechada do sistema, com a inversa cléssica e com a

formulagdo da pseudo-inversa, no ponto de funcionamento 0 = w/2, g0 =0, O = 51/36 e
K =400 N/m, B=1Ns/m, M = 0.03 Kg, f. = 1 kHz.
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Conclui-se que as respostas em frequéncia sdo aproximadamente idénticas para
pontos de funcionamento longe de configuragcdes singulares (Figura4.23). Por outro lado,
na vizinhanca de pontos singulares (Figura4.24) a formulagdo através da pseudo-inversa
(p.i.) conduz a desempenhos superiores. Por exemplo, para um terceiro ponto de
funcionamento {6 = /2, Q10 =0, O =4n/36} a formulacdo através da p.i. é capaz de
estabilizar o sistema em contraste com a abordagem tradicional onde se obtém um sistema
instavel.

De seguida analisa-se a estabilidade do sistema através de um vasto conjunto de
experiéncias que testa o espaco de trabalho. Nesta perspectiva, as Figuras4.25 a4.32
apresentam o lugar geométrico da estabilidade do sistema no espaco de trabalho para
B =0.5 e B=0.3, para as configuracfes cineméticas de “cotovelo para cima’ e “cotovelo
para baixo” e para o calculo da matriz inversa usando as formulagdes cléssica e da pseudo-

-inversa. As experiéncias foram efectuadas com:

Yea = Yoo =1COS(6 — Q) +1, COS(0 — Oy — Ty (4.129)
Fa=1N (4.120)
0= /2 (4.120)

0 Estawl
2 1 Ciclo Limite
2 Instawel
1
0 | 15
o2 0.6
1 z 3
Y. (m)

Fura 4.25
Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a inversa

classica (B=0.5Ns/m, configuracdo “cotovelo para cima’, Fs=1N, 6=m/2
K = 400 N/m, M = 0.03 Kg), f. = 1 kHz.
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Fura 4.26

Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a inversa

0=m/2,

Fe=1N,

“cotovelo para cimd’,

acao

0.3 Ns/m, configur

400 N/m, M

(B

classica

K

0.03Kg), fc =1 kHz.

g
7}
L
o

1 Ciclo Limite
2 Instavel

Fura 4.27

Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a inversa

0=m/2,

Fe=1N,

“cotovelo para baixo”,

acao

0.5 Ns/m, configur

400 N/m, M

(B

classica

K

0.03Kg), fc =1 kHz.

4.32
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0=m/2,

Fe=1N,

4.33

1 Ciclo Limite
2 Instavel
0 Estawel
1 Ciclo Limite
2 Instawel
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Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a inversa

Fura 4.29

Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a

0.5 Ns/m, configuragdo “cotovelo paracima’, Fg= 1N,

da pseudo-inversa (B
400 N/m, M

formulacéo
0 =m/2, K

0.03Kg), fc
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0 Estawl
1 Ciclo Limite
2 Instavel

Fura 4.30
Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a
formulacéo da pseudo-inversa (B = 0.3 Ng/m, configuracao “cotovelo paracima’, Fq= 1 N,

6 =n/2, K=400 N/m, M = 0.03 Kg), f. = 1 kHz.

0 Estawel
1 Ciclo Limite
2 Instavel

Fura4.31

Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a
formulacdo da pseudo-inversa (B =0.5Ns/m, configuracdo “cotovelo para baixo”,
Fa=1N, 6 =n/2, K=400 N/m, M = 0.03 Kg), f. =1 kHz.
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0 Estawl
1 Ciclo Limite
2 Instavel

Fura4.32

Lugar geométrico de estabilidade do espaco de trabalho para o sistema usando a
formulacdo da pseudo-inversa (B =0.3 Ns/m, configuracdo “cotovelo para baixo”,
Fa=1N, 6 =n/2, K=400 N/m, M = 0.03 Kg), f. =1 kHz.

Conclui-se que o sistema tem tendéncia para ser instavel para valores baixos de B,
enquanto que o tipo de configuracdo (i.e. “cotovelo para cima’ ou “cotovelo para baixo”)
tém uma influéncia pouco significativa. Além disso, o algoritmo de controlo que adopta a
p.i. € superior a0 que usa a inversa classica pois € capaz de estabilizar o sistema na
vizinhanca de pontos singulares.

De seguida compara-se a resposta temporal do sistema perto de pontos singulares,

para a superficie restricdo com a perturbacéo em rampa representada na Figura 4.33.
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_leB =5mm

. @yAB =5mm

X

Constraint Surface
Jlm

Fura 4.33

O robot 2R e a superficie restricdo com uma perturbacdo em forma de rampa.

Nas Figuras 4.34 e 4.35 mostram-se as respostas, respectivamente, para os sistemas
com as formulagbes da inversa cléssica e da pseudo-inversa com 6 =m/2, (a0 =0,
Q20 = 51/36, B=5NmM, Yec = Yca—Yc € F4=1N. O controlador de posicdo adopta um
CEV com accdo integral na superficie restricdo como ja explicado anteriormente na
seccdo 4.4, paratestar 0 sistema comum erro de posc¢éo pouco dgnificativo em regime
permanente. Em ambas as experiéncias o 6rgao terminal do robot descreve uma trajectéria

passando pelos pontos A paraB nosinstantesdetempo ta =3setg =4.5s.
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Respostas temporais para a superficie restricdo com a perturbacdo em forma de rampa e o
algoritmo cléssico de clculo dainversa, ta=3setg =4.5s(0 =1/2, 010 =0, G0 = 51/36 €
K =400 N/m, B=5Ns/m, M = 0.03 Kg).

2 F 0.0009 Yec (M
18 LA 0.0008
16 l 0.0007
14 “ | 0.0006 i
12 A 0.0005
A L L oo 1]
SR ANRViIFAVAVAYAY oo {11}
ST oo
0.6 I 0.0002 iR
0.4 0.0001
0.2 \v} 0 v \/ \\//\\/ \v/'\v —
0 -0.0001
0 1 2 3 femPo (8)g 6 0 1 2 3 empo (8) g 6
140 (N oo T2 (Nm)
120 50
100 S~ 40 / \ / 1\// \V/\/\NVWM
80 30
60 20
10
40
0
20 "
0 20
20 20
-40 0
0 1 2 3 4tempo (s)g 6 0 1 2 3 4tempo (s)5 5
Fura 4.35

Respostas temporais para a superficie restricdo com a perturbacdo em forma de rampa e o
algoritmo de pseudo-inversa, ta=3s e tg=45s (6=m/2, (o=0, G =5n/36 e
K =400 N/m, B=5Ns/m, M = 0.03 Kg).
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O gstema que adopta a pseudo-inversa apresenta respostas Superiores,
nomeadamente o erro de forca e os bindrios transitorios requeridos sdo menores. Em

contrapartida, o sistema com a pseudo-inversa revela uma maior sobreelevacéo do erro de

posicéo.

4.6 Zonasde estabilidade em fungdo dos par ametros da superficierestricao

Nesta seccéo estuda-se o desempenho do controlador sob diferentes condicdes de
funcionamento. A Figura 4.36 apresenta os graficos dos parametros da superficie restricéo
de segunda ordem para duas condigbes de funcionamento distintas {6, Cho, 0o} Qque
originam um ciclo limite quando o sistema é controlado através dos CEV's da sec¢do 4.4 de

primeira ordem.

B (Ns/m)

M (Kg) 0.03

K (N/m)

B (Ns/m)

0.09
0.06

M (Kg) 0.03

0

o
o
-

200
300
400
500
600

K (N/m)

b)
Fura 4.36
Lugar geométrico dos parametros da superficie restricdo que levam a ocorréncia de ciclos

limite (f.= 1 kHz): @) 6 = /2, Co = Qz0 = 151/36; b) 6 = 31/2, Q10 = /2, Qo = —T/4.
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Conclui-se que no caso de se aterar o ponto de funcionamento, os limites de
estabilidade, no que diz respeito aos parametros da superficie restricdo, podem variar
significativamente. Mais ainda, 0 sistema torna-se estavel/instavel se B € superior/inferior
aos limites indicados na Figura 4.36.

As expressoes aproximadas para os limites de estabilidade mostrados na Figura 4.36,

obtidas através de um método numérico aproximado vém:

B =546x10"°K —0.265M + 00393 (4.139)
B=698x10°K —145M + 0105 (4.13b)

Nas Figuras 4.37 e 4.38 mostram-se as amplitudes da posicao dos ciclos limite (ap) €
as suafrequéncias (f) para as experiéncias anteriores. As expressdes numéricas aproximadas

correspondentes sdo:

_ 0.238K + 0699M — 0.707
(495K +101M +119)° (4.149)

P

f =001K —319M + 552 (4.14b)

110K + 0.994M — 2.93
" (487K +0903M + 287’ (4.153)

f =0.00772K —154M + 414 (4.15b)
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1.00E-04
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M (Kg)

4.00E-04

ap (m)

M (Kg)

b)
Fura 4.37
Amplitude da oscilagdo da posicdo (ap) para 0 caso de ocorréncia de ciclo limite

(fe=1kHz): @) 6 = /2, Q10 = Gpo = 15m/36; b) 6 = 3n/2, Quo = T/2, Qoo = —T0/4.
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b)
Fura 4.38
Freguéncia de oscilacdo (f) parao caso de ocorrénciade cidolimite (f. = 1 kHZz):

a) 0 =m/2, Qo0 = Qo = 15n/36; b) 0 = 3m/2, Quo = /2, oo = —T/4.

Em conclusdo, o paréametro B tem um papel fundamental na estabilidade do sistema

gue, por seu lado, pode variar significativamente com o ponto de funcionamento.

4.7 Agspectos relacionados com a modelizacdo da superficie restricdo e com a

adopcao de uma estratégia de amostragem por multifrequéncia

Nesta seccdo apresenta-se a resposta em frequéncia do CH quando se modeliza a
superficie restricdo como um sistema de segunda ordem ou, aternativamente como um

sistema de primeira ordem com dois graus de liberdade. As expressdes relativas as duas
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aternativas foram apresentadas na seccdo 4.2. Apresentam-se também o0s resultados
conseguidos quando se adopta um esquema de multifrequéncia para a amostragem nos
subcontroladores de posicéo e de forca.

Tendo em vistaa comparacdo das respostas do sistema, quando se adopta modelos de
segunda ou de primeira ordem, os parametros da superficie restricdo sdo escolhidos de
acordo com 0s seguintes critérios:

¢ Ganhosidénticos a baixas frequéncias;

o Frequéncias superiores de corteiguais.

Nas Figuras 4.39 e 4.40 mostram-se as respostas em frequéncia do sistema para o
modelo de superficie de segunda ordem (com parametros K =400 N/m, M =0.03 Kg,
B=1Ns/m, 6 =m/2, quo = g = 15n/36) e para 0 modelo alternativo de primeira ordem
(com parédmetros K;=400N/m, K;=20,000N/m, B,=340Ngm, 6=m/2,

Q10 = Qa0 = 15m/36). Em ambos 0s casos adopta-se 0 esquema dainversa classca
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100E06 : : ‘
001 0

—— ‘ | : : ‘ |
0.001 1 100 0.001 0.01 0.1 1 10 100
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O'lf(Hz) 1
Fure 4.39
Resposta em frequéncia em maha fechada para o sistema com superficie restricdo de

segunda ordem (K =400 N/m, M = 0.03 Kg, B =1 Ngm, 6 = 1t/2, (o = Qoo = 151/36).
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Fure 4.40

Resposta em frequéncia em maha fechada para o sistema com superficie restricdo de
primera ordem (K;=400N/m, K;=20,000N/m, B,;=340Ngm, 6=m/2,
Qo0 = Qo = 1575/36)

Como se pode observar a partir destes resultados, o sistema € robusto para modelos
diferentes do ambiente, apresenta boas propriedades de linearidade e a interaccéo entre as
varidveis de posicéo e de forca é reduzida.

Nesta seccdo estuda-se também o efeito na estabilidade do sistema quando se
adoptam frequéncias de amostragem distintas nos anéis de posicdo e de forca (i.e. fp € f,
respectivamente). Assim, a Figura 4.41 mostra o lugar geométrico do limite de estabilidade
versus o amortecimento B para uma estratégia de controlo por multifrequéncia para o
mesmo ponto de funcionamento (6 = /2, Quo = O = 151/36) e 0s parametros da superficie

restricéo de segundaordem M = 0.03 Kg, K = 400 N/m.
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Lugar geométrico de estabilidade para o esquema de multifrequéncia quando 6 = m/2,
Oho = Oo = 15m/36, M = 0.03 Kg, K =400 N/m.

Conclui-se que o anel de posicao requer uma frequéncia superior a do anel de forca
para valores elevados de B, enquanto que se verifica a Situacdo inversa para pequenos
valores de B. Além disso, constata-se que 0 comportamento do sistema modifica-se
significativamente com o coeficiente de amortecimento B. Para valores elevados de B existe
pouca variagdo com o ponto de funcionamento {0, Qio, Gzo} . Além disso, para os valores
numéricos adoptados verificaase que o CH é estavel para frequéncias de amostragem
superioresa fp = fr = 500 Hz.

O esguema de multifrequéncia permite uma gestdo mais eficiente dos recursos
computacionais enquanto mantém um bom desempenho. De facto, para o robot 2R, a carga

computacional total (Lt) imposta pelo algoritmo de multifrequéncia (ver Tabela 4.3) é

(4Ls +16L,, +16LA)+:—F(4LM +3L,), se f.<f,
P

L, =

f
(2L + 7L, +8LA)+f—:(2LS+1C:’~LM +11L,), se f.>f, (4.16)

onde Ls, Ly € La representam respectivamente as cargas das operacoes sin/cos, mult/div e

adicdo. Consequentemente, para fr # fp Obtém-se uma “aceleracdo” que pode melhorar a

relacéo carga computaciond globa versus desempenho dinamico.
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Operacgoes sin/cos mult/div adicdo
Anel de Posicdo 2 13 11
Anel de Forca 0 4 3
Termos Comuns 2 3 5
Totd 4 20 19
Tabela4.3

Peso computacional imposto pelos anéis de control o hibrido pos¢éo/forca para o robot 2R.

4.8 Controlo de robotscom fendmenos dinédmicos nao lineares nasjuntas

Nesta seccdo analisa-se 0 desempenho do CEV hibrido de posicéao/forca para robots
com atritos ndo lineares, folgas e flexibilidades nas juntas. O modelo da superficie restricdo
utilizado nas experiéncias consiste no modelo de segunda ordem com os parametros
K =400 N/m, B=1Nsgm, M =0.03Kg. Os controladores adoptam valores numéricos
idénticos aos do inicio deste capitulo (com um CEV de primeira ordem no anel de controlo
de posicéo e com f. = 1 kHz), para o ponto de funcionamento 6 = 1/2, Qo = Oo = 15m/36.

Na Figura 4.42 mostra-se a resposta em frequéncia do sistema com atrito viscoso (B;)
e de Coulomb (K;j) nasjuntas (i = 1, 2) do robot 2R.

1.00E+01 1.00E+03 /\
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0.001 0.01 0.1 1 10 100 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
f () 0.001 001 01f (hg) 1 10 100
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|Fl

d N\ d
1.00E-05 + N \-\ | | 1.00E-01 N
— 4N —4N
1.00E-06 } } } } i 1.00E-02 } } |
0.001  0.01 0.1 1 10 100
0.001  0.01 0L ¢ 4y 1 10 100 { (H2)
Fura4.42

Resposta em frequéncia em malha fechada do CEV hibrido posicdo/forca (K = 400 N/m,
M=0.03Kg, B=1Ngm, 0 =m/2, Qo= 0o =15n/36, robot de juntas com atrito,
Bi = 0.5 Nmg/rad, K; =5 Nm).
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Por seu lado, a Figura 4.43 apresenta a respostaem frequéncia do sistema com folgas

(&1 = 0.5, h = 0.00018 rad) nasjuntas (i = 1, 2) do robot 2R.
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Resposta em frequéncia em malha fechada do CEV hibrido posicdo/forca (K = 400 N/m,
M =0.03Kg, B=1Nsm, 6 = /2, o = Gpo = 151/36, robot de juntas com folgas, & = 0.5,
h; = 0.00018 rad).

Por Ultimo, a Figura4.44 mostraaresposta em frequéncia do sistema com

flexibilidades (Kin = 2x10” Nmvrad, Bi,, = 10 Nms/rad) nasjuntas (i = 1, 2) do robot 2R.
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Resposta em frequéncia em malha fechada do CEV hibrido posicdo/forca (K = 400 N/m,
M =0.03Kg, B=1Ns/m, 6 =7/2, gio = gz = 15n/36, robot de juntas com flexibilidades,
Kim= 2x10" Nm/rad, B, = 10* Nms/rad).

A partir destes trés conjuntos de graficos conclui-se que o sistema € afectado
consideravelmente pelo tipo de ndo linearidade nas juntas. Além disso, 0s casos do controlo

de robots tendo juntas com folga ou com flexibilidade sdo osmais dificeis de estabilizar.
4.9 A ocorréncia deimpacto

Na Figura 4.45 apresenta-se novamente a estrutura do algoritmo de controlo hibrido
posicao/forca esta representada onde | € a matriz identidade (de dimensdo nxn) e Sé a
matriz seleccdo (de dimensdo nxn) com elementos diagonais iguais a um/zero nas
direccOes controladas em posicdo/forca. Mais uma vez, considera-se que a coordenada

Yo/%c € controlada em posicao/forca no espaco restringido e o elemento s;; pode variar

entre zero e um de acordo com as seguintes equacoes:

S= [%1 cl)] (4.174)
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J (CI) _ |:_rlcel - rZCelZ _rZCelZ] (4 17b)
c rlsél + rzsélz rzsélz
X~ =T +T
Ac: { C 18(91 25(912 (4.17(:)
Yo = rlCel + rZCelZ

onde Co :COS(e_ql) y Corp = Cos(e_ql_qz) ) %lzs-n(e_ql) e Sy :Sin(e_ql_qz)-

Nas subsecces seguintes apresenta-se uma estratégia para controlar o sistema
durante o espaco de tempo que medeia entre 0 ndo contacto e o contacto com a superficie
restricdo. A superficie restricdo é modelizada como um plano obliquo ou como uma
sinusbide espacial. Apresentam-se também resultados de simulacdes de possivels estruturas
de trabalho em termos de ambiente e de variagdo temporal do elemento s;; da matriz

~

seleccéo.

4.9.1 O algoritmo de transicao

Para 0 sistema da Figura 4.45 “comutar” o controlo de uma direccéo de pos¢éo para
forca € necessario mudar o elemento s;;, da matriz seleccéo S, de s;; = 1 paras;; = 0. Nesta
subseccdo investiga-se 0 desempenho para varios tipos de evolucédo tempora de 4, isto €,
ndo apenas para uma evolucdo em degrau unitério mas também como uma transicdo em
rampa. Com esta heuristica espera-se que a evolucdo em rampa de s;; origine respostas
mais suaves do que as obtidas com transicdes instantaneas, em degrau. Além disso, se a
transicdo ndo se aplicar no instante apropriado podem-se obter resultados inferiores pelo
gue se deve conjugar atransicdo com um planeamento de trajectérias adequado como serd

explicado de seguida.
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Diagrama de blocos do algoritmo de controlo hibrido pos ¢éo/forca.

4.9.2 A trajectoria

De modo a testar 0 desempenho do sistema considere-se a tragjectéria e 0 ambiente

restricéo representados na Figura 4.46.

P=(Xco, Yco) 7 )

7R

a) b)
Fura 4.46
Trajectoria de teste do robot para a transicdo movimento no espaco livre — impacto —
movimento restringido com superficie restricdo com forma: a) Plana; b)

Sinusbide (espacial).
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No espaco livre o 6rgao termina do robot descreve uma trgjectéria circular, com raio
r e velocidade v, tangente a superficie restricdo em P = (Xco, Yco) que € o0 ponto de
referéncia para o impacto. Uma vez em contacto a garra do robot devera seguir a superficie.

Nas experiéncias sdo consideradas dois tipos de superficies. umplano (Figura 4.46a) e
uma sinusbide espacial (Figura4.46b), onde L e 1/ sdo a amplitude e o comprimento de
onda da sinusdide, respectivamente.

Em ambos os casos, o contacto € modelizado como um sistema dindmico linear:

F = MX+ Bx+ Kx (4.18)

onde F é a forca de contacto e M, B e K s80 a massa, amortecimento e rigidez,
respectivamente.

A frequéncia de amostragem do controlador é f. = 1 kHz e os parametros por defeto
da superficie restricdo s8o M = 0.03 Kg, B=1 Ns/m e K =400 N/m. A forca de contacto

desgjada é consideradacomo sendo constante e igual a F4 = 1 N em todas as experiéncias.

4.9.3 Desempenho dinamico com impacto

Nesta subseccdo apresentam-se as respostas temporais do sistema para variagoes de s;;
em degrau e em rampa. Nestas experiéncias emprega-se um CEV no anel de posicdo com
accdo integral na superficie de deslizamento ¢, de modo a testar o sistema para um erro de
trajectéria ndo desprezavel. Para se comparar os resultados mantém-se 0 mesmo polo
dominante de 6. O CEV de forca e os parametros de todos os CEV's sG0 0s mesmos da

seccéo 4.4.
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Respostas temporais do sistema para uma variacdo do elemento de seleccéo s;; em degrau
em t=6s Impacto em t=3.84s (K=400N/m, M=0.03Kg, B=1Nsm, 0=m/2,
Oico = Cco = 15m/36).

Os parametros da trajectéria desgjada e do ponto de funcionamento P usados nesta

subseccao sdo r = 80 mm, vi = 9 mnNVS, Quco = Ceco = 15m/36 € 0 = /2.

A Figura4.47 representa as respostas temporais do s stema para uma variagdo temporal

em degrau aplicadaemt = 6 s onde Yec = Yea—Yc € Xec = Xca—Xc S80 0S erros das coordenada

Cartesianas. Por outro lado, a Figura4.48 representa as respostas temporas do sistema

para umavariacdo temporal emrampaaplicadadesdet =3 satét=6s.
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Respostas temporais do sistema para uma variagdo do elemento de seleccdo s;; em rampa
entret=3set=6s Impacto em t=3.49s (K=400N/m, M =0.03Kg, B=1Nsm,
0 =m/2, Oico = Qoco = 1575/36)

Destas duas experiéncias conclui-se que a variagdo em rampa de s;; conduz a respostas
do sistema mais suaves e a um me horamento da robustez do sistema, nomeadamente para a
“perturbacdo” representada pelo impacto. De modo a comparar o efeito da variagdo em
rampa as Figuras 4.49 e 4.50 apresentam aresposta do sistemapara uma trangcao em
rampade s;; desdet=4saét=6s e uma variacdo de s;; em degrau no instante t = 3 s,
respectivamente. Como se pode verificar na Figura4.49, o comportamento do sistema é

ainda bom apesar da ocorréncia de um impacto antes da comutacéo do controlo de posicao
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para forca. Uma maior inclinagdo da rampa de transicao de s;; € também bem aceite mesmo

se a rampa se aproximar de um degrau e o impacto ocorrer muito tarde. Por Ultimo, da

Figura4.50 conclui-se, uma vez mais, que 0 sistema revela uma elevada sensibilidade no

caso de se adoptar uma variagao de s;; em degrau.
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Fura 4.49
Respostas temporais do sistema para uma variagdo do elemento de seleccdo s;; em rampa
entret=4set=6s Impacto em t=3.84s (K=400N/m, M =0.03Kg, B=1Nsm,
0 = 1/2, Qico = Qoco = 15m/36).
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Respostas temporais do sistema para uma variacédo do elemento de seleccéo s;; em degrau
em t=3s Impacto em t=3.02s (K=400N/m, M=0.03Kg, B=1Nsm, 0=m/2,
Oico = Cpco = 157/36).

4.9.4 Estabilidade versus geometria da superficie e velocidade de impacto

Nesta subseccéo estuda-se a influéncia da geometria da superficie restricdo e da sua
dindmica na estabilidade do sistema. Assim, anadlisa-se a estabilidade do sistema para
diferentes valores de 3 e de L da superficie restricdo com a forma de uma sinusoide espacial
e paravarios valores do coeficiente de amortecimento B.

Emprega-se um CEV de posicdo com ac¢do integral de modo a testar o sistema com
um erro de trajectéria desprezavel. O ponto de funcionamento P mantém-se idéntico ao
anterior, isto é, considerase r =80 MM, Quco = Qoco = 15n/36, 6 =1/2 e 53 tem uma
variagdo em degrau parat=6s.

A Figura4.51 mostra o lugar de estabilidade B(j, L) para vi =6 mm/s. O sistema
torna-se instével para pequenos valores de B, para elevados valores de L ou para valores

elevados de 3. Repetindo as experiéncias para outros valores de v conclui-se que quanto
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maior for a velocidade de aproximagdo, e de impacto, v maior devera ser B de forma a

conseguir-se um sistema estave.

B (rad/m)

Fura4.51
Lugar dos limites de estabilidade para uma superficie restricdo sinusoidal como uma funcéo
da frequéncia espacia (B) e da amplitude (L) para uma velocidade do 6rgdo terminal

Vi = 6 mm/s (M = 0.03 Kg, K =400 N/m, 6 = 1t/2, Quco = Ozco = 151/36).

No que diz respeito ao problema do impacto, obtém-se resultados semelhantes tanto
para as superficies restricdo planas como sinusoidais. Por exemplo, a Figura 4.52 apresenta
as respostas temporais para um impacto em t=6.00s, vi=6 mm/s, 3 =150 rad/m,
L=0.01 meB=1Nsm. Umavez mais, atransicdo mais comum em degrau de s;; origina

desempenhos pobres durante os impactos.
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Respostas temporais do sistema para uma variacdo do elemento de seleccéo s;; em degrau
em t=6s Impacto em t=6.00s (K=400N/m, M=0.03Kg, B=1Nsm, 0=m/2,
Oico = Cpco = 157/36).

4.10 Sistema com controladoresde ordem fraccionaria

Esta seccdo estuda o controlo posicéo/forca de manipuladores robéticos usando
algoritmos de ordem fraccionéria. A aplicacéo de derivadas e integrais fraccionarios (DIFs)
esta ainda numa fase de investigacdo, mas 0 progresso recente nas areas do caos e dos
fractais revela aspectos promissores para desenvolvimentos futuros (Oldham e Spanier,
1974, Samko et al., 1993; Miller e Ross, 1993; Machado, 1995c; Machado e Azenha,
1998).

4.10.1 Algoritmos de ordem fraccionéria

Nesta subseccdo apresentam-se os controladores com DIFs, nos anéis de controlo de

posicéo e de forca
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A definicdo mateméatica de uma derivada ou de um integral de ordem fraccionaria tem
sido objecto de abordagens diferentes. Por exemplo, uma definicdo ‘directa’ baseada no

conceito de diferencial fraccionario de ordem o AY x(t), € devida a Letnikov (1868) e

conduz aexpresséo paraD* x(t) , a derivada fraccionaria de ordem o

} AT X(t) 1 k| _
D x(t) = lim =25 = limf 3 (-] (k)x(t kh)} (4.19)

o) [(o+1)
(k) T T(k+D)0 (00— k+1) (4.19b)

ondeI" é afuncdo Gamae h é o incremento de tempo. Deste modo, para um algoritmo de
controlo de tempo discreto, com periodo de amostragem T, esta férmula pode ser
aproximada através de uma série truncada de ordem r, resultando a equacéo seguinte no

dominio z

z{D* x(t)} = {T—lar _1)kr(Ll)z_k}x(z)

7 KIT(o—k+1) (4.20)

Para se obterem boas aproximactes é necessario tomar um niimero elevado de termos
e um periodo de amostragem pequeno em (4.20).

A Tabela4.4 mostra os vadores numéricos dos controladores DIFs adoptados neste
estudo. Estes pardmetros foram sintonizados experimentamente e representam um
compromisso entre regimes transitorios rdpidos e sobreelevacdes pouco significativas. Os
indices inferiores P ou F significam os anéis de posicdo ou de forca e o parametro K

significa uma constante de ganho que € multiplicada pela série de DIFs truncada.

Eixoi | K K& op oOf Iei Iei
1 10° 10° Y2 -—15 17 17
2 10° 10° Y2 -1u5 17 17

Tabela4.4

V alores numéricos dos controladores com DIFs.
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4.10.2 Experiéncias

De modo a comparar o desempenho dos algoritmos com FDIs repetem-se as
experiéncias realizadas anteriormente com CEVs. Nas experiéncias, estudam-se as respostas
do sistema para 6 = /2 e o ponto de funcionamento inicial gio = gz = 151/36, onde Gio
significaq(t=059), i = 1, 2. Aplica-se uma referéncia de forca em degrau parat=0s (i.e.
F¢ =1 N) e uma entrada de posicdo com incremento nulo (i.e. Ycg = Yco M). Os pardmetros
da superficie restricdo sdo M = 0.03 Kg, B =1 Ng/m e K = 400 N/m, sendo a frequéncia de
amostragem do controlador f. = 1 kHz.

Foi também comparado, embora ndo totalmente explorado, o sistema com os dois
algoritmos para pontos perto de singularidades. Neste caso, os CEV's mostraram ter um
desempenho superior aos com DIFs. No entanto, visumbra-se uma aplicagdo promissora

para os agoritmos com DIFs nos sistemas roboticos de controlo deforca.

4.10.2.1 Robotsideais

Nesta subseccdo comparam-se as respostas do sistema para o robot 2R ideal sob a
accao de agoritmos com DIFs e com CEVs (Figuras 4.53 e 4.54). Como se pode observar

0 esguema com DIFs conduz a um desempenho superior.

1.6 1.366
1.4 4
1.2 it 1.3655

0.8 t 1.365
0.6
0.4 1.3645

0.2
0 1.364

2 3 2
tempo (s) tempo (s)

Fura 4.53

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com DIFs.
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tempo (s) tempo (s)
Fura4.54

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com CEVs.

4.10.2.2 Robotscom atrito ndo linear

Nesta subseccéo estudam-se as respostas temporais do sistema para o robot 2R com

atrito ndo linear nas juntas. Os parametros do modelo do atrito de Karnopp sdo 0s mesmos

gue os utilizados na seccéo 4.8.

F(N) yC(m)
1.6 1.366 .
1.4
1.2 1.3655
1
0.8 1.365
0.6
0.4 1.3645
0.2
0 1.364
0 2 3 4 0 1 2 4
tempo (s) tempo (s)
Fura 4.55

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com DIFs e atrito nas juntas (com

OF = —1/5)
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25+ 1.366 Y™

2 \
1.3655
1.5 n
mj\/— 1.365
1Y

1.3645

0.5

0 1.364

2
terr%o (s) tempo (s)

Fura 4.56

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com CEVs e atrito nasjuntas.

Comparando as respostas com DIFs (Figura4.55) com as do esquema com CEVs
(Figura4.56) condlui-se, uma vez mals, que o0 desempenho do agoritmo de ordem
fraccionaria é superior.

4.10.2.3 Robotscom folga dindmica

Nesta seccdo analisam-se as respostas do sistema para o robot 2R com folga dinamica

nas juntas. Os parametros do modelo da folga dindmica sGo 0s mesmos que os utilizados na

seccéo 4.8.
Eixoi Kei Ka  oOp  OF Iei Iei
1 5000 50 /72 1/5 17 17
2 5000 50 /72 1/5 17 17

Tabela4.5

Vaores numéricos dos controladores com DIFs com a nova sintonia

A Figura4.57 mostra as respostas do sistemapara o esquema com DIFs (com os
parametros da Tabela4.4). Devido as respostas instaveis o algoritmo foi sintonizado, de
novo, tendo agora uma ac¢do derivativa fraccionéria (ver Tabela4.5). As respostas com 0s
novos DIFs (Figura4.58) sdo dgo superiores a do esgquema com CEVs (Figura4.59),
porque tém um erro em regime permanente e um tempo de estabelecimento menores.

Sintonizando de novo os CEVs com (i =1,2) Kp = 5000 eKg =500, obtém-se uma
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resposta semelhante a da Figura4.58, mas comum erro de forcamenor e um erro de

posicdo maior, ambos em regime permanente.

3+ 1366 YC(™
28 g ol PP S
OV AN Lo A N A A DA A
15 I ” \ \l f l I 1.13223 I
) O ssme BHARRRV TRV VRS
0.5 { Hl l \,I,IJ\JU 1.3644
U v L 1.3642
00 . ) i A 1.3640 . , ; \
tempo (s) tempo (s)
Fura4.57

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com DIFs e folgas nas juntas (com
o = —1/5, Tabela4.4).

C
16~ 1.365 YC (M
14 1.3658
1 1.3656
: l/\ 1.3654
1 1.3652 “A'
0.8 1.365
0.6 1.3648
04 1.3646
1.3644
0.2 1.3642
0 1.364
0 1 2 3 4 0 2 4
tempo (s) tempo (s)
Fura 4.58

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo sintonizado de novo com DIFs e

folgas nasjuntas (com o = 1/5, Tabela4.5).

25 N 1366 L YC (M
1.3658 4
2 1.3656 Y
1.3654 AN
15 1.3652 S~ S
1.365
1 JlunvA-NV\"""”""’""“‘“’ 1.3648
u 1.3646
0.5 1.3644
1.3642
0 1.364
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
tempo (s) tempo (s)
Fura 4.59

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com CEV s e folgas nas juntas.
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4.10.2.4 Robotscom juntasflexiveis

Nesta subseccdo estudam-se as respostas do sistema para o robot 2R com juntas
flexiveis. Os parametros do modelo das juntas flexiveis sGo 0s mesmos que os utilizados na
seccéo 4.8.

A Figura 4.60 mostra as respostas do sistema com DIFs constatando-se de novo que

s80 superiores ao esquema com CEV's (Figura4.61).

F

16 M 1366 Y™
1.4
1.2 1.3655

1 4L
0.8 1.365
0.6
0.4 1.3645
0.2

0 1.364

0 2 3 4 0 1 2 4
tempo (s) tempo (s)
Fyura 4.60

Respostas temporais para o robot 2R com o algoritmo com DIFs e juntas flexiveis (com

OF = —1/5)

c(m
16 F(N) 1366 Y (m)
L
(I3 S at— ' \
/ — 1.3654 \_
1 / 1.3652
0.8 / 1.365
06 1.3648
/ 1.3646
04 1.3644
0.2 1.3642
0 1.364
0 1 2 3 4 0 1 2 4
tempo (s) tempo (s)
Fura 4.61

Respostas temporais para 0 robot 2R com o algoritmo com CEV's e juntas flexiveis.

4.11 Conclusdes

Neste capitulo estudou-se a dindmica do sistema CH através da resposta temporal e
daresposta em frequéncia em malha fechada. Em primeiro lugar apresentou-se uma resenha
bibliografica sobre os trabalhos mais importantes publicados neste tépico. De seguida,

descreveu-se a dindmica do robot e do ambiente, bem como o controlador hibrido
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posicéo/forca (CH). Este capitulo termina com uma andlise detalhada das propriedades
dindmicas do CH, pois calculam-se respostas temporais e em frequéncia, condicoes
fronteira de estabilidade, frequéncia dos controladores e robots com néo linearidades a nivel
dasjuntas.

Conclui-se que os parametros da superficie restricdo tem um papel fundamental na
estabilidade do sistema. A constante de amortecimento torna o sistema tanto mais estavel
guanto maior for o seu valor. Por seu lado, a massa tem um papel * desestabilizador’, isto €,
torna o sistema tanto menos estavel quanto maior for o seu valor. A constante de
elasticidade afecta principalmente a frequéncia de ressonancia do sistema. O tipo de
controlador sgja da malha de controlo de posicdo sga da malha de controlo de forca tem
também um papel importante no desempenho do sistema. Foram adoptados controladores
do tipo CEV, porque sdo robustos, ndo necessitam de um modelo mateméatico do sistema a
controlar e requerem pouca capacidade de calculo, o que os torna apropriados para uma
utilizacdo em tempo-rea. Em particular, um controlador que revelou muito bom
desempenho € o CEV do anel de posicdo com accdo integral, pois reduz o erro em regime
permanente da posi¢ao sem prejudicar arespostatransitoria.

Este capitulo estudou também o controlo de manipuladores no caso de uma transicéo
do espaco livre para um movimento restringido. O sistema considerado inclui um robot 2R,
um CEV hibrido posi¢éo/forca e uma superficie restricdo com dindmica modelizada através
de um conjunto massa-amortecedor-mola tanto para uma geometria plana como para uma
geometria com a forma de uma sinusoide espacial. Os resultados mostraram que, para uma
transicdo em degrau da matriz seleccdo, podem ocorrer desempenhos pouco satisfatorios.
Por outro lado, para uma variacdo suave na matriz de seleccdo posicao/forca obtém-se
respostas adequadas, nomeadamente durante os fenémenos de impacto.

Por dltimo, este capitulo apresentou o projecto e a implementacdo de controladores
com DIFs parao CH de robots. Foram empregues respostas temporals na caracterizacéo do
comportamento do sistema com aguns tipos de fendmenos ndo lineares na juntas. Foi
investigado e comparado o comportamento do sistema com agoritmos de CEVs e de DIFs.
Os resultados mostraram que os algoritmos adoptando DIFs tém um bom desempenho,

embora o problema das folgas din@micas se revele de tratamento dificil.
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Apéndice4.A

Deter minacdo da matriz pseudo-inversa (SJ)*

Neste apéndice apresenta-se a teoria elementar das matrizes pseudo-inversas e
determina-se a matriz pseudo-inversa (Unica) de (SJ). No final demonstram-se, também, as

propriedades da matriz projeccdo (SJ)*(SJ).
1 Definicdo de matriz pseudo-inversa e Teorema da Unicidade

Nesta seccdo definem-se as propriedades a que deve obedecer uma matriz para ser
considerada matriz pseudo-inversa e, tendo em conta essas propriedades, demonstra-se que
aquela é unica. Nesta ordem de ideias, considere-se uma matriz rea finita de dimenséo
mxn A; entdo a matriz A", de dimensdo nx m, € a matriz pseudo-inversa de A se as

guatro condigdes seguintesforem todas satisfeitas (propriedades de Moore-Penrose):

AATA=A (A.1)
A*AAT=A" (A.2)
(AA")=AA* (A.3)
(A*A)'=AA (A.4)

De seguida, apresenta-se o Teorema da Unicidade da matriz A*. Assim, considerem-

-se duas quaisquer matrizes que satisfacam as equacdes (A.1-A.4), A" e A,". Entdo, vem:
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A=A = ACAALT-AAA = ATATAL AL A TAT=
=(AAA)ATA A A T(AALA) =

=ATA TATATAT A A TATALTAT=

=ATA AL AL ATAT=

=A'AA A AA=0 (A.5)

0 que provaaunicidade de A™.
2 O método de decomposicdo em valores singular es

Nesta seccdo, apresenta-se 0 método de decomposicdo em valores singulares de
gualquer matriz finita real A de dimensdo mx n. Este método obedece ao Teorema da
Unicidade e é de utilizacdo obrigatdria para determinar a matriz pseudo-inversa respectiva
sempre que a ordem damatriz sgjar < min(m,n).

Suponha-se que se tem a matriz A referida. Entdo ATA é uma matriz no negativa
cujos valores proprios [i.e. as solucdes de det(Al,—A'A)=0] sd0 nimeros reais ndo
negativos. Sejam os valores proprios designados por Aq, Az,..., An (A, 24, 2.2 A, 20).

Facarse, também
6, =+/A,, i=12,.,min(mn) (A.6)

Obviamente obtém-se 6, 20, 2...20 0. Pode-se, agora, exprimir a matriz

min(m,n) 2

A como o produto de trésmatrizes:
A=UzV' (A.7)

onde U é uma matriz ortogonal de dimensdo mx m, V é uma matriz ortogonal de dimensdo

nxn, e X € umamatriz de dimensdo m x n definida por
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(0, 0
sem>n
0 _ %
=1 0 (A.8)
[, 0|
iO sem<n
0 o,

O lado direito da equacdo (A.7) chama-se a decomposicdo em vaores singulares e

O.

[i =12,...,min(m, n)] chamam-se valores singulares. O nimero de valores singulares

diferentes de zero é designado por:

r = Ordem(A) (A.9

Umavez que U eV sdo matrizes ortogonais, estas satisfazem as condic¢oes:

uu'=uuU=1, VV'=VV=I, (A.10)

De seguida, obtém-se as matrizes U e V. Assim, define-se uma matriz diagonda X,

usando r valores Sngulares diferentes de zero, através da expressao:

X = (A.11)

Estaéamatriz principa de X. Sejam, respectivamente, u; e v; 0s vectores da i-ésima coluna

dasmatrizesU eV e sgam

Ur = [uy, Uz,...,Uf] (A.12)

Vi =[vy, Vo,...,Vi] (A.13)
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Entdo, daequacdo (A.7) obtém-se:

A=UZxV,' (A.14)

Também, pela equacdo (A.10) obtém-se:

Uy, =1, (A.15)

V'V, =1, (A.16)

Entdo, A™ é dada por:

A*=vz'U' (A.17)

onde X" é amatriz de dimensdo n x m definida por

x* (A.18)

Note-se que X' é amatriz pseudo-inversade X.
3 Determinacéo de (SJ)* através do método anterior
Nesta seccdo calculase a matriz (SJ)* utilizando o método apresentado

anteriormente.

Parainiciar o cAlculo damatriz (SJ)* define-se amatriz (SJ):
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a0 Ofa b]_[0 ©

(89)= 0 1fc d| |c d

a=-r,cos(0—q,)—r,cos(0—q, —d,)

b=-r,cos(6-q, -0,) (A.19)

c=r,sin(6—q,)+r,sin(6-q, —q,)
d= r, Sin(e_ql_qz)

Ent&o, amatriz (SJ)'(SJ) e os valores singulares de (SJ) vém:

¢ Cd} (A.20)

S

def| M, - (83)"(S)] = 0> A = Ov h = ¢? +d?

A matriz V, é obtida através dos versores dos vectores proprios obtidos através dos

valores sngulares de (SJ), resultando:

7l
V, =——|d (A.21)
(6"
1+ —
d

A matriz U, é obtida através da expressao:

U =(QV,z =)V, —~=| (A22)
Ve +d?  [san(d)

Pelas propriedades de ortogonalidade de U e de V, calculam-se estas matrizes,

resultando:

° o
u:[ 0 1}, vo—1 |d (A.23)
sgn(d) O 1
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Finalmente, amatriz (SJ)* vem:

N 1 |0 ¢
SJ) =vItUT = A.24
(9) c? +d? [0 d] ( )

4  Propriedadesda matriz (SJ)*(SJ)

Nesta seccéo verificamse as propriedades correspondentes a qualquer meatriz
projeccdo, pois demonstra-se (Fisher e Mujtaba, 1992b) que (SJ)*(SJ) é uma matriz
projeccéo.

Para condluir o estudo da seccdo anterior, prova-se que a matriz (SJ)*(SJ) é smétrica
e idempotente, como deve ser qualquer matriz projeccdo. Assim, através dos céalculos

seguintes obtém-se:

S e a2
(ool [ﬁ;((zijdi; e RN

Pelo que se conclui que a matriz anterior possui as propriedades das matrizes projeccao.
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5 Aplicacao da funcao descritiva na analise
cinematica e dinamica de sistemas com robots
rigidoseideais

O controlo hibrido posi¢do/forca (CH) de robots tem vindo a ser estudado ao longo dos
ultimos anos, mas ndo se tem chegado a conclusdes préaticas importantes. Isto deve-se ao facto
de que a sua origem ndo tem uma fundamentagdo tedrica rigorosa, no entanto tem-se
conseguido obter bons resultados em aplicacdes especificas deste algoritmo, como € exemplo
o capitulo anterior. Deste modo, este capitulo pretende estudar o CH através da sua funcéo
descritiva (FD) e, desta forma, verificar a importancia dos seus parametros (nomeadamente a
frequéncia de amostragem e tipo dos controladores dos anéis de posicdo e de forca) na
estabilidade. Como o agoritmo de CH é muito complexo para ser detalhado em expressoes
mateméticas que traduzem a sua FD, recorre-se depois a sua linearizacdo que leva aexpressoes
mais curtas e mais simples de analisar. Por seu lado, também se verifica que tém um grau de
exactidao razoavel para a maioria das aplicacfes, porque em geral a amplitude da variacdo das
coordenadas generalizadas do robot € pequena.

Nesta ordem de ideias, na seccdo 5.1 faz-se uma introducdo ao tema deste capitulo.
Depois, na seccdo 5.2, apresentam-se algumas consideracoes sobre a utilizagdo da FD no
estudo da cinemética directa de robots. Na seccdo seguinte (seccdo 5.3) estuda-se a FD do
sstema de CH. Na seccdo 5.4 apresenta-se o trabalho de viabilidade da utilizac&o do tracado
de Nyquist multivariavel para verificar a estabilidade do CH. Por outro lado, na seccdo 5.5
estuda-se a linearizagéo do CH tendo como ponto de partida a FD do sistema. Na seccéo 5.6

apresenta-se a determinacdo analitica da resposta em frequéncia em malha fechada do CH
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tendo como base a linearizacdo do sistema respectivo. Finalmente, na seccéo 5.7, apresentam-

-se as conclusdes principas que decorrem do estudo do capitulo.

5.1 Introducéo

A filosofia presente neste capitulo pode ser caracterizada pela deducéo de expressdes
mateméticas capazes de caracterizar aspectos importantes do desempenho dos sistemas
robéticos e pela sua validacdo através da execucdo de experiéncias préticas. As ferramentas
mateméticas utilizadas sdo a FD e a linearizacdo usando diagramas de blocos. Deste modo, é
possivel estudar por exemplo a influéncia da frequéncia de amostragem dos controladores dos
anéis do CH perto de um ponto de funcionamento com ciclo limite ou determinar
analiticamente a respostaem frequéncia do mesmo.

A bibliografia existente até a0 momento sobre este tema é predominantemente da co-
-autoria do candidato (Machado e Azenha, 1997; Azenha e Machado, 1997c), pois ndo se
encontraram abordagens ao estudo do CH que utilizassem a FD anteriormente. A motivacéo
gue levou a esta iniciativa foi 0 dominio desta técnica de andlise de sistemas ndo lineares, a
existéncia de problemas de estabilidade bem conhecidos (An e Hollerbach, 1987b) e a falta de
ferramentas existentes para a sua sistematizacao.

Deste modo, comega-se por utilizar a FD a um sistema robético simples como € o0 caso
do estudo da cinemética directa do robot 2R. Isto leva a descoberta de equagcdes matematicas
exactas, 0 que ja ndo acontece no caso do CH com robot 2R, porque SO se consegue obter
expressdes aproximadas e a custa da utilizacdo de funcbes de Bessel. No entanto, como em
geral é suficiente estudar o funcionamento do CH em torno de variacdes “ pequenas’ do ponto
de funcionamento, é reduzida a complexidade dessas equacOes através da linearizacdo do
sistema utilizando as expressdes obtidas com a técnica da FD. Obtendo, assim, a linearizacdo
do CH com robot 2R (note-se que 0 método € aplicavel a qualquer sistema robotico CH),
chega-se ao ponto de partida para estudar pormenores tais como a influéncia da frequéncia de
amostragem dos controladores. Por outro lado, também se estudou a resposta em frequéncia
em malha fechada analitica do CH com robot 2R através da linearizagdo total do mesmo e do
cdculo da funcdo de transferéncia respectiva, tendo os resultados sido concordantes com o0s
obtidos através de simulagdo. Para findlizar, note-se que se teve de recorrer a técnicas de
andlise de sistemas de controlo multivariaveis, i.e. com mais de uma entrada ou saida. Isto

deve-se ao facto do CH necessitar da existéncia de pelo menos uma direccdo do espaco de
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trabalho Cartesiano controlada em forcga e de outra em posi¢céo. Resultam, assim, pelos menos

dois graus de liberdade requeridos minimos para o robot e respectivo sistema de controlo.

5.2 Utilizacdo da b no estudo da cinem ética directa do robot 2R

Nesta seccdo aplica-se 0 método de andlise da FD ao sistema robot 2R, no que diz
respeito a sua cinemética directa. Assim, para as entradas que sd0 as coordenadas
generalizadas do robot 2R, g; e ¢, com variacdo temporal sinusoidal, obtém-se o primeiro
harménico e o valor médio das saidas no espaco Cartesiano, X e y através do célculo da sua
FD. Parao efeito, considere-se aFigura 5.1 onde estéo representadas graficamente as variavel's

enunciadas para 0 sistema robot 2R em controlo de posicéo.

Jom X

Jim

Fura5.1
O robot 2R no espaco livre.

Nesta ordem de ideias as entradas do sistema s&o as coordenadas ¢, e g, com variagcao

sinusoidal dadas por:

0, = 0 + Q, sin(wt) (5.19
0, = Oy +Q, sin(wt +¢) (5.1b)
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onde 1o € gz SA0 0s valores médios de g, e g, respectivamente, Q; e Q, sdo as amplitudes da
variagdo sinusoidal respectivas, o € a frequéncia angular da oscilagdo (considera-se que as
frequéncias sdo iguais, por razdes de smplicidade) e ¢ € o desfasamento entre a oscilagdo da
junta um e da dois. Tendo em consideracdo as manipulagdes algébricas seguintes, obtém-se

entdo aFD do sistema (que &, neste caso, independente da frequéncia):

0, + 0, = Oy + Qp, SiN(t + 1) (5.29
Q, =Qf +Q +2QQ, cos(9) (5.20)
o. = arctan Z[Ql +Q, cos(¢), Q, Sln((]))] (5.2¢)

onde arctan2(x, y) representa o angulo compreendido entre —n e n das coordenadas polares
relativamente as suas coordenadas Cartesianas X e y € (o = Gho + Opo. Utilizando as fungdes de

Bessd, i.e. por Jy(X) entende-se afuncéo de ordem n no ponto X, obtém-se:

COS(ql + qz) = Coiqlo T 0y + Ql sn(ot) + Qz sn(wt + q))] =

= €05(0},,,) €04 Q,, Sin(wt + 1) | — sin(0,,,) SIN[Q,, Sin(wt + )| = (5.39)
=~ Ci20J0(Q12) 25,53, (Qy,) sin(wt + o)
sSn(g, +0,) = S,,J,(Q,) +2C,J,(Q,,) SN(wt + ) (5.3b)

onde Cix = Co(QiotCo) € Sio=SN(Quot0o). EStas duas Ultimas expressbes levam a
possibilidade de calcular o valor médio e primeiro harménico exactos da resposta x, y tendo

como entradas q; e Op:

{X = Cos(ql) +1r, Cos(ql + qz)
y=rsin(q,) +r,sin(g, +d,) (549)

X=X, + X, Sn(ot +a,)
y=Yo+ Y, Sn(et+o,) (5.4b)

resultando para os valores médios e primeiros harménicos:
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{XO =1CyJo (Ql) + rzclzoJo(le)
Yo = 1810J0(Q1) + 1,500 J0 (le) (5.59)

R0 =[-2.80 Q)] +[-20, 5 91(Qua)]” + 22,5034 (Q)][-272 S %1 (Quz )] cos(@)
o, =arctan 2[—2!‘1510 Jl(Ql) - 2I‘2 Slzo J1(Q12 ) COS(OL),—ZI‘z Slzo J1(Q12 ) s n(oc)] (5.5b)

ylz = \/[Zrlclo ‘]1 (Ql )]2 + [2I’2 C120 ‘]1 (le )]2 + 2[2"1C10 ‘]1 (Ql )][Zrz C120 ‘]1 (le )] COS(OL)
o, = arctan2[2r,C,,J,(Q, ) + 2r,C,, J,(Qy, ) cos() 2r,C., 3, (Q,, ) sin(or)| (5.5¢)

onde Cyo = c0S(010) € Sio = SiN(Co)-

De seguida, apresentam-se alguns gréficos que mostram as amplitudes de x e de y em
funcéo de Q, e de Q. paravéariosvaores de ¢, gio € 0. NOte-se que ndo é necessario as saidas
X ey serem aproximadamente sinusoidais para as expressoes anteriores serem exactas. De
facto, verifica-se que as saidas podem ndo ser sinusoidais, mas sim periddicas de periodo 2mt/m
e arespectiva FD ndo depende de ®, mas so de Qio, Gzo, Q1, Q2 € 0.

Amplitude X

Amplitude Y

Fura 5.2
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Q0 = Qo = 157[/36, (I) =0.
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Amplitude X

Amplitude Y

Fura5.3

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:
Qo0 = Qo = 1575/36, (I) = TT.

. Amplitude Y
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Fura5.4

Gréficos das amplitudes do primeiros harmonicos da cinemética directa (x e y) do robot 2R:
Oho = Co = 157m/36, ¢ = m/4.

5 Aplicacéo da funcao descritiva na analise cinematica e dindmica de sistemas com robots rigidos e
ideais 5.6




Amplitude X
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Fura 5.5
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Q1o = Co = 157/36, ¢ = —m/4.
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Amplitude X

Amplitude Y

Fura 5.6
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Oho = Co = 157m/36, ¢ = 1/2.
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Amplitude X
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Fura 5.7
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Cao = Co = 157/36, ¢ = —1r/2.
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Amplitude X
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Fura 5.8
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Oho = Oo = 157/36, ¢ = 3m/4.
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Amplitude X
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Fura 5.9
Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

o = Q20 = 157/36, ¢ = —-37/4.
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Amplitude X

Amplitude Y

Fura 5.10

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Qi = O20 = T/2, ¢ = 0.
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Amplitude X
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Fura5.11

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

Ouwo = Co = T/2, ¢ = 7.
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Amplitude X

Amplitude Y

Fura5.12

Gréficos das amplitudes do primeiros harmonicos da cinemética directa (x e y) do robot 2R:

Oi=020=0,¢=0.
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Fura5.13

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:
OJu=020=0,0=m.
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Amplitude X

Fura5.14

Gréficos das amplitudes do primeiros harmonicos da cinemética directa (x e y) do robot 2R:

Ouw=0,00=m2, ¢ =0.
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Amplitude X
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Fura5.15

Gréficos das amplitudes do primeiros harmonicos da cinemética directa (x e y) do robot 2R:

O =0, Qo =7/2, ¢ = .
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Amplitude X
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Fura5.16

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:
0w0=0,00=m=, ¢=0.
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Amplitude X
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Fura5.17

Gréficos das amplitudes do primeiros harmoénicos da cinematica directa (x e y) do robot 2R:

010=0,00="7, ¢ =m.

Como se pode observar nos gréficos anteriores, a FD da cinematica directa do robot 2R
depende do ponto de funcionamento (010, Gz0) € do desfasamento entre as entradas sinusoidais
(g1, 02). No entanto, consegue-se determinar analiticamente e de forma exacta os primeiros
harménicos da resposta temporal e seguindo um raciocinio andlogo pode-se encontrar também

a expressao exacta para os harmonicos de ordem superior.

5.3 Estudoda P do controlo h ibrido posicao/forca do robot 2R

Nesta seccdo apresenta-se 0 caculo analitico da FD do CH com robot 2R. Este

procedimento € importante porque possibilita a previsdo de ocorréncia de ciclos limite e a
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analise da estabilidade do sistema para uma sua dada configuracdo. Considere-se, entdo, que o

estado do sistema pode ser dado pelas seguintes expressoes para qi, Je:

0, = 0, + Q, cos(wt) (5.6a)
0, = Oy + Q, cos(ot + ¢) (5.6b)

isto é, um ponto de funcionamento (Qso, gz0), UMa oscilagdo com primeiro harmonico (Q1, Q)
e um desfasamento entre as oscilagdes das duas juntas ¢. Note-se que considerou-se uma
mesma frequéncia de oscilacdo o para as juntas um e dois do robot 2R. Mais tarde vai-se
verificar a vaidade desta hipotese através de todas as simulactes realizadas, uma vez que 0s
ciclos limites estéveis que se encontram neste sistema sao sempre de amplitude pequena e de
frequéncias w iguais para as duasjuntas.

A FD do sistema € levada a cabo através de cinco blocos distintos (Figura5.18): a
cinemética de posicdo, a estética de forca, os controladores de posicdo, os controladores de
forca e o conjunto robot/ambiente. Como € éhvio, a FD correspondente a dois blocos ndo
lineares em cascata ndo € igual ao produto das suas respectivas FDs. No entanto, partiu-se da
hip6tese (validada posteriormente pelas experiéncias) de que se cometiam erros pequenos
nesta aproximacao, porque os ciclos limite encontrados sdo sempre de pequena amplitude. A
FD correspondente a cinemética de posicao € compreendida por duas relativas aos dois eixos
do robot 2R e sdo acopladas no que respeita as entradas q; e g.. O mesmo se passa com a FD
da estética de forca e do robot, embora os controladores se forem descentralizados tenham

uma FD desacoplada.
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FD da cinemética de posi¢ao
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Fura5.18
Diagrama de blocos para célculo daFD do CH.

As FDs relativas a cada controlador por eixo e por anel foram ja apresentadas no
capitulo trés. Assim, de seguida analisam-se as FDs da cinematica de posicéo, da estéatica de

forca e do robot/ambiente. Para as calcular é necessario consgderar as segui ntes expressoes:

g, + 0, =0, + Q,, cos(ot + ) (5.79)
Q, =+/Qf +Q} +2Q,Q, cos(0) (5.7b)
o = arctan 2[Q, + Q, cos(9), Q, sin(9) ] (5.7c)
¢, +9, = Ql, sin(ot +al,,) (5.7d)
Ql, = (-Q)° +(-Q0)" +2(~-Qo)(-Q)cos(0) (5.7¢)
OL|12 = arctan 2[_(;)1(’J - Qz(’J COS((I))'_Qz(O S n(¢)] (5-7f)
¢, + ¢, = Qll, cos(wt +all, ) (5.79)
Q”lZ = \/(_le2 )2 + (_Qz(‘)2 )2 + 2(_Q10)2 )(_szz )COS((])) (5.7h)
all,, = arctan2-Q0” — Q,m” cos(),~Q,m” sin(9) | (5.7i)
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Por outro lado, € também necessério utilizar as seguintes equacdes que empregam
funcbes de Bessdl:

cog(xsin®) = J,(X) +2J,(X) cos(20) + 2J, (X) cos(40)+... (5.89)
sn(xsinB®) = 2J,(x) sin(8) + 2J,(x) cos(30) + 2J.(X) cos(50)+... (5.8p)
cos(xcos0) = J,(X) —2J,(X)cos(260) + 2J,(X) cos(40) —2J,(x) cos(60)+... (5.8¢c)
sin(xcosB) = 2J,(x) sin(0) — 2J,(x) cos(30) + 2J.(X) cos(50)—... (5.8d)

Note-se que as fungdes de Bessel de ordem n no ponto X, J, (X), decrescem rapidamente
de valor a medida que se aumenta a ordem. Deste modo, as expressdes anteriores tém uma
aproximacdo razoavel com poucos harménicos calculados. De seguida apresentam-se as
expressdes onde é necessario aplicar estasfuncdes de Bessel (truncaram-se as séries a partir da

sexta ordem):

sin(6—q,) = sin[6 —q,, — Q, cos(wt)] = sin(6 — q,,) cod Q, cos(wt) ] -

—cos(0—-0q,,)S n[Q1 COS((ot)] =sin® - qlo)[J0 (Q)) —23,(Q,) cos(2mt) +2J,(Q,) COS(4(ot)] -
—cos(6 — 0,,)[23,(Q,) cos(wt) — 2J,(Q,) cos(3mt) + 2J4(Q,) cos(5mt) | (5.99)
sin(@—q, —q,) = sSin[B — ,,, — Q,, cos(wt + o) | = Sin(6 — g, ) cod Q,, cos(wt + ) |-
—cos(6— 0, SiN[Q,, cos(wt + )] =

= SiN(0 — Gy,0)[ Jo(Qw) — 2J,(Qy,) cos(2t + 201) + 2, (Q,,) cos(4wmt + 4ar) |- (5.90)
— COS(0 — Gy0)[23, (Q,) COS(et + ) — 2J5(Qy,) cos(3ot + 3at) + 234(Qy, ) cos(5wt + 501)]
cos(6 —q,) = cog6 — q,, — Q, cos(wt) | = cos(6 — q,,) co Q, cos(wt) | +

+sin(6—d,) Sin[Q1 Cos(cot)] = cos(0 — Cho)[Jo (Q) —23,(Q,)cos(2mt) + 23,(Q,) Cos(4c0t)] +
+8in(6 — g,0)[23, (Q,) cos(wt) — 2J,(Q,) cos(3mt) + 2J,(Q, ) cos(5ut) | (5.90)
cos(6 —q, —0,) = cog0 — Oy, — Q, cOS(wt + o) ] = cOS(B — 0),) cOJ Q,, Cos(t + or) | +
+siN(0 — q,,) Sin[Q,, cos(wt + a) | =

= €0S(0 — Up0)[ Jo (Qur) — 23, (Qy,) cos(2mt + 20t) + 2J,(Q,, ) cos(4awt + 40r) | + (5.9d)

+8iN(0 — 015)[23,(Q,) cos(at + o) — 23,(Q,,) cos(3mt + 30t) + 2J5(Q,, ) cos(5mt + 50.) |
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Partindo destas Ultimas expressdes calculam-se, entdo, de uma forma aproximada,
porque se truncaram as séries que incluem as funcdes de Bessel, as FDs dos blocos referidos
anteriormente. Mesmo assim, teve-se de recorrer a um programa de dgebra para computador
para as determinar devido a elevada complexidade das expressdes que S0 necessdrias para

manipular algebricamente.
5.3.1 AP doblocoest é&ticadeforca

Nesta subseccdo determinam-se as duas FDs relativas aos dois eixos do robot 2R e a
parte de controlo de forca. Assm, considere-se F4=0N vindo, em notagdo vectoria, a

expressao do bloco correspondente:

|:[r1 COS(G - ql) +r, COS(G -0, - qz)]F
[r, cos(6-q, —q,)]F (5.10)

onde a forca F é por sua vez, como vimos no capitulo anterior, funcdo de 6, qi, Gz, r1, 2, Xco,

M, B e K. Considera-se aqui também que amatriz S € dada por:

|:0 O:|
S=
0 1 (5.11)

ou sgja, adireccdo yc € controladaem posicdo eadireccdo xc é controladaem forca.

No Apéndice 5.A apresenta-se a respectiva FD para os dois eixos do robot 2R. A sua
aplicacéo permite obter erros pequenos principalmente para amplitudes Q, e Q, baixas, porque
comparou-se os valores com a FD numérica (i.e. por simulagcdo) e esta é muito préxima do

valor exacto.

5.3.2 A b do bloco cinem &tica de posicao
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Nesta subsec¢do apresenta-se o calculo da FD do bloco de cinemética de posicdo com a

inversa classica e com a modificacdo da matriz pseudo-inversa. Assm, para a formulacéo

original (ou sgja, com ainversa classca), obtém-se:

r; rr

J‘15|:X6C:| 1 écoqze_ql_qz_qu_q20)+%Coqze_ql_q2_qu)_

c = in r2 rr

Yec fal2 (qz) _écos(ze_ql_qz_qlo_qzo)_%cos(ze_ql_qz_qlo)_
rr, ry ry

_7cos(29—2ql—qz)—?cos(Ze—qu—2q2)+3005(q1+q2—qlo—q20)+

rr r.
—%00429 - ql _qz - qlo)_écoqze - ql - q10)+ rlr2 00429 _2q1 _q2)+

2

rr rr I
+?005(q1+q2—q10)—%008(q2)+§
I.

r i ry rr
+5€05(20 ~ 20, 24, )+~ -005(20 — 20, ) = —2-C08(0 + 0, — Gy — Uap) ~ =0l + 0, ~ o)

2 2

r r r2 r?
- % Coiql — 0Oy — qZO) - é Coqql - qlo) RRELE cos(q2 ) + é * % (5.12)

Para achar a FD (aproximada devido a truncatura das fungdes de Bessel a partir da

ordem seisinclusive) tem-se que determinar também a transformada de Fourier da funcéo:

COSGC(qZ) = ﬁ , O, =0y +Q, cos(wt +0) (5.13)

Através de métodos aproximados e numéricos chegou-se a seguinte expressao:

cosec(q, ) = —0.234 sgn[ cosec(d, )| + 120cosec(qy, ) +

+-0881+ 0821|cosec(q, )||5.O7Q2 cos{(ot + g - g sgn|cos(a,, )| + ¢} +

+/~00603+0.063cosec(q,, )[34.7Q2 cos{zmt + g - g son[sin(dyo )] + 2¢} +

+-0.0055+ 0.0064/cosec(d, )183Q3 cos{3o)t + g ~ g sgn|cog(a,) | + 3(1)} +
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+/-0.0011+ 000105 cosec(q,, )[1091Q; cos{4o)t + g - g son[sin(dz0)] + 4¢} +

+/-000014 + 0.00013cosec(a, )| 6073QS 005{5 ot + —7 sgn{cogdyo)| + 5¢} (5.14)

No entanto, verificam-se erros elevados nas assimptotas da funcéo (5.13), pelo que se
optou por obter numericamente a FD deste bloco. O problema torna-se ainda mais dificil para
o cdlculo deste bloco com a modificacdo da matriz pseudo-inversa, porque é muito mais
sujeito a erros de aproximacdo devido as funcdes presentes serem mais complexas. Assim, foi
também calculada numericamente a FD deste bloco para esse caso. De qualquer forma,
apresenta-se a seguir a equacdo para calculo da FD deste bloco com a modificagdo da matriz

pseudo-inversa:

(SJ)+[XQC]: 1 [Byec}

Yo | B*+V* [ We (5.15a)
{[3:rlsin(e—ql)+rzsin(e—ql—q2)

v=r,sin(0-q,—d,) (5.15b)

Yee =11 005(9 - qu) +1 Coqe ~ 0y — qzo) - COS(G - ql) I COS(G —0, - qz) (5.15¢)

A solucdo numérica é suficiente, porque como se vera adiante obtém-se bons resultados
em termos de comparacdo dos resultados das simulagcdes com ciclos limite com 0s previstos
através da utilizacdo da FD. Verificou-se, também, que a andlise através da FD € muito
sensivel aos erros cometidos no célculo da FD deste bloco.

5.3.3 A B do bloco robot 2R/ambiente

Nesta subseccdo apresenta-se 0 calculo da FD do bloco robot 2R/ambiente. Para o

efeito, considere-se a equacdo dadindmicainversa do conjunto:

T =H(@)g+c(q,q) +9(q) - IT(q)F (5.16)
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Neste sentido, o primeiro harménico de t obtido da entrada sinusoidal de q pode ser
determinado através da decomposicdo em quatro partes (ver equacdo anterior): termos
inerciais, termos Coriolis/centrifugos, termos gravitacionais e termos de interaccdo com o
ambiente. Assim, veremos mais adiante que s6 0s termos de interaccdo com o ambiente serdo
calculados de uma forma aproximada devido a truncatura das séries que contém funcbes de
Bessal, enquanto que os restantes serdo determinados com total exactid&o.

Para calcular a FD dos termos inerciais é necessario decompor C, = cos(() em série

com fungdes de Bessel:

Cz = cos(q20 )[‘Jo (Qz ) - 2‘Jz (Qz )COS(Z(z)t + 2(1)) + 2‘J4 (Qz ) COS(4(0t + 4¢)] -
—Sin(0,)[23,(Q, ) cos(t +¢) — 23(Q, ) cos( 3t + 30) + 235(Q, ) cos(Swt +50)] (5.17)

Ent&o, aFD correspondente vem:

[(ml +my ) +mrl + Jlm +J ][ Qw? cos(mt ]+ 2myr,r {cos(qzo) o(Q )[ Q,? cos(g)t)]_
(mor? [~Quo? cog(t)]+ myrir, {cog(a) 3o (Q, ) -Quw? cos(wt)] -

—c05(0) 32(Q; ) cos(0t +20)(-Q )}wr [-Q00” cogwt + 0)] +
—c0g(0,)J,(Q, ) coqwt + 20) ( )} (5.18)

+myrr, {cos(qzo)Jo(Q2 )[—Q2m2 cogwt + q>)] — 090 )3, (Q, )[—Q2m2 cogwt + q>)]}
+Hmyr7 + 3y + 3,0 [ -Q,07 cowt +9))]

Para calcular a FD dos termos Coriolis/centrifugos € também necessario expandir

S = sin(g,) em série com funcdes de Bessdl:

S, = sin(q20 )[Jo(Qz ) - 2J2(Q2)005(2mt +20) + 2J4(Q2)COS(40)'[ + 4¢)] +
+ cos(q20 )[ZJl(Qz)COS((Dt + (1)) - 2J3(Q2)COS(3(°t + 3¢) + ZJS(QZ)COS(&D'[ + 5¢)] (5.19)

Neste caso aFD ven:
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—myrr, Cos(qzo )Jl(Qz )[szwz COS(U)t + (I))] —2mynt, COS(qu )Jl(Q2 )[Qlewz COS(U)t + ¢)] COS((D) +
myr,r, €05(0) 3, (Q, )| QFeo” cog@t + )]+ myryr, c0g(00)3,(Q, ) -Qiw” cos(~wt + ¢)]% +

+mir, 0040, )3,(Q. [ Qh0* cos-0t ~ )] - My, 005 15(Q, Qi oot + 0)] +
+myr, 008 35(Q, [ Q20 cosfot + )]

+Myrr, €0(050) 3, (Q, )[Q Q0% cos(-ot)| - myr,r, cog(d,) J5(Q, | QQ,0° cos(wt +29)]

(5.20)

A FD dos termos gravitacionais vem:

g[—(myr, + myr, ) sin(a,6)2J,(Q, ) cos(et) — 2myr, sin(d),)J,(Qy, ) cos(et + oc)]:|
—2gm,r, S n(quO )‘Jl(le ) COS(O)t + OC) (5.21)

onde Q120 = Qiot0z0 € o € 0 @ngulo entre g, e g, (como calculado anteriormente).

A FD do termo J'F esta apresentada no Apéndice 5.B que contém a aproximagdo com
as parcelas relativas a fungbes de Bessel até a ordem cinco.

Na préxima seccao aplicam-se estas expressdes no estudo da viabilidade da utilizagdo da

FD aprevisdo de ocorrénciade cidoslimite no CH com robot 2R.

5.4 Viabilidade do estudo da estabilidade do CH através do diagrama de Nyquist

multivariavel

Depois de se terem calculado os blocos de FDs decompostas do CH considere-se a
Figura’5.19 onde se representa o respectivo diagramade blocos da FD totd (hipotese inicid).
Note-se que este diagrama de blocos s é valido para Q; ou Q. razoavelmente de pequena
grandeza, vindo erros mais elevados se isso ndo se verificar devido a interaccdo entre as duas
varidveis na FD. No entanto, devido a falta generalizada de ferramentas para andisar sistemas

multivariaveis ndo lineares, teve-se que aplicar esta estratégiainicial.
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Fura 5.19
Diagrama de blocos correspondente a aplicacdo da FD ao CH com robot 2R.

O diagrama de blocos da Figura anterior pode ser smplificado (Figura5.20), resultando as

equacoes de um sistema MIMO (multiple-input-multiple-output), (5.22):

+
Ql Nll —>O—> Ql
+
[ NlZ
NZl
+
Q

N22 %O% QZ
+

Fura 5.20
Diagrama de blocos smplificado do CH.

{Ql = N11Q1 + N12Q2 (5.22)

Qz = N21Q1 + N22Q2
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Entdo pode-se aplicar o critério de Nyquist multivariavel que conduz a equacao caracteristica:

N11N22 - N11 - sz - N12N21 +1=0 (5.23)

Até agora considerou-se que tanto Q; como Q. podem tomar independentemente
gualquer valor. Esta hip6tese ndo foi verificada na pratica, pois estas variaveis tém sempre uma
grandeza pequena e ndo sao independentes como se prova a seguir. Deste modo, esta aberta a
porta para a utilizacdo generalizada da linearizacéo do sistema partindo das equacdes das FDs
parciais do sistema. De seguida, apresenta-se 0 estudo da utilizacdo numérica da FD para
verificar a consisténcia entre ciclos limite encontrados e o valor da equacdo caracteristica
anterior (5.23). Considere-se entdo os valores numéricos utilizados para o robot 2R ided
indicados na Tabela 5.1.

i m (Kg) ri (m) Jim (Kgn) Jig (Kgnr)
1 05 1.0 1.0 4.0
2 6.25 0.8 1.0 4.0

Tabela5.1  Os parametros do robot 2R ideal.

Na Tabela 5.2 enunciam-se os valores numéricos dos CEV's de primeira ordem utilizados

nesta seccéo.
Eixoi Kpi Kr Thmaxi Trmaxi Cri Cri
1 10*a2x 10° 80a500 1,000 1,000 2.5 0.25
2 10°a2x10° 80a500 500 500 2.5 0.25

Tabela5.2  Osvalores numéricos dos CEVs utilizados nesta seccéo.

O ponto de funcionamento utilizado para o sistema robot 2R com CH foi: K =100 N/m,
B =0.03Nsm, M =0Kg, 6 =n/2, Q1o = Q0 = 151/36, F4 = O N, Ycd = Yco M, fc = 10 kHz, com
a formulacdo da inversa classica. Note-se que se utilizou a superficie restricdo de segunda

ordem.
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Segundo os resultados obtidos, Kpi (i = 1, 2) SO afecta a estabilidade e o erro de pos¢éo.

Deste modo variou-se Kg (i =1, 2) e obtiveram-se, a titulo exemplificativo, os gréficos

seguintes (Figuras 5.21 e 5.22).
o () _
10 —
8
6
4
2
0
80 180 K¢ 280 380 480
Fura5.21

Gréfico da frequéncia dos ciclos limite encontrados em funcéo de K = Kg; = K.

d
0.004 2 (3
0.0035
0.003\
—_Q2
0.0025 \
0.002 \
0.0015 \\
0.001 \
0.0005
\
0 } } T —
80 180 280 380 480
K

Fura 5.22
Gréfico dos valores de Q; e de Q, para os ciclos limite encontrados em funcdo de
Ke = Kr = Kp.

Como se pode concluir dos dois graficos anteriores, existe uma dependéncia entre g; e
02, pelo que ndo se pode arbitrar valores quaisquer para estes dois parametros. Também se
verificou que a equacdo caracteristica do critério de Nyquist multivaridvel é satisfeita para

qualquer condicéo de cidolimite, porque Q; e Q. sdo de pequena grandeza.
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5.5 Linearizacdo do CH

Nesta seccdo apresenta-se 0 desenvolvimento das expressoes para a linearizacéo do CH
com robot 2R e recorre-se a esses resultados para estudar o sistema através do tragado de
Nyquist. S&o verificadas condigcdes de estabilidade do sistema para casos de ciclos limite em
funcdo de monofrequéncia e multifrequéncia de controladores. Estes resultados tedricos sdo
todos comprovados nas experiéncias realizadas.

Para iniciar o clculo da linearizacdo global do sistema utiliza-se a mesma estratégia que
para a FD, ou sgja, calculam-se as linearizagdes dos trés sub-blocos. Para tal, observe-se que

as seguintes expressdes sdo validas para pequenos X:

Jo(X)=1J,(x) ==, 3,(X) = 0,J5(x) = 0,3,(X) = 0,J5(x) = O (5.24)

X
2
Partindo destas simplificagoes e eliminado produtos de segunda ordem e superiores de
Q. e de Q,, obtém-se a linearizacdo do sistema. Assim, a linearizacdo da parte de estatica de
forca esta exposta no Apéndice 5.C, onde se pode verificar amaior smplicidade dos célculos
comparados com a FD respectiva. A linearizacdo da parte de cineméatica de posi¢éo calculou-
-se numericamente para as formulagcdes com a inversa cléssica e com a matriz pseudo-inversa,
devido aos problemas referidos no cdlculo da FD. A linearizacdo do bloco robot 2R/ambiente

foi realizada através das quatro partes distintas referidas anteriormente, vindo para os termos

inerciais a expressao:
[(ml +mr? +myrl + Jy, + Jyg ][—Qlco2 cos(o)t)]+ 2myr,r, {cos(q20 )[—Qlco2 cos(o)t)]+
(mz I’22 )[_Ql(’oz COS(O)t )] + M, {COS(qZO )[_Ql(’oz COS(O)t )] +
+myr; [—Q2m2 cogmt + ¢)] +myrr, {cos(q20 )[—Q2m2 cogmt + q>)]}

+H(Myr + Jpn + 3y )[—Q2m2 cog(ot + )] (5.25)

A linearizacdo dos termos Coriolis/centrifugos vem igual ao vector nulo e a relativa aos

termos gravitacionais toma a seguinte expressao:.
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o{(mur, + myr, )~ sin(a,)Q; cos{aot)] - myr, Sin(dly )| Q; cos(et) + Q, cos{at +¢) [}
—gmyr, Sin(d, )| Q, cos(t) + Q, cog(wt +0)] (5.26)

Finalmente, a linearizacdo do termo J'F esta apresentada no Apéndice 5.D onde se pode
observar a muito maior simplicidade das expressdes obtidas. E possivel agora estudar o CH
com robot 2R através da linearizacdo e do tracado de Nyquist perto do ponto —1+j0
(correspondente aum ciclolimite).

Por exemplo, para uma frequéncia de controlador f.=10kHz e para as condicles
0 = 1/2, o = Q0 = 151m/36, K =100 N/m, B=0.03 Ngm e M =0 Kg, encontra-se um ciclo
limitedef =5 Hz, valor que verifica aexpressao (5.23).

O diagrama de Nyquist do sistema para varias frequéncias do controlador esta
representado na Figura5.23. Pode ser visto que para f. = 10 kHz o cido limite é estave

enguanto que diminuindo f. 0 sistematorna-se instavel.

frequéncia

do controlador
10kHz
5kHz
— — ——2kHz

Fura 5.23
Diagrama de Nyquist do sistema para varias frequéncias (f;) do controlador (6 =m/2,

Q10 = Qoo = 15m/36, K = 100 N/m, B = 0.03 Ngme M = 0 Kg).

A linearizacdo dos controladores, incluindo o efeito da frequéncia de amostragem finita,

esta representada na Figura 5.24, onde o bloco G«(jw) € dado pela expressao:

1-g ot
joT (5.27)

G (jo) =

e T éo periodo de amostragem do controlador.
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—— G{jm) G(jw) | ———

Controlador Efeito da
| dedl amostragem

Fura5.24

Andlise dalinearizacdo dos controladores tendo em conta afrequéncia de amostragem finita.

Agora, para este mesmo ponto de funcionamento, vai-se apresentar o estudo andogo
relativo a multifrequéncia de operagdo dos controladores dos anéis de posicdo e de forca
Assim, na Figura5.25a mostra-se o tracado de Nyquist para a frequéncia de amostragem do
controlador de posicéo fixa a 10 kHz e a do controlador de for¢a variavel. Na Figura 5.25b
apresenta-se 0 caso inverso, ou sgja, a frequéncia de amostragem do controlador de posicéo
varidvel e a do controlador de forca fixa a 10 kHz. Como se pode conduir peos gréficos, a
frequéncia do controlador de forca € mais critica para pontos de funcionamento de ocorréncia
de ciclos limite do que a do controlador de posicéo. Isto foi confirmado pelas experiéncias de
multifrequéncia para varios valores do coeficiente de amortecimento B apresentadas no

capitulo anterior.

= —=4 > { Re
VZ B
P rd 2 3

frequéncia do
controlador de

forca __ SkiHz

— — — —2kHz

Fyura 5.25a
Diagrama de Nyquist para CH com multifrequéncia de amostragem (a da posicdo fixa a

10 kHz eada forcavariave), 0 =m/2, Qi = G = 151/36, K =100 N/m, B=0.03 Ngm e
M = 0Kag.
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10 — frequéncia do

f-g Hz/:// 51 control§d~or de
‘ ‘ = 0 posicéo
-45 50 5kHz
Re 210+ —— — —2kHz
15+ ... 1kHz
20+  —._—._ 750Hz
25 —--—- 500Hz
-30 4
-35 4
-40 -
Fyura 5.25b

Diagrama de Nyquist parao CH com multifrequéncia de anostragem (a da poscéo variavel e a
da forca fixa a 10kHz) , 6 =m/2, Qo =00 =15r/36, K=100N/m, B=0.03Ngm e
M =0Kag.

Em conclusdo, o diagrama de Nyquist representa uma ferramenta muito Util para analisar
a estabilidade do sistema.

5.6 Resposta em frequéncia em malha fechada analitica do CH com o robot 2R

Nesta seccdo apresenta-se o cdlculo da resposta em frequéncia em malha fechada do CH
com robot 2R de forma analitica usando a linearizacdo determinada na seccdo anterior. Os
resultados obtidos sdo, assim, validos para peguenos sinais de entrada, mas verifica-se que
aproximam qualitativa e quantitativamente os obtidos numericamente. Nesta seccéo todos os
blocos sdo determinados anditicamente. Considere-se entdo o diagrama de blocos da
Figura5.26 com o proposito de calcular aresposta em frequéncia através da utilizagdo da
linearizacdo do sistema efectuada na seccéo anterior. O objectivo final serd obter o diagrama

de blocos smplificado daFigura 5.27, isto é, arespostaem frequéncia anditica.
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As expressdes para os varios blocos vém como de seguida se expde. Assm, para Y; e Yo:

Y,=n Sin(e - qu) T Sin(e - quO) (5.28)

Y, =1, Sn(0 - 0yy) (5.29)

ParaCF1 = FF1 e CF2 = FF2 vem:

CFl= FF1=—r,coq0—q,,)—T, cog0 —Cyy) (5.30)

CF2=FF2=—r, cos(6 —d,,) (5.31)
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+
Q.
F2
Fura 5.26

Diagrama de blocos para calculo da resposta em frequéncia em malha fechada do CH com
robot 2R.
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Fq

Gy, +H—O— F
+

Fura 5.27
Diagrama de blocos simplificado da resposta em frequéncia em malha fechada do CH com

robot 2R.

Os blocos F; e F, foram calculados num programa de algebra por computador e estdo
apresentados no Apéndice 5.E. Os blocos CP1 e CP2 tém duas expressdes dternativas, para o
caso de se congiderar a formulagdo do CH com a inversa classica ou com a modificacdo da

pseudo-inversa. Assim, para o primeiro caso vem:

CP1= 005(_9 - q120)
r,SiN(Cy) (5.32)
CP2 = -1 CO#G —Qyp )__ r COiG - q120)
nrs n(qzo) (5.33)

Para 0 segundo caso, ou sgja, com aformulacéo da pseudo-inversa, vem:

_ 1,Sin(0—qy,)+1,SN(0 - 0y
CP1= 5 (5.34)

=0 (5.35)

D = -1, coq20,, + 20, — 20) — 1,F, €00, + 20y, — 26) + T, Oy, ) —

1 2 1 2 2
—5h cos(2q;,, _29)+§r1 +T, (5.36)
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Os blocos dos controladores dos anéis foram j& apresentados anteriormente, bem como

Y, Y,
os do robot 2R. Deste modo, resta calcular as funcdes de transferéncia Yo, - F,,
e F o ._F

Y, e ® F, aravés das expressies andliticas referidas. Assm, comegase por

identificar os anéis e as transmissdes entradas/saidas e finalmente calculam-se essas fungdes de
transferéncia

O diagrama de blocos da resposta em frequéncia contém dez anéis (L, i = 1,...,10):

L, =—COF2.CF2. RO12-F1 (5.37a)
L, =—COF2.CF2-RO22-F2 (5.37b)
L, = —COF1.CF1. RO11-F1 (5.37¢)
L, = —COF1.CF1. RO21- F2 (5.37d)
L, = —COP1.CP1- RO11- Y1 (5.376)
L, = —COP1.CP1. RO21-Y2 (5.37f)
L, = —COP2-CP2-RO12-Y1 (5.379)
L, =—COP2.CP2.- RO22-Y2 (5.37h)
L, = Y1- RO11- COF1-CF1. F2. RO22- COP2- CP2 (5.37i)
L, =Y2-RO22-COF2.CF2-F1- RO11-COP1. CP1 (5.37))

Vindo, entdo o determinante A do sistema:

A=1-(Li+ L+ L+, +Lg+Lg+L +Lg+Lg+ L)+

+(L,Lg + LLs + LyLg + L, L) (5.38)
Finalmente, as funcdes de transferéncia sdo as seguintes:

—C = i{\(1- [RO11- COP1-CPL (1- L,) + RO12-COP2-CP2-(1- L, )| +
Y, A (5.39)

+Y2:[RO22- COP2-CP2- (1~ L)+ RO21- COPL CPL. (1~ L,)| -

-Y1- RO11-COF1-CF1- F2- RO22-COP2-CP2 -
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—-Y2-RO22-COF2-CF2- F1- RO11- COP1. CP1}

F %{Fl- (ROL1- COP1- CP1+ RO12- COP2- CP2) +

Y., (5.40)

+F2-(RO22- COP2-CP2+ RO21- COP1.-CP1) -

—F1- RO11- COP1.-CP1-Y2- RO22-COF2-CF2—-
—F2-R0O22-COP2-CP2-Y1- RO11- COF1-CF1}

1
— = Z{Fl- [ROL1- (COF1+1)- CF1- (1~ Ly)+

d

(5.41)
+RO12-(COF2+1)-CF2- (1~ L;)|+
+F2-[RO22- (COF2+1)- (1~ L,)-CF2+

+RO21- (COF1+1)- (1~ L,)- CF1]}

Yo _ i{vl- [RO11-(COF1+1-L,)-CF1+
Fe A (5.42)

+RO12-(COF2+1-L,)-CF2]+
+Y2:[RO22-(COF2+1~ L,)-CF2+

+RO21-(COF1+1- L,)- CF1}

Estas sdo as expressdes para a resposta em frequéncia analitica do CH com robot 2R.
Note-se como uma particularidade que se Xco for menor que zero deve-se multiplicar por -1 a
funcdo de transferéncia Yc¢/F.

Para ilustrar a utilizacdo destas expressdes apresenta-se de seguida as respostas em
frequéncia para 0 ponto de funcionamento 6 =m/2, o = O = 15m/36, K =100 N/m,
B=1NsmeM =0Kg. Assim, na Figura 5.28 esta representada a resposta em frequéncia em
malha fechada, com a inversa classica, determinada numericamente (tracos a cheio) versus a

resposta obtida anditicamente (pontosindicados com quadrados).

5 Aplicacéo da funcao descritiva na analise cinematica e dindmica de sistemas com robots rigidos e
ideais 5.39




1.00E+01

1.00E+03

1.00E+02 A B

|Y,| 1.00E+00 —0 fﬁlﬂ
T g ||:| 1.00E+01
Yoo 1A

1.00E-01 | ——0.03m Yeq| 1.00E+00 &
—0im ——0.03m
1.00E-01 £ I a
\ —o0a1m

1.00E-02
1.00E-02

0.001  0.01 0.1 1 10 100 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
f (Hz) 0.001 0.01 0.1f (Hz) 1 10 100

1.00E-03 T 1.00E+01

— 1IN
|Yc| 1.00E-04 | — 4N 1.00E+00 —— 1

Pl E\ o Q ~
"' 1 ooeos 4 \E Fal 100e-01 + — N
o / i —aN
O

1.00E-06 f 3 f f | 1.00E-02 :
0.001 0.01 0 1 10 100 0.001 0.01

10 100

'lf (Hz) 0'lf (Hz) !

Fura 5.28
Resposta em frequéncia em malha fechada do CH com robot 2R com a formulacdo da inversa
classica (0 = /2, Oio = gz = 15m/36, K =100 N/m, B=1Nsm e M =0Kg). A trago cheio

esta a resposta obtida numericamente e com quadrados os pontos obtidos anditicamente.

Na Figura5.29 estdo representadas, de modo andogo, as respostas em frequénciade
alguns pontos calculados andliticamente (quadrados brancos) e numericamente (traco cheio)
com a modificacéo da matriz pseudo-inversa e parao mesmo ponto de funcionamento.

Como se pode verificar os resultados obtidos de forma analitica e os obtidos
numericamente para as respostas em frequéncia estdo de acordo, dentro de uma pegquena

margem de erro.
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Fura 5.29
Respostas em frequéncia em malha fechada do CH com robot 2R com a modificacdo da
pseudo-inversa (0 = /2, gio = Qo = 151/36, K =100 N/m, B=1Nsgm e M =0Kg). A trago

cheio esta a resposta obtida numericamente e com quadrados os pontos obtidos anditicamente.

5.7 Conclusbes

Neste capitulo apresentaram-se algumas consideracdes sobre a utilizacdo da FD no
estudo da cinemética directa de robots e estudou-se a FD do CH através da utilizagdo do
tracado de Nyquist multivariavel para verificar a estabilidade do CH. Por outro lado, estudou-
-se a linearizacdo do CH, tendo como ponto de partida a FD do sistema, e a determinacéo
analitica da resposta em frequéncia em malha fechada do CH tendo como base a linearizacdo
do sistema respectivo.

Os resultados obtidos neste capitulo sdo encorgjadores para a utilizacdo das técnicas de
analise com a FD em sistemas complexos, uma vez gue foi possivel estudar a estabilidade do
CH com robot 2R tendo como ponto de partida a sua FD. A linearizacdo é uma técnica
também muito importante e satisfatoriamente aproximada para o estudo do CH, pois 0s sinais
internos envolvidos sdo sempre de pequena amplitude neste sistema. Deste modo, chegou-se a
determinacdo da expressdo andlitica da resposta em frequéncia em malha fechada do CH com

robot 2R que pode ser estendida a qualquer tipo de robot.
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A vdidacdo dos resultados foi efectuada através de simulacBes intensivas que

possibilitaram estudar o desempenho do sistema em varias condi¢cfes de funci onamento.
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Apéndice5.A

Deter minagéo da B do bloco de controlo defor ca

Neste apéndice apresenta-se a FD para os dois eixos do bloco de controlo de forca. As
expressdes foram obtidas através de um programa de manipulacdo algébrica. Devido a
restricdbes desse programa para a designacdo das variaveis na tabela apresentam-se as

correspondéncias entre asvariaves utilizadas no texto e as variavels do referido programa:

Programa Texto Programa Texto
a (051 delta J3(Q1)
c G20 u J4(Qo)
w o v J5(Qu)
t t X Jo(le)
d Q y J1(Q12)
e Q z J2(Q12)
f 0 apha J3(Q12)
n r1 beta J4(Q12)
0 ) tau J5(Q12)
p 0 theta Xco
m M g Quw
b B h o
k K i Ql
q Jo(Q1) j olio
r Jl(Ql) I QI 1
S Jz(Ql) epsilon ol

Eixo 1:

(1*m*o0"2*x*z/2+1*m*0"2*y*2/4-alpha*l*m*o”2*y/2+beta*l*m*o™2*z/2-

alpha*l*m*o™2*tau/2) *COS (2*a+2*c+epsilon-2*h-2*p-t*w) +1*m*0”2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta®2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c+epsilon-2*p+t*w) /4+ (1*m*0"2*x*z/2+1*m*0"2*y"2/4-
alpha*l*m*o”2*y/2+beta*l*m*o0”2*z/2-alpha*l*m*o”2*tau/2) *COS (2*a+2*c-epsilon+2*h-

2*p+t*w) +1*m*0”2*% (2% (y*2-z"2+alpha”2-beta™2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c-epsilon-2*p-

t*w) /4+ (alpha*i®2*m*0”™2*x/4+y* (1" 2*m*0"2*z/4-

beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c+3*h-2*j-2*p+t*w) -b*i*0™2* (2*x*z+y"2-
2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau) ) *SIN(2*a+2*c+2*h-j-2*p+t*w) /4-1"2*m*0"2* (x*y-y*z+alpha*z-

beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c+h-2*%j-2*p-t*w) /4+ (0" 2*x*y* (1"2*m-2*k) /240" 2*y*z* (2*k-

i”*2*m) /2+alpha*o”2*z* (i*2*m-2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1" 2*m-

2*k) /2) *COS (2*a+2*c+h-2*p+t*w) -1"2*m*0™2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c-h+2%*7 -
2*p+t*w) /4+ (07" 2*x*y* (172*m-2+%k) /2+0"2*y*z* (2*k-1"2%m) /2+alpha*o™2*z* (1" 2*m-

2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1"2*m-2+*k) /2) *COS (2*a+2*c-h-2*p-

t*w) + (b*i*o"2*x*z/2+b*i*0"2*y*2/4-alpha*b*i*o”2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-

alpha*b*i*o®2*tau/2) *SIN (2*a+2*c-2*h+j-2*p-t*w) + (alpha*i®2*m*o™2*x/4+y* (i"2*m*0™2*z/4-
beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c-3*h+2*j-2*p-t*w) +b*i*0”™2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta”2+tau”2) -x"2) *SIN (2*a+2*c+j-2*p+t*w) /4+ (b*i*0"2*x"2/4-b*i*0™2*y"2/2+b*i*0™2*z2"2/2~
alpha®2*b*i*o0”2/2+b* (beta®2*i*0"2/2-i*0"2*tau”2/2)) *SIN(2*a+2*c-j-2*p-

t*w) +1*m*n*o*tau*v*COS (2*a+c+epsilon+5*h-2*p+t*w) /4-beta*l*m*n*o*u*COS (2*a+c+epsilon+4*h-
2*p+t*w) /4+alpha*delta*l*m*n*o*COS (2*a+c+epsilon+3*h-2*p+t*w) /4-
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alpha*l*m*n*o*v*COS (2*a+c+epsilon+3*h-2*p-t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (2*a+c+epsilon+2*h-

2*p+t*w) /4+1*m*n*o*u*z*COS (2*a+c+epsilon+2*h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c+epsilon+h-
2*p+t*w) /4-delta*l*m*n*o*y*COS (2*a+c+epsilon+h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c+epsilon-h-
2*p+t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c+epsilon-h-2*p-t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (2*a+c+epsilon-2*h-
2*p+t*w) /4+1*m*n*o*g*z*COS (2*a+c+epsilon-2*h-2*p-t*w) /4+alpha*delta*l*m*n*o*COS (2*a+c+epsilon-
3*h-2*p+t*w) /4-alpha*l*m*n*o*r*COS (2*a+c+epsilon-3*h-2*p-t*w) /4-

beta*l*m*n*o*u*COS (2*a+c+epsilon-4*h-2*p+t*w) /4+beta*l*m*n*o*s*COS (2*a+c+epsilon-4*h-2*p-

t*w) /4+1*m*n*o*tau*v*COS (2*a+c+epsilon-5*h-2*p+t*w) /4-delta*l*m*n*o*tau*COS (2*a+c+epsilon-5*h-
2*p-t*w) /4-1*m*n*o*g*x*COS (2*a+c+epsilon-2*p+t*w) /4+1*m*n*o*s*x*COS (2*a+c+epsilon-2*p-t*w) /4-
delta*l*m*n*o*tau*COS (2*a+c-epsilon+5*h-2*p+t*w) /4+1*m*n*o*tau*v*COS (2*a+c-epsilon+5*h-2*p-
t*w) /4+beta*l*m*n*o*s*COS (2*a+c-epsilon+4*h-2*p+t*w) /4-beta*l*m*n*o*u*COS (2*a+c-epsilon+4*h-
2*p-t*w) /4-alpha*l*m*n*o*r*COS (2*a+c-epsilon+3*h-2*p+t*w) /4+alpha*delta*l*m*n*o*COS (2*a+c-
epsilon+3*h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*g*z*COS (2*a+c-epsilon+2*h-2*p+t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (2*a+c-
epsilon+2*h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c-epsilon+h-2*p+t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c-
epsilon+h-2*p-t*w) /4-delta*l*m*n*o*y*COS (2*a+c-epsilon-h-2*p+t*w) /4+1*m*n*o*r*y*COS (2*a+c-
epsilon-h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*u*z*COS (2*a+c-epsilon-2*h-2*p+t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (2*a+c-
epsilon-2*h-2*p-t*w) /4-alpha*l*m*n*o*v*COS (2*a+c-epsilon-3*h-

2*p+t*w) /4+alpha*delta*l*m*n*o*COS (2*a+c-epsilon-3*h-2*p-t*w) /4-beta*l*m*n*o*u*COS (2*a+c-
epsilon-4*h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*tau*v*COS (2*a+c-epsilon-5*h-2*p-t*w) /4+1*m*n*o*s*x*COS (2*a+c-
epsilon-2*p+t*w) /4-1*m*n*o*g*x*COS (2*a+c-epsilon-2*p-t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*SIN (2*a+c+5*h+7j-
2*p+t*w) /4+b*delta*i*n*o*tau*SIN (2*a+c+5*h-j-2*p+t*w) /4-b*i*n*o*tau*v*SIN (2*a+c+5*h-j-2*%p-
t*w) /4+1i72*m*n*o*s*tau*COS (2*a+c+5*h-2*j-2*p+t*w) /8-1"2*m*n*o*tau*u*COS (2*a+c+5*h-2*j-2*p-
t*w) /8+n*o*tau* (A" 2*mr*w™2* (s+2*u) +2*d*m*w” 2* (delta-v) +2*u* (1*2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c+5*h-

2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /4-

d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (2*a+c+5*h-2*p-t+*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c+5*h-2*p-t*w) /4-
b*beta*i*n*o*u*SIN (2*a+c+4*h+j-2*p+t*w) /4-b*beta*i*n*o*s*SIN (2*a+c+4*h-7j-

2*p+t*w) /4+b*beta*i*n*o*u*SIN (2*a+c+4*h-j-2*p-t*w) /4-beta*i " 2*m*n*o*r*COS (2*a+c+4*h-2*%j-
2*p+t*w) /8+beta*delta*i”2*m*n*o*COS (2*a+c+4*h-2*j-2*p-t*w) /8-

beta*n*o* (d*2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”™2* (s-u) +2*delta* (i 2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /4+beta*n*o* (A"2*m*w™2* (delta+2*Vv) +2*d*m*u*w”2+2*v* (1*2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+4*h-2*p-
t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (2*a+c+3*h+2*%j-

2*p+t*w) /8+alpha*b*delta*i*n*o*SIN (2*a+c+3*h+j-2*p+t*w) /4-alpha*b*i*n*o*v*SIN (2*a+c+3*h+j-2*%p-
t*w) /4+alpha*b*i*n*o*r*SIN (2*a+c+3*h-j-2*p+t*w) /4-alpha*b*delta*i*n*o*SIN (2*a+c+3*h-j-2*%p-
t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*g*COS (2*a+c+3*h-2*j-2*p+t*w) /8-alpha*i*2*m*n*o*s*COS (2*a+c+3*h-2*%j-2*p-
t*w) /8+alpha*n*o* (A"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) +2*s* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+3*h-
2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w”2* (delta-v) +2*u* (i*2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+3*h-2*p-t*w) /4-delta*i”2*m*n*o*z*COS (2*a+c+2*h+2*7 -
2*p+t*w) /8+172*m*n*o*vrz*COS (2*a+c+2*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*s*z*SIN (2*a+c+2*h+j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*u*z*SIN (2*a+c+2*h+j-2*p-t*w) /4-b*i*n*o*g*z*SIN (2*a+c+2*h-7j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*s*z*SIN (2*a+c+2*h-j-2*p-t*w) /4+1"2*m*n*o*r*z*COS (2*a+c+2*h-2*j-

2*p+t*w) /8+172*m*n*o*r*z*COS (2*a+c+2*h-2*j-2*p-t*w) /8-n*o*z* (d"2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (q-
s) +2*r* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c+2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /4+n*o*z* (A 2*m*w"2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w 2% (s-u) +2*delta* (i*2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+2*h-
2*p-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /4+1i " 2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c+h+2*j -

2*p+t*w) /8-1"2*m*n*o*ury*COS (2*a+c+h+2*j-2*p-t*w) /8+b*i*n*o*r*y*SIN (2*a+c+h+j-2*p+t*w) /4~
b*delta*i*n*o*y*SIN (2*a+c+h+j-2*p-t*w) /4-b*i*n*o*r*y*SIN (2*a+c+h-j-2*p+t*w) /4-
b*i*n*o*r*y*SIN(2*a+c+h-j-2*p-t*w) /4+1"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c+h-2*j-2*p+t*w) /8-
i*2*m*n*o*q*y*COS (2*a+c+h-2*j-2*p-t*w) /8+n*o*y* (A" 2*m*w”2* (g+s) -2*d*m*r*w"2+q* (1" 2*m-

4*k) ) *COS (2*a+c+h-2*p+t*w) /4-n*o*y* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) +2*s* (i"2*m-

4%k)) *COS (2*a+c+h-2*p-t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c+h-2*p-t*w) /4-

i*2*m*n*o*q*y*COS (2*a+c-h+2*j-2*p+t*w) /8+1i"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c-h+2*j-2*p-

t*w) /8+b*i*n*o*r*y*SIN (2*a+c-h+j-2*p+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*SIN (2*a+c-h+j-2*p-

t*w) /4+b*delta*i*n*o*y*SIN (2*a+c-h-j-2*p+t*w) /4-b*i*n*o*r*y*SIN (2*a+c-h-j-2*p-t*w) /4-
i*2*m*n*o*u*y*COS (2*a+c-h-2*j-2*p+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c-h-2*j-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c-h-2*p+t*w) /4+n*o*y* (A" 2*m*w™2* (g+s) -2*d*m*r*w™2+g* (1" 2*m-

4*k) ) *COS (2*a+c-h-2*p-t*w) /4+i"2*m*n*o*r*z*COS (2*a+c-2*h+2*7 -

2*p+t*w) /8+172*m*n*o*r*z*COS (2*a+c-2*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*s*z*SIN (2*a+c-2*h+j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*g*z*SIN (2*a+c-2*h+j-2*p-t*w) /4-b*i*n*o*u*z*SIN(2*a+c-2*h-7j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*s*z*SIN (2*a+c-2*h-j-2*p-t*w) /4+1"2*m*n*o*v*z*COS (2*a+c-2*h-2*j-2*p+t*w) /8-
delta*i”2*m*n*o*z*COS (2*a+c-2*h-2*j-2*p-t*w) /8+n*o*z* (d"2*m*w™2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”2* (s-

u) +2*delta* (i"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /4-
n*o*z* (d"2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w”2* (g-8) +2*r* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /4-alpha*i”"2*m*n*o*s*COS (2*a+c-3*h+2*7 -

2*p+t*w) /8+alpha*i”2*m*n*o*q*COS (2*a+c-3*h+2*j-2*p-t*w) /8+alpha*b*delta*i*n*o*SIN (2*a+c-3*h+7-
2*p+t*w) /4-alpha*b*i*n*o*r*SIN (2*a+c-3*h+j-2*p-t*w) /4+alpha*b*i*n*o*v*SIN (2*a+c-3*h-j-
2*p+t*w) /4-alpha*b*delta*i*n*o*SIN(2*a+c-3*h-j-2*p-t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (2*a+c-3*h-2%7-
2*p-t*w) /8-alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (s+2*u) +2*d*m*w”™2* (delta-v) +2*u* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-3*h-
2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-3*h-

2*p+t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w”2* (r-delta) +2*s* (i*2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-3*h-
2*p-t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c-3*h-2*p-t*w) /4+beta*delta*i”2*m*n*o*COS (2*a+c-
4*h+2*j-2*p+t*w) /8-beta*i2*m*n*o*r*COS (2*a+c-4*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*beta*i*n*o*u*SIN(2*a+c-
4*h+j-2*p+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*SIN (2*a+c-4*h+j-2*p-t*w) /4+b*beta*i*n*o*u*SIN (2*a+c-4*h-j-2*p-
t*w) /4-beta*i"2*m*n*o*v*COS (2*a+c-4*h-2%j-2*%p-

t*w) /8+beta*n*o* (A" 2*m*w”2* (delta+2*v) +2*d*m*u*w”2+2*v* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c-4*h-2*p+t*w) /4-

beta*n*o* (d"2*m*w"2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w"2* (s-u) +2*delta* (i"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-4*h-2*p-

t*w) /8-b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /4-i"2*m*n*o*tau*u*COS (2*a+c-5*h+2*7 -
2*p+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*tau*COS (2*a+c-5*h+2*j-2*p-t*w) /8+b*i*n*o*tau*v*SIN (2*a+c-5*h+7 -
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2*p+t*w) /4-b*delta*i*n*o*tau*SIN (2*a+c-5*h+j-2*p-t*w) /4-b*i*n*o*tau*v*SIN (2*a+c-5*h-j-2*p-
t*w) /4-d*m*n*o*tau*w’ 2% (d*u+2*v) *COS (2*a+c-5*h-2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c-5*h-
2*p+t*w) /4+n*o*tau* (A"2*m*w 2% (s+2*%u) +2*d*m*w”2* (delta-v) +2*u* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-5*h-2*p-
t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(2*a+c-5*h-2*p-t*w) /4-1"2*m*n*o*r*x*COS (2*a+c+2*j-

2*p+t*w) /8+delta*i”2*m*n*o*x*COS (2*a+C+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*xg*x*SIN (2*a+c+j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*s*x*SIN (2%*a+c+j-2*p-t*w) /4-b*i*n*o*s*x*SIN (2*a+c-Jj-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*q*x*SIN (2*a+c-j-2*p-t*w) /4+delta*i " 2*m*n*o*x*COS (2*a+c-2*j-2*p+t*w) /8-
1i%2*m*n*o*r*x*COS (2*a+c-2*j-2*p-t*w) /8+n*o*x* (A"2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) +2*r* (1" 2*m-
4%k) ) *COS (2*a+c-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-

2*p+t*w) /4+n*o*x* (A"2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-5) +2*r* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) /4+n"2* (A" 2*m*w”™2* (delta* (g+s-u) +Q*r-r*u+v* (s+u) ) -
d*m*w”2* (2*delta”2-2*delta* (r+v) -q 2+2*q*s+3*r"2-2* (s*2-s*u+u™2-v"2) ) +4*delta*k* (u-s) -

4*k* (Q*r-r*s+u*v) ) *COS (2*a-2*p+t*w) /4-b*d*n"2*w* (2*delta™2+2*delta* (r+v) -g*2-2*qg*s+r"2-

2% (8™ 2+s*u+u”2-v"*2) ) *SIN (2*a-2*p+t*w) /4+n"2* (A" 2*m*w"2* (delta* (g+s-u) +g*r-r*u+v* (s+u) ) -
d*m*w”2* (2*delta”2-2*delta* (r+v) -q 2+2*q*s+3*r"2-2* (s*2-s*u+u™2-v"2) ) +4*delta*k* (u-s) -

4*k* (Q*r-r*s+u*v) ) *COS (2*a-2*p-t*w) /4+b*d*n"2*w* (2*delta”2+2*delta* (r+v) -~ 2-2*g*s+r"2-2*s"2-
2*s*u-2*u”2+2*%v"*2) *SIN (2*a-2*p-t*w) /4+k*o*theta*y*SIN (a+c+h-p+t*w) +k*o*theta*y*SIN (a+c-h-p-
t*w) +k*n*r*theta*SIN (a-p+t*w) +k*n*r*theta*SIN(a-p-t*w) -1l*m*n*o*tau*v*COS (c+epsilon+5*h+t*w) /4-
beta*1l*m*n*o*u*COS (c+epsilon+4*h+t*w) /4-
alpha*delta*l*m*n*o*COS (c+epsilon+3*h+t*w) /4+alpha*l*m*n*o*v*COS (c+epsilon+3*h-t*w) /4-
l*m*n*o*s*z*COS (c+epsilon+2*h+t*w) /4+1*m*n*o*u*z*COS (c+epsilon+2*h-t*w) /4-

l*m*n*o*r*y*COS (c+epsilon+h+t*w) /4+delta*l*m*n*o*y*COS (c+epsilon+h-t*w) /4-

l*m*n*o*r*y*COS (c+epsilon-h+t*w) /4-1*m*n*o*r*y*COS (c+epsilon-h-t*w) /4-

l*m*n*o*s*z*COS (c+epsilon-2*h+t*w) /4+1*m*n*o*q*z*COS (c+epsilon-2*h-t*w) /4-
alpha*delta*l*m*n*o*COS (c+epsilon-3*h+t*w) /4+alpha*l*m*n*o*r*COS (c+epsilon-3*h-

t*w) /4+beta*l*m*n*o*s*COS (c+epsilon-4*h-t*w) /4+delta*l*m*n*o*tau*COS (c+epsilon-5*h-t*w) /4-
1*m*n*o*g*x*COS (c+epsilon+t*w) /4+1*m*n*o*s*x*COS (c+epsilon-t*w) /4+delta*l*m*n*o*tau*COS (c-
epsilon+5*h+t*w) /4-1*m*n*o*tau*v*COS (c-epsilon+5*h-t*w) /4+beta*l*m*n*o*s*COS (c-
epsilon+4*h+t*w) /4-beta*l*m*n*o*u*COS (c-epsilon+4*h-t*w) /4+alpha*l*m*n*o*r*COS (c-
epsilon+3*h+t*w) /4-alpha*delta*l*m*n*o*COS (c-epsilon+3*h-t*w) /4+1*m*n*o*g*z*COS (c-
epsilon+2*h+t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (c-epsilon+2*h-t*w) /4-1*m*n*o*r*y*COS (c-epsilon+h+t*w) /4-
l*m*n*o*r*y*COS (c-epsilon+h-t*w) /4+delta*l*m*n*o*y*COS (c-epsilon-h+t*w) /4-1*m*n*o*r*y*COS (c-
epsilon-h-t*w) /4+1*m*n*o*u*z*COS (c-epsilon-2*h+t*w) /4-1*m*n*o*s*z*COS (c-epsilon-2*h-

t*w) /4+alpha*1l*m*n*o*v*COS (c-epsilon-3*h+t*w) /4-alpha*delta*1l*m*n*o*COS (c-epsilon-3*h-t*w) /4-
beta*1l*m*n*o*u*COS (c-epsilon-4*h-t*w) /4-1*m*n*o*tau*v*COS (c-epsilon-5*h-

t*w) /4+1*m*n*o*s*x*COS (c-epsilon+t*w) /4-1*m*n*o*q*x*COS (c-epsilon-t*w) /4-

b*i*n*o*tau*v*SIN (c+5*h+j+t*w) /4-b*delta*i*n*o*tau*SIN (c+5*h-j+t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*SIN (c+5*h-
j-t*w) /4+1i"2*m*n*o*s*tau*COS (c+5*h-2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*tau*u*COS (c+5*h-2*j-t*w) /8-
m*n*o*tau* (d*2*w 2% (s+2*%u) +2*d*w 2+ (delta-v) -

2%i”2%y) *COS (c+5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (c+5*h+t*w) /4+d*m*n*o*taurw’™2* (d*u+2*v) *C
0S (c+5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c+5*h-t*w) /4+beta*i " 2*m*n*o*v*COS (c+4*h+2*j+t*w) /8-
b*beta*i*n*o*u*SIN (c+4*h+j+t*w) /4-b*beta*i*n*o*s*SIN (c+4*h-j+t*w) /4+b*beta*i*n*o*u*SIN (c+4*h-
j-t*w) /4+beta*i”2*m*n*o*r*COS (c+4*h-2*j+t*w) /8-beta*delta*i”2*m*n*o*COS (c+4*h-2*j-t*w) /8-
beta*m*n*o* (d"2*w”™2* (2*delta+r+v) +2*d*w”™2* (s-u) -

2*delta*i”™2) *COS (c+4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c+4*h+t*w) /4+beta*m*n*o* (d"2*w”2* (delta
+2%v) +2*drurw 2-2*172%v) *COS (c+4*h-t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c+4*h-

t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (c+3*h+2*j+t*w) /8-

alpha*b*delta*i*n*o*SIN(c+3*h+j+t*w) /4+alpha*b*i*n*o*v*SIN(c+3*h+j-t*w) /4-
alpha*b*i*n*o*r*SIN(c+3*h-j+t*w) /4+alpha*b*delta*i*n*o*SIN(c+3*h-j-

t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*g*COS (c+3*h-2*j+t*w) /8-alpha*i”2*m*n*o*s*COS (c+3*h-2*j-t*w) /8-
alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (g+2*s+u) +2*d*w"2* (r-delta) -

2*i%2%g) *COS (c+3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (c+3*h+t*w) /4+alpha*m*n*o* (d"2*w™2* (s+2
*u) +2*d*w”2* (delta-v) -2*1i"2*%u) *COS (c+3*h-t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c+3*h-

t*w) /4+delta*i”2*m*n*o*z*COS (c+2*h+2*j+t*w) /8-1"2*m*n*o*v*z*COS (c+2*h+2*j-t*w) /8-
b*i*n*o*s*z*SIN (c+2*h+j+t*w) /4+b*i*n*o*u*z*SIN (c+2*h+j-t*w) /4-b*i*n*o*q*z*SIN (c+2*h-

j+t*w) /4+b*i*n*o*s*z*SIN (c+2*h-j-t*w) /4-1"2*m*n*o*r*z*COS (c+2*h-2*j+t*w) /8-

i%2*m*n*o*r*z*COS (c+2*h-2*%7-

t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c+2*h+t*w) /4+m*n*o*z* (A" 2*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*w"2* (s-u) -
2*delta*i”2) *COS (c+2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c+2*h-

t*w) /4+172*m*n*o*s*y*COS (c+h+2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*u*y*COS (c+h+2*j-t*w) /8-

b*i*n*o*r*y*SIN (c+h+j+t*w) /4+b*delta*i*n*o*y*SIN (c+h+j-t*w) /4+b*i*n*o*r*y*SIN (c+h-

j+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*SIN (c+h-j-t*w) /4+1"2*m*n*o*s*y*COS (c+h-2*j+t*w) /8-1"2*m*n*o*q*y*COS (c+h-
2*%j-t*w) /8-m*n*o*y* (A"2*w"2* (g+s) -2*d*r*w 2~

i%2*%q) *COS (c+h+t*w) /4+m*n*o*y* (A 2*w™2* (q+2*s+u) +2*d*w"2* (r-delta) -2*i*2*s) *COS (c+h-t*w) /8-
i*2*m*n*o*q*y*COS (c-h+2*j+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*y*COS (c-h+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*r*y*SIN (c-

h+j+t*w) /4-b*i*n*o*r*y*SIN (c-h+j-t*w) /4-b*delta*i*n*o*y*SIN(c-h-j+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*SIN(c-h-
j-t*w) /4-1"2*m*n*o*u*y*COS (c-h-2*j+t*w) /8+1i"2*m*n*o*s*y*COS (c-h-2*%7-

t*w) /8+m*n*o*y* (A 2*w 2% (q+2*s+u) +2*d*w”2* (r-delta) -2*i*2*s) *COS (c-

h+t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c-h+t*w) /4-m*n*o*y* (A"2*w™2* (g+s) -2*d*r*w"2-1i"2*q) *COS (c-h-
t*w) /4-172*m*n*o*r*z*COS (c-2*h+2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*r*z*COS (c-2*h+2*j-t*w) /8-

b*i*n*o*s*z*SIN (c-2*h+j+t*w) /4+b*i*n*o*g*z*SIN(c-2*h+j-t*w) /4-b*i*n*o*u*z*SIN (c-2*h-

j+t*w) /4+b*i*n*o*s*z*SIN(c-2*h-j-t*w) /4-1"2*m*n*o*v*z*COS (c-2*h-

2*j+t*w) /8+delta*i”2*m*n*o*z*COS (c-2*h-2*j-t*w) /8+m*n*o*z* (A" 2*w"2* (2*delta+r+Vv) +2*d*w’2* (s-
u) -2*delta*i”™2) *COS (c-2*h+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c-2*h+t*w) /4-

m*n*o*z* (A"2*w"2* (delta+r) +2*d*w"2* (g-8) -2*1i"2*r) *COS (c-2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c-
2*h-t*w) /4-alpha*i®2*m*n*o*s*COS (c-3*h+2*j+t*w) /8+alpha*i”2*m*n*o*q*COS (c-3*h+2*j-t*w) /8-
alpha*b*delta*i*n*o*SIN(c-3*h+j+t*w) /4+alpha*b*i*n*o*r*SIN(c-3*h+j-t*w) /4-
alpha*b*i*n*o*v*SIN(c-3*h-j+t*w) /4+alpha*b*delta*i*n*o*SIN(c-3*h-j-

t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (c-3*h-2*j-t*w) /8+alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (s+2*u) +2*d*w™2* (delta-v) -
2*%i%2%u) *COS (c-3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c-3*h+t*w) /4-
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alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (g+2*s+u) +2*d*w"2* (r-delta) -2*1"2*s) *COS (c-3*h-t*w) /8-
alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN(c-3*h-t*w) /4-beta*delta*i*2*m*n*o*COS (c-

4*h+2*j+t*w) /8+beta*i”2*m*n*o*r*COS (c-4*h+2*j-t*w) /8-b*beta*i*n*o*u*SIN (c-

4*h+j+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*SIN (c-4*h+j-t*w) /4+b*beta*i*n*o*u*SIN (c-4*h-j-

t*w) /4+beta*i”2*m*n*o*v*COS (c-4*h-2*j-t*w) /8+beta*m*n*o* (A"2*w™2* (delta+2*v) +2*d*u*w”2-
2%i”2%y) *COS (c-4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c-4*h+t*w) /4-

beta*m*n*o* (d"2*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*w™2* (s-u) -2*delta*i”™2) *COS (c-4*h-t*w) /8-
b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c-4*h-t*w) /4-1i"2*m*n*o*tau*u*COS (c-

5*h+2*j+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*tau*COS (c-5*h+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*tau*v*SIN (c-

S5*h+j+t*w) /4+b*delta*i*n*o*tau*SIN(c-5*h+j-t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*SIN(c-5*h-j-

t*w) /4+d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (c-5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c-5*h+t*w) /4-
mr*n*ortau*r (A 2*w™2* (s+2*u) +2*d*w™2* (delta-v) -2*1*2*u) *COS (c-5*h-t*w) /8-

b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(c-5*h-t*w) /4+1"2*m*n*o*r*x*COS (c+2*j+t*w) /8-
delta*i”2*m*n*o*x*COS (c+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*g*x*SIN (c+j+t*w) /4+b*i*n*o*s*x*SIN (c+j-t*w) /4~
b*i*n*o*s*x*SIN(c-j+t*w) /4+b*i*n*o*g*x*SIN(c-j-t*w) /4-delta*i”2*m*n*o*x*COS (c-

2*J+t*w) /8+172*m*n*o*r*x*COS (c-2*j-t*w) /8+m*n*o*x* (A"2*w"2* (delta+r) +2*d*w™2* (gq-s) -
2*%i%2%r) *COS (c+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c+t*w) /4+m*n*o*x* (A" 2*w™2* (delta+r) +2*d*w"2* (g-s) -
2*%i%2%r) *COS (c-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c-t*w) /4+ (1*m*o"2*x*z-
1*m*o0™2*y”2/2+alpha*l*m*o™2*y+beta*1l*m*o”2*z+alpha*l*m*o”2*tau) *COS (epsilon-2*h-t*w) -
1*m*o0™2* (x*2+2* (y*2+z"2+alpha”2+beta”™2+tau”2)) *COS (epsilon+t*w) /2-b*i*0™2* (2*x*z-

y*2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau) ) *SIN (2*h-j+t*w) /2-

b*i*o®2* (x"2+2* (y"2+z"2+alpha”2+beta”2+tau”2) ) *SIN (j+t*w) /2+d*m*n” " 2*w"2* (2*delta”™2-
2*delta* (r+v) +q~2-2*q*s+3*r 2+2*s™2-

2*s*u+2*u”2+42*%v™2) *COS (t*w) /2+b*d*n™2*w* (2*delta”™2+2*delta* (r+v) +q 2+2*qg*s+r " 2+42*s" 2+2*s*u+2*u
2+2%v*2) *SIN (t*w) /2

Eixo 2:

(1*m*0"2*x*z/2+1*m*0"2*y*2/4-alpha*1l*m*o”2*y/2+beta*l*m*o™2*z/2-

alpha*l*m*o”2*tau/2) *COS (2*a+2*c+epsilon-2*h-2*p-t*w) +1*m*0”2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta®2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c+epsilon-2*p+t*w) /4+ (1*m*0"2*x*z/2+1*m*0"2*y"2/4-
alpha*l*m*o”2*y/2+beta*l*m*o0”2*z/2-alpha*l*m*o”2*tau/2) *COS (2*a+2*c-epsilon+2*h-

2*p+t*w) +1*m*0”2*% (2% (y*2-z"2+alpha”™2-beta™2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c-epsilon-2*p-

t*w) /4+ (alpha*i®2*m*0™2*x/4+y* (1" 2*m*0"2*z/4-

beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c+3*h-2*j-2*p+t*w) -b*i*0™2* (2*x*z+y"2-
2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau)) *SIN(2*a+2*c+2*h-j-2*p+t*w) /4-1"2*m*0"2* (x*y-y*z+alpha*z-
beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c+h-2*%j-2*p-t*w) /4+ (0" 2*x*y* (1"2*m-2*k) /240" 2*y*z* (2*k-

i*2*m) /2+alpha*o”2*z* (i*2*m-2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1" 2*m-

2*k) /2) *COS (2*a+2*c+h-2*p+t*w) -1 2*m*0™2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c-h+2%*7 -
2*p+t*w) /4+ (07 2*x*y* (172*m-2+%k) /2+0"2*y*z* (2*k-1"2%m) /2+alpha*o™2*z* (1" 2*m-

2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1"2*m-2+*k) /2) *COS (2*a+2*c-h-2*p-

t*w) + (b*i*o™2*x*z/2+b*i*0"2*y*2/4-alpha*b*i*o”2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-

alpha*b*i*o®2*tau/2) *SIN (2*a+2*c-2*h+j-2*p-t*w) + (alpha*i®2*m*o™2*x/4+y* (i"2*m*0™2*z/4-
beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c-3*h+2*j-2*p-t*w) +b*i*0”™2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta”2+tau”2) -x"2) *SIN (2*a+2*c+j-2*p+t*w) /4+ (b*i*0"2*x"2/4-b*i*0™2*y"2/2+b*i*0™2*2"2/2~
alpha®2*b*i*o0”2/2+b* (beta®2*i*0"2/2-i*0"2*tau”2/2)) *SIN(2*a+2*c-j-2*p-

t*w) +n*o*tau* (A*2*m*w™2* (s+2*%u) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /8-
b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /4-d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (2*a+c+5*h-2*p-
t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c+5*h-2*p-t*w) /4-

beta*n*o* (d*2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”™2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /4+beta*n*o* (A 2*m*w™2* (delta+2*v) +2*d*m*u*w”2-4*k*v) *COS (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /8-
b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -
4*k*g) *COS (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /4-
alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c+3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+3*h-2*p-t*w) /4-

n*o*z* (d*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (g-s) -4*k*r) *COS (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /4+n*o*z* (A 2*m*w 2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w 2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /4+n*o*y* (A" 2*m*w”2* (g+s) -2*d*m*r*w"2-

2*k*qg) *COS (2*a+c+h-2*p+t*w) /4-n*o*y* (A" 2*m*w 2% (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -

4*k*g) *COS (2*a+c+h-2*p-t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c+h-2*p-t*w) /4-

n*o*y* (d*2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w”2* (r-delta) -4*k*s) *COS (2*a+c-h-2*p+t*w) /8-

b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c-h-2*p+t*w) /4+n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+s) -2*d*m*r*w’2-

2*k*qg) *COS (2*a+c-h-2*p-t*w) /4+n*o*z* (A" 2*m*w"2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w™2* (s-u) -

4*delta*k) *COS (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /4-

n*o*z* (d*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w”2* (g-s) -4*k*r) *COS (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /8-

b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /4-alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w™2* (delta-v) -
4*k*u) *COS (2*a+c-3*h-2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-3*h-

2*p+t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w”2* (r-delta) -4*k*s) *COS (2*a+c-3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c-3*h-2*%p-

t*w) /4+beta*n*o* (d"2*m*w"2* (delta+2*v) +2*d*m*u*w”2-4*k*v) *COS (2*a+c-4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c-4*h-2*p+t*w) /4-

beta*n*o* (A"2*m*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w"2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /8-
b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /4-d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (2*a+c-5*h-
2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c-5*h-

2*p+t*w) /4+n*o*tau* (A"2*m*w 2* (s+2*u) +2*d*m*w"2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c-5*h-2*p-

t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-5*h-2*p-

t*w) /4+n*o*x* (A*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (g-s) -4*k*r) *COS (2*a+c-

2*p+t*w) /8+b*d*n*o*wrx* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p+t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) -
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4*k*r) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) /4+k*o*theta*y*SIN (a+c+h-
p+t*w) +k*o*theta*y*SIN (a+c-h-p-t*w) -n*o*tau* (d"2*m*w™2* (s+2*u) +2*d*m*w™2* (delta-v) -

4*k*u) *COS (c+5*h+t*w) /8+b*d*n*o*taurw* (delta+v) *SIN (c+5*h+t*w) /4+d*m*n*o*taurw’™2* (d*u+2*v) *COS
(c+5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c+5*h-t*w) /4-beta*n*o* (d"2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w™2* (s-
u) -

4*delta*k) *COS (c+4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c+4*h+t*w) /4+beta*n*o* (d"2*m*w”2* (delta+2
*v) +2*d*m*u*rw’2-4*k*v) *COS (c+4*h-t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c+4*h-t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -

4*k*g) *COS (c+3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (c+3*h+t*w) /4+alpha*n*o* (A" 2*m*w”2* (s+2*u
) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (c+3*h-t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c+3*h-

t*w) /4+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c+2*h+t*w) /4+n*o*z* (A" 2*m*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w™2* (s-u) -
4*delta*k) *COS (c+2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c+2*h-t*w) /4-n*o*y* (A" 2*m*w"2* (g+s) -
2*d*m*r*w*2-2*k*q) *COS (c+h+t*w) /4+n*o*y* (A 2*m*w™2* (q+2*s+u) +2*d*m*w™2* (r-delta) -

4*k*g) *COS (c+h-t*w) /8-b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c+h-

t*w) /4+n*o*y* (A"2*m*w 2% (q+2*s+u) +2*d*m*w 2* (r-delta) -4*k*s) *COS (c-

h+t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c-h+t*w) /4-n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+s) -2*d*m*r*w™2-2*k*q) *COS (c-
h-t*w) /4+n*o*z* (d"2*m*w™2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w™2* (s-u) -4*delta*k) *COS (c-

2*h+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c-2*h+t*w) /4-n*o*z* (A*2*m*w”™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (gq-s) -
4*k*r) *COS (c-2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c-2*h-

t*w) /4+alpha*n*o* (A"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w"2* (delta-v) -4*k*u) *COS (c-

3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c-3*h+t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -4*k*s) *COS (c-3*h-t*w) /8-

alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN(c-3*h-t*w) /4+beta*n*o* (A*2*m*w”™2* (delta+2*Vv) +2*d*m*u*w”2-

4*k*v) *COS (c-4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN(c-4*h+t*w) /4-

beta*n*o* (d"2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”2* (s-u) -4*delta*rk) *COS (c-4*h-t*w) /8-

b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c-4*h-t*w) /4+d*m*n*o*taurw™2* (d*u+2*v) *COS (c-

S5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c-5*h+t*w) /4-n*o*tau* (A 2*m*w” 2* (s+2*u) +2*d*m*w”2* (delta-v) -
4*k*u) *COS (c-5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(c-5*h-

t*w) /4+n*o*x* (A*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w”™2* (g-s) -

4*k*r) *COS (c+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c+t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) -
4*k*r) *COS (c-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (gq+s) *SIN (c-t*w) /4+ (1*m*0 " 2*x*z-
1*m*o0*2*y”2/2+alpha*l*m*o™2*y+beta*1l*m*o”2*z+alpha*l*m*o™2*tau) *COS (epsilon-2*h-t*w) -

1*m*0™2* (x*2+2* (y*2+z"2+alpha”2+beta”™2+tau”2)) *COS (epsilon+t*w) /2-b*i*0™2* (2*x*z-

y*2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau) ) *SIN (2*h-j+t*w) /2-

b*i*o®2* (x"2+2* (y"2+z"2+alpha”2+beta”2+tau™2) ) *SIN (j+t*w) /2
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Apéndice5.B

Deter minagéo da B do sub-bloco deinterac ¢éo com o ambiente

Neste apéndice apresenta-se a FD para os dois eixos do sub-bloco de interaccdo com o
ambiente do robot 2R. As expressdes seguintesforam também obtidas através de um programa
de dlgebra por computador. Devido a restricdes desse programa sO alguns nomes para
varidvels sio possiveis e, deste modo, as correspondéncias entre as variaveis empregues no

texto e as de saida do programa sao:

Programa Texto Programa Texto
a J1o S J(Qy)
C oo delta J3(Q1)
w ® u Ja(Qn)
t t Vv Js(Qu)
d Q X Jo(Q12)
e Q2 y Ji1(Q12)
f (I) Z Jz(le)
n r1 a pha J3(Q12)
(0] ) beta J4(Q12)
P 0 tau J5(Q12)
m M theta Xco
b B g Quw
Kk K h o
q Jo(Qu) i Qli,
r Ji1(Q1) j ol 1o

Eixo 1:

-—e*m*0”2*w 2% (2*x*z+y*2-2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau)) *COS (2*a+2*c+f-2*h-2*p-

t*w) /4+ (e*m*0”2*w 2*x"2/4-e*m*0"2*w 2%y 2 /2+e*m* 0" 2*w 2%z 2 /2~
alpha®2*e*m*o”2*w”2/2+beta”2*e*m*0”™2*w"2/2-e*m*o0™2*tau”2*w"2/2) *COS (2*a+2*c+f-2*p+t*w) -
e*m*0”2*w 2% (2*x*z+y”~2-2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau)) *COS (2*a+2*c-f+2*h-

2*p+t*w) /4+ (e*m* 0" 2*w 2*x"2/4-e*m* 0" 2*w 2%y 2 /2+e*m* 0 2*w 2%z 2 /2~
alpha®2*e*m*o”2*w"2/2+beta”2*e*m*0™2*w"2/2-e*m*0™2*tau™2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-f-2*p-

t*w) + (alpha*i®2*m*o0”2*x/4+y* (1" 2*m*0™ 2%z /4~

beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c+3*h-2*%7-

2*p+t*w) + (b*i*o0™2*x*z/2+b*i*0"2*y"2/4-alpha*b*i*o™2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-
alpha*b*i*o®2*tau/2) *COS (2*a+2*c+2*h-j-2*p+t*w) -d*m*0”"2*w"2* (2*x*z+y~2-2*alpha*y+2* (beta*z-
alpha*tau)) *COS (2*a+2*c+2*h-2*p+t*w) /4-1"2*m*0”2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-

tau) ) *COS (2*a+2*c+h-2*%J-2*p-t*w) /4+ (0" 2*x*y* (172*m-2%k) /240" 2*y*z* (2%k-

i*2*m) /2+alpha*o”2*z* (i*2*m-2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1" 2*m-

2*k) /2) *COS (2*a+2*c+h-2*p+t*w) -1"2*m*0™2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c-h+2*7 -
2*p+t*w) /4+ (07" 2*x*y* (172*m-2+%k) /2+0"2*y*z* (2*k-1"2*m) /2+alpha*o™2*z* (1" 2*m-

2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1"2*m-2+*k) /2) *COS (2*a+2*c-h-2*p-

t*w) + (b*i*o"2*x*z/2+b*i*0"2*y*2/4-alpha*b*i*o”2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-

alpha*b*i*o®2*tau/2) *COS (2*a+2*c-2*h+j-2*p-t*w) -d*m*0”"2*w"2* (2*x*z+y~2-2*alpha*y+2* (beta*z-
alpha*tau)) *COS (2*a+2*c-2*h-2*p-t*w) /4+ (alpha*i"2*m*0"2*x/4+y* (1" 2*m*0" 2%z /4~
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beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c-3*h+2*j-2*p-t*w) +b*i*0™2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta”2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c+j-2*p+t*w) /4+b*i*o"2* (2% (y*2-z"2+alpha”2-beta”2+tau”2) -

x*2) *COS (2*a+2*c-j-2*p-t*w) /4+ (A*m*0"2*w™2*x"2/4-d*m*0 " 2*w 2*y"2/2+d*m*0 " 2*w"2*z"2/2-
alpha®2*d*m*o”2*w™2/2+beta”2*d*m*o0”"2*w"2/2-d*m*o™2*tau™2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-

2*p+t*w) + (d*m*o " 2*w"2*x*2/4-d*m*0"2*w 2*y*2/2+d*m* 0" 2*w 2*2"2 /2~
alpha®2*d*m*o”2*w”2/2+beta”2*d*m*o0”™2*w"2/2-d*m*o™2*tau”2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-2*p-t*w) -
e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (2*a+c+f+5*h-2*p+t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w™2*COS (2*a+c+f+4*h-2*p+t*w) /4-
alpha*delta*e*m*n*o*w”2*COS (2*a+c+f+3*h-2*p+t*w) /4+alpha*e*m*n*o*v*w 2*COS (2*a+c+f+3*h-2*p-
t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (2*a+c+f+2*h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*u*w 2*z*COS (2*a+c+f+2*h-2*p-t*w) /4-
e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c+f+h-2*p+t*w) /4+delta*e*m*n*o*w 2*y*COS (2*a+c+f+h-2*p-t*w) /4-
e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c+f-h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c+f-h-2*p-

t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (2*a+c+f-2*h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*q*w 2*z*COS (2*a+c+f-2*h-2*p-t*w) /4-
alpha*delta*e*m*n*o*w”2*COS (2*a+c+f-3*h-2*p+t*w) /4+alpha*e*m*n*o*r*w”2*COS (2*a+c+f-3*h-2*p-
t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w”2*COS (2*a+c+f-4*h-2*p+t*w) /4-beta*e*m*n*o*s*w”2*COS (2*a+c+f-4*h-2*p-
t*w) /4-e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (2*a+c+f-5*h-2*p+t*w) /4+delta*e*m*n*o*tau*w”2*COS (2*a+c+f-5*h-2*p-
t*w) /4+e*m*n*o*qr*w 2*x*COS (2*a+c+f-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*s*w 2*x*COS (2*a+c+f-2*p-

t*w) /4+delta*e*m*n*o*tau*w” 2*COS (2*a+c-f+5*h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*tau*v*w" 2*COS (2*a+c-f+5*h-2*p-
t*w) /4-beta*e*m*n*o*s*w 2*COS (2*a+c-f+4*h-2*p+t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w”2*COS (2*a+c-f+4*h-2*p-
t*w) /4+alpha*e*m*n*o*r*w"2*COS (2*a+c-f+3*h-2*p+t*w) /4-alpha*delta*e*m*n*o*w”2*COS (2*a+c-f+3*h-
2*p-t*w) /4-e*m*n*o*q*w 2*z*COS (2*a+c-f+2*h-2*p+t*w) /4+e*m*n*o*s*w" 2*z*COS (2*a+c-f+2*h-2*p-
t*w) /4-e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c-f+h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c-f+h-2*p-

t*w) /4+delta*e*m*n*o*w 2*y*COS (2*a+c-f-h-2*p+t*w) /4-e*m*n*o*r*w 2*y*COS (2*a+c-f-h-2*p-t*w) /4-
e*m*n*o*u*w 2*z*COS (2*a+c-f-2*h-2*p+t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (2*a+c-f-2*h-2*p-

t*w) /4+alpha*e*m*n*o*v*w"2*COS (2*a+c-f-3*h-2*p+t*w) /4-alpha*delta*e*m*n*o*w”2*COS (2*a+c-f-3*h-
2*p-t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w 2*COS (2*a+c-f-4*h-2*p-t+*w) /4-e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (2*a+c-f-5*h-
2*p-t*w) /4-e*m*n*o*s*w 2*x*COS (2*a+c-f-2*p+t*w) /4+e*m*n*o*q*w 2*x*COS (2*a+c-f-2*p-

t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*COS (2*a+c+5*h+j-2*p+t*w) /4-b*delta*i*n*o*tau*COS (2*a+c+5*h-7j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*COS (2*a+c+5*h-j-2*p-t*w) /4+1i"2*m*n*o*s*tau*COS (2*a+c+5*h-2%7 -
2*p+t*w) /8-1"2*m*n*o*tau*u*COS (2*a+c+5*h-2%j-2*p-

t*w) /8+n*o*tau* (A" 2*mr*w™2* (s+2*u) +4*d*m*w”2* (delta-v) +2*u* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c+5*h-

2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /4-

d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+4*v) *COS (2*a+c+5*h-2*p-t+*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c+5*h-2*p-t*w) /4-
beta*i*2*m*n*o*v*COS (2*a+c+4*h+2*j-2*p+t*w) /8-b*beta*i*n*o*u*COS (2*a+c+4*h+j-

2*p+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*COS (2*a+c+4*h-j-2*p+t*w) /4-b*beta*i*n*o*u*COS (2*a+c+4*h-j-2*%p-

t*w) /4-beta*i"2*m*n*o*r*COS (2*a+c+4*h-2*j-2*p+t*w) /8+beta*delta*i”2*m*n*o*COS (2*a+c+4*h-2*%7-
2*p-t*w) /8-beta*n*o* (A" 2*m*w™2* (2*delta+r+v) +4*d*m*w"2* (s-u) +2*delta* (1"2*m-

4%k) ) *COS (2*a+c+4*h-2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /4+beta*n*o* (A*2*m*w™2* (delta+2*Vv) +4*d*m*u*w”2+2*v* (1*2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+4*h-2*p-
t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (2*a+c+3*h+2*%j-

2*p+t*w) /8+alpha*b*delta*i*n*o*COS (2*a+c+3*h+j-2*p+t*w) /4-alpha*b*i*n*o*v*COS (2*a+c+3*h+j-2*p-
t*w) /4-alpha*b*i*n*o*r*COS (2*a+c+3*h-j-2*p+t*w) /4+alpha*b*delta*i*n*o*COS (2*a+c+3*h-j-2*%p-
t*w) /4+alpha*i”*2*m*n*o*g*COS (2*a+c+3*h-2*j-2*p+t*w) /8-alpha*i*2*m*n*o*s*COS (2*a+c+3*h-2*%j-2*p-
t*w) /8+alpha*n*o* (A"2*m*w"2* (g+2*s+u) +4*d*m*w"2* (r-delta) +2*s* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+3*h-
2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +4*d*m*w”2* (delta-v) +2*u* (i*2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c+3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+3*h-2*p-t*w) /4-delta*i”2*m*n*o*z*COS (2*a+c+2*h+2*7 -
2*p+t*w) /8+172*m*n*o*vrz*COS (2*a+c+2*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*s*z*COS (2*a+c+2*h+j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*u*z*COS (2*a+c+2*h+j-2*p-t*w) /4+b*i*n*o*g*z*COS (2*a+c+2*h-j-2*p+t*w) /4-
b*i*n*o*s*z*COS (2*a+c+2*h-j-2*p-t*w) /4+i"2*m*n*o*r*z*COS (2*a+c+2*h-2%7 -

2*p+t*w) /8+172*m*n*o*r*z*COS (2*a+c+2*h-2*j-2*p-t*w) /8-n*o*z* (d"2*m*w™2* (delta+r) +4*d*m*w™2* (q-
s) +2*r* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c+2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /4+n*o*z* (A 2*m*w"2* (2*delta+r+Vv) +4*d*m*w 2% (s-u) +2*delta* (i*2*m-4*k) ) *COS (2*a+c+2*h-
2*p-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /4+1i " 2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c+h+2*j -

2*p+t*w) /8-1"2*m*n*o*ury*COS (2*a+c+h+2*j-2*p-t*w) /8+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c+h+j-2*p+t*w) /4~
b*delta*i*n*o*y*COS (2*a+c+h+j-2*p-t*w) /4+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c+h-7j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c+h-j-2*p-t*w) /4+1i"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c+h-2*j-2*p+t*w) /8-
i*2*m*n*o*q*y*COS (2*a+c+h-2*j-2*p-t*w) /8+n*o*y* (A" 2*m*w”2* (g+s) -4 *d*m*r*w"2+q* (1" 2*m-

4*k) ) *COS (2*a+c+h-2*p+t*w) /4-n*o*y* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +4*d*m*w"2* (r-delta) +2*s* (i"2*m-

4%k)) *COS (2*a+c+h-2*p-t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c+h-2*p-t*w) /4-

i*2*m*n*o*q*y*COS (2*a+c-h+2*j-2*p+t*w) /8+1i"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c-h+2*j-2*p-

t*w) /8+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c-h+j-2*p+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c-h+j-2*p-t*w) /4-
b*delta*i*n*o*y*COS (2*a+c-h-j-2*p+t*w) /4+b*i*n*o*r*y*COS (2*a+c-h-j-2*p-t*w) /4-
i*2*m*n*o*u*y*COS (2*a+c-h-2*j-2*p+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*y*COS (2*a+c-h-2*j-2*p-t*w) /8-

n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +4*d*m*w”2* (r-delta) +2*s* (i"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-h-2*p+t*w) /8-
b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c-h-2*p+t*w) /4+n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+s) -4*d*m*r*w 2+g* (1" 2*m-

4*k) ) *COS (2*a+c-h-2*p-t*w) /4+1i"2*m*n*o*r*z*COS (2*a+c-2*h+2*7 -

2*p+t*w) /8+172*m*n*o*r*z*COS (2*a+c-2*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*s*z*COS (2*a+c-2*h+7j-

2*p+t*w) /4+b*i*n*o*g*z*COS (2*a+c-2*h+j-2*p-t*w) /4+b*i*n*o*u*z*COS (2*a+c-2*h-j-2*p+t*w) /4-
b*i*n*o*s*z*COS (2*a+c-2*h-j-2*p-t*w) /4+1i"2*m*n*o*v*z*COS (2*a+c-2*h-2*j-2*p+t*w) /8-
delta*i”2*m*n*o*z*COS (2*a+c-2*h-2*j-2%p-t*w) /8+n*o*z* (d"2*m*w™2* (2*delta+r+v) +4*d*m*w’2* (s-

u) +2*delta* (i"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /4-
n*o*z* (d"2*m*w™2* (delta+r) +4*d*m*w”2* (g-8) +2*r* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /4-alpha*i”2*m*n*o*s*COS (2*a+c-3*h+2%*7 -

2*p+t*w) /8+alpha*i”2*m*n*o*q*COS (2*a+c-3*h+2*j-2*p-t*w) /8+alpha*b*delta*i*n*o*COS (2*a+c-3*h+7-
2*p+t*w) /4-alpha*b*i*n*o*r*COS (2*a+c-3*h+j-2*p-t*w) /4-alpha*b*i*n*o*v*COS (2*a+c-3*h-7j-

2*p+t*w) /4+alpha*b*delta*i*n*o*COS (2*a+c-3*h-j-2*p-t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (2*a+c-3*h-2%7-
2*p-t*w) /8-alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (s+2*u) +4*d*m*w”™2* (delta-v) +2*u* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-3*h-
2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-3*h-

2*p+t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +4*d*m*w”2* (r-delta) +2*s* (i*2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-3*h-
2*p-t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c-3*h-2*p-t*w) /4+beta*delta*i”2*m*n*o*COS (2*a+c-
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4*h+2*j-2*p+t*w) /8-beta*i " 2*m*n*o*r*COS (2*a+c-4*h+2*j-2*p-t*w) /8-b*beta*i*n*o*u*COS (2*a+c-
4*h+j-2*p+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*COS (2*a+c-4*h+j-2*p-t*w) /4-b*beta*i*n*o*u*COS (2*a+c-4*h-j-2*%p-
t*w) /4-beta*i®2*m*n*o*v*COS (2*a+c-4*h-2*j-2*p-t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c-4*h-

2*p+t*w) /4-beta*n*o* (A" 2*m*w™2* (2*delta+r+v) +4*d*m*w"2* (s-u) +2*delta* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-
4*h-2*p-t*w) /8-b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /4-i"2*m*n*o*tau*u*COS (2*a+c-
5*h+2*%j-2*%p+t*w) /8+1 " 2*m*n*o*s*tau*COS (2*a+c-5*h+2*j-2*p-t*w) /8+b*i*n*o*tau*v*COS (2*a+c-5*h+j-
2*p+t*w) /4-b*delta*i*n*o*tau*COS (2*a+c-5*h+j-2*p-t*w) /4+b*i*n*o*tau*v*COS (2*a+c-5*h-j-2*p-
t*w) /4-d*m*n*o*tau*w’ 2% (d*u+4*v) *COS (2*a+c-5*h-2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c-5*h-
2*p+t*w) /4+n*o*tau* (A"2*m*w 2* (s+2*%u) +4*d*m*w”2* (delta-v) +2*u* (1"2*m-4+*k) ) *COS (2*a+c-5*h-2*p-
t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(2*a+c-5*h-2*p-t*w) /4-1"2*m*n*o*r*x*COS (2*a+c+2*j -

2*p+t*w) /8+delta*i”2*m*n*o*x*COS (2*a+C+2*j-2*p-t*w) /8-b*i*n*o*xg*x*COS (2*a+c+j -

2*p+t*w) /4+b*i*n*0o*s*x*COS (2*a+c+j-2*p-t*w) /4+b*i*n*0o*s*x*COS (2*a+c-j-2*p+t*w) /4-
b*i*n*o*g*x*COS (2*a+c-j-2*p-t*w) /4+delta*i”2*m*n*o*x*COS (2*a+c-2*j-2*p+t*w) /8-
1i%2*m*n*o*r*x*COS (2*a+c-2*j-2*p-t*w) /8+n*o*x* (A" 2*m*w"2* (delta+r) +4*d*m*w"2* (g-s) +2*r* (1" 2*m-
4%k)) *COS (2*a+c-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-

2*p+t*w) /4+n*o*x* (A"2*m*w"2* (delta+r) +4*d*m*w"2* (g-8) +2*r* (1"2*m-4*k) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) /4+n"2* (A" 2*m*w”™2* (delta* (g+s-u) +q*r-r*u+v* (s+u) ) -
d*m*w”2* (2*delta™2-2*delta* (r+v) -q 2+2*q*s+3*r"2-2* (s™2-s*u+u™2-v"2) ) -4*k* (delta* (s-u) +g*r-
r*s+u*v) ) *COS (2*a-2*p+t*w) /4-b*d*n"2*w* (2*delta”™2+2*delta* (r+v) -q~2-2*g*s+r"2-2* (s 2+s*u+u”2-
v*2) ) *SIN(2*a-2*p+t*w) /4+n"2* (d"2*m*w™2* (delta* (g+s-u) +q*r-r*u+v* (s+u) ) -d*m*w”2* (2*delta”2-
2*delta* (r+v) -q 2+2*q*s+3*r"2-2* (s™2-s*u+u™2-v"2)) -4*k* (delta* (s-u) +g*r-r*s+u*v) ) *COS (2*a-2*p-
t*w) /4+b*d*n"2*w* (2*delta”2+2*delta* (r+v) -g 2-2*g*s+r"2-2*s"2-2*s*u-2*u"2+2*v"2) *SIN (2*a-2*p-
t*w) /4+k*o*theta*y*SIN (a+c+h-p+t*w) +k*o*theta*y*SIN(a+c-h-p-t*w) +k*n*r*theta*SIN (a-

p+t*w) +k*n*r*theta*SIN (a-p-

t*w) +e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (c+f+5*h+t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w”2*C0OS (c+f+4*h+t*w) /4+alpha*delta*e*
m*n*o*w”2*COS (c+f+3*h+t*w) /4-alpha*e*m*n*o*v*w"2*COS (c+f+3*h-

t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2%z*COS (c+f+2*h+t*w) /4-e*m*n*o*u*w”2*z*COS (c+f+2*h-

t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c+f+h+t*w) /4-delta*e*m*n*o*w 2*y*COS (c+f+h-

t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c+f-h+t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c+f-h-

t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (c+f-2*h+t*w) /4-e*m*n*o*g*w 2*z*COS (c+f-2*h-

t*w) /4+alpha*delta*e*m*n*o*w™2*COS (c+f-3*h+t*w) /4-alpha*e*m*n*o*r*w”2*COS (c+f-3*h-

t*w) /4+beta*re*m*nr*o*urw™2*COS (c+f-4*h+t*w) /4-beta*e*m*n*o*s*w” 2*COS (c+f-4*h-

t*w) /4+e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (c+f-5*h+t*w) /4-delta*e*m*n*o*tau*w” 2*COS (c+f-5*h-

t*w) /4+e*m*n*o*q*w 2*x*COS (c+f+t*w) /4-e*m*n*o*s*w  2*x*COS (c+f-t*w) /4~
delta*e*m*n*o*tau*w”2*COS (c-f+5*h+t*w) /4+e*m*n*o*tau*vr*w 2*COS (c-f+5*h-t*w) /4-
beta*e*m*n*o*s*w™2+*COS (c-f+4*h+t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w” 2*COS (c-f+4*h-t*w) /4-
alpha*e*m*n*o*r*w”2*COS (c-f+3*h+t*w) /4+alpha*delta*e*m*n*o*w™2*COS (c-f+3*h-t*w) /4-

e*m*n*o*q*w 2*z*COS (c-f+2*h+t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (c-f+2*h-t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c-
f+h+t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c-f+h-t*w) /4-delta*e*m*n*o*w 2*y*COS (c-f-

h+t*w) /4+e*m*n*o*r*w 2*y*COS (c-f-h-t*w) /4-e*m*n*o*u*w™2*z*COS (c-f-

2*h+t*w) /4+e*m*n*o*s*w 2*z*COS (c-f-2*h-t*w) /4-alpha*e*m*n*o*v*w"2*COS (c-f-

3*h+t*w) /4+alpha*delta*e*m*n*o*w”2*COS (c-f-3*h-t*w) /4+beta*e*m*n*o*u*w”2*COS (c-f-4*h-

t*w) /4+e*m*n*o*tau*v*w 2*COS (c-f-5*h-t*w) /4-e*m*n*o*s*w" 2*x*COS (c-

f+t*w) /4+e*m*n*o*grw 2*x*COS (c-f-t*w) /4-

b*i*n*o*tau*v*COS (c+5*h+j+t*w) /4+b*delta*i*n*o*tau*COS (c+5*h-j+t*w) /4-b*i*n*o*tau*v*COS (c+5*h-
j-t*w) /4+1i"2*m*n*o*s*tau*COS (c+5*h-2*j+t*w) /8-1"2*m*n*o*tau*u*COS (c+5*h-2*j-t*w) /8-

m*n*o*tau* (d*2*w 2* (s+2*u) +4*d*w"2* (delta-v) -

2%i”2%u) *COS (c+5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (c+5*h+t*w) /4+d*m*n*o*tau*rw’2* (d*u+4*v) *C
0S (c+5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c+5*h-t*w) /4+beta*i " 2*m*n*o*v*COS (c+4*h+2*j+t*w) /8-
b*beta*i*n*o*u*COS (c+4*h+j+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*COS (c+4*h-j+t*w) /4-b*beta*i*n*o*u*COS (c+4*h-
j-t*w) /4+beta*i”2*m*n*o*r*COS (c+4*h-2*j+t*w) /8-beta*delta*i”2*m*n*o*COS (c+4*h-2*j-t*w) /8-
beta*m*n*o* (d*2*w"2* (2*delta+r+Vv) +4*d*w™2* (s-u) -

2*delta*i”2) *COS (c+4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c+4*h+t*w) /4+beta*m*n*o* (d"2*w”2* (delta
+2%v) +4*drurw 2-2*172%v) *COS (c+4*h-t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c+4*h-

t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (c+3*h+2*j+t*w) /8-
alpha*b*delta*i*n*o*COS (c+3*h+j+t*w) /4+alpha*b*i*n*o*v*COS (c+3*h+j-

t*w) /4+alpha*b*i*n*o*r*COS (c+3*h-j+t*w) /4-alpha*b*delta*i*n*o*COS (c+3*h-j-

t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*g*COS (c+3*h-2*j+t*w) /8-alpha*i”2*m*n*o*s*COS (c+3*h-2*j-t*w) /8-
alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (g+2*s+u) +4*d*w"2* (r-delta) -

2*i%2%5) *COS (c+3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (c+3*h+t*w) /4+alpha*m*n*o* (d"2*w™2* (s+2
*u) +4*d*w"2* (delta-v) -2*%1i"2*%u) *COS (c+3*h-t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c+3*h-

t*w) /4+delta*i”2*m*n*o*z*COS (c+2*h+2*j+t*w) /8-1"2*m*n*o*v*z*COS (c+2*h+2*j-t*w) /8-
b*i*n*o*s*z*COS (c+2*h+j+t*w) /4+b*i*n*o*u*z*COS (c+2*h+j-t*w) /4+b*i*n*o*q*z*COS (c+2*h-j+t*w) /4-
b*i*n*o*s*z*COS (c+2*h-j-t*w) /4-1"2*m*n*o*r*z*COS (c+2*h-2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*r*z*COS (c+2*h-2*5-
t*w) /8-m*n*o*z* (A" 2*w 2* (delta+r) +4*d*w"2* (g-s) -

2*%i%2%r) *COS (c+2*h+t*w) /8+b*d*n*o*wrz* (g+s) *SIN (c+2*h+t*w) /4+m*n*o*z* (A"2*w™2* (2*delta+r+v) +4*
d*w”2* (s-u) -2*delta*i”™2) *COS (c+2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c+2*h-

t*w) /4+172*m*n*o*s*y*COS (c+h+2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*u*y*COS (c+h+2*j-t*w) /8-

b*i*n*o*r*y*COS (c+h+j+t*w) /4+b*delta*i*n*o*y*COS (c+h+j-t*w) /4-b*i*n*o*r*y*COS (c+h-j+t*w) /4-
b*i*n*o*r*y*COS (c+h-j-t*w) /4+1i"2*m*n*o*s*y*COS (c+h-2*j+t*w) /8-1"2*m*n*o*gq*y*COS (c+h-2*5-

t*w) /8-m*n*o*y* (A" 2*w 2* (g+s) -4*d*r*w 2-

i%2*q) *COS (c+h+t*w) /4+m*n*o*y* (A 2*w™2* (q+2*s+u) +4*d*w"2* (r-delta) -2*i*2*s) *COS (c+h-t*w) /8-
b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c+h-t*w) /4-1"2*m*n*o*g*y*COS (c-h+2*j+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*y*COS (c-
h+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*r*y*COS (c-h+j+t*w) /4-b*i*n*o*r*y*COS (c-h+j-t*w) /4+b*delta*i*n*o*y*COS (c-
h-j+t*w) /4-b*i*n*o*r*y*COS (c-h-j-t*w) /4-1i"2*m*n*o*u*y*COS (c-h-2*j+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*y*COS (c-
h-2*j-t*w) /8+m*n*o*y* (A"2*w™2* (g+2*s+u) +4*d*w™2* (r-delta) -2*1"2*s) *COS (c-

h+t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c-h+t*w) /4-m*n*o*y* (A"2*w™2* (g+s) -4*d*r*w"2-1i"2*q) *COS (c-h-
t*w) /4-172*m*n*o*r*z*COS (c-2*h+2*j+t*w) /8-1i"2*m*n*o*r*z*COS (c-2*h+2*j-t*w) /8-

b*i*n*o*s*z*COS (c-2*h+j+t*w) /4+b*i*n*o*g*z*COS (c-2*h+j-t*w) /4+b*i*n*o*u*z*COS (c-2*h-j+t*w) /4-
b*i*n*o*s*z*COS (c-2*h-j-t*w) /4-1"2*m*n*o*v*z*COS (c-2*h-2*j+t*w) /8+delta*i”2*m*n*o*z*COS (c-2*h-
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2*j-t*w) /8+m*n*o*z* (A" 2*w"2* (2*delta+r+Vv) +4*d*w™2* (s-u) -2*delta*i”2) *COS (c-

2*h+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c-2*h+t*w) /4-m*n*o*z* (d"2*w™2* (delta+r) +4*d*w"2* (g-s) -
2*%i%2%r) *COS (c-2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (q+s) *SIN (c-2*h-t*w) /4-alpha*i*2*m*n*o*s*COS (c-
3*h+2*j+t*w) /8+alpha*i”2*m*n*o*g*COS (c-3*h+2*j-t*w) /8-alpha*b*delta*i*n*o*COS (c-

3*h+j+t*w) /4+alpha*b*i*n*o*r*COS (c-3*h+j-t*w) /4+alpha*b*i*n*o*v*COS (c-3*h-j+t*w) /4-
alpha*b*delta*i*n*o*COS (c-3*h-j-t*w) /4+alpha*i”2*m*n*o*u*COS (c-3*h-2*%7-

t*w) /8+alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (s+2*u) +4*d*w™2* (delta-v) -2*1"2*u) *COS (c-

3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c-3*h+t*w) /4-

alpha*m*n*o* (A"2*w"2* (g+2*s+u) +4*d*w"2* (r-delta) -2*1"2*s) *COS (c-3*h-t*w) /8-

alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN(c-3*h-t*w) /4-beta*delta*i*2*m*n*o*COS (c-

4*h+2*j+t*w) /8+beta*i”2*m*n*o*r*COS (c-4*h+2*j-t*w) /8-b*beta*i*n*o*u*COS (c-

4*h+j+t*w) /4+b*beta*i*n*o*s*COS (c-4*h+j-t*w) /4-b*beta*i*n*o*u*COS (c-4*h-j-

t*w) /4+beta*i”2*m*n*o*v*COS (c-4*h-2*j-t*w) /8+beta*m*n*o* (A"2*w™2* (delta+2*v) +4*d*u*w”2-
2%i"2%y) *COS (c-4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c-4*h+t*w) /4-

beta*m*n*o* (d"2*w"2* (2*delta+r+v) +4*d*w™2* (s-u) -2*delta*i”™2) *COS (c-4*h-t*w) /8-

b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c-4*h-t*w) /4-1i"2*m*n*o*tau*u*COS (c-

5*h+2*j+t*w) /8+1"2*m*n*o*s*tau*COS (c-5*h+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*tau*v*COS (c-

S5*h+j+t*w) /4+b*delta*i*n*o*tau*COS (c-5*h+j-t*w) /4-b*i*n*o*tau*v*COS (c-5*h-j-

t*w) /4+d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+4*v) *COS (c-5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c-5*h+t*w) /4-

mr*n*ortau*r (A 2*w™2* (s+2*u) +4*d*w™2* (delta-v) -2*1i"2*u) *COS (c-5*h-t*w) /8-

b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(c-5*h-t*w) /4+1"2*m*n*o*r*x*COS (c+2*j+t*w) /8-
delta*i”2*m*n*o*x*COS (c+2*j-t*w) /8-b*i*n*o*g*x*COS (c+j+t*w) /4+b*i*n*o*s*x*COS (c+7j-

t*w) /4+b*i*n*o*s*x*COS (c-j+t*w) /4-b*i*n*o*g*x*COS (c-j-t*w) /4-delta*i”2*m*n*o*x*COS (c-

2*J+t*w) /8+172*m*n*o*r*x*COS (c-2*j-t*w) /8+m*n*o*x* (A"2*w"2* (delta+r) +4*d*w™2* (gq-s) -

2*%i%2%r) *COS (c+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c+t*w) /4+m*n*o*x* (d"2*w™2* (delta+r) +4*d*w"2* (g-s) -
2*%i%2%r) *COS (c-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c-t*w) /4-e*m*0"2*w 2% (2*x*z-

y*2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau)) *COS (f-2*h-

t*w) /2+ (e*m*0"2*w 2*x"2/2+e*m*0" 2*w 2*y 2+e*m*0 " 2*w 2*z" 2+alpha®2*e*m*o”2*w  2+beta2*e*m*o” 2*w
“2+e*m*o”2*tau”2*wt2) *COS (f+t*w) + (b*i*o " 2*x*z-
b*i*o”2*y*2/2+alpha*b*i*o”2*y+b*beta*i*o™2*z+alpha*b*i*o”2*tau) *COS (2*h-j+t*w) -

d*m*0”2*w 2% (2*x*z-y"2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau) ) *COS (2*h+t*w) /2-

b*i*o®2* (x*2+2* (y"2+z"2+alpha”2+beta®2+tau™2) ) *COS (j+t*w) /2+ (d*m*0"2*w"2*x"2/2+d*m*0” " 2*w"2*y "2
+d*m*o”2*w 2%z 2+alpha”2*d*m*o”"2*w"2+beta”2*d*m*0”"2*w" 2+d*m*w"2* (2*delta™2*n"2-
2*delta*n”™2* (r+v) +n"2* (g"2-2*g*s+3*r"2+2*s*2-

2*s*u+2*ut2+42*%v™2) +2*%0"2*tau”2) /2) *COS (t*w) +b*d*n"2*w* (2*delta™2+2*delta* (r+v) +q 2+2*q*s+r"2+2
*sh2+42%s*u+2*u”2+2*v" 2) *SIN (t*w) /2

Eixo 2:

-—e*m*0”2*w 2% (2*x*z+y*2-2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau)) *COS (2*a+2*c+f-2*h-2*p-

t*w) /4+ (e*m*0”2*w 2*x"2/4-e*m*0"2*w 2%y 2 /2+e*m* 0" 2*w 2%z 2 /2~
alpha®2*e*m*o”2*w"2/2+beta”2*e*m*0”™2*w"2/2-e*m*o0™2*tau”2*w"2/2) *COS (2*a+2*c+f-2*p+t*w) -
e*m*0”2*w 2% (2*x*z+y~2-2*alpha*y+2* (beta*z-alpha*tau)) *COS (2*a+2*c-f+2*h-

2*p+t*w) /4+ (e*m* 0" 2*w 2*x"2/4-e*m* 0" 2*w 2%y 2 /2+e*m* 0 2*w 2%z 2 /2~
alpha®2*e*m*o”2*w"2/2+beta”2*e*m*0™2*w"2/2-e*m*0™2*tau™2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-f-2*p-

t*w) + (alpha*i®2*m*o”2*x/4+y* (1" 2*m*0" 2%z /4~

beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c+3*h-2%7-

2*p+t*w) + (b*i*o0™2*x*z/2+b*i*0"2*y"2/4-alpha*b*i*o™2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-
alpha*b*i*o®2*tau/2) *COS (2*a+2*c+2*h-j-2*p+t*w) -d*m*0” " 2*w"2* (2*x*z+y~2-2*alpha*y+2* (beta*z-
alpha*tau)) *COS (2*a+2*c+2*h-2*p+t*w) /4-1"2*m*0”2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-

tau) ) *COS (2*a+2*c+h-2*%J-2*p-t*w) /4+ (0" 2*x*y* (1"2*m-2*k) /240" 2*y*z* (2%k-

i*2*m) /2+alpha*o”2*z* (i*2*m-2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1" 2*m-

2*k) /2) *COS (2*a+2*c+h-2*p+t*w) -1"2*m*0™2* (x*y-y*z+alpha*z-beta* (alpha-tau)) *COS (2*a+2*c-h+2%*7 -
2*p+t*w) /4+ (07" 2*x*y* (172*m-2+%k) /2+0"2*y*z* (2*k-1"2%m) /2+alpha*o™2*z* (1" 2*m-

2*k) /2+alpha*beta*o”2* (2*k-1i"2*m) /2+beta*o™2*tau* (1"2*m-2+*k) /2) *COS (2*a+2*c-h-2*p-

t*w) + (b*i*o"2*x*z/2+b*i*0"2*y*2/4-alpha*b*i*o”2*y/2+b*beta*i*o™2*z/2-

alpha*b*i*o®2*tau/2) *COS (2*a+2*c-2*h+j-2*p-t*w) -d*m*0” " 2*w"2* (2*x*z+y~2-2*alpha*y+2* (beta*z-
alpha*tau)) *COS (2*a+2*c-2*h-2*p-t*w) /4+ (alpha*i"2*m*0"2*x/4+y* (1" 2*m*0" 2%z /4~
beta*i®2*m*0”2/4) +i"2*m*0”"2*tau*z/4) *COS (2*a+2*c-3*h+2*j-2*p-t*w) +b*i*0”™2* (2* (y*2-z"2+alpha”2-
beta”2+tau”2) -x"2) *COS (2*a+2*c+j-2*p+t*w) /4+b*i*o"2* (2% (y*2-z"2+alpha”2-beta”2+tau”2) -

x*2) *COS (2*a+2*c-j-2*p-t*w) /4+ (A*m*0"2*w™2*x"2/4-d*m*0 " 2*w 2*y"2/2+d*m*0 " 2*w"2*z"2/2-
alpha®2*d*m*o”2*w”2/2+beta”2*d*m*o0”"2*w"2/2-d*m*o0"2*tau”™2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-

2*p+t*w) + (d*m*o " 2*w"2*x*2/4-d*m*0"2*w 2*y*2/2+d*m* 0" 2*w 2*2"2 /2~
alpha”2*d*m*o”2*w”2/2+beta”2*d*m*o0”™2*w"2/2-d*m*0"2*tau™2*w"2/2) *COS (2*a+2*c-2*p-

t*w) +n*o*tau* (A*2*m*w™2* (s+2*%u) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /8-
b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+5*h-2*p+t*w) /4-d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (2*a+c+5*h-2*p-
t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c+5*h-2*p-t*w) /4-

beta*n*o* (d"2*m*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c+4*h-

2*p+t*w) /4+beta*n*o* (A" 2*m*w™2* (delta+2*v) +2*d*m*u*w”2-4*k*v) *COS (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /8-
b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c+4*h-2*p-t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -
4*k*g) *COS (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c+3*h-2*p+t*w) /4-
alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c+3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c+3*h-2*p-t*w) /4-

n*o*z* (d*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w”2* (g-s) -4*k*r) *COS (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c+2*h-

2*p+t*w) /4+n*o*z* (A 2*m*w 2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w 2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /8-
b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c+2*h-2*p-t*w) /4+n*o*y* (A" 2*m*w”2* (g+s) -2*d*m*r*w"2-

2*k*qg) *COS (2*a+c+h-2*p+t*w) /4-n*o*y* (A" 2*m*w 2% (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -
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4*k*g) *COS (2*a+c+h-2*p-t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c+h-2*p-t*w) /4-

n*o*y* (d*2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w”2* (r-delta) -4*k*s) *COS (2*a+c-h-2*p+t*w) /8-

b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (2*a+c-h-2*p+t*w) /4+n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+s) -2*d*m*r*w’™2-

2*k*qg) *COS (2*a+c-h-2*p-t*w) /4+n*o*z* (A" 2*m*w"2* (2*delta+r+Vv) +2*d*m*w™2* (s-u) -

4*delta*k) *COS (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (2*a+c-2*h-2*p+t*w) /4-

n*o*z* (d*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (g-s) -4*k*r) *COS (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /8-

b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (2*a+c-2*h-2*p-t*w) /4-alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w™2* (delta-v) -
4*k*u) *COS (2*a+c-3*h-2*p+t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-3*h-

2*p+t*w) /4+alpha*n*o* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w”2* (r-delta) -4*k*s) *COS (2*a+c-3*h-2*p-

t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (2*a+c-3*h-2*p-

t*w) /4+beta*n*o* (d"2*m*w”2* (delta+2*v) +2*d*m*u*w”2-4*k*v) *COS (2*a+c-4*h-

2*p+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (2*a+c-4*h-2*p+t*w) /4-

beta*n*o* (d"2*m*w"2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w"2* (s-u) -4*delta*k) *COS (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /8-
b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (2*a+c-4*h-2*p-t*w) /4-d*m*n*o*tau*w”2* (d*u+2*v) *COS (2*a+c-5*h-
2*p+t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (2*a+c-5*h-

2*p+t*w) /4+n*o*tau* (A"2*m*w 2* (s+2*u) +2*d*m*w"2* (delta-v) -4*k*u) *COS (2*a+c-5*h-2*p-

t*w) /8+b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN (2*a+c-5*h-2*p-

t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (gq-s) -4*k*r) *COS (2*a+c-

2*p+t*w) /8+b*d*n*o*wrx* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p+t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) -
4*k*r) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) /4+k*o*theta*y*SIN (a+c+h-
p+t*w) +k*o*theta*y*SIN (a+c-h-p-t*w) -n*o*tau* (d"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w™2* (delta-v) -

4*k*u) *COS (c+5*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*rw* (delta+v) *SIN (c+5*h+t*w) /4+d*m*nro*taurw’™2* (d*u+2*v) *COS
(c+5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c+5*h-t*w) /4-beta*n*o* (d"2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w™2* (s-
u) -

4*delta*k) *COS (c+4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c+4*h+t*w) /4+beta*n*o* (d"2*m*w™2* (delta+2
*v) +2*d*m*u*rw2-4*k*v) *COS (c+4*h-t*w) /8-b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c+4*h-t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -

4*k*g) *COS (c+3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN (c+3*h+t*w) /4+alpha*n*o* (A" 2*m*w”2* (s+2*u
) +2*d*m*w”2* (delta-v) -4*k*u) *COS (c+3*h-t*w) /8-alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c+3*h-t*w) /4-
n*o*z* (d"2*m*w”2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) -

4*k*r) *COS (c+2*h+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c+2*h+t*w) /4+n*o*z* (A" 2*m*w”™2* (2*delta+r+v) +2*d*
m*w 2% (s-u) -4*delta*k) *COS (c+2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c+2*h-t*w) /4-

n*o*y* (d*2*m*w™2* (g+s) -2*d*m*r*w™2-

2*k*qg) *COS (c+h+t*w) /4+n*o*y* (d"2*m*w™2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -4*k*s) *COS (c+h-t*w) /8-
b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c+h-t*w) /4+n*o*y* (A" 2*m*w™2* (q+2*s+u) +2*d*m*w”™2* (r-delta) -

4*k*g) *COS (c-h+t*w) /8+b*d*n*o*w*y* (delta+r) *SIN (c-h+t*w) /4-n*o*y* (A" 2*m*w 2* (g+s) -2*d*m*r*w"2-
2*k*qg) *COS (c-h-t*w) /4+n*o*z* (d"2*m*w™2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”™2* (s-u) -4*delta*k) *COS (c-
2*h+t*w) /8+b*d*n*o*w*z* (s+u) *SIN (c-2*h+t*w) /4-n*o*z* (A*2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w™2* (gq-s) -
4*k*r) *COS (c-2*h-t*w) /8-b*d*n*o*w*z* (g+s) *SIN (c-2*h-

t*w) /4+alpha*n*o* (A"2*m*w"2* (s+2*u) +2*d*m*w"2* (delta-v) -4*k*u) *COS (c-

3*h+t*w) /8+alpha*b*d*n*o*w* (delta+v) *SIN (c-3*h+t*w) /4-

alpha*n*o* (d"2*m*w"2* (g+2*s+u) +2*d*m*w"2* (r-delta) -4*k*s) *COS (c-3*h-t*w) /8-

alpha*b*d*n*o*w* (delta+r) *SIN(c-3*h-t*w) /4+beta*n*o* (A*2*m*w™2* (delta+2*Vv) +2*d*m*u*w”2-

4*k*v) *COS (c-4*h+t*w) /8+b*beta*d*n*o*u*w*SIN (c-4*h+t*w) /4-

beta*n*o* (d"2*m*w”2* (2*delta+r+v) +2*d*m*w”2* (s-u) -4*delta*k) *COS (c-4*h-t*w) /8-

b*beta*d*n*o*w* (s+u) *SIN (c-4*h-t*w) /4+d*m*n*o*taurw™2* (d*u+2*v) *COS (c-

S*h+t*w) /8+b*d*n*o*tau*v*w*SIN (c-5*h+t*w) /4-n*o*tau* (A 2*m*w”™2* (s+2*u) +2*d*m*w"2* (delta-v) -
4*k*u) *COS (c-5*h-t*w) /8-b*d*n*o*tau*w* (delta+v) *SIN(c-5*h-

t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w™2* (delta+r) +2*d*m*w”™2* (gq-s) -

4*k*r) *COS (c+t*w) /8+b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c+t*w) /4+n*o*x* (A" 2*m*w"2* (delta+r) +2*d*m*w"2* (g-s) -
4*k*r) *COS (c-t*w) /8-b*d*n*o*w*x* (g+s) *SIN (c-t*w) /4-e*m*0"2*w 2* (2*x*z-

y*2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau)) *COS (f-2*h-

t*w) /2+ (e*m*0"2*w 2*x"2/2+e*m*0" 2*w 2*y " 2+e*m*0 " 2*w" 2*z" 2+alpha”2*e*m*o”2*w  2+beta 2*e*m*o" 2*w
“2+e*m*o”2*tau”2*wt2) *COS (f+t*w) + (b*i*o " 2*x*z-
b*i*o”2*y*2/2+alpha*b*i*o”2*y+b*beta*i*o*2*z+alpha*b*i*o”2*tau) *COS (2*h-j+t*w) -

d*m*0”2*w 2% (2*x*z-y"2+2* (alpha*y+beta*z+alpha*tau) ) *COS (2*h+t*w) /2-

b*i*o®™2* (x*2+2*% (y"2+z"2+alpha”2+beta®2+tau™2) ) *COS (j+t*w) /2+ (d*m*0"2*w"2*x"2/2+d*m*0" 2*w"2*y"2
+d*m*o”2*w 2%z 2+alpha”2*d*m*o"2*w" 2+beta”2*d*m*o " 2*w"2+d*m*o” " 2*tau”2*w"2) *COS (t*w)
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Apéndice5.C

Deter minacéo da linearizacdo do bloco de estatica de forca

Neste apéndice apresenta-se a linearizacdo para 0s dois eixos do bloco de estatica de
forca. As expressdes seguintes foram também obtidas através de um programa de agebra por
computador. Devido a restricdes desse programa sO alguns nomes para variaveis séo possiveis
e, deste modo, as correspondéncias entre as variaveis empregues no texto e as de saida do

programa sdo:

Programa Texto Programa Texto
a Olo n r
C 020 9] rz
w ) p 0
t t m M
d Q: b B
e Q: k K
f [0 theta Xco

Eixo 1, Parte com Q:

—d*oA2*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(Z*a+2*c—2*p+t*w)/16—b*d*0A2*w*(2*(—2))*SIN(2*a+2*c—2*p+t*w)/16—
d*oAZ*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(Z*a+2*c—2*p—t*w)/16+b*(d*(—oA2*w/4))*SIN(Z*a+2*c—2*p—t*w)—
d*n*o*(4*(2*k—m*wA2))*COS(Z*a+c—2*p+t*w)/8+b*d*n*o*w*(4)*SIN(2*a+c—2*p+t*w)/8—d*n*o*(4*(2*k—
m*w”2) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8+b* (-d*n*o*w/2) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) -d*n"2* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a-
2*p+t*w)/16+b*d*nA2*w*(4)*SIN(2*a—2*p+t*w)/16—d*nA2*(4*(2*k—m*wA2))*COS(Z*a—Z*p—t*w)/16+b*(—
d*n*2*w/4) *SIN (2*a-2*p-t*w) +d*k*o*theta*SIN (a+c-p+t*w) /2+d*k*o*theta*SIN (a+c-p-

t*w) /2+d*k*n*theta*SIN (a-p+t*w) /2+d*k*n*theta*SIN (a-p-

t*w) /2+d*m*n*o*w” 2% (4) *COS (c+t*w) /8+b* (d*n*o*w/2) *SIN (c+t*w) +d*m*n*o*w™2* (4) *COS (c-t*w) /8-
b*d*n*o*w* (4) *SIN (c-

t*w) /8+d*m*w"2* (2% (2% (n"2+0™2) ) ) *COS (t*w) /8+b* (d* (n"2*w/2+0"2*w/2) ) *SIN (t*w)

Eixo 1, Parte com Q:

)*COS(2*a+2*c+f—2*p+t*w)/16—b*e*0A2*w*(—4)*SIN(2*a+2*c+f—2*p+t*w)/16—
*COS(2*a+2*c—f—2*p—t*w)/16+b*(—e*oA2*w/4)*SIN(2*a+2*c—f—2*p—t*w)—
e*n*o* (4* (2*k-m*w”™2) ) *COS (2*a+c+f-2*p+t*w) /16+b*e*n*o*w* (2) *SIN (2*a+c+f-2*p+t*w) /8-
e*n*o* (4* (2*k-m*w”™2) ) *COS (2*a+c-f-2*p-t*w) /16+b* (-e*n*o*w/4) *SIN (2*a+c-f-2*p-

t*w) +e*k*o*theta*SIN (a+c+f-p+t*w) /2+e*k*o*theta*SIN (a+c-f-p-

t*w) /2+e*m*n*o*w” 2% (4) *COS (c+f+t*w) /16+b* (e*n*o*w/4) *SIN (c+f+t*w) +e*m*n*o*w™2* (4) *COS (c-f-
t*w) /16-b*e*n*o*w* (2) *SIN (c-f-t*w) /8+e*m*0”2*w™2* (4) *COS (f+t*w) /8+b* (e*0™2*w/2) *SIN (f+t*w)

-e*0™2% (4% (2*k-m*w"2
e*o0™2* (4* (2*k-m*w"2)

Eixo 2, Parte com Q:

—d*oA2*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(Z*a+2*c—2*p+t*w)/lG—b*d*oAZ*w*(2*(—2))*SIN(2*a+2*c—2*p+t*w)/16—
d*oAZ*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(2*a+2*c—2*p—t*w)/16+b*(d*(—oA2*w/4))*SIN(2*a+2*c—2*p—t*w)—
d*n*o*(4*(2*k—m*wA2))*COS(2*a+c—2*p+t*w)/16+b*d*n*o*w*(4)*SIN(2*a+c—2*p+t*w)/lG—d*n*o*(4*(2*k—
m*w”2) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /16+b* (-d*n*o*w/4) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) +d*k*o*theta*SIN (a+c-

p+t*w) /2+d*k*o*theta*SIN (a+c-p-

t*w) /2+d*m*n*o*w” 2% (4) *COS (c+t*w) /16+b* (d*n*o*w/4) *SIN (c+t*w) +d*m*n*o*w”2* (4) *COS (c-t*w) /16-
b*d*n*o*w* (4) *SIN (c-t*w) /16+d*m*0™2*w™2* (2% (2) ) *COS (t*w) /8+b* (d* (0™2*w/2) ) *SIN (t*w)

Eixo 2, Parte com Q:
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—e*0™2%* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a+2*c+f-2*p+t*w) /16-b*e*o™2*w* (-4) *SIN (2*a+2*c+f-2*p+t*w) /16-
e*0™2* (4* (2*k-m*w™2) ) *COS (2*a+2*c-f-2*p-t*w) /16+b* (-e*0™2*w/4) *SIN (2*a+2*c-f-2*p-t*w) -
e*k*n*o*COS (2*a+c+f-2*p+t*w) /4-e*k*n*o*COS (2*a+c-f-2*p-t*w) /4+e*k*o*theta*SIN (a+c+f-
p+t*w) /2+e*k*o*theta*SIN (a+c-f-p-t*w) /2+e*k*n*o*COS (c+f+t*w) /4+e*k*n*o*COS (c-£-

t*w) /4+e*m*0”2*w"2* (4) *COS (f£+t*w) /8+b* (e*0™2*w/2) *SIN (f+t*w)
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Apéndice 5.D
Deter minagéo da linearizacdo do sub-bloco de interacgdo com o

ambiente

Neste apéndice apresenta-se a linearizagdo para os dois eixos do sub-bloco de interaccéo
com o ambiente do robot 2R. As expressdes seguintes foram também obtidas através de um
programa de algebra por computador. Devido a restricdes desse programa sO alguns nomes
para varidvels sdo possivels e, deste modo, as correspondéncias entre as variaveis empregues

no texto e as de saida do programa sdo:

Programa Texto Programa Texto
a Olo n r
C O20 9] rz
w ) p 0
t t m M
d Q: b B
e (22 k K
f [0 theta Xco

Eixo 1, Parte com Q:

-d*0"2* (2% (2% (2*k-m*w™2) ) ) *COS (2*a+2*c-2*p+t*w) /16-d*0™2* (2* (2* (2*k-m*w"2) ) ) *COS (2*a+2*c-2*p-
t*w) /16-d*n*o* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a+c-2*p+t*w) /8+b*d*n*o*w* (4) *SIN (2*a+c-2*p+t*w) /8-

d*n*o* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /8+b* (-d*n*o*w/2) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) -d*n™2* (4* (2*k-
m*w”2) ) *COS (2*a-2*p+t*w) /16+b*d*n"2*w* (4) *SIN (2*a-2*p+t*w) /16-d*n"2* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a-
2*p-t*w) /16+b* (-d*n"2*w/4) *SIN (2*a-2*p-t*w) +d*k*o*theta*SIN (a+c-p+t*w) /2+d*k*o*theta*SIN (a+c-
p-t*w) /2+b* (d*n*o*w/2) *SIN (c+t*w) -b*d*n*o*w* (4) *SIN (c-

t*w) /8+d*m*w 2% (2% (2* (n*2+072) ) ) *COS (t*w) /8+b* (d* (n"2*w/2+0"2*w/2) ) *SIN (t*w)

Eixo 1, Parte com Q:

-e*0™ 2% (4% (2*k-m*w"2
e*o™2* (4* (2*k-m*w"2)

)*COS(2*a+2*c+f—2*p+t*w)/16—b*e*0A2*w*(—4)*SIN(2*a+2*c+f—2*p+t*w)/16—
*COS(2*a+2*c—f—2*p—t*w)/16+b*(—e*oA2*w/4)*SIN(2*a+2*c—f—2*p—t*w)—
e*n*o* (4* (2*k-m*w”™2) ) *COS (2*a+c+f-2*p+t*w) /1l6+b*e*n*o*w* (2) *SIN (2*a+c+f-2*p+t*w) /8-
e*n*o* (4* (2*k-m*w”™2) ) *COS (2*a+c-f-2*p-t*w) /16+b* (-e*n*o*w/4) *SIN (2*a+c-f-2*p-

t*w) +e*k*o*theta*SIN (a+c+f-p+t*w) /2+e*k*o*theta*SIN (a+c-f-p-

t*w) /2+e*m*n*o*w” 2% (4) *COS (c+f+t*w) /16+b* (e*n*o*w/4) *SIN (c+f+t*w) +e*m*n*o*w™2* (4) *COS (c-f-
t*w) /16-br*e*n*o*w* (2) *SIN (c-f-t*w) /8+e*m*0”2*w™2* (4) *COS (f+t*w) /8+b* (e*0™2*w/2) *SIN (f+t*w)

Eixo 2, Parte com Q:

—d*oA2*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(Z*a+2*c—2*p+t*w)/lG—b*d*oAZ*w*(2*(—2))*SIN(2*a+2*c—2*p+t*w)/16—
d*oAZ*(2*(2*(2*k—m*wA2)))*COS(2*a+2*c—2*p—t*w)/16+b*(d*(—oA2*w/4))*SIN(2*a+2*c—2*p—t*w)—
d*n*o*(4*(2*k—m*wA2))*COS(2*a+c—2*p+t*w)/16+b*d*n*o*w*(4)*SIN(2*a+c—2*p+t*w)/lG—d*n*o*(4*(2*k—
m*w”2) ) *COS (2*a+c-2*p-t*w) /16+b* (-d*n*o*w/4) *SIN (2*a+c-2*p-t*w) +d*k*o*theta*SIN (a+c-

p+t*w) /2+d*k*o*theta*SIN (a+c-p-

t*w) /2+d*m*n*o*w” 2% (4) *COS (c+t*w) /16+b* (d*n*o*w/4) *SIN (c+t*w) +d*m*n*o*w”2* (4) *COS (c-t*w) /16-
b*d*n*o*w* (4) *SIN (c-t*w) /16+d*m*0™2*w™2* (2% (2) ) *COS (t*w) /8+b* (d* (0™2*w/2) ) *SIN (t*w)

Eixo 2, Parte com Q:
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—e*0™2%* (4* (2*k-m*w"2) ) *COS (2*a+2*c+f-2*p+t*w) /16-b*e*o™2*w* (-4) *SIN (2*a+2*c+f-2*p+t*w) /16-
e*0™2* (4* (2*k-m*w™2) ) *COS (2*a+2*c-f-2*p-t*w) /16+b* (-e*0™2*w/4) *SIN (2*a+2*c-f-2*p-t*w) -
e*k*n*o*COS (2*a+c+f-2*p+t*w) /4-e*k*n*o*COS (2*a+c-f-2*p-t*w) /4+e*k*o*theta*SIN (a+c+f-
p+t*w) /2+e*k*o*theta*SIN (a+c-f-p-t*w) /2+e*k*n*o*COS (c+f+t*w) /4+d " 2*e*m*n*o*w” 2*COS (c+f-
t*w) /8+e*k*n*o*COS (c-f-t*w) /4+e*m*0"2*w"2+* (4) *COS (f£+t*w) /8+b* (e*0™2*w/2) *SIN (f+t*w)
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Apéndice5.E
Deter minacéo dos blocos F; e F, para calculo da resposta em

frequéncia analitica

Neste apéndice apresentam-se as expressdes para os blocos F; e F, para cdlculo da
resposta em frequéncia analitica do robot 2R com CH. As expressdes seguintes foram também
obtidas através de um programa de algebra por computador. Devido a restricbes desse
programa sO alguns nomes para variaveis sdo possiveis e, deste modo, as correspondéncias

entre as variavei s empregues no texto e as de saida do programa séo:

Programa Texto Programa Texto
a Q10 p )
c G20 m M
w 0 b B
t t k K
n r theta Xco
(6] )

F]_:
o* (2% (-2*k+2*m*w”™2) ) *COS (a+c-p+t*w) /8+b*o*w*SIN (a+C-p+t*w) /2+0*% (2% (-2*k+2*m*w"2) ) *COS (a+c-p-

t*w) /8-b*o*w*SIN (a+c-p-t*w) /2+n* (-4*k+4*m*w”2) *COS (a-p+t*w) /8+b*n*w*SIN (a-p+t*w) /2+n* (-
4*k+4*m*w™2) *COS (a-p-t*w) /8-b*n*w*SIN (a-p-t*w) /2

in

o* (-4*k+4*m*w"2) *COS (a+c-p+t*w) /8+b*o*w*SIN (a+c-p+t*w) /2+0* (-4*k+4*m*w"2) *COS (a+c-p-t*w) /8-
b*o*w*SIN (a+c-p-t*w) /2
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6 Conclusao

O controlo de forca de manipuladores robéticos tem vindo a ser alvo de uma intensa
investigacdo conforme é patente pelo nimero de estudos efectuados nos Ultimos anos. Os
primeiros algoritmos de controlo de forca foram publicados nos fins dos anos 70 e desde
entdo tém evoluido na sua complexidade e no seu desempenho.

Os controladores de forca podem dividir-se em dois tipos distintos nos quais se
procura obter:

e uma dada relagdo entre a posicdo e a forca no ponto terminal do robot, como é o

caso do controlo de impedancia;

e um controlo daforca e da posicdo do org&o terminal de um modo n&o conflituoso,
como é o caso do controlo hibrido posicdo/forca, que foi avo de investigacdo
neste trabalho.

Nesta ordem de idelas, no capitulo 2 com base nos conceitos introduzidos,
apresentaram-se adlgumas consideragbes sobre a modelizagdo dos atritos presentes em
sistemas roboticos. Foi também estudado o efeito das folgas nas engrenagens de
manipuladores, e 0 processo para a sua eventua “atenuacdo”, bem como os fenémenos
dinémicos correspondentes a eventuais flexibilidades.

No capitulo 3 estudaram-se o0s controladores de estrutura variavel (CEV'S) e expbs-se
o método da Funcdo Descritiva (FD) utilizado na previsdo de ciclos limite em sistemas ndo
lineares. Apresentaram-se 0s resultados para sistemas ndo lineares com um gdl em sistemas
de controlo de posicdo. Com base neste estudo, generalizaram-se 0s conceitos a sistemas

com um maior nimero de gdis.
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No capitulo 4 apresentaram-se a descricdo do sistema robot/ambiente e do
controlador hibrido posicdo/forca (CH) e a resposta temporal do sistema para varios
controladores de posicdo e de forca. Também estudou-se a resposta em frequéncia em
malha fechada do sistema para varios parametros dos controladores e do sistema
robot/ambiente e comparou-se 0 comportamento do sistema classico com uma modificacéo
através de uma matriz pseudo-inversa. Analisou-se a zona de estabilidade do sistema em
funcdo dos pardmetros da superficie restricdo e calcularam-se as respostas do sistema com
duas modelizagdes distintas da superficie restricdo e quando se adopta um controlo por
multifrequéncia. Estudaram-se as respostas para robots com atritos ndo lineares, com folgas
e com flexibilidades nas juntas e considerou-se o fendbmeno de impacto do robot com a
superficie restricdo. Em particular, analisou-se o comportamento do CH durante a
ocorréncia de impacto quando se varia a transicdo (i.e. do controlo de posicdo para o
controlo de forca) da estrutura do controlador em rampa e em degrau . Estudou-se de uma
forma abreviada a adopcéo de controladores de ordem fraccionéria nas malhas de posicéo e
de forca em dternativa aos sistemas de estrutura variavel. Os sistemas com controladores
de ordem fraccionaria apresentaram um bom desempenho quando comparados com 0s
CEVs, pois tém melhores respostas transitérias e melhor erro em regime permanente em
guase todas as experiéncias.

Por ultimo, no capitulo 5 desenvolveram-se algumas consideracfes sobre a utilizacdo
da FD no estudo da cinematica directa de robots, estudou-se a FD do sistema de CH e
apresentou-se o trabalho de viabilidade da utilizacdo do tragado de Nyquist multivariavel
para verificar a estabilidade do CH. Por outro lado, estudou-se a linearizacdo do CH tendo
como ponto de partida a FD do sistema. Também se apresentou a determinacéo analitica da
resposta em frequéncia em mal ha fechada do CH tendo como base a linearizagcdo do sistema
respectivo apresentado no capitulo 4 através da técnica de andlise de sistemas ndo lineares
daFD.

Como perspectivas para futuros desenvolvimentos podem referir-se pontos tais como:

e A utilizacdo de outros controladores nos anéis de controlo no agoritmo hibrido;

e A integracdo de um maior nimero de sinais no algoritmo. Quando os actuadores

s80 motores eléctricos, a corrente eléctrica (usualmente com ruido) € um sina

proporcional ao binario que pode ser utilizado na realimentacdo e no controlo de

forca;
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e A generalizacdo dos algoritmos estudados a robots cooperantes e a robots

redundantes.

De facto, basta comparar 0 nimero de arquitecturas propostas para controlo de
posicdo com as desenvolvidos para o controlo de forca, para se constatar que ainda existe
uma grande disparidade apesar de ter vindo a ser reduzida nos udltimos anos. Os
controladores de posicdo comecaram a ser desenvolvidos ha cerca de trés décadas,
enguanto os controladores de forca s6 comecaram a ser explorados mais recentemente.
Assim, pode dizer-se que a extensdo das arquitecturas de controlo para variaveis como as
forcas/bindrios € um passo na evolucdo para sistemas integrando maltipla informacéo
sensorial. Por outro lado, verifica-se que 0 método de andlise da FD esta ainda pouco
explorado e que a sua utilizagdo tem vindo a ser restringida a sistemas de pequena

complexidade.
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