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RESUMO

Os métodos sem malha tém tido um desenvolvimento acentuado nos tltimos
anos, surgindo como uma alternativa ao tradicional método dos elementos finitos,
em diversas areas da Engenharia. Nesse contexto, neste trabalho estuda-se
a aplicabilidade do método sem malha Element Free Galerkin (EFG) para
simulagao numérica de processos de enformacao plastica.

Estes métodos podem ser considerados uma nova geracao de métodos numéricos
que se caracterizam basicamente pelo seguinte: discretizacao de um dominio de
interesse por um conjunto de nds, colocados arbitrariamente, sem que exista
explicitamente uma malha estruturada de elementos, no sentido convencional,
definindo fungoes de aproximacao em termos dos nods da discretizacao.
Sucintamente, o método EFG consiste em definir fungoes de forma baseadas
no método dos minimos quadrados moveis as quais sao incorporadas numa
formulagao de Galerkin da equagao variacional, associada ao problema particular
em estudo.

Neste estudo utiliza-se o método EFG para fazer uma andlise de processos de
enformacao plastica em que se considera uma aproximacao baseada na formulagao
do escoamento plastico para materiais incompressiveis. Na implementacao
numérica detalham-se diversos aspectos com o objectivo de ilustrar as principais
diferengas com a habitual utilizacao do método dos elementos finitos. De entre
estes, destacam-se: construcao das func¢oes de forma, imposicao das condigoes de
fronteira e a formulagao proposta para tratamento do atrito na zona de contacto
entre a peca e a matriz.

Sao estudados alguns exemplos de aplicagoes em forjamento conjuntamente
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com uma implementagdo numérica através dos elementos finitos para efeitos
comparativos. Os resultados obtidos sao comparados com valores experimentais
e valores publicados na literatura.

Palavras chave: métodos sem malha, EFG, formulacao de Galerkin, enformacao
plastica.
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ABSTRACT

The meshless methods have had a great developpement in the last years,
appearing as an alternative to the finite element method in several engineering
areas. In this work, the applicability of the meshless method Element Free
Galerkin (EFG) for plastic forming processes is studied.

These methods can be considered a new generation of numerical methods that are
characterized basically by the following: discretization of an interest domain by
a set of nodes, localized arbitrarily without using a structured mesh of elements
(element mesh), in the conventional sense and defining approximating functions
only through the discretization nodes. Briefly, the EFG method defines shape
functions based on the moving least squares method, which are incorporated
on the Galerkin formulation of the variational equation, associated with the
particular problem addressed.

In this work, EFG method was evaluated to analyze plastic forming processes
by using an approximation based on the flow formulation for incompressible
materials. In the numerical implementation, different aspects were detailed for
illustrative purposes in order to enlighten the main differences between EFG
and the classical finite element method approaches. The most significant among
them are: construction of shape functions, imposition of the essential boundary
conditions and the proposed formulation to deal with frictional effects along the
contact interface between the matrix and the workpiece.

Some examples of application in forging are analyzed together with a numerical
implementation by the finite element method for comparative purposes. The
obtained results are compared with experimental values and values published in
the literature.

Keywords: meshless methods, meshfree methods, EFG, Element Free Galerkin,

v



Galerkin formulation, plastic metal forming.



METHODES SANS MAILLAGE DANS DES
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RESUME

Les méthodes sans maillage ont eu un grand développement, devenant dans
les dernieres années une alternative a la méthode d’éléments finis dans plusieurs
secteurs d’ingénierie. Dans ce travail la validité d’application de la méthode sans
maillage, EFG, pour les procédés de mise en forme plastique a été étudiée.

Ces méthodes peuvent étre considérées une nouvelle génération de méthodes
numériques qui sont fondamentalement caractérisées par le suivant: discrétisation
d’un domaine d’intérét par une série de noeuds, localisés arbitrairement sans
utiliser un maillage d” éléments structurés, dans le sens conventionnel et définition
des fonctions approximatives a partir seulement des noeuds de discrétisation.
Succinctement, la méthode de EFG définit les fonctions de forme basées sur la
méthode de moindres carrés mouvants, qui sont incorporées sur la formulation de
Galerkin de I’équation variational.

Dans ce travail, cette méthode de EFG a été évaluée pour analyser les procédés de
mise en forme plastique en utilisant une approximation basée sur la formulation
de flux pour les matériaux incompressibles. Dans I'implémentation numérique,
les différents aspects ont été détaillés pour des buts explicatifs afin d’éclairer les
différences principales entre EFG et les approches de méthode d’éléments finis
classiques. Le plus significatif parmi eux: la construction de fonctions de forme,
I'implementation des conditions limite essentielles et la formulation proposée pour
traiter des effets de friction le long de 'interface de contact entre la matrice et la
piece de fabrication.

On présente quelques exemples d’application de forgeage pour montrer
Iapplication du modele développe. Ces exemples on été aussi analysés avec
une implémentation numérique par la méthode des éléments finies pour des buts
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comparatifs. Les résultats obtenus sont comparés avec des valeurs expérimentales
et des valeurs publiés dans la littérature.

Mots clés: Méthodes sans maillage, Méthode EFG, formulation de Galerkin, mise
en forme plastique des metaux .
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Objectivos

O objectivo principal desta tese é o estudo da aplicabilidade do método sem
malha EFG (Element Free Galerkin) para simulagdo numérica de processos de
enformacao plastica. Desde ha muito tempo que o método dos elementos finitos é
desenvolvido e aplicado de forma exaustiva na drea da simulacao de processos
de enformacao plastica. De uma forma geral, este tem-se revelado robusto,
versatil e contribuiu sem duvida, de forma decisiva para o desenvolvimento da
tecnologia da deformagao plastica. Uma das grandes vantagens do método dos
elementos finitos, relativamente a outros métodos emergentes relaciona-se com
o facto de existir no mercado uma grande variedade de programas comerciais
muito bem consolidados. Nos tltimos anos, as novas tecnologias computacionais
e a existéncia de equipamentos informaticos com elevada capacidade permitiu um
avanco significativo no desenvolvimento e optimizagao de programas de elementos
finitos para simulagao numeérica de processos de enformacao plastica, quer seja
no caso bidimensionsal ou tridimensional. O aparecimento de novos métodos,
designados por métodos sem malha para resolucao numérica de equagoes em
derivadas parciais, e que tiveram um desenvolvimento muito significativo nos

ultimos anos, tem sido visto como uma alternativa promissora, em diversas
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areas ao método dos elementos finitos. Como tal, parece sugestivo averiguar
a viabilidade destes métodos na enformagao plastica e a sua competitividade face

ao convencional método dos elementos finitos.

1.2 Apresentacao da tese

A presente tese encontra-se dividida em 6 capitulos incluindo esta introducao.

No capitulo 2 faz-se um estudo global sobre métodos sem malha e
caracteristicas principais dos diferentes métodos. A partir da exploracao
efectuada para os varios métodos é apresentada uma descricao sucinta para
os mais relevantes. Alguns aspectos fundamentais sao abordados, tais como a
imposicao de condigoes de fronteira, técnicas de integracao numérica e escolha de
funcoes de peso. Este capitulo corresponde ao trabalho feito numa fase inicial,

mas crucial no desenvolvimento do programa de doutoramento.

No capitulo 3, a partir do levantamento feito no capitulo anterior, opta-se por
seleccionar o método EFG, razao pela qual houve um enfoque neste método. Foi
feito um estudo numérico para alguns testes de referéncia no caso bidimensional,
em particular para problemas de elasticidade, cuja solugao analitica é conhecida.
O principal objectivo deste estudo numérico foi consolidar conceitos, validar
o codigo desenvolvido e comparar os resultados obtidos com os existentes na

literatura.

No capitulo 4 desenvolve-se um modelo baseado no método EFG para
analisar de processos de enformacao plastica. Considerou-se a formulacao de
escoamento plastico para materiais incompressiveis. As formulagoes baseadas nos
métodos sem malha, aplicadas a processos de enformacao plastica, levantaram
novas questoes em aspectos cruciais, tais como: construcao das funcoes de
forma, imposicao das condigoes de fronteira do tipo essencial e tratamento do
contacto e do atrito na zona de contacto entre as pecas e as ferramentas. Na
formulagao desenvolvida, detalharam-se estes aspectos com o objectivo de ilustrar

as principais diferencas com a habitual utilizagao do método dos elementos finitos.
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Para tratar o problema do contacto e do atrito apresenta-se um novo modelo
proposto, que considera uma interface de elementos entre a pega e a ferramenta,
acoplando o método dos elementos finitos com o método sem malha EFG numa

formulagao mista.

No capitulo 5 apresentam-se alguns exemplos numéricos de aplicacoes em
forjamento, obtidos a partir do programa que foi desenvolvido, de raiz, em
linguagem Matlab. Conjuntamente, também foi implementado, de raiz, em
Matlab, a simulacao numérica dos exemplos apresentados, através do método
dos elementos finitos. Sao feitas comparagoes dos resultados obtidos com os
apresentados por outros autores usando solucoes através do método dos elementos

finitos ou ainda resultados experimentais.

Finalmente, no capitulo 6 faz-se uma andlise aos resultados obtidos e
sao apresentadas as principais conclusoes referentes ao trabalho desenvolvido,
sendo igualmente apresentadas algumas propostas para a sua continuacao e

refinamento.



Capitulo 2

Métodos sem malha: Estado da
Arte

2.1 Introducao

Em muitos problemas de Engenharia, nomeadamente em aplicagoes industriais,
em que o tempo é um parametro critico e a eficiéncia tem de ser equilibrada com a
precisao, a simulacao numérica tem um papel fundamental, até porque é vantajosa
em termos economicos. Nos tltimos 30 anos, houve um desenvolvimento
significativo nesta area e a evolucao na tecnologia computacional teve um papel

crucial neste progresso.

Para resolugdo numérica de equacoes diferenciais (PDEs), associados a
Mecanica Computacional, consideram-se basicamente trés grupos classicos de

métodos numéricos,

e Métodos das diferencas finitas
e Métodos de volumes finitos

e Métodos dos elementos finitos
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A resolucao de equacoes diferenciais pelo método das diferencas finitas permite
obter uma aproximacao da solugdo num conjunto de pontos do dominio. A
extensao da solugao para outros pontos nem sempre é 6bvia ou mesmo possivel.
O métodos de volumes finitos e o0 método dos elementos finitos, ambos recorrem
a uma malha de elementos e permitem obter uma fungao que aproxima a solucao

em todo o dominio.

De entre os métodos indicados, destaca-se o método dos elementos finitos,
que tem sido aplicado de forma exaustiva a uma grande variedade de problemas
de diversas areas da Ciéncia. O desenvolvimento do método dos elementos
finitos, iniciou-se na ultima metade do século passado e ¢ dificil de identificar
o seu percursor. Durante muito tempo, o método dos elementos finitos e
técnicas directamente relacionadas foram simplesmente referidos como métodos
em mecanica dos sélidos e mecanica dos fluidos. Apesar do método dos elementos
finitos ter uma grande aplicabilidade e ser considerado muito robusto ainda hé
problemas com perfil muito especifico que nao sao resolvidos eficientemente por
este método, tais como: geometrias complexas, geometrias moéveis ao longo do
tempo, descontinuidades do dominio, grandes deformagoes, deformacao localizada
e necessidade de refinamento e remalhamento o que encarece a solugao do ponto

de vista computacional.

Para Bathe [11], nos préximos anos um dos grandes desafios, entre outros, ao
nivel da modelacao numérica e matematica, é o desenvolvimento de um método
sem malha que seja eficiente e generalista para a mecanica dos solidos e dos
fluidos. Os métodos sem malha, tal como o classico método dos elementos
finitos, sao métodos de aproximacao numérica para resolucao numérica de
equagoes diferenciais. Os métodos sem malha recorrem a novas metodologias
de aproximagao, pressupondo a discretizacao do dominio por nds colocados
arbitrariamente sem que exista qualquer tipo de interligacao topoldgica entre
estes. Como tal, as novas metodologias de aproximagao usadas permitem definir
as fungoes de aproximacao unicamente em termos dos nds. Os métodos sem
malha téem sido vistos como alternativa de resolucao a alguns problemas da
mecanica computacional que o tradicional método dos elementos finitos nao

resolve adequadamente. A grande espectativa que tem havido relativamente
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a estes métodos relaciona-se com o facto de estes eliminarem ou reduzirem
significativamente o uso de uma malha no sentido classico e a possibilidade de

definir func¢oes de aproximacgao locais nao necessariamente polinomiais.

Estes métodos tornaram-se alvo de crescente interesse e desenvolvimento,
desde os anos 70, tendo-se acentuado nos tultimos anos. Relativamente a técnicas
sem malha, um trabalho pioneiro sobre estado da arte foi apresentado por
Belytschko et al. [13] e que ainda hoje é considerado de certa forma carismatico.
Posteriormente surgiram diversos trabalhos sobre estado da arte, artigos de
revisao e livros, destacando-se as seguintes referéncias [13, 64, 69, 2, 49, 5, 45, 63,
54, 65].

Uma grande parte dos problemas em mecanica computacional envolve em
determinada fase do processo a resolucao numérica de uma equagao diferencial
ou sistema de equagoes em derivadas parciais (PDE). Suponhamos que o problema
em estudo, definido num dominio €2 é caracterizado pela seguinte equagao

diferencial:

Lu=f em Q, (2.1)

em que L é por simplicidade um operador diferencial linear e f uma funcao
conhecida. Suponhamos ainda que a equacao anterior se associa um conjunto de

condigoes fronteira representadas numa forma geral, por

Au=1u emT,, (2.2)
‘ 0
Au = k% =7 emTy, (2.3)

em que A é, por hipétese, também um operador linear, u e ¢ sao respectivamente
os valores prescritos da funcao u e da sua derivada. Suponhamos também que a
fronteira do dominio €2 é representada por I' em que I' = I', + I';. De uma forma

geral o que se pretende obter é uma fungao que aproxima a solucao do problema
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no dominio €2 e que verifique as condicoes de fronteira referidas.

Considere-se uma funcao ¢ que satisfaca as condigoes fronteira, i.e.,

AY=u em T, (2.4)

e um conjunto de fungoes ®;, + = 1,2,...n tal que:
AP, =0 em I', (2.5)

Considere-se entao a seguinte funcao u:

ul =1+ Z a;®;, (2.6)
i=1

que satisfaz as condigoes de fronteira do problema e aproxima a solucao u, i.e.
u~ u. (2.7)

As fungoes ®; designam-se em geral por fungoes tentativa. Os coeficientes a;
devem entdo ser determinados por forma a se obter uma solucdo aproximada u”

para u, existindo processos diferentes para os determinar.

A partir da equagdo (2.6) podem-se obter diferentes aproximagoes para a
solucdo da equacao (2.1). A determinagao de uma solugao especifica para (2.6)
depende do principio de discretizagdo que se vai usar [6]. Alguns principios
de discretizacao mais utilizados, como por exemplo, o método dos elementos
finitos sao baseados no método dos residuos ponderados. O método dos residuos
ponderados adquiriu o estatuto de método simples e eficaz para a construcao
de modelos de aproximacgao dos mais variados problemas. O principio basico

h

do método dos residuos ponderados consiste em substituir u" na equacao (2.1)

obtendo-se em cada ponto do dominio €2, o seguinte residuo

en=Lu" — f=LY+Y aLd — f~0, (2.8)

i=1
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e determinar os coeficientes a; no sentido de tornar €, minimo. A metodologia
associada ao método dos residuos pesados consiste em escolher v;,2 =1, 2...,n,
n funcoes de peso arbitrario, de tal forma que o erro residual €, seja ortogonal a

v; impondo que:

Q Q

J=1

As funcoes de peso v; sao habitualmente designadas por funcoes teste.
Relativamente aos métodos baseados em residuos pesados, destacam-se os que
se obtem quando se escolhe para fungoes de peso (ou teste) as fungdes tentativa
e que se designam por métodos de Galerkin ou de Bubnov-Galerkin. Além
destes, existem ainda outros métodos tais como, por exemplo, o método de
Petrov-Galerkin e o método do subdominio. O método cldssico da colocacao
pontual pode ser visto como um caso particular do método dos residuos pesados,
quando neste método se escolhe para fungoes de peso (ou teste) a funcao delta de
Dirac. O tradicional método dos elementos finitos (MEF) é considerado um caso
representativo do método de Galerkin ou de Bubnov-Galerkin. Para ilustrarmos
os procedimentos usuais na construcao deste método consideremos a sua aplicagao

a seguinte equacao diferencial

Viu=f em (2.10)

com as seguintes condicoes fronteira

u=u em I, (2.11)
ou
k% =q em Iy (2.12)

em que  C R? é um conjunto aberto, limitado com fronteira I'. Neste caso, o
operador £ = V? ¢ definido em 2D por V2 =V -V = 9*/92? + §*/0y>.

Suponhamos que se utiliza
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uh =1+ ) a0, (2.13)
=1

h = % em I',. De forma

e que u" satisfaz as condicoes fronteira em Iy, ie. u
semelhante ao que foi feito para a equagao geral, tem-se o seguinte residuo no

dominio:

=V —f em Q, (2.14)
e residuo na fronteira I’
ou”
r _
t=k—— —q. 2.15
=k (215)

Os parametros a; sao determinados no sentido de anular o integral dos residuos

no dominio e na fronteira, i.e.
/vi62d9+/ vertdl =0, i=1,2...,n, (2.16)
Q Iy

em que v; e U; sdo fungdes de peso (ou teste) arbitrarias. No caso particular da

equacao (2.10) o integral dos residuos no dominio e na fronteira é dado por:

P2ul 92 oul
/Q<82:c * a2y>“ o /va ! y+/rt< on ok (2.17)

i1=1,2...,n.

Aplicando ao primeiro membro da equacao anterior a seguinte identidade, que

resulta do teorema da divergéncia:

PPul Pul Ov; Oul  Ov; Ou™ oul
/Q( Zr oy v drdy = ‘/Jzn%* 3y a—y> d‘”dw/r(’f%)“i ar

i1=1,2...,n,

(2.18)
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obtem-se a seguinte forma global:

ov; Oul  Ov; Ou™ oul
- - . _ = Vo dl'
/Q<ax o ay)dxdw/ﬂfv, dzdy /F<k: - )v,d

_/<k%_1§—q>@dr:0, i=1,2... n
Iy

As n equagoes algébricas nos coeficientes a;,i = 1,2..., n, resultantes de
h

(2.19)

2.19 permitem-nos obter a solucao aproximada u". De notar que durante este

desenvolvimento fizeram-se as seguintes restri¢oes:

l.Yy=ueml,

2. &, =0emI,.

Como referimos, convém ainda realgar que no método de Galerkin escolhem-se

as funcoes de teste v; = ®;, 1 =1, 2...n tal que:

e a aplicacao do teorema da divergéncia no desenvolvimento feito permitiu
alterar as expressoes integrais, através da diminuicao da ordem das

derivadas das funcoes tentativa.

e As fungoes ®; que foram referidas por fungoes peso (ou teste) tém um papel
totalmente diferente das func¢oes de peso w;(x) que serao frequentemente

usadas neste trabalho, num contexto dos métodos sem malha.

2.2 Meétodos sem malha

Nesta introducao optou-se por fazer uma descricao dos métodos sem malha, que
tem sido seguida por vdrios autores [24], baseada no tipo de metodologia que
é, em cada caso, usada para definir as fungoes de forma. Consideraram-se os

seguintes tipos de aproximacao:
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e Ntcleo Reprodutor
e Minimos quadrados moéveis

e Particao da unidade

Um trabalho pioneiro na area dos métodos sem malha foi o método Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH), desenvolvido por Lucy [76]. Este baseia-se
no conceito do nicleo reprodutor e inicialmente foi aplicado em problemas da
astrofisica e em dinamica dos fluidos. Posteriormente, surgiram outros métodos
baseados na formulagao SPH. Liu et al. [71] apresentaram o método Reproduced
Kernel Particle Method (RKPM) que foi desenvolvido a partir do conceito do
nucleo reprodutor, resultado de varias correccoes que foram efectuadas ao SPH.
Uma funcao correctiva foi introduzida para as funcoes de peso, em ambos as
situagoes, nos casos continuo e discreto. Kulasegaram [60] apresentou o Corrected
Smooth Particle Hydrodynamic, CSPH, que se baseia no SPH original mas
introduz algumas correccoes ao nivel da funcao de peso e do processo de integracao
numérica, através da utilizacao de uma técnica de estabilizacao baseada no
calculo finito incremental. Este método foi essencialmente aplicado a processos
de enformagao plastica. A familia dos RKPM tem tido uma aplicagao muito

abrangente e actualmente é vista como uma generalizagao da formulacao SPH.

Em 1992, Nayroles et al. [86] apresentaram o diffuse element method( DEM).
Este método definiu funcoes de aproximacao que se baseavam no conceito de
minimos quadrados moveis, as quais eram usadas na formulacao fraca de Galerkin.
Uma descri¢ao detalhada sobre minimos quadrados méveis tinha sido apresentada
anteriormente em 1981 por Lancaster [61]. De facto, no contexto dos métodos sem
malha, o DEM pode ser visto como a primeira aplicacao dos minimos quadrados
moéveis. Posteriormente, Belytschko et al. [14], a partir de algumas correcgdes
ao DEM e por refinamento de alguns aspectos, tais como a melhoria do calculo
das derivadas e a aplicacao do método dos multiplicadores de Lagrange para
imposicao das condigoes de fronteira essenciais, apresentaram um novo método
designado por Element Free Galerkin Method (EFGM).
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As aproximagoes baseadas na formulagdo SPH, em termos da discretizagao
sao usualmente combinadas com técnicas de colocagao ou de integragao nodal.
Esta é uma das grandes diferencas com o RKPM que usa procedimentos de tipo
Galerkin. As aproximagcoes baseadas no conceito de minimos quadrados moveis
sao em geral aplicadas na formulacao de Galerkin, o que envolve a avaliacao
numérica de um integral. Este calculo requer uma estrutura de células, por vezes
designada por malha auxiliar de integragao (mesh background, na designagao
inglesa). No entanto, mesmo em formulac¢oes de Galerkin tem um havido uma

maior utilizacao de técnicas de colocacao.

O método dos pontos finitos (FPM) proposto por Onate e Idelsohn [88],
baseia-se na aproximacao dos minimos quadrados ponderados, mas recorre a
um procedimento de colocagao. O método Meshless Local Petrov-Galerkin
(MLPG), proposto por Atluri e Zhu [3] define a aproximacao baseada nos
minimos quadrados mdveis mas aplica a formulacao de Galerkin s6 localmente,
em subdominios simples (esferas, elipses) como forma de facilitar as integragoes

e de evitar o uso de uma estrutura de elementos para o dominio global.

O conceito de aproximagao pela particao da unidade, pressupoe a discretizacao
do dominio de interesse 2 por N nds em que as funcoes de aproximacao ¢;

verificam a propriedade : SV | é7(x) = 1.

Para Babuska [6] o conceito de aproximagcao pela particdo da unidade foi
usado pela primeira vez na referéncia [7]. A partir das ideias expostas [7], o
Generalized Finite Element Method (GFEM) foi elaborado por Babuska e Melenk
9, 80, 8] e referenciado como Partition Unity Method (PUM). Posteriormente,
GFEM foi formalmente apresentado por Strouboulis et al. [107, 105]. O GFEM

usa essencialmente os seguintes conceitos [6]:

e define espacos locais de aproximagcao, os quais podem incluir func¢oes nao

necessariamente polinomiais.

e usa o facto da aproximagao formar uma particao da unidade para interligar
os espagos locais definidos no ponto anterior, definindo um subespaco que

permite definir boas aproximacoes globais.
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Actualmente o conceito de aproximacao pela particao da unidade é usado
em varios sentidos, segundo nomes diferentes: FExtended Finite Element method,
(XFEM) proposto por Sukumar et al. [108], o Meshless Finite Element method
[57], o método das esferas finitas [35] e o préprio método das nuvens HP (Hp-
Clouds) [41]. Estes métodos diferem basicamente no tipo das fungoes que
sao usadas para formar a particao da unidade e na escolha de espacos locais
diferentes e praticamente seguem o Generalized Finite Element method (GFEM).
Nos 1ltimos anos, houve uma grande tendéncia no sentido de desenvolver
aproximagoes, de certa forma consideradas mistas, que combinam propriedades
vantajosas de ambos os métodos, elementos finitos e métodos sem malha. E uma
conjugagao natural e alguns exemplos de métodos deste tipo sao apresentados

nas seguintes referéncias [70, 74, 56].

As primeiras analises sobre a utilizagao de métodos sem malha a processos
de conformagao plastica, em que se considerava o modelo elasto-plastico foram
feitas por Chen et al. [25, 27, 29], através do método RKPM. Posteriormente, o
método CSPH que foi desenvolvido por Kulasegaram [60] foi aplicado para simular
processos de conformacao plastica de materiais puramente plasticos. Guedes e
César de Sa [50] aplicaram o método EFG para alguns exemplos de aplicagdes em
forjamento. Shangwu et al. [99, 98] utilizaram o método RKPM para simulacao
numérica de laminagem em condicoes de estado plano de deformacao, comparando

os resultados obtidos com a soluc¢ao dada pelo método dos elementos finitos.

2.3 Imposicao das condicoes de fronteira do tipo

essencial

Os métodos sem malha, quer se baseiem em aproximacoes do tipo ntucleo
reprodutor, minimos quadrados méveis ou particao da unidade, em geral, definem
funcoes de forma que nao tém caracter interpolatorio, razao pela qual nao se usa

o termo funcoes interpoladoras pela ambiguidade que dai pode surgir.

Quanto ao tratamento das condigoes de fronteira do tipo essencial, dos
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métodos referidos, por exemplo os métodos SPH, RKPM, EFG, Hp-Clouds,
requerem técnicas especificas para impor as condicoes de fronteira essenciais.
Existem no entanto alguns métodos sem malha que definem aproximacoes cujas
fungoes de forma sao interpoladoras, por exemplo o NEM, XFEM, Moving
Particle Finite Element Method (MPFEM) [52], Moving Finite Element Method
(MFEM) [57] e o Reproducing Kernel Element Method (RKEM) [70]. Quanto ao
tratamento das condicoes de fronteira do tipo essencial existem praticamente dois
grupos de métodos [43]: (1) os que se baseiam na modificagdo da forma fraca,
tal como o método dos multiplicadores de Lagrange [14], método de penalidade
[117], método de Nitsche’s e (2) os métodos que de alguma forma introduzem
modificagoes no sentido de obter fungdes de forma interpoladoras [15, 26, 55, 24].
Neste ultimo grupo incluem-se varios métodos: os que introduzem alteragoes ao
nivel das funcoes de forma, de tal maneira que estas verifiquem a propriedade
de Kronecker na fronteira essencial [48, 24], os métodos de transformacao que
basicamente permitem obter fungdes de forma interpoladoras [29, 26] e ainda
os métodos que fazem acoplamento da formulacao sem malha com os elementos

finitos na zona da fronteira essencial [59, 15, 55].

2.4 Nocgoes fundamentais na formulacao dos

métodos sem malha

2.4.1 Funcoes de peso

Tal como foi abordado na introducao deste capitulo, quando se considera
a questdo de aproximar wu(x) por u"(x) ha basicamente dois ingredientes
fundamentais envolvidos: as fungoes teste (ou de peso) e as fungoes tentativa. A
utilizacao das fungoes de peso visam a determinacao dos coeficientes a;,7 = 1,n
(eq. 2.8 € 2.9). No contexto dos métodos sem malha, o conceito de func¢ao de
peso ou de ponderagao também estd presente e é um elemento essencial, mas
desempenha um papel totalmente diferente daquele que é atribuido as funcoes

de peso descritas em . No ambito dos métodos sem malha, considera-se para
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o dominio 2 um conjunto de nés x;, I = 1, 2...N. Para cada nd associa-
se o parametro u; que corresponde ao valor de u em X = x; e uma funcao
de peso wy(x) com suporte compacto. Uma fungao de peso diz-se com suporte
compacto se existe uma vizinhanga (por vezes designada por subdominio) de x;
na qual a funcao é nao nula, anulando-se fora dessa vizinhanca. A esta vizinhanca,
(subdominio) do I-ésimo nd, sobre a qual a funcao de peso é nao nula designa-se
por suporte da funcao de peso ou dominio de influéncia do né x;. As fungoes
de peso wj, neste contexto, entram de forma directa na definicao da funcao de
forma associada a cada né. O facto de estas fungoes terem suporte compacto é
uma caracteristica essencial porque permite definir fungoes de aproximacao que
tém caracter local. Alguns aspectos relativos as funcoes de peso, usualmente

adoptadas sao os seguintes:

o w(x—xs) > 0se [[x—x;| < h.
e w(x—x;) =0, caso contrério.

e As fungoes de peso dizem-se com suporte compacto quando verificam as

condicoes anteriores.

e Seja x; a posicao do né I. Designa-se por dominio de influéncia do né I a

vizinhanga de x; na qual a funcao de peso w(x — xy) > 0.

e A dimensao do dominio de influéncia do né I é o valor h para o qual se

verifica a seguinte proposicao :

wx—x7) #0, Vx: || x—x7[|[<h. (2.20)

2.4.1.1 Alguns exemplos de fungoes de peso unidimensionais:

As fungoes de peso mais utilizadas no ambito dos métodos sem malha em

problemas unidimensionais sao as seguintes:
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e Spline Cubica

%—4r2+4r3 se rgé
w(x—rph)=wr) = 3—4r+4r2—5% se  J<r<l1 (2.21)
0 se r>1

e Spline Quartica
1—6r248 —3rt se r<1

2.22
0 se r>1 ( )

w(r — x5, h) =w(r) = {

e Spline de Quinta ordem

1—10r2 4+ 20 — 15r* +4r° se r<1

w(x —x,h) =w(r) = {

0 se r>1
(2.23)
_ |z — x|
h
e (Gaussiana

exp [—(r/c;)*] — exp [—(h/c;)?] s r<h
w(z—zr,h) =w(r) = 1 —exp[—(h/c;)?] (2.24)

0 se r>h;

r=|x—ux5 ;¢ = ah

Em qualquer dos casos a dimensao do dominio de influéncia é dado por h.

Para as funcoes spline é habitual calcular h por:
h = dpmazds. (2.25)

Belytschko et al. [14] recomendam as seguintes escolhas: para o parametro
de dilatacdo d,q.:, um valor que pertencente ao intervalo [2,4] e para d; uma
atribuicao que devera originar uma matriz A nao singular. Para um conjunto de
pontos igualmente espacados é usual atribuir a d; o valor do espacamento nodal.
Relativamente a funcao Gaussiana tem-se que ¢; = ah em que o parametro «

permite atribuir pesos relativos dentro do dominio de influéncia.
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2.4.1.2

Funcgoes de peso em R”

Sejam x e x; € R", em que x = (z1, - ,x,) € R" e x; = (z17, -+ ,ZTn1). As

fungdes de peso w(x — x;) para o caso multidimensional, podem ser definidas a

partir do caso unidimensional w(z — x;). Os dois processos mais frequentes sao

13, 36]:

L wx—x7)=w(|| x—x7)

2. w(x —xq) =[[[ w(l z; — 1 |).

O dominio de influéncia de um ponto x; = (x7,y;) abrange uma area e a

escolha da forma do dominio é arbitraria. No caso bi-dimensional, por exemplo

quando se opta pelo primeiro processo para definir a funcao de peso esta-se a

usar uma forma circular. No segundo processo tem-se uma forma rectangular,

que neste caso é dada por:

em que

w(x —x7) = w(ry) - w(ry), (2.26)

re = \x;im he = dpaads, (2.27)

ry - |y ; yr | hy = duasdy, (2.28)
Yy

e em que as dimensoes do dominio de influéncia segundo as direcgoes x e y, d,,, €

dmy calculam-se através da equacao (2.25). A figura 2.1 ilustra a fungao de peso

spline cibica, w(|| x—x; ||), caso bidimensional em que se considerou z; = (0, 0).
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0.8

N
/7/;;":'0‘:“\“\‘\
i
A

A

Figura 2.1: Representagao da fungao de peso w(|| x —x; ||) spline ctibica, em que
se considerou x; = (0,0).
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2.4.2 Consisténcia

Seja u"(x) a funcao de aproximacao para u(x), dada por :
N
u'(x) =) dr(x)u;, x€Q, (2.29)
=1

em que N é o numero de nés do dominio, ¢; e u; sao respectivamente a fungao
de peso e o parametro nodal associados ao I-ésimo né.

O método que define a aproximacio u(x) diz-se ter consisténcia de ordem k se
reproduz exactamente uma base de polinémios de grau menor ou igual a k.

Ao conceito de consisténcia estao associadas as condicoes de consisténcia, por
vezes, também designadas de condigoes de reproducibilidade. As condicoes de

consisténcia de ordem k sao dadas por:

or(x)zfi =2, 0<m<k, xef (2.30)

1M

aonde xy; é a i-ésima coordenada do né I e x; a i-ésima coordenada do ponto x.

No caso bidimensional, x = (z,y) tem-se consisténcia de ordem 1 ou

consisténcia linear se as seguintes igualdades sao verificadas:

> or(x) =1, (2.31)

> %)z =, (2.32)
> o)y =y. (2.33)

Podem-se desenvolver novas aproximacao, como aconteceu em alguns métodos
sem malha, impondo a priori que a aproximacao tenha uma determinada ordem

de consisténcia.
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2.4.3 Particao da unidade

As fungoes de forma ¢; definidas por um método de aproximacao formam uma

particao da unidade, se

¢r(x) =1, xe. (2.34)

1M

Quando a propriedade anterior se verifica, entao a aproximacao tem, pelo menos,
consisténcia de ordem zero, isto é, pelo menos o polinémio constante p(x) = 1
é reproduzido de forma exacta. No caso do método dos elementos finitos, as
convencionais fungoes de forma, N; constituem uma particao da unidade, visto
que verificam a equagao (2.34). A partir desta equagao e para uma dada fungao

U(x) obtem-se ainda
> 61 (x) = ¥(x). (2.35)

A propriedade definida em (2.35) é uma propriedade chave para técnicas de

enriquecimento usadas em varios métodos sem malha.

2.5 Smoothed Particle Method (SPH)

O método SPH foi introduzido por Lucy [76], Gingold e Monaghan [46] na década
de 70 e é considerado o pioneiro dos métodos sem malha. Inicialmente foi
desenvolvido para problemas de simulagao de fenémenos astrofisicos tais como
colisoes estelares, formacao de galaxias e flutuacao de gas. As aplicagoes de
SPH para problemas de mecanica dos sélidos, tais como impacto, penetracao e

grandes deformacoes sé foram analizadas posteriormente nas seguintes referéncias
(66, 67, 17, 104, 92].
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2.5.1 Conceitos basicos do método SPH

O método SPH baseia-se na aproximacao do tipo do ntcleo reprodutor [82]. A
aproximacao do nticleo reprodutor u”(x) para u(x) num dominio 2 é dada pela

equacao integral:
ul(x) = / wp(x —y)u(y) d€y, (2.36)
Q

em que wy(x —y) é a funcao de niicleo ou de peso e h é a dimensao do suporte.
Num contexto SPH é usual designar-se wy(x —y) por funcdo de amaciamento.
Esta fungao deve verificar as seguintes condigoes [13]:

Seja €2y uma vizinhanga do ponto x;.

1. wp(x—x7) > 0,Vx € Q.

2. wp(x —x7) =0,Vx ¢ Q.

3. Jqwn(x—y)dy=1.

4. wy(s) é uma fungdo mondétona decrescente em que s = ||x — x;||.

5. limy, o wy(s) =d(s) em que §(s) é a fungao Delta de Dirac.

Das condigoes anteriores, a equagao do item 3,
/ wn(x —y) dy =1, (2.37)
Q

reveste-se de particular interesse visto que corresponde a verificacao da condicao
de consisténcia de ordem zero da forma continua do método SPH. Esta condigao
traduz a capacidade que o método tem em reproduzir exactamente funcgoes

constantes.

Para métodos SPH, Monaghan [83] usa a seguinte spline ctibica com suporte

compacto, definida por:
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1-32+436% se £€<1
2-¢F  se 1< £<2 ;g:@ (2.38)

1
1
0 se &£2>2

em que d é a dimensao do problema e a é um factor escala que assegurara a

condigao de consisténcia da forma continua, dado por:

% se d=1
o = % se d=2 (239)
% se d=3

2.5.2 Formulacao SPH

No formalismo do método SPH adopta-se uma representacao puramente
Lagrangiana e por esta razao ha duas ideias bdasicas [77, 53]. A primeira
consiste no seguinte: ao proceder a simulagao computacional de um meio continuo
considera-se que este é discretizado por um conjunto de N particulas. Para
cada particula, com localizacao no espago dada pela posicao x; associa-se uma
determinada massa m; e um volume V;. A segunda ideia baseia-se no seguinte
facto: as propriedades num ponto qualquer do meio sao estimadas através da sua

média pesada numa vizinhanca do ponto.

Seja u(x) a representagdo de um campo fisico. A segunda ideia exprime-se,

entao, matematicamente por :
W)= [ wnlx—y)uly) dy (2.40)
Q

em que u"(x) é uma estimativa para u(x),w, (x —y) é a funcao de peso ou
de amaciamento e h é uma dimensao associada ao volume. A partir do modelo

computacional descrito e procedendo a discretizagao da equagao (2.40) resulta:

ul(x) = Z Viwn(x — x7)uy. (2.41)
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A condicao de consisténcia de ordem zero na descricao continua imposta pela
equagao (2.37) nao garante que a mesma seja verificada na versao discretizada.

Como tal, ao discretizar é necessario que a seguinte condicao seja verificada,
1= Z\/jwh(x—xf). (2.42)
I

Martin et al. [97] justifica a equagao (2.42) dizendo que traduz a situacao fisica
de N particulas independentes, distanciadas num valor superior a h em que o
volume total descrito por estas devera ser igual a soma dos volumes individuais

de cada uma. A condigao (2.42) pode ser satisfeita fazendo a seguinte escolha

para V7,
V= L (2.43)
ZJ wp(x; —x7)’
ie.,
N
Vit =) wn(xr — %) (2.44)
J=1

Partindo de um conjunto de N particulas distribuidas segundo a funcao continua
de densidade p(x) e aplicando o conceito expresso na equagao (2.40) a funcao

p(x) tem-se que:

) = / wn(x — ¥)p(x)) dy, (2.45)

pn(x) = Z wp(x —x7)Vipys, (2.46)

em que py; é a densidade da particula J e V; o respectivo volume. Como

V; = wy/ps, substituindo na equagao anterior tem-se:

pn(x) = Zwah(x -xy), wyj=Vipy, (2.47)
J
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e portanto :

u'(x) = Z or(xX)uy;  ¢r(x) = wp(x —x5)V;. (2.48)

No caso em que as particulas estao distribuidas aleatoriamente a equagao (2.48)
é uma estimativa numérica do integral de Monte Carlo. Como foi referido
anteriormente, nos métodos SPH a deterioracao da solucao em dominios finitos
estd relacionada com o facto da implementagao da equagao discretizada (2.41)

nao verificar as condigoes de consisténcia.

2.6  Reproduced Kernel Particle Method (RKPM)

Por razoes de simplicidade apresenta-se a descricao do método para o caso
unidimensional. A partir da aproximacao do tipo do ntucleo reprodutor dada

pela equagao:
wa) = [ wale = y)uls) dy (2.9

o método Reproduced Kernel Particle Method (RKPM) apresentado por Liu et
al. [72] propéem uma escolha apropriada de uma funcao de peso w,(z —y) de tal
forma que a aproximacao tenha consisténcia de ordem N. Como tal, a equacao
(2.49) deve reproduzir exactamente os polinémios de grau menor ou igual a N.

A fungao de peso W, a determinar, proposta por Liu et al. [72, 71] é:

W, = C(7;0 — y)wa(r — y), (2.50)

em que w,(x — y) é a mesma funcdo de peso que foi usada na descrigao dos

métodos SPH e C(z;x — y) uma funcao de correc¢ao dada por:

Clzyz—y) = (@) +n(@)(@—y)+ -+ (@) (r—y)" =" (2)H(z—y), (251)
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onde
H(z—y)= [,z —y,-(x —y)"] (2.52)
V(@) = [Yo(@), m(2), - - - n ()] (2.53)
As fungoes ~;(z), i = 1,2...n, sdo determinadas impondo que a equacao

reproduza exactamente polinémios de grau menor ou igual a N. As condigoes de

reproducibilidade de ordem N sao as seguintes:
2" :/Ea(z—y)yk dy, k=0,1,...N. (2.54)
Q
A funcgao aproximada é dada por:

ui(z) = / Tal — y)uly) dy. (2.55)

A partir do desenvolvimento da série de Taylor para a func¢ao u(y) :

aly) = 3 W= i), (2.56)
em que r
wl(z) = ﬁ (2.57)
e por substitui¢ao de (2.56) em (2.55) resulta:
a( _ (=D
u(z) = go(x)ul) + ) o)l (), (2.58)

i=1

em que
oilz) = /Q (z — )Tz — y) dy. (2.59)

Basicamente, o objectivo do método proposto é definir uma funcao w,(z —y) que
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garanta a reproducibilidade de ordem N em u“(z) uma vez que nem todas as
funcoes de peso verificam estas condigoes. Para que a equagao (2.58) reproduza

exactamente u(x) = 1, fazendo a substituicao de u(z) tem-se que:
po(z) = / Wo(r —y) dy = 1. (2.60)
Q

Esta equacao é a condicao de consisténcia de ordem zero na forma continua.
Analogamente, para que a fungao linear u(x) = ag + a1z seja reproduzida

exactamente ter-se-a
aito) = [ (o= yyta =) dy = (2.61)

Procedendo de forma semelhante no sentido da equagao (2.58) reproduzir de
forma exacta polinémios de grau menor ou igual a N, as seguintes condigoes

deverao ser satisfeitas.

(x) fQ We(r —y)dy =1
x:fQ Y)Wa(r —y) dy =0
(2.62)
= Joz = y)"Ta(z —y) dy =0
O sistema anterior por ser reescrito por:
| B = gyl =) dy = HO0) (2.63)

em que H(x — y) é dado por (2.52).
Substituindo em (2.62) w, pela expressao (2.50) e C'(x; z — y) por (2.51), resulta

o seguinte sistema de equacoes:

[ [ B = e~ e~ ) dy] 2 (0) = HO) (2.61)

v~

M

A solugao do sistema de equacgoes anterior, no caso em que M é invertivel, é dada
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por:

y(x) = MTH(0), (2.65)

em que

M(x) = / H(r — y)H (x — y)wa(c — y) dy. (2.66)

As funcoes ~; calculadas desta forma, garantem a consisténcia de ordem N da

aproximacao. Finalmente a aproximacao RKPM para estimar u(x) é dada por:

uR(z) = / O & — y)walx — y)uly) dy (2.67)

— HT(O)M () / H(r — ywale —)f(0) dy.  (2.68)

Aproximacao RKPM: versao discretizada

Para calculo computacional, é necessario discretizar as equagoes anteriores.
Procede-se a uma discretizacao do dominio 2 por um conjunto total de N néds
{x1,X2,---Xy} em que x; é a posigdo do né I. A equagao (2.67) pode ser

discretizada por uma regra trapezoidal e representada como

u(z) = Z Clz;x — zp)wa(x — x1) AVrug (2.69)
= ) bi(@)AViuy, (2.70)

em que AV e uy sdo, respectivamente, o volume e a incégnita associados a cada

particula,

¢1(x) = Cla; 2 — zr)we(z — 21), (2.71)
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C(z;z —27) = HH(OM () H(z — z7). (2.72)

No caso em que AV; = 1, a equagao discreta do nicleo reprodutor pode
ser interpretada como uma aproximacao modificada dos minimos quadrados
moéveis [73]. No processo de discretizacao da equacdo (2.67), é fundamental
que as condicoes de consisténcia sejam preservadas, sendo por isso conveniente
que a matriz M da equagao (2.66) seja discretizada com o mesmo método de
discretizagao aplicado a equagao (2.67).

Aspectos relevantes sobre a implementacao numérica deste método sao abordados
por Chen et al. [25], tais como o processo de discretizagdo, a preservacao das
condigoes de consisténcia, calculo da matriz M e das derivadas das fungoes de
forma ¢(x).

2.7 Aproximacoes baseadas no método dos

minimos quadrados

Como vimos, a resolucao numérica de equagoes diferenciais em derivadas parciais
envolve em determinada fase a construgdo de uma aproximacao. Na forma
fraca ou forte associada a equagdo em derivadas parciais (EDP), resultante de
um procedimento aparecem fungdes nao conhecidas, para as quais é necessario

construir aproximagoes.

O método dos minimos quadrados é uma técnica que permite definir a
aproximacao de uma func¢ao, a partir de um conjunto de valores conhecidos.
Neste capitulo descreve-se o método dos minimos quadrados, com particular
énfase para os minimos quadrados méveis, porque estes tem tido grande destaque
nos tultimos anos, no ambito dos métodos sem malha. O conceito de minimos
quadrados moveis deu origem a varios métodos sem malha, em particular o diffuse
element method (DEM) [86], Element Free Galerkin (EFG) [14, 13, 16, 12, 44] e

o método das nuvens HP (HP-Clouds) [41] . O método dos minimos quadrados
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moéveis foi introduzido por Lancaster [61], embora muitos autores considerem este
método uma extensao do método de Shepard [101], que tinha sido proposto muito
anteriormente. O método dos minimos quadrados moveis define aproximagoes
locais na vizinhanga de um determinado ponto, ou seja as aproximagoes sao

validas em determinados subdominios.

Considere-se o problema de aproximar uma fungao u(x) € C(2), em que
Q C R4 d=1,2,3 a partir de um conjunto de dados da forma (x;,u;)i=12, -
Seja X = {x1,...,Xx} 0 conjunto dos pontos para os quais se conhece os valores
u;,t = 1,2...N em que u; = u(x;). No sentido de determinar a funcao que

interpola os valores nos pontos dados (x;, u;)i—1 2,...n hé dois aspectos importantes:

e Especificar qual o tipo de fungoes p(x) a usar na aproximagao.

e Definir o procedimento que estabelece o ajuste aos valores nos pontos dados.

Usando funcdes polinomiais, a funcio u(x) pode ser aproximada por u"(x)

em que

u(s) & u(x) = imx)ai — b7 (%), (2.73)
pT = [pl D2 - pm] ) (2-74)
a=[u a - “mr’ (2.75)

e as componentes da base pT(x), p;(x), sdo m funcdes linearmente independentes
(mondémios ou polinémios de Legendre) que definem uma base completa para o
espago dos polindmios de grau menor ou igual a m. Os coeficientes a; sao as
incognitas. Exemplos de bases completas, lineares e quadraticas, para o caso

bidimensional sao dadas respectivamente por:

p’(x) = [1 x y} (m = 3, linear) (2.76)

p’(x) = [1 r oy * 1y y2] (m = 6, quadratica). (2.77)
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Relativamente aos elementos de p?, as funcoes que formam a base, p;(x)

pressupoem-se que tenham as seguintes propriedades [39]:

o p, cCE(Q), i=1,2,...m

2.7.1 Método dos minimos quadrados

Para aproximar a fungao u(x) a partir dos dados (x;,u;)—1.n € evitando usar
um numero muito elevado de fungoes de base p; parece apropriado usar uma
aproximagao local. Seja x; € X e ; = {x3,...,%,,} C X a vizinhanca de x;
que tem ny, pontos de X. A aproximagao u”(x) para u(x), em x € ; pode-se

calcular por:
() = 0 (x) = Y pix)ai ). (2.78)

Em particular, para os ny pontos da vizinhanca ;, aplicando (2.78) tem-se que:

Uy U}f pi(x1)  pa(x1) -0 pm(xi) ax
h
PO ] | g vy
_unk_ _uzk_ pl(x"k) pQ(Xnk) pM(Xnk) _ank_

em que a; sao as incégnitas e u? = u"(x;) os valores aproximados. Se m = ny, e

M é nao singular entao o vector a pode ser calculado por:

a=M'u (2.80)

Em geral, n, > m e resulta o problema de resolver um sistema de equagoes

sobredeterminado. Neste caso, uma das solugoes possiveis para a resolucao
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do sistema é dada pelo método dos minimos quadrados. Este baseia-se na
determinacao de a* por forma a que o vector residuo R dado por :

R = |u; — pT(x;)a* wuy—pT(xz)a* -+ u,, — pT(xnk)a*] , (2.81)

tenha norma euclidiana minima, em que R; é o erro cometido ao aproximar u(x;)
por u”(x;). Na aproximacao dos minimos quadrados considera-se o quadrado da

norma euclidiana do vector R dado por:

g

J(a") = Z [ur — pT(X])a*]2 : (2.82)

I=1

Os coeficientes a* da interpolacao podem assim ser obtidos por minimizacao de

J, reduzindo-se a determinacao de um ponto estacionério de J.

2.7.2 Método dos minimos quadrados ponderados

Neste caso o erro a minimizar é dado por:

ng

J(a*,x;) =Y wixr —x;) [ur — p(x1)a*]” (2.83)

I=1

em que w(x; — x;) é uma fun¢ado de peso com suporte compacto que tem as
propriedades descritas em 2.4.1. No método dos minimos quadrados ponderados
a i-ésima componente do vector residuo é ponderada em funcao da distancia de

X7y aXxj.

2.7.3 Método dos minimos quadrados modveis

O método dos minimos quadrados méveis é considerado uma aproximacao
baseada no método dos minimos quadrados ponderados, em que é permitido

a funcao de peso w deslocar-se para o ponto x no qual se estd a interpolar.
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Neste caso, seguindo o procedimento habitual da técnica do método dos minimos

quadrados, considera-se para J(x) a seguinte expressao:

Nk
2

J(x) =Y w(x —x;) [u; — p'(x))a’]", (2.84)

I=1

em que w(x — x;) é a mesma funcdo de peso com suporte compacto referida
anteriormente. Neste caso, a i-ésima componente do vector residuo, dada por
R; =u; — pT(x7)a* é ponderada por w(x — x;), que toma valores em fungao da
distancia de x; ao ponto de interpolagao x. Os coeficientes a* sao determinados
no sentido de minimizar J. Para obter um ponto estacionario de .J, a equacao a

resolver é:

0J
Oa*

— 0. (2.85)

No caso bidimensional, usando a base p’(x) = [1 r y 22 wxy y?| aequagdo

(2.85) tem a seguinte forma:

> w; > Wi > wiy; > wiil?? Yowiriy; Y. wiyf
> wiT; > wix? YSwiryi Y, wﬂ? > wﬂ?yi > wzib“zy,z
Z W;Yi Z WY T Z wz’y? Z wlyle Z wmyf Z wiyf’

*
a’(x) =
2 3 2 4 3 2 2
> Wi DWTE D WiTTY D WiTE Y Wiy Y WiTiy;
2 2 3 2,2 3
DWTYs YWYy YWYy Y Wil Y D Wi Yy Y Wil
2 2 3 2,.2 3 4
DoWiYP D WiryP Do wWiy; YWY Y Wiky; > wiy;
w1 Wao w3 Ce WwWN
w1 WoXo Ws3T3 Ce WNITN
w1Y1 WaY2 w3yYs3 - WNYN 4 (2 86)
, .
wiTr wewd  wsri ... wnTk
W1T1Y1 W2T2Y2 W3T3Y3s ... WNINYN
2 2 2 2
wiyi W2y w3ys ... WNYN

em que por razoes de simplificacdo de escrita w; representa w; = w(x — xy). De



CAPITULO 2. METODOS SEM MALHA: ESTADO DA ARTE 33

forma geral, (2.85) origina o seguinte sistema de equagoes:

A(x)a*(x) = Bu, (2.87)

em que
A(x) =Y w(x—x;)px)p"(x1), (2.88)
B(x) = [w(x —x1)p(x1) wx—x)p(x2) ... w(x—xy)p(xyN)|, (2.89)
al = [ul Uy ... uN] . (2.90)

A partir de (2.86) constata-se a dependéncia dos coeficientes a* relativamente ao
ponto (neste caso x) no qual se estd a interpolar. Esta é a grande diferenga do
método dos minimos quadrados méveis face aos anteriores [112]. Se a matriz A

é invertivel, a equagao (2.87) tem solugao tnica dada por:

a*(x) = A7 (x)B(x)u. (2.91)

Considerando a solugao anterior para a da equagao (2.78) e substituindo, o valor

aproximado u"(x) para u(x) é:

u"(x) = pT (x) A7 (x)B(x)iL (2.92)

As fungoes de forma ¢;(x) podem ser identificadas por:

or(x) = p’ (x) A7 (x)w(x — x;)p(x7). (2.93)
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Propriedades:

2.7.3.1 Consisténcia de ordem £k

Uma propriedade importante no método dos minimos quadrados moveis é a
consisténcia de ordem k. Para mostrar que o método dos minimos quadrados

tem consisténcia k, qualquer termo da base p (ordem k) devera ser reproduzido

de forma exacta. Como tal, é necessario que a seguinte igualdade seja verificada:
> ¢s(x)p" (xs) = p’ (x). (2.94)
J=1

Substituindo as fungoes de forma ¢; em (2.128) tem-se que:

Z o5 (x)p" (x7) = Z P’ (x)AT (x)w(x —x,)p(x,)P" (%) (2.95)
A0S wix— x)pG)pT(xs)  (296)
— pT(x)A" (x)A(x) = p"(x) (2.07)

concluindo-se que a equacgao é verificada e portanto qualquer fungao polinomial
incluida em p(x) é interpolada exactamente. Se k é o grau do polinémio de ordem

mais elevada da base p(x) conclui-se que a consisténcia é de ordem k.

2.7.3.2 Particao da Unidade

Considerando k = 0, a consisténcia de ordem zero, i.e:

or(x) =1, (2.98)

1=

corresponde ao conceito da particao da unidade, em que as fungoes de forma ¢;

formam uma particao da unidade.
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2.7.4 Método de Shepard

A aproximacao por minimos quadrados méveis pode ser vista como a
generalizagao de uma técnica muito popular para interpolar um conjunto de dados
e que se designa método de Shepard [101]. Basicamente, no método de Shepard
um conjunto de dados dispersos, da forma (x;,u;) é interpolado pela fungao

() = 2 X) (2.99)

C Xwi(x) ]

em que wr(x) = w(x — x7) é uma fungdo de peso com suporte compacto, que é

decrescente com a distancia de x a x;, tendo um maximo em X;.
As funcgoes de forma ¢; sao dadas por:

o wix)
¢1(x) = S 0,00 (2.100)

O método de Shepard usa fungoes de interpolacao local, validas apenas numa
regiao. Foi considerado pioneiro nos algoritmos de interpolacao que se baseiam
na ponderacao pelo inverso da distancia. As fungoes de forma definidas pelo

método de Shepard formam uma particao da unidade.

2.7.5 Relacao entre o interpolador de Shepard e o método

dos minimos quadrados modveis

Uma generalizacdo possivel para o método de Shepard consiste em definir u”,

aproximagcao u(z) por:

u(x) = i(x, ag, as, . . ., ay), (2.101)

em que @ é um polinémio em x, com parametros ao, ay,...,a, (coeficientes do

polinémio) e dependentes de x. A determinagdo dos coeficientes para cada x,
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pode ser feita, minimizando o seguinte funcional:
> wi(x) [ur - a(x, ag, a1, .., ap)) (2.102)

em que wy ¢ a funcao de peso com suporte compacto, a mesma que foi usada
na descricao do método de Shepard. Neste caso, o procedimento coincide
simplesmente com o método dos minimos quadrados moveis. No caso particular
da escolha u(x,ap) = ag tem-se o método de Shepard. Por este motivo,
alguns autores consideram os minimos quadrados moveis uma generalizagao deste

método.

2.8 Element Free Galerkin (EFG)

No inicio dos anos 90, Nayroles et al. [86] introduziram o diffuse element method
(DEM) que foi considerado na altura um método de aproximagao inovador. O
DEM usava um polinémio interpolador baseado numa aproximag¢ao dos minimos
quadrados mdveis, conjuntamente com o método de Galerkin, no sentido de obter
uma formulagao computacional que prescindia de uma malha. Embora Nayroles
et al. [86] ndo o tivessem reconhecido, um método baseado na aproximacao dos
minimos quadrados méveis ja tinha sido usado por Lancaster e Salkauskas [61]

para aproximar curvas e superficies.

Posteriormente, Belytschko et al. [14] desenvolveram e extenderam o DEM
resultando um método com melhorias significativas, o qual designaram por
Element Free Galerkin (EFG). O método EFG usa a forma fraca de Galerkin,
tal como o método dos elementos finitos. O dominio de interesse global 2 é
discretizado por um conjunto de nds, nao sendo necessario que estes definam
uma malha no sentido classico. A partir deste conjunto nodal, uma aproximacao
baseada no minimos quadrados moveis é usada para construir as fungoes tentativa
e teste, a incorporar na forma fraca. Na proposta feita por Belytschko et al.
[14] inclui-se o célculo das derivadas das fungdes interpoladoras que tinham

sido omitidas no DEM, assim como a utilizacao de um método de integracao
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numérica, no sentido de melhorar a solugao numérica. As condigoes de fronteira
essenciais sao impostas através do método dos multiplicadores de Lagrange. Lu
et al. [75] apresentaram posteriormente um principio variacional modificado para

implementar as condicoes de fronteira.

Neste capitulo faz-se uma apresentacao da formulagao EFG [14, 75, 36] para

o caso bidimensional e detalham-se alguns aspectos relevantes na implementacao.

2.8.1 Formulacao EFG

No método EFG, a aproximacdo local u"(x) da funcdo u(x) é definida segundo
a técnica dos minimos quadrados méveis. Considere-se x € e 2, C ) uma

vizinhanca do ponto x. Seja X € . A aproximacao u”(x) para u(x) em x €

¢é dada por:
u(X) ~ ul(x,%) = pT(X)a(x), (2.103)
em que
') = [m(®) mE® .. pu®)], (2.104)
a(x) = [ao(x) ai(x) ... am(x)]T. (2.105)

As fungdes a;(x) nao sao constantes e p(x) inclui uma base completa do subespago
de polinémios de grau menor ou igual a k. Aplicando a técnica dos minimos
quadrados moéveis, o vector a(x) pode ser determinado para cada x, através da

minimizagao ponderada da seguinte norma discreta Lo, definida por:
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em que u; representa o valor nodal de u em x = x;, w(x — x;) func¢do de peso ou
de ponderacao com suporte compacto associada a x; e N é o nimero de nés cujo
dominio de influéncia contem o ponto x, i.e, w(x —x;) > 0. A fungao w(x — xy)

tem um papel fundamental na formulacao do método.

No sentido de minimizar o funcional J, comega-se por determinar:

dj

=0 (2.108)

resultando o seguinte sistema de k equacoes:

;Zji = wx—x7)2p(x) [p"(x)a(x) —u] =0,  Vi=12..m (2.109)

% = w(x—x/) [p(x;)p" (x1)a(x) - p(x/)us] =0, (2.110)

I=1

que se pode escrever da seguinte forma:

A(x)a(x) = Bu, (2.111)

em que
A(x) =Y w(x—x;)p(x/)p"(x1), (2.112)
B(x) = [w(x —x1)p(x1) w(x—x)p(x2) ... w(x—xn)p(xy)|, (2.113)
S PR 2114

As matrizes A e B definem-se da seguinte maneira:
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Dominio de influencia do n6 Ponto de Gauss

Figura 2.2: Tlustracao de dominios de influéncia no caso bidimensional. A lista
de vizinhos para x inclui os nés 1, 2 e 4 dado que os dominios de influéncia destes
contém o ponto X; os nés 1, 2 e 4 sao usados para definir a aproximacao em x .
O né 3 é excluido da lista.
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A = PTWP, (2.115)
B =P'W, (2.116)
P = [p(xl) p(x2) ... p(xN)] ; (2.117)
W = diag [w(x—xl) w(x —Xg) ... w(x—xN)] , (2.118)
(pi(x) pa(x) o pw(x)|
pP— ]91(:X2) pz(:)iz) . pm(:X2) 7 (2.119)
| P1 (xn) pa(xn) ... Pm(XN)_
w(x — X1) 0
0 w(x —X3) ... 0
W = | | | | . (2.120)
I 0 0 coow(x— XN)_

Se det A # 0, a solugao do sistema da equacao (2.111) é tinica e dada por:

a(x) = A~ (x)B(x)u. (2.121)

em que ¢(x) é dado por:
o' (x) = [gbl(x) qu(x)] =p’ (x)A7' (x)B(x). (2.123)
Em particular, a funcao de forma ¢y, associada ao I-ésimo né, no ponto x é:

¢1(x) = p' (x)A™ (x)w(x — x1)p(x;). (2.124)
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Calculo das derivadas das funcoes de forma

Por razoes de simplificacao o calculo das derivadas das funcoes de forma é
desenvolvido s6 no caso 2D apenas para a variavel . As derivadas parciais

de ¢;(x) podem ser calculadas directamente da equagao anterior, obtendo-se:

¢re = (PT (X)AT (x)Br) . (2.125)
— pL(x)A (x)B; + p' (x) A (x)B; + p" (x) A (x)Br,.  (2.126)

A expressao anterior envolve o cdlculo de (A;'). Aplicando derivagao implicita
A identidade AA~! =1, a derivada em ordem a z da inversa da matriz pode ser

calculada por:

Al=—-ATA AL (2.127)

)

A equagao anterior envolve o calculo da inversa de A, o que no caso bidimensional
ou tridimensional tem um custo computacional significativo. Belytschko et al.
[13] propoem a seguinte alternativa no célculo das derivadas.

A equagao (2.124) pode ser reescrita por:

or(x) = o’ (x)B(x), (2.128)

em que
Aa(x) = p(x). (2.129)

Derivando em ordem a x as equacoes anteriores, resulta:

Gp = af{(x)BI(x) + QT(X)BLI(X), (2.130)
A (x)a(x) + A(x)a(x) = p(x), (2.131)

em que « ¢ solugao da equagao (2.129). A equacao (2.131) pode ser reescrita da
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seguinte maneira:

A(x)a,(x) =pa(x) — AL(x)a(x). (2.132)

A partir desta equagao é possivel obter a factorizacao LU para a matriz A. Esta
mesma factorizacao pode ser reutilizada para resolver o sistema de equacoes em
que «, ¢é calculado com uma tnica substituigdo para trds. O produto A ,a(x)

pode entao ser calculado computacionalmente de forma eficiente através de:
N
AL x)a(x) = 3 wrp(en) T (x1)a(x)], (2.133)
I=1

visto que esta equagao envolve apenas operagoes com vectores [42].

2.8.2 Propriedades do método EFG

As propriedades do método EFG sao, em resumo, as seguintes:

e Consisténcia de ordem k.

e Na definicao da aproximacao u"(x) usa-se a base p(x), polinomial mas
é possivel usar outras fungoes de base. Por exemplo, para problemas

singulares pode-se incluir outras fungées particulares na base [44].

e Para garantir que as fungoes de forma ¢; sejam C*, (admitem derivadas
continuas até & ordem k) dever-se-a escolher funcoes de peso C* para o

calculo das funcoes ¢y.

e A continuidade C* das funcoes de forma e respectivas derivadas representa,
uma grande vantagem para o calculo de deformagoes e tensoes. No MEF,
a continuidade C° obriga a recorrer a algoritmos de amaciamento e pds-

processamento para o calculo do campo das deformacoes e tensoes.

e A partir da equagao (2.128) verifica-se que as funcoes de forma ¢; definidas

pelo método EFG nao verificam a propriedade Delta de Kronecker pois
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¢i(x;) # 0;;. Neste caso, diz-se que as funcoes de forma ¢; ndo sao

interpoladoras. Consequentemente, u”(x;) # ;, ou seja os valores nodais

h

da aproximagao u”, os uh(xj) nao coincidem com os valores u;, designados

por parametros nodais. Na literatura, por vezes classificam-se os %; como
valores nodais ficticios. Em geral, @; nio sdo os valores da aproximagao u"
nos nés e para calcular os valores nodais u”(x;) ¢ necessdrio recorrer a:

u(x;) =Y ér(x;)ur. (2.134)

1=

Os valores u”(x;) dependem dos parametros nodais U; e de outros que

contribuem indirectamente no célculo do dominio de influéncia.

e As condigoes fronteira do tipo essencial nao podem ser impostas
directamente, tal como acontece no MEF, pelas razoes indicadas no ponto

anterior.

e A solucao obtida pelo método é susceptivel a factores inerentes ao proprio
método, tais como: a escolha das func¢oes da base, p;(z), as fungdes de peso
w(z), o dominio sobre o qual a fungao de peso é aplicada e o processo do
calculo numérico dos integrais no dominio 2. A escolha da funcao de peso
w(x) e a dimensao do dominio de influéncia sdo decisivos na aproximagao.
A dimensao do dominio de influéncia é um aspecto fundamental, visto que
nao pode ser demasiado pequeno, porque a matriz A deverd ser nao singular
(eq. 2.111), mas por outro lado a medida que aumenta vai-se perdendo a

esparsidade da matriz de rigidez.

e O processo de calculo das fungoes de forma, respectivas derivadas e
imposicao das condigoes fronteira do tipo essencial é mais complexo, em
termos de implementagao, do que no MEF. Uma consequéncia directa disto

é que computacionalmente torna-se mais dispendioso.
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2.9 Meétodo Petrov-Galerkin Local (MLPG)

O método Meshless Local Petrov Galerkin (MLPG), que foi desenvolvido por
Atluri et al. [3], baseia-se em termos de formulagao na aproximagao dos minimos
quadrados méveis caracterizando-se essencialmente pelo seguinte: para cada né
do dominio, i-ésimo nd associa um subdominio 2; C 2 que corresponde ao
suporte da funcao de forma do né. O método dos residuos pesados é usado para
cada um destes subdominios obtendo-se uma forma fraca, usualmente designada

por forma fraca local porque restringe-se apenas a €);.

Para ilustrar melhor alguns aspectos do método considere-se por exemplo a

equacao de Poisson,

Viu = f em (2.135)
u = u em I, (2.136)
ou

Efectuando um procedimento andlogo ao que foi feito no capitulo 2 para esta
equacao, usando o método dos residuos pesados e impondo as condicoes de

fronteira através do método da penalidade, tem-se:

ov; Oul  Owv; Oul ou™
/Q<ax o " o a_y) dmdy+/ﬂfvi drdy — /F<%)Uidr

+au/(u—u)vidF:0, i=1,2...n,

w

em que «, é o parametro de penalidade. A equagao anterior é a forma fraca
global associada a equagao de Poisson considerada.

Seja €27 o subdominio que corresponde ao suporte da funcao de forma associada
ao I-ésimo né. Aplicando o procedimento anterior para o subdominio 2; obtem-

se:



CAPITULO 2. METODOS SEM MALHA: ESTADO DA ARTE 45

/ (8% ai + Ovi ai) dzdy + Jui dedy — / (ai>vz dr
o,\0r Ox ~ Oy Oy Qr o, \ On (2.139)
+au/(u—u>de=0, i=lL2..n

Pode-se considerar que 0f); apresenta trés partes:

1. T';, onde nao sao impostas condigoes de fronteira.
2. I'} onde sao impostas condicoes de fronteira do tipo essencial.I'f = 0Q2;NI",,.

3. T, onde se tem condigdes de fronteira do tipo natural. Ty = 9Q; N T,.

A forma fraca local resultante é dada por:

AI(%%Zh +2—Z%“yh) iy + [ o dxdy—/n(%—f)vidf—/?(%—fﬁi ar

—/ qvidf+au/(u—u)vidF:0, 1=1,2...n.
Tt .

(2.140)

Este método tem sido classificado por alguns autores, nomeadamente Atluri
como um método puramente sem malha porque prescinde de uma malha de
integragao para o dominio €2, visto que nao usa a forma fraca global. Apesar
de nao ser necessaria uma estrutura de elementos para integragao do dominio €2,
por observagao de (2.140) conclui-se que é preciso integrar em subdominios, que
podem ter geometrias irregulares e que variam visto que resultam das intersecgoes

dos suportes das fungoes de forma com o dominio §2.

Essencialmente o que diferencia o método Petrov-Galerkin local, é o facto
de as funcgoes teste v e tentativa u pertencerem a espacos de funcgoes diferentes.
Atluri mostrou que no contexto do MLPG, apesar de se definirem as fungoes
tentativa u segundo os minimos quadrados moveis, pode-se escolher diferentes
funcgoes teste a partir de outras fungoes, assim como os subdominios das fungoes

u e v podem ter tamanhos e formas diferentes. Esta flexibilidade, em termos de



CAPITULO 2. METODOS SEM MALHA: ESTADO DA ARTE 46

escolhas originou algumas variantes do método MLPG. Uma descricao detalhada
sobre o método MLPG e derivados é abordada por Atluri [2].

2.10 Meétodo da Particao da Unidade (PUM)

A aproximagao pela partigao da unidade foi usada pela primeira vez por Babuska
et al. [7], subsequentemente por Melenk [79, 80] e por Duarte et al. [41] e
desenvolvida posteriormente em diversos trabalhos [8, 9, 81, 40, 41, 68, 87]. O
método da particao da unidade, apresentado formalmente por Babuska e Melenk
[9] surgiu como um método sem malha que introduziu um conceito inovador: a
possibilidade de definir aproximacoes que usam outras func¢oes na base, além dos
polinémios, as quais podem incluir polinémios de Taylor, polinémios de Lagrange
ou outro tipo de funcgoes, convenientemente escolhidas e que nao tém de ser

necessariamente expressoes polinomiais.

O objectivo deste método era ultrapassar uma limitacao do método dos
elementos finitos: a aproximacao feita unicamente por fungoes polinomiais em
que o grau da funcao polinomial local usada num elemento esta limitado pelo
nimero de nés do elemento. Para Babuska, os espacgos locais de aproximacao
polinomial podem nao ter as propriedades mais adequadas para resolver
certas equagoes associadas a problemas muito especificos, como por exemplo
modelacao de compositos, materiais com microestruturas e problemas com
solucoes altamente oscilatérias de fronteiras nao limitadas. Em certas situagoes
o método dos elementos finitos nao é eficiente ou envolve uma implementacao
que computacionalmente, tem um custo muito elevado. O método PUM,
propoe-se a incluir, a priori no espaco da aproximacao, informacao adicional
sobre o comportamento local da solucao da equacao diferencial a resolver. O
PUM/PUFEM pode ser visto como a generalizacao das versoes h, p, e hp do MEF.
A aproximagao definida pelo PUM/PUFEM baseia-se na formulagao variacional
e a concepcao dos espacos das fungoes tentativa e das funcoes teste é feita
tendo em consideragao o problema a resolver. Uma descricao detalhada sobre a

fundamentagao matematica dos métodos PU/PUFEM é apresentada por Babuska
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e Melenk [§].

Actualmente, segundo Babuska et al. [6] a aproximagao pela parti¢ao da unidade
é usada em varios sentidos, segundo nomes diferentes: método das nuvens, Hp-
Clouds, XFEM e método das esferas finitas [41, 108, 109, 35]. Estes métodos
diferem basicamente na forma das fungoes que sao usadas pela particao da

unidade e na escolha de espacos locais diferentes.

Aspectos fundamentais do(s) método(s) PUM /PUFEM
Os aspectos fundamentais do(s) método(s) PUM/PUFEM sao:

e Definir a cobertura {{2 I}évzl para o dominio de interesse €2, em que
Qcu Q.

e Definir {¢;} uma partico da unidade para a cobertura {Q;}_, i.e.,

] =

or(x)=1, VxeQ. (2.141)
I=1

e Para cada §2; associa-se x;, o espago de fungoes no qual u |, pode ser bem

aproximada. Os espagos Y; sao referidos como espacos de aproximagao

local. O espaco global de aproximacao é dado por:
N
X=>_ i (2.142)
=1

e A forma de cada €); pode ser uma nuvem, um elemento tipico dos que se
usam nas malhas dos elementos finitos (triangulo ou quadrado) ou pode

ainda ter outra forma geométrica.

A forma mais geral dos métodos PUM e PUFEM pode ser dada por:

u'(z) = ¢1(p” (x)ay) (2.143)

=>_or(d_aim;i(x), (2.144)

J=1
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em que

p’ = [1 T ... 2" Pres .. ﬁq} (2.145)
a[:|:a0] ayy ... Qagg EI,]H_QJ C~1,q71:|. (2146)

Nas equacdes anteriores a;; representa a i-ésima componente de a; e p’(x) é
uma base que tem mondmios até uma certa ordem (neste caso k) e as restantes
componentes pjy.o, ..., P, sao elementos de x;. Os coeficientes a;; e @;; sao as
incégnitas da aproximacao e podem ser calculados por um procedimento de
Galerkin ou de colocagao. Uma opgao habitual, no contexto do método da
particao da unidade é escolher para ¢; as fungoes de Shepard:

¢r(x) = ) (2.147)

> wr(x)’

em que w;(z) é uma funcao de peso com suporte compacto. Por exemplo, para a
resolucao da equacao de Helmholtz, no caso unidimensional, Babuska e Melenk

8] usaram a seguinte base p” (x):

p’ =1 & ... o sinhnr coshnal. (2.148)

Os método das nuvens HP, (HP-Clouds) e o método dos elementos finitos
generalizado, (GFEM), referidos nos pontos seguintes, baseiam-se nos conceitos
dos métodos da particdo da wunidade (PUM/PUFEM). Caracterizam-se
essencialmente pela possibilidade de introduzir um enriquecimento nodal nao

homogéneo.

2.10.1 Método dos Elementos Finitos Generalizado
(GFEM)

Para Babuska [6], o GFEM foi formulado no trabalho apresentado por Babuska
et al. [9], aonde foi referido como método da particdo da unidade e s6 mais

tarde Strouboulis et al. [106, 107] apresentaram formalmente como método dos
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elementos finitos generalizado. O método dos elementos finitos generalizado
(GFEM) é uma combinagao do método dos elementos finitos e do método da
particao da unidade (PUM). O cldssico MEF ¢é um caso particular do método dos
elementos finitos generalizado. O método GFEM tem-se revelado apropriado para
problemas que envolvem dominios com fronteiras méveis ou fronteiras indefinidas,
nomeadamente em propagacao de fendas ou fronteiras livres. Para este tipo de
problemas o MEF requer uma malha complexa que se ajuste ao dominio e por
vezes ¢ inevitavel o processo de remalhamento. A aplicagao do GFEM, para estes
casos, através do uso de fungoes especiais permite evitar o remalhamento ou pelo

menos reduzi-lo significativamente.

GFEM : Aspectos basicos

Os aspectos basicos do GFEM sao:

e Usa uma malha independente (parcialmente ou totalmente) do dominio do

problema §2.

e Define uma malha de elementos, no sentido classico, para um dominio €2’ em
que 2 C €. Escolhe-se preferencialmente para o dominio {2’ uma geometria
simples, por exemplo um rectangulo. Esta malha é usada para a construcao

da base da aproximagao e em geral designada por malha de aproximacao.

e Permite uma certa liberdade para escolher as fungoes ¢; (desde que formem
a particao da unidade). Algumas possibilidades de escolha sao: fungoes de
Shepard, as func¢oes de forma usadas no método da particula RKPM, as
funcgoes de forma de outros métodos sem malha ou mesmo as convencionais

funcoes interpoladoras do MEF.

e A malha de integracao tem um papel fundamental. Nao tem que ser
coincidente com a malha de aproximacao, mas pode-se definir muito
facilmente a partir de cada elemento da malha de aproximacao, procedendo
a refinamentos. O controlo adaptativo do erro no processo da integragao é

fundamental para garantir a convergéncia numérica do método.
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2.10.2 Método das nuvens HP (HP-Clouds)

O método das nuvens HP (HP-Clouds), foi apresentado por Duarte e Oden
[41, 40], a partir do conceito de aproximacao pela partigao da unidade, que
tinha sido introduzido por Babuska [7]. O método das nuvens HP caracteriza-
se pelo seguinte: usa para particao da unidade as fungoes de aproximacao ¢y
definidas segundo os minimos quadrados méveis. As fungoes de aproximagcao, sao
definidas da seguinte maneira: multiplica-se a particao da unidade, obtida pelos
minimos quadrados mdveis, por outras fungoes que tém propriedades adequadas
ao problema em causa.

A formulagao é dada por:

ul(z) =

¢r(x)(ur + p’ (%)a;) (2.149)

WE

I=1

WE

61(x) ur + Y b (0)ary) (2150)

~
Il

1

em que ¢y sao as funcoes definidas segundo o método dos minimos quadrados
moveis, pr; sao os n; polindmios de grau maior a & que estao associados a cada
noé xy e uy e arj sao os coeficientes a determinar. Os polinémios p;; diferem de né
para né, e por isso permitem aumentar a dimensao do espaco de aproximagao. A
utilizagao das fungoes ¢y, definidas segundo os minimos quadrados méveis garante

que a aproximacao tenha consisténcia de ordem k, em que k£ > 1.

e Na cobertura a forma de cada €2; pode ser arbitraria. No caso bidimensional,
poder ser um rectangulo, uma elipse ou uma circunferéncia. No contexto

Hp-Clouds, cada €2; é designado por nuvem.

o As funcgoes ¢; sao definidas segundo a formulacao dos minimos quadrados

moveis.

e A imposicao das condigoes de fronteira do tipo essencial é feita através do

método dos multiplicadores de Lagrange.

e Usa quadratura gaussiana no processo de integracao numérica.
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A maior vantagem do método das nuvens HP é permitir que a base varie de no
para né, facilitando processos de adaptatividade hp. E possivel aumentar o grau
do polinémio que contribui na construgao das fungoes de forma (adaptatividade

p), assim como a introdugao de novos nés (adaptatividade h).

2.11 Meétodo do Elemento Natural (NEM)

O método do elemento natural (NEM) [19], baseia-se na formulac¢ao de Galerkin,
tal como o MEF ou o método EFG e usa o conceito de interpolagao por vizinhos
naturais para definir as fungoes tentativa e teste. A técnica de interpolacao
por vizinhos naturais foi introduzida por Sibson [102] e usa uma construgao
geométrica muito conhecida, que se designa por diagrama de Voronoi ou arranjo
de Dirichlet.

Seja © C R? e X = {x1,Xy,...,Xy} C Q um conjunto de N nés distintos.

Por razoes de facilidade de exposicao, considerar-se-a o espaco euclidiano R2.

O diagrama de Voronoi consiste em dividir o plano num conjunto de N
regides ou células ¥;, em que cada J; estd associado ao né x; e que se
caracteriza pelo seguinte: qualquer ponto da célula J; estd mais perto do

né x; do que qualquer outro ao né xy,J # I.
e Cada ¢; designa-se por célula de Voronoi do I-ésimo né.

e Para um conjunto de N nds é sempre possivel definir um tnico diagrama

de Voronoi.

e A triangulagao Delaunay, é o dual do diagrama de Voronoi e obtém-se
unindo os nos cujas células de Voronoi tém lados comuns. Em particular,
0s nés Xy e x; sao vizinhos se ¥; e ¥; tém algum lado comum. Se o ponto
X e 0 n0 X; tém uma aresta de Voronoi comum, entao diz-se que X; é o

vizinho natural do ponto X.
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A figura 2.3 tem como objectivo exemplificar alguns dos conceitos basicos
descritos e que estao associados a vertente geométrica que caracteriza este
método. Nesta figura esta representado o diagrama de Voronoi para um dominio
2 em que se consideram 6 nds. A figura ilustra ainda o processo de construgao
do diagrama de Voronoi, células de Voronoi de primeira e segunda ordem quando

se introduz um ponto x em ().

e Na figura 2.3, o ponto x tem 4 vizinhos naturais, a nomear: X, Xg, X3 € Xy4.

e A célula de Voronoi (de primeira ordem ) do ponto x passa a ser o poligono
abed.

As células de Voronoi de segunda ordem para os nés Xi, Xs, X3 € x4 definem-

se respectivamente por poligonos de vértices:
— abfe
— fbe
— defc

— aed.

A funcao de forma ¢; associada ao I-ésimo nd, no ponto x define-se por:

or(x) = : (2.151)

em que Ky é a area da célula de Voronoi de segunda ordem do I-ésimo no e k é
a area total da célula de Voronoi de primeira ordem do ponto x. As funcgoes de

forma ¢; (2.151) designam-se por fungdes de Sibson.

Como x tem 4 vizinhos naturais, entao:

Aap fe A fbe

X)) = —— s X)) = — y 2 . 152

¢1 ( ) Aabcd ¢2( ) Aabcd ( )
Adefc Aaed

¢3( ) Aabcd ¢4( ) Aabcd ( )
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Uma outra alternativa é usar as funcoes de forma de Laplace, pois os

interpoladores de Laplace também se baseiam em vizinhos naturais, definidas por:

) = ) 9.154

¢r(x) S ) ( )
em que -
. cj X

wy(x) = B ) (2.155)

Na equagao anterior, ¢; é o comprimento da aresta de Voronoi (comun a x; e
ax) e hy; =d(x,x;) a distancia entre x e x;. Uma das vantagens das fungoes
de forma de Laplace é a sua implementagao, pois a equagao (2.154) apenas usa
medicoes do comprimento enquanto que as funcgoes de Sibson requerem o calculo
da drea de poligonos. As propriedades do método do elemento natural (NEM)

sao:

e As fungoes de forma tal como sao definidas verificam a propriedade Delta
Kronecker e portanto sao interpoladoras. Este aspecto é uma vantagem
relativamente a outros métodos sem malha, pois simplifica a imposicao das

condigoes de fronteira do tipo essencial.

e As fungoes de forma sdo nao negativas, (¢; > 0), reproduzem de forma

exacta um campo linear , sendo no entanto de classe C° [110].

e O célculo das funcgoes de forma é laborioso apesar da sua construgao ser

puramente geométrica.

Na referéncia [111], o NEM é aplicado num contexto sem malha, em que as fungoes
teste e tentativa, a incorporar na formulagao de Galerkin sao construidas a partir
da discretizacao do dominio por um conjunto de nds. A integracao numérica
faz-se através de uma estrutura de elementos. O método do elemento natural foi
usado para resolucao de equagoes diferenciais que surgem em problemas estaticos

e dindamicos da elasticidade bidimensional. No trabalho desenvolvido por Cueto
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[34], este método foi aplicado para um problema da mecanica computacional, ndo

linear, tridimensional na area da biomecanica.
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Figura 2.3: Construcao de vizinhos naturais: (a) diagrama de Voronoi original;
(b) células de Voronoi de ordem 1 e ordem 2 para o ponto x.

2.12 Meétodo dos Pontos Finitos (FPM)

O método dos pontos finitos (FPM) foi desenvolvido por Onate et al. [89, 90|
e define a aproximacao u” para a funcdo u em cada ponto x do dominio €,
recorrendo ao método dos minimos quadrados ponderados fixos. A funcao u” que

aproxima u é definida por:
W) = 32 piail) = p" (alx). (2156)
em que os coeficientes a(x) sdao determinados segundo o procedimento habitual

do método dos minimos quadrados.

No FPM a discretizacao da PDE é feita pela via da colocagao. Tal como
noutros métodos que usam o procedimento da colocagdao, surgem algumas

deficiéncias ao nivel da convergéncia numérica. Uma técnica de estabilizacao,
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designada por FIC, baseada no calculo finito é usada na formulacao para melhorar
a solucdo numérica. As derivadas de u" tém que ser calculadas, pelo menos
até a ordem em que aparecem na PDE, para efeitos de substituicao o que é
uma desvantagem relativamente a outros métodos baseados nas formas fracas. O
método do ponto finito usa o conceito de derivada difusa, proposta por Nayroles et
al. [86]. Este método tem sido usado em vdrias aplicagoes de mecanica dos sélidos,
mecanica dos fluidos, em particular para problemas de difusao e escoamentos

incompressiveis [91].

2.13 Funcoes de base radial (RBF)

As funcoes de base radial tém sido uma ferramenta poderosa para problemas
de calculo multivariado. Apesar de as fungoes de base radial terem sido usadas
essencialmente para ajuste de dados, as primeiras aplicagoes destas para resolucao
de equacgoes diferenciais em derivadas parciais foram feitas a partir dos anos 90.
Um trabalho pioneiro foi proposto por Kansa [58]. Posteriormente, Sharan et al.
[100] usaram o mesmo método para equagoes diferenciais em derivadas parciais

elipticas. Em qualquer dos casos foi usado o método da colocacao.

Seja f : R? — R uma funcdo continua e x; € R%. A interpolaciao de base

radial u; para a funcao f é dada por:

up(x) =Y a;T(x— %), (2.157)

I=1

em que T : RY — R ¢ uma funcao fixa, definida positiva e simétrica. Os escalares
ay sao as incoégnitas. Em muitos casos, T é radial na medida em que existe uma

funcido T univaridvel tal que:

T(x)=7T(|x|2), xeR% (2.158)

Alguns exemplos de fungdes de base radial sao:
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e Suporte global

T(r) = (r? 4+ A)V? multiquadrica

T(r) = (r*+ )72 multiquddrica inversa
Y(r) = exp " gaussiana

Y (r) = r’logr Plate Thin Spline

T(s) = (1 —5)°(8 4 40s + 48s% + 2553 + 5s?), s<1 Spline
T(s) = (1 — 5)%(6 + 365 + 82s* + 725 + 305" + 5s°),  s<1 Spline

em que ¢ é o parametro de forma. A escolha deste parametro é um factor
importante na precisao numérica do método. No caso das fungoes de suporte
local, s = r/d em que 6 é o tamanho do suporte. As fungoes de suporte global,
que sao as mais usadas nao tem suporte compacto. Designam-se usualmente por
funcoes de base radial classicas. Fungoes de base radial com suporte compacto
ainda estao em desenvolvimento. A interpolagao através das funcoes de base
radial tém tido grande aplicagao no contexto dos métodos sem malha. No sentido
de se obter aproximacoes com fungoes de base radial completas, um polinémio

p(x) é acrescentado a equagao, através do termo:
k
p(x) =) a;p;(x), (2.159)
j=1

em que p(x) é uma base polinomial completa e a; sdo os coeficientes a determinar.

A forma geral para a aproximagao é dada por:

N k
up(x) =Y a;®(x — %)+ Y ap(x (2.160)
7=1

I=1

Wendland [114] estudou a discretizagao de Galerkin de equagdes em derivadas
parciais, através da colocacao, usando funcgoes de base radial. A aproximacao

desenvolvida foi classificada como um método sem malha.
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Wang e Liu apresentaram o método sem malha radial de interpolagao no
ponto (PIM). Este método combina a forma fraca de Galerkin com fungoes de
base radial, de suporte global e fun¢oes polinomiais bédsicas. Muito recentemente,
Xiao [116] usou fungoes de base radial com suporte compacto para definir fungoes

tentativa no contexto do método Petrov-Galerkin local (MLPG).

2.14 Aspectos relevantes na implementacao
numérica dos métodos sem malha
2.14.1 Imposicao das condicoes de fronteira essenciais

As fungoes aproximadas definidas por diversos métodos sem malha, nomeadamente

o SPH, EFG e RKPM, nao tém caracter interpolatorio, i.e,

¢1 (XJ) # 5]] s (2161)

em que Xy € o j-ésimo no, ¢y é a fungao de forma associada ao i-ésimond e dyy é
o simbolo de Kronecker. A equagao (2.161) traduz simplesmente que as fungoes

¢r nao satisfazem o critério de Kronecker. Consequentemente, na aproximagcao

dada por
N
uh(x) = ¢r(x)ir, (2.162)
I=1
tem-se que
iy # ul (x1). (2.163)

Isto significa que os coeficientes do interpolador nao coincidem nos valores nodais.
Por esta razao, uma questao importante nos métodos sem malha é a imposicao
das condicoes de fronteira essenciais, fundamental na resolucao de equagoes

diferenciais, visto que devido a (2.161) nao se podem impor directamente. Este
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aspecto tem sido apontado como uma grande desvantagem dos métodos sem
malha face ao método dos elementos finitos. No método dos elementos finitos as
fungoes sao inerentemente interpolatorias e a imposicao das condigoes fronteira
essenciais é imediata. Seguidamente indicam-se alguns métodos propostos por
diversos autores para impor as condicoes de fronteira, destacando-se os mais

relevantes:

Método dos multiplicadores de Lagrange [14, 75, 36].

Método da penalidade [117].

Método da colocagao [13, 117].

Acoplamento com o método dos elementos finitos [59].

Método da transformagcao: completa/mista [28, 30].

Método do ntcleo da fronteira singular 28, 30].

O método dos multiplicadores de Lagrange e da penalidade sao os mais usados

e sao descritos e implementados nos exemplos apresentados no capitulo 3.

2.14.2 Integracao numeérica

No caso em que o método sem malha usa a forma fraca surge inevitavelmente o
calculo numérico de integrais. Este cdlculo tem uma grande influéncia na solucao
numérica final e para o efectuar héd essencialmente trés alternativas:

e Integracao nodal

e Estrutura celular (regular)

e Malha auxiliar (mesh background na simbologia inglesa)
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A integracao nodal, por vezes designada de integracao nodal directa baseia-
se num método de quadratura numérica em que os pontos de integragao sao os

préprios nos x; da discretizagao do dominio. Neste caso o integral é calculado por:
np

/ F)dl =Y f(x) AV, (2.164)
& I=1

em que np ¢ o numero de nés e AV; é o peso associado ao [-ésimo né. A
integracao nodal é uma técnica de implementacao facil e rapida. No entanto,
ha dois aspectos muito importantes associados a esta técnica: a indefinicao do
valor do peso AV; a atribuir a cada né e uma grande sensibilidade da solucgao
ao tipo de integracao adoptada. Os métodos de integracao nodal directa sao
susceptiveis de apresentar instabilidade numérica. Algumas autores propuseram
técnicas de estabilizagdo numérica para integracao nodal. Chen et al. [31, 32]
apresentaram o método de integragao nodal estabilizada para métodos sem malha
de Galerkin. Esta proposta tem por objectivo eliminar instabilidade numérica
que surge quando se aplica integracao nodal directa a forma fraca. Os autores
consideraram esta técnica eficiente comparativamente a quadratura gaussiana
para situacoes especificas de discretizacoes de dominios irregulares, problemas de

incompressibilidade e de nao lineariedade.

Alternativamente, quando se opta por uma estrutura celular ou malha
auxiliar, para efeitos de integracao numérica aplica-se quadratura numérica e

o integral é calculado por:
/Q F(E)de = f(Enyin, (2.165)
=1

em que n, sao os pontos de quadratura, {; é o I-ésimo ponto e w; o respectivo
peso. Diferentes escolhas para a localizagao dos pontos &; e dos valores para wy
originam varios métodos de quadratura numérica tais como: quadratura Monte-

Carlo, quadratura Gaussiana, a mais usual, e a regra do trapézio.

No caso de se usar uma estrutura celular regular, define-se um conjunto de

células regulares para o dominio de integracao e aplica-se quadratura numérica
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para cada uma destas células. No caso de uma malha auxiliar define-se uma
malha para o dominio de integracao, nao necessariamente regular e que pode
conjugar elementos que tém formas e tamanhos diferentes. Este tipo de malha
é frequentemente usada porque adapta-se facilmente a dominios com geometrias
irregulares. Em ambos os casos, estrutura (malha) de células ou malha auxiliar hé
dois aspectos importantes: os vértices que definem as células (ou elementos) nao
tém de depender dos nés da discretizacao, i.e., a malha pode ser completamente
independente da distribuicao nodal. O outro aspecto, é o facto de o nimero
de pontos de integracao para cada uma das células poder ser variavel. Para
determinar o nimero de pontos a usar em cada célula pode-se usar varios critérios,

alguns dos quais sao descritos por Belytschko et al. [14] e Zhu et al. [117].



Capitulo 3

Exemplos Numéricos em

Problemas Lineares

A partir do estudo feito no capitulo anterior, optou-se por seleccionar o método
EFG. Para o efeito, implementou-se o método num codigo, usando como
linguagem de programacgao o Matlab para analizar alguns problemas no caso
bidimensional cuja solucao analitica é conhecida. Pretendeu-se desta forma
validar o cédigo e comparar os resultados obtidos com os apresentados na
literatura. Como tal, os seguintes exemplos de aplicacao foram considerados:
resolucao de uma equacao de Laplace, problema de uma viga em consola
com tensao tangencial parabdlica na extremidade livre e de uma placa infinita
com um orificio central. Inicialmente abordaram-se alguns aspectos relativos
a implementagao do método para estes exemplos de aplicacao, tais como: a

formulagao variacional e a imposicao das condigoes de fronteira do tipo essencial.

61
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3.1 Aplicacao do método EFG a equacao de

Poisson

Como exemplo de um problema de valor na fronteira considera-se a seguinte

equacao de Poisson com condicoes do tipo Dirichlet:

Viu = f em (Q, (3.1)
u = u em I (3.2)

De acordo com o desenvolvimento feito no capitulo 2 a forma fraca para a equacao
(3.1) é dada por:

/Q VoVudQ — /F o(nVu) dT = /Q Fodo. (3.3)

3.1.1 Formulacao variacional para a equagao de Poisson

Considera-se o seguinte espacgo de solucao para as fungoes tentativa

HE(Q) = {u €EH(Q)|u=1u em r}, (3.4)

e 0 espago para as funcgoes teste,

Hy(Q) = {v cH(Q)|v=0 em F}, (3.5)

em que H'(Q), espago de Sobolev de grau 1, Q C R? é definido por

HY(Q) = {f € Ly(0) : ggﬁ € Ly(), i = 1,2}, (3.6)
[o(Q) = {f ; /Qﬂ(x)dx < oo} | (3.7)

O problema variacional associado a equagao (3.1) é formalizado da seguinte
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maneira:
determinar v € HE(Q),
tal que:
a(u,v) = F(v), Vv € Hy (), (3.8)
em que
a(u,v) = / VoVu dS2, (3.9)
Q
Fv) = / fodS. (3.10)
Q

Neste caso a forma bilinear o é simétrica e continua e o problema descrito é

equivalente a minimizagao do seguinte funcional quadratico [96]:

J(u):/QVuVudQ—/qudQ u € HY(Q). (3.11)

3.1.2 Imposicao das condicoes de fronteira do tipo

essencial

Como ja foi referido, aplicando o método dos elementos finitos a formulagao
desenvolvida no ponto anterior, é possivel seleccionar funcoes u e v que pertengam
respectivamente a HY e a H}, o que permite a imposicao directa das condigoes
de fronteira essencial v = u em I'.

Para os métodos sem malha cujas fungoes de forma nao tém caracter
interpolatdrio, é dificil seleccionar um subespago de S C H(Q) tal que S possa ser
usado como espaco de solugao para as fungoes tentativa (espago de aproximagcao)
e a0 mesmo tempo estas fungoes verificarem a condigao de fronteira Dirichlet
em S. Consequentemente torna-se necessario recorrer a outras alternativas para

imposicao das condicoes de fronteira do tipo essencial.
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3.1.2.1 Meétodo dos multiplicadores de Lagrange

A solugao do problema descrito pelas equagoes (3.1) e (3.2) pode ser obtido como

a solugao do seguinte problema de minimizagao com restri¢ao:

Minimizar o funcional
J(u) = / VuVu d§) — /v(nVu) dal — / fudQ, (3.12)
Q r 0

sujeito a restricao
u=u em T. (3.13)

Recorrendo ao método do multiplicador de Lagrange define-se o seguinte
funcional L em H'(Q) x H~Y2(T") por:

L(u,\) = Ju)+ < \u—1u>, (3.14)
= J(u)+/)\(u—u) dr, (3.15)

onde < -,- > representa o produto interno definido em L?(Q) (3.7). O novo

principio variacional associado as equacgoes anteriores é dado por:

determinar (u, \) € H*(Q) x H~Y/*(I") tal que:

/ VoVu dQ —/U(nVu) — /v)\dF = /deQ Vv € H'(),(3.16)
Q r r Q
/v(u—u)df =0 VveH_%(F), (3.17)
r
em que vy é a variacao do multiplicador de Lagrange (v = 0\). Para discretizar

o principio variacional anterior é necessario escolher um espaco de interpolagao

para o multiplicador de Lagrange A(z), em que I', representa a fronteira onde
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as condicoes essenciais sao impostas. Seguidamente apresentam-se algumas

alternativas [42]:

e interpolacao ao longo de I', baseada no método dos elementos finitos:

Ax)= Y Ni(s)Ar,  x€T,, (3.18)

em que Igp ¢ o conjunto de indices dos nés da malha de elementos finitos
em 'y, N;(s) é o interpolador de Lagrange e s é o comprimento do arco
ao longo da fronteira. Para um ponto s do e-ésimo elemento de fronteira

definido por s, e s.. 1, o interpolador linear é definido por

Ni(s) = "% Ny(s)=1— Ny(s). (3.19)

)
Se4+1 — Se

e interpolacao baseada nas fungoes de forma associadas exclusivamente aos

nos localizados em T),. Neste caso,
Ax) =Y r(x)Ar. (3.20)
Ielu

I, é o conjunto de indices dos nés localizados em I',. Em geral, as funcoes
¢; sdo as mesmas (nao tém de ser necessariamente) que se usam para a

aproximacao de u" no dominio.

e na interpolacao considera-se todas as fungoes de forma associados aos nés

(ndo se restringe apenas aos pertencentes a I',) cujo suporte intersecta I',,.

AX) = > dr(x)Ar. (3.21)

Ielq,

Io,, € o conjunto de indices dos nés do dominio €2 cujo dominio de influéncia

intersecta I',,.

e método de colocagao directa, considera-se:

Alx) = Z Sr(x)Ar, (3.22)

Iel

em que ¢;(x) = d(x —x;), 0 é a funcao delta de Dirac.
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Nesta descrigao optou-se pela aproximacao definida em (3.18) porque é
consistente e de facil implementagao. De facto, para problemas bidimensionais
a definigdo de uma malha de elementos para a fronteira I', (malha de elementos
unidimensional) nao envolve grande custo computacional. A imposi¢do das
condicoes de fronteira essenciais, através do método dos multiplicadores de
Lagrange, tem no entanto, a desvantagem de aumentar o niimero de incégnitas do
problema. No ambito dos métodos sem malha, quando se usa este método para
impor as condigoes de fronteira essenciais é necessario definir separadamente,
como foi referido, um conjunto de fungoes para os multiplicadores de Lagrange.
Segundo Babuska para se obter uma aproximacao numérica convergente é
necessario que os espacos de aproximacao para o multiplicador Lagrange A e para
os deslocamentos u verifiquem a condigao inf-sup e a condicao de estabilidade
Babuska-Brezzi [4, 20]. Por esta razdo, é preciso conjugar a selecgao apropriada
de funcoes de forma para o multiplicador de Lagrange e para os deslocamentos,
garantindo que as condigdes de convergéncia sao verificadas. Mendez et al. [43]
reforcam esta ideia, constatando que a aplicacao do método dos multiplicadores
de Lagrange para impor as condig¢oes de fronteira essenciais nao é um processo

simples.

3.1.2.2 Método da funcao de penalidade

Considere-se o problema de minimizar o funcional J(u) (3.12) sujeito a restri¢ao
u=uem ['. O problema de minimizacao com restri¢oes pode ser resolvido com
o método da fungao de penalidade. Seja P um funcional que satisfaz a condi¢ao

u = u em [', por exemplo:
1 12
P(u) = —(u—a)“dl. (3.23)

P(u) é designado por funcao de penalidade. A partir de P(u), define-se um novo

funcional:

J(u) = J(u) + =2 / (u— )2 dr, (3.24)
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no qual o escalar a,, > 1 é designado por parametro de penalidade. O problema

de minimizacao reduz-se entao a seguinte forma fraca:

determinar u € H'(Q) tal que :

/VUVudQ—l—ozu/vudF:/vf+ozu/vﬂdf, Yo e HY(), (3.25)
Q r Q r

Este método, apesar de se basear num principio variacional modificado nao
introduz nenhuma variavel adicional, o que nao acontece no método dos
multiplicadores de Lagrange. A solugao do principio variacional obtido tende

para a solucao correcta quando o, — +0oc.

3.1.3 Resolucao da equacao de Poisson pelo método EFG

Seja S" um subespaco de Hilbert de dimensdo finita gerado pelas funcoes de
forma ¢;. Considere-se a discretizacao da forma variacional (3.16), segundo a
formulagao de Galerkin em que as funcoes tentativa e teste pertencem ao mesmo
subespaco S”. As aproximacoes u" e v", respectivamente para funcoes tentativa

e teste definem-se segundo o método EFG por:

u~u'(x) = ¢r(x)ur = N, (3.26)
IeQ

v (%) =) dr(x)ur = N, (3.27)
IeQ

e as variagoes du e dv, sao respectivamente dadas por:

ou ~ Z or(x)dur = N, o1, (3.28)
1eQ)
v 2> gr(x)dv; = N,69. (3.29)

IeQ)



CAPITULO 3. EXEMPLOS NUMERICOS EM PROBLEMAS LINEARES 68

3.1.3.1 Caso 1: Método dos multiplicadores de Lagrange

Para o multiplicador de Lagrange, tem-se de forma geral que:
A =N\, (3.30)
SA = NI, (3.31)
e no sentido de minimizar o funcional L(u, A) tem-se que:

SL(u,A) = / §a” (VN (VN,) @ d — / sa'N,” f dQ
Q Q

T . (3.32)
+ /6A N,/ (Nya — @) dl + /5ﬁTNuNAAdF =0,
T T
ou ainda
SL(u, ) :5ﬁT<< / (VN (VNy) dQ)ﬁ— / N,J fdQ)
Q Q
(3.33)

+oA" / N, (Nyi — @) dl + 66’ / NN, dl' X = 0.
r r

Nesta descricao opta-se para espago de interpolacao do multiplicador de Lagrange
uma aproximacao baseada no método dos elementos finitos, dada pela equacao
(3.18). A equagao anterior verifica-se para qualquer dJu e JA, resultando no

seguinte sistema de equagoes:

R R

>

em que

K[J = /(¢1,x¢l,y + ¢J,m¢J,y) dQ, Ia J = 17 27 """ N7 (335)
Q

Gix = — / ¢ N dr, (3.36)
T

fr = [ ¢rf d, (3.37)
/

ax = —/NKﬂdF, (3.38)
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e em que, no caso bidimensional

(3.39)

N, O
NK - [ g ]7

0 Ng
sendo Ny, o interpolador de Lagrange definido na equacao 3.19. Os vectores 1 e

A contém respectivamente os parametros nodais associados aos deslocamentos e

multiplicadores de Lagrange.

3.1.3.2 Caso 2: Método da penalidade

De forma andloga ao que foi feito anteriormente, discretizagao de (3.25), usando

o método EFG, neste caso tem-se :

(K + K" = (f + fv), (3.40)

onde K, f sdo definidos pelas equagoes (3.35, 3.37) e K* e f* respectivamente

por:

“o_ g, / b1 dT, (3.41)

Fu
£ = a / ¢t dr. (3.42)
Fu
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3.1.4 Resolucao de uma equagao de Laplace 2D pelo
método EFG

Como exemplo de problema de valor na fronteira, considere-se a seguinte equacao

de Laplace com condicoes de fronteira Dirichlet:

Viu(z,y) = 0 (z,y) € (0,5) x (0,10)
u(z,y) = 0 (z,y) € ({0} > [0,10]) U ([0, 5] x {0})
u(z,y) = 100 % sinh(wy/lO)/sinhﬁ (x,y) € {6} x [0, 10]
u(w,y) = 100+ sin(m/m) (z,y) € [0,5] x {10}
(3.43)
A solucao analitica para a equacao anterior é:
u(z,y) = [100 * sinh(%) sin(%)} /sinh 7. (3.44)

Na aplicacao do método EFG, para resolucao de uma equagao de Laplace,
descrita pela equagao 3.43, consideraram-se 3 distribuigoes nodais diferentes para
o dominio do problema, respectivamente com 66, 121 e 231 nds. As distribuicoes
nodais usadas estao representadas respectivamente na figura 3.1. No primeiro
caso usaram-se 66 nds (6 x 11) com 6 e 11 nds uniformemente distribuidos
respectivamente segundo o eixo dos x e y. Para os casos de 121 e 231 nos,
consideraram-se distribui¢oes nodais de 11 x 11 e 11 x 21, de forma analoga.
Definiram-se funcoes de forma para diferentes dimensoes de dominio de influéncia,
com o objectivo de analizar a influéncia deste parametro na solucao final. As
condicoes de fronteira essenciais foram impostas pelo método dos multiplicadores
de Lagrange, na versao em que se usa a aproximacao dos elementos finitos
para definir o espago de interpolagao para o multiplicador (3.18). A partir da
solucao exacta do problema e da solugao numérica obtida, para cada um dos treés
casos, calculou-se o erro relativo correspondente R,. Os valores obtidos estao
apresentados na Tabela 3.1. Para efeitos de estudo de convergéncia numérica,

usou-se a seguinte norma Lo:
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2

Jull,, = /uT wdo | (3.45)
Q
O erro relativo, R, calculou-se a partir da expressao:

po= vl 340
Hu—uthz/(u—uh)T~(u—uh) s, (3.47)

em que u e u” representam respectivamente a solucao exacta e a aproximada.

Neste exemplo, para o cédlculo de R, todas as normas foram calculadas através
da mesma estrutura de células e com o mesmo processo de integracao numérica
que foi usado para a matriz K. A partir dos resultados apresentados na tabela 3.1
conclui-se que a solugao numérica obtida pelo método EFG para a resolucao da
equacao de Laplace com condigoes de fronteira Dirichlet é muito satisfatoria.
A pior solugao em termos de erro relativo foi obtida pela utilizacao de uma
discretizacao de 66 noés, verificando-se no entanto diminuicao do erro a medida
que o parametro d,., aumenta. Nas simulagoes feitas em que se considerou
a discretizacao de 121 nds, por exemplo, é nitido que o aumento progressivo
de d,q originou diminuicao do erro em ordem de grandeza. A figura 3.2
representa a solugao exacta da equacao 3.43. As figuras 3.3, 3.4 e 3.5 ilustram
as solugoes numéricas obtidas para a solucao da equagao 3.43, respectivamente
para as distribuicoes nodais respresentadas na figura 3.1, em que se considerou
Aoz = 3, 5.
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Ru
66 nos 121 nés 231 nos
dmax | (6 x 11) (11 x 11) | (11 x 21)
25 [2,06x107211,04x10"2|1,50x 1073
3,0 |4,80%x1073[3,10x 1073 | 2,90 x 10~
3,5 13,10x1072 | 2,50x 107 | 6,0 x 1075

Tabela 3.1: Erro relativo R, para a equacao de Laplace.

ooooooooo

.........
---------
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.........
.........
---------
---------
.........
.........
.........
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ooooooooo
---------
.........

ooooooooo

Figura 3.1: Representacao das distribui¢oes nodais consideradas na andlise do
problema, respectivamente para 6 x 11 = 66, 11 x 11 = 121 e 11 x 21 = 231 nés.
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Figura 3.2: Solugao analitica da equacao de Laplace (eq. 3.43).
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Figura 3.3: Solu¢do numérica obtida para o caso 1: (6 x 11 = 66 nos).
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Figura 3.4: Solu¢ao numérica obtida para o caso 2: (11 x 11 = 121 nos).
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Figura 3.5: Solu¢ao numérica obtida para o caso 3: (11 x 21 = 231 nos).
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3.2 Equacoes para elasticidade bidimensional

3.2.1 Equacoes de equilibrio

Considere-se o seguinte problema bidimensional associado ao comportamento
elastico de um solido, para o dominio 2 com fronteira I'. A fronteira I" é
constituida por 2 partes complementares, I’y e I'; com I' =T, Ul e ', NI, = 0.

As equagoes de equilibrio sao dadas por:
V-o+b = 0, (3.48)
sendo

o = C:eg,
1
g = §(Vu + (VU)T),
em que o(u) é o tensor das tensdes de Cauchy correspondente ao campo de

deslocamentos u e b é o vector das forgas externas que actua no corpo. As

condigoes de fronteira sao dadas por:

on =t em I'; (3.49)
u = 1u em Iy, (3.50)

em que n é o vector normal unitdrio & fronteira I'; e t e @ sdo os respectivos
valores de traccao e deslocamentos prescritas em I'; e I',. Na equacao Vu é um

tensor de segunda ordem que resulta do produto diadico dos vectores V e u, i.e:
Vu=V ®Xu= Ui, j- (351)

O tensor C é o tensor de quarta ordem das constantes elasticas.

3.2.2 Formulagao variacional

A formulacgao fraca para o problema descrito pelas equagoes 3.48-3.50 consiste
em determinar u € V = (HL(Q))? e v € Vp = (H}(Q))? tal que, multiplicando a
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Figura 3.6: Problema de valor na fronteira elastostatico.

equagao (3.48) por v € H}(f2) e integrando por partes, obtem-se:

—/Vv:adQ—i—/v(a-n)dF+/v~bdF:0. (3.52)
Q r 0

Aplicando o Teorema de Cauchy resulta:
—/VV:adQ+/V~bdQ+/v~EdF:0. (3.53)
Q Q r

O operador (:) é a contracgao entre os tensores de segunda ordem, Vv e o cujo

resultado é o escalar dado por:
Vv :o =v ;0. (3.54)
Substituindo (3.54) no primeiro termo de (3.53) resulta:
/Qa(u):s(v)dQ:/QV~bdQ+/Fv-de. (3.55)

Considerando que v = 0 na fronteira I',, a forma fraca ou variacional associada

a equacao envolve determinacao u € V tal que:
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/J(u):s(v)dQ:/v-bdQ—l—/V-fdl", Vv € V. (3.56)
Q Q Ty

Quando se pretende aplicar um método sem malha cujas fungoes de forma nao
tem cardcter interpolatério a discretizacao directa da forma fraca (eq. 3.56), tal
como se faz no MEF, nao é suficiente porque as condigoes de fronteira do tipo
essencial nao sao verificadas. Por esta razao, apresentam-se duas implementagoes
alternativas, método dos multiplicadores de Lagrange e método da funcao de

penalidade para impor as condigoes de fronteira essenciais.

3.2.2.1 Meétodo dos multiplicadores de Lagrange
Para impor as condigoes de fronteira essenciais através do método dos

multiplicadores de Lagrange, como vimos anteriormente, é necessario reformular

a forma fraca associada a equagao (3.56), incluindo a restrigao:

Gu)=u—-1u, em I, (3.57)
obtendo-se
L(u,\) = / o(u):e(v) dQ—l—/ v-b dQ—l—/ vt dF—I—/ A(u—1u)dl. (3.58)
Q Q Iy u

Para discretizar a equagao da forma fraca (3.58) consideram-se as aproximagoes
definidas pelo método EFG, u” e v para as funcoes tentativa e funcoes teste, u

e v respectivamente:
N
u'(x) =) dr(x)ur, (3.59)
I=1
N
V(%) =Y dr(x)ur. (3.60)

A discretizagao da equagao (3.58) requer uma aproximagao para A, multiplicador
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de Lagrange. De forma semelhante ao que foi feito para a equagao de Laplace,

optou-se por uma interpolagao baseada no MEF (3.18).

As equacoes discretas finais obtém-se por substituicao das funcoes bdésicas,

fungdes teste e multiplicador de Lagrange (3.18) na forma fraca resultando o

ER R &

seguinte sistema final:

K;y = /B?CBJ dQ,  i,j=1,2,...N, (3.62)
Q
G]K = —/¢]NK dF, (363)
Fu
f; = / $rb dQY+ / ¢rt dr, (3.64)
Q Iy
qr = —/NKﬁ dr’, (3.65)
Fu

em que C, a matriz constitutiva para um material isotrépico estatico linear é:

a0
C=—"=o1 o0 |, (3.66)
1—wo
00 (1—2)/2

E, para estado plano de tensao,
E (3.67)

E =
T— para estado plano de deformacao,
—v
v, para estado plano de tensao,
v = v . (3.68)
1 , para estado plano de deformagao,
-0

e em que E e v sao respectivamente o médulo de Young e o coeficiente de Poisson.
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A matriz N é definida pela equacao 3.39 e a matriz B; das derivadas parciais

das fungoes de forma é dada por:

¢I,x 0
B, = | 0 ¢, | (3.69)

¢I,y Cbl,x

3.2.2.2 Método da funcao de penalidade

De forma analoga ao procedimento efectuado para a equacao de Poisson,
aplicando o método da funcao de penalidade para impor as condicoes de fronteira
essenciais tem-se que

L(u) = /Q o) : e(v)dO + /

V-bdQ+/ V-EdF+1/ a,(u—1u)?drl.
Q I 2Jr,

(3.70)

Para discretizar a equacao da forma fraca (3.70) consideram-se as aproximagoes
definidas pelo método EFG, u" e v para as funcoes tentativa e funcoes teste, u

e v definidas pelas equacoes 3.59 e 3.60. As equacoes resultantes sao:
(K+KY)u=(f+f"), (3.71)

em que o escalar «, é o parametro de penalidade, K, f, C e B; sao dados

respectivamente pelas equagoes (3.62, 3.64, 3.66 e 3.69). K" e f* definem-se por:

Ky = a / 6186, dT, (3.72)
Tw

£~ a, / 6, STAT, (3.73)
Tu

0 se w; nao esta prescrito em I, i=1,2.
(3.74)

Sy 0 ] g { 1 se w; esta prescrito em I,
(§ i =
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3.2.3 Aplicagao ao caso de uma viga em consola com

tensao tangencial parabdlica na extremidade livre

O comportamento do método EFG, com a formulacao da penalidade e
multiplicadores de Lagrange foi analizada num problema simples de uma viga
em consola em que é possivel obter a solucao tedrica para permitir aferir o
desempenho do método EFG. Considere-se uma viga em consola, de comprimento
L, altura D e largura unitaria, submetida a um carregamento de distribuicao

parabdlica na extremidade livre, conforme representado na figura 3.7.

A solucao analitica para os deslocamentos, neste problema é dada por
Timoshenko e Goodier [113]:

ug(z,y) = —6%/] [(6L—3x>x+ (2+7) (v - 22)], (3.75)

4
uy(,y) = 6—; {3uy2<L - :L')x + (4 + 51;) DTZCC + (3L _ x) xz} , (3.76)

em que /, momento de inércia, que no caso de uma viga de secgao transversal

rectangular e largura unitaria é dada por:

D3

I =—. 3.77
15 (3.77)
As tensoes correspondentes aos deslocamentos obtidos pelas equagoes sao:
Py(L—x)
S (378)
oyy(z,y) =0, (3.79)

P /D?

on(@.y) = 57 (F- = v?): (3.80)
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O problema foi analizado em estado plano de tensao com os seguintes parametros:
L=8 D=1 P=1
E =103 Moédulo de Young
v=20,25 Coeficiente de Poisson
a, = 10° Parametro de penalidade
e em estado plano de deformacao, nas condigoes descritas anteriormente, em que

se considerou também v = 0,499. Supoe-se que as dimensoes dos diferentes

parametros sao consistentes entre si.

As seguintes condigoes de fronteira foram impostas (figura 3.7): os
deslocamentos u, e wu, sdo prescritos na fronteira I', (extremidade esquerda) e
as tensoes 0., sao prescritos em I'; (extremidade direita). Os valores prescritos
para deslocamentos e tensoes sao calculadas a partir das equacoes das respectivas
solugoes analiticas. As condigoes de fronteira podem-se representar, neste caso

por:

u(z,y) = u  (v,y) € {0} x [-D/2,D/2] (3.81)
(z,y) € {L} x [-D/2,D/2] (3.82)

o+

o-n =

Para impor as condicoes de fronteira essenciais usou-se o método da funcao
de penalidade para a andlise em estado plano de tensao e o método dos
multiplicadores de Lagrange para o estado plano de deformagao. Considerou-se

o seguinte parametro de penalidade: o, = 10°.

No modelo numérico do problema considerou-se uma discretizacao regular do
dominio por 85 nés, (17 x 5), distribuidos respectivamente segundo a direc¢ao do
eixo dos x e dos y. Para calcular numericamente a matriz de rigidez usaram-se
as células definidas naturalmente pelos nés da discretizagao, com 4 x 4 pontos de
Gauss por cada célula. A funcao de peso escolhida foi a spline cibica. Aplicou-se

dominio de influéncia rectangular e h, e h, foram calculados através das equagoes
2.27 e 2.28.

Procedeu-se ao estudo deste exemplo de aplicacao, em estado plano de

tensao, através da implementacao EFG desenvolvida. Considerou-se o valor de
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dmaz = 3,5. Nas figuras 3.9 e 3.10, as solucoes analiticas para os deslocamentos
uy € u,, no topo da viga sao representados e comparados com os resultados
obtidos pelo método EFG, nas condigoes anteriormente definidas. A solugao
obtida numericamente aproxima bem a solugao exacta. Nas figuras 3.11, 3.12 e
3.13 as solucoes analiticas para a tensoes normal , o,, e tensao de corte o,y, sao
representadas ao longo do eixo x = L/2,—D /2 <y < D/2 e comparadas com 0s

resultados obtidos.

Na andlise em estado plano de deformacao considerou-se o modelo numérico
descrito anteriormente, optando-se neste caso por d.. = 3,5. Os resultados
obtidos sao apresentados na tabela 3.2 e os valores assinalados com o simbolo
foram retirados de um estudo feito por Belytschko et al. [14]. A solugao obtida
pelo método EFG, no modelo numérico implementado é ligeiramente diferente da
obtida por Belytschko et al. [14]. Esta diferenga pode ser devida ao facto de ter
sido usada a funcao de peso exponencial com um critério de escolha do dominio
de influéncia bastante diferente, assim como o processo de integracao numérica

também ser diferente [14].
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Figura 3.7: Exemplo de um problema bidimensional-viga em consola.

Figura 3.8: Discretizagao nodal para o modelo da viga em consola (105 nos).
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u /u, no ponto A

Estado Plano de Deformacao

Caso 1 Caso 2
Método v=20,25|rv=0,4999
FEM* 0,824 0,027
EFG* : base linear 0,999 1,045
EFG* : base quadratica 1,00 1,002
EFG : base linear 1,004 0,956
EFG : base quadratica 1,004 1,006

Tabela 3.2: Comparacao dos valores obtidos para o quociente de deflexao no
estudo feito para o exemplo da viga. Os valores assinalados com * foram retirados

da referéncia [14].
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0,05
Solucéo Exacta
0,00 ¢
e EFG: 85n0s
0,051 v=0,25
uy -0,10 ~
-0,15 -
b
-0,20
'0,25 T T T T T T T
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Figura 3.9: Deslocamento horizontal u, no topo da viga.

3
Solucéo exacta
2 e EFG: 85nés >
Uy
1 4
0 -

Figura 3.10: Deslocamento vertical u, no topo da viga.
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lo,/P i

Figura 3.11: Tensao normal o,, no topo da viga. I é o momento de inércia e P

a carga aplicada.

lo,,/P

Figura 3.12:

v=0,25

Solugéo Exacta

EFG: 85 nés
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4 5
X

6

0,14
0,12 -
[J L]
0,10 4 ° U
) (]
0,08 -
@
0,06 - .
0,04 - ° v=0,25
L] Solugéo exacta ®
0,02 -
® ® EFG: 85 nos (4
0,00 \ \ \
-0,50 -0,25 0,00 0,25 0,50
y
Tensao de corte o,, em x = L/2 no exemplo da viga.
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Figura 3.13:

3
2 o Solucdo Exacta
® EFG: 85n06s

1 4

v=0,25
O 4
-1 4
2 ]
'3 T T T
-0,50 -0,25 0,00 0,25 0,50

y

Tensao normal o,, em x = L/2 no exemplo da viga.
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3.2.4 Aplicagcao a um caso de uma placa infinita com

orificio circular central

Considere-se uma placa infinita com um orificio central, um circulo de raio a
(2% + y? < a?). A placa é submetida a uma tensdo uniforme o = 1 no infinito,
segundo a direcgao do eixo dos x. A descricao da geometria é apresentada na

figura 3.14. A solugao exacta para as tensoes é [113]:

_ ) 4

Owe = 0]1-2L <§cos29 + 00849) + 3icos49} ) (3.83)
L r2\2 2r4
[ a? /1 3a*

oy = _2 (= _ _ = , 3.84

Oy o N (200529 cos49> 5 00549} (3.84)
i 2 1 3 4

Oyy = O _a_2 (—sz’n2«9 + Sin49) + %sinll«?} ) (3.85)
L r2\2 2r

em que (r,0) sdo coordenadas polares com r >= a e —1 < 6 < m. Os

deslocamentos corrrespondentes sao:

2

o 1 a 2 1 a?
L0 = = @ 7
ugz(r,0) e [(1 D)cos@+ " (1 7)0039+ 200339 5 00339}

7 73
(3.86)
uy(r,0) = 7 [( v )rsin@ — a_2<1 _ ﬁsm@ — 1sm39> - “—43m39] ,
2G |[\1+ v r\l1+4+v 2 23
(3.87)
em que B
- E

e E e i sdo definidos respectivamente pelas equacoes 3.67 e 3.68.

No estudo apresentado considerou-se o estado plano de deformacao, com os
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seguintes parametros dimensionalmente consistentes:

E=1,0 Moédulo de young

v=20,3 Coeficiente de Poisson

oc=1,0 Tensao axial

a=1,0 Raio do circulo central
a, = 10* Parametro de penalidade

Considerou-se ainda apenas uma porcao finita de placa definida por 0 <z <4 e
0 <y < 4, conforme representado na figura 3.14, impondo nas facesx =4 ey =4
condigoes de fronteira de tracgao e corte dadas pela solucao exacta (eq. 3.83, 3.84
e 3.85). Devido a simetria do problema, s6 se considerou na modela¢ao um quarto
da placa, impondo as condigoes de fronteira: u, = 0 em z = 0,1 <y < 4, por

uy,=0emy=0,1<xz<4. A fronteira interna (a = 1) é livre.

Neste exemplo é relevante o facto de se considerar a fronteira do circulo de
raio unitario com traccao livre e os deslocamentos, assim como as tensoes terem

gradientes elevados na vizinhanga do orificio circular.

Na simulacao numérica deste exemplo, consideraram-se dois tipos diferentes
de distribuicao nodal para o dominio do problema: distribuicao do tipo I e do
tipo II. Na distribuicao do tipo I definiram-se duas zonas: uma zona inicial,
a volta do orificio, em que se colocaram nés distribuidos regularmente segundo
as direccoes r e . No restante dominio, distribuiram-se ndés ao longo de cada
um dos eixo 6 = 6; (6; foram definidos na zona inicial), por forma a que cada
um destes eixos tivesse um numero constante de nés. Na distribuicao do tipo II
definiram-se também duas zonas: na zona a volta do orificio colocaram-se nds de
forma regular segundo as direccoes r e #, de maneira semelhante a distribuicao
do tipo I. Na zona restante, distribuiram-se nés uniformemente no canto superior
direito do dominio e nao uniformemente segundo as direccoes x e y, considerando

um referencial cartesiano.

As figuras 3.15 e 3.16 ilustram distribui¢oes nodais do tipo I, respectivamente
para 99 e 135 nods enquanto que nas figuras 3.17 e 3.18 estao representadas

distribuicoes nodais do tipo I, respectivamente para 101 e 361 nos.
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A figura 3.19 apresenta a tensao normal oq; obtida em z = 0. As distribuigoes
nodais usadas nesta solucao correspondem as representadas nas figuras 3.15 e 3.16
(do tipo I). Para y > 2 a solu¢ao numérica obtida nos dois casos (99 e 135 néds)
¢é semelhante, o que nao acontece na zona em que 1 < y < 2 em que a solugao
obtida com 99 nés é fraca comparativamente & obtida com 135 nés. Analogamente
a figura 3.19, a figura 3.20 apresenta o1 em x = 0, em que se consideraram as
distribuigoes representadas nas figuras 3.17 e 3.18 (do tipo IT). Por observacao
desta figura, verifica-se que apesar de o numero de nds ser significativamente
diferente a solucao numérica obtida em qualquer dos casos constitui uma boa
aproximacao. O estudo deste problema evidencia a importancia da distribuicao

nodal e do nimero de nés a considerar na discretizacao dominio de interesse.
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Figura 3.14: Geometria de uma placa com orificio central; traccao e corte sao
prescritos de acordo com a solugao da placa infinita.
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Figura 3.16: Caso 2: distribui¢ao nodal do tipo I (135 nés).
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Figura 3.17: Caso 3: distribuigao nodal do tipo 17 (101 nés).
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Figura 3.18: Caso 4: distribui¢ao nodal do tipo I7 (361 nds).
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40 ——
—— Solugéo Exacta|

36 ® EFG: 135 nds

> o EFG: 99 nés

32

Figura 3.19: Tensao normal o1; em z = 0 para o problema da placa com
um orificio circular central. As distribui¢oes nodais consideradas nesta solucao
correspondem as das figuras 3.15 e 3.16.
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3,6 1 e EFG: 361 nbs
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Figura 3.20: Tensao normal o1; em = = 0 para o problema da placa com
um orificio circular central. As distribui¢oes nodais consideradas nesta solucao
correspondem as das figuras 3.17 e 3.18.



Capitulo 4

Aplicacao do Método sem Malha
EFG na Simulacao de Processos

de Enformacao Plastica

4.1 Introducao

A simulagao numérica de processos de enformacao plastica é em geral, obtida
a partir de duas aproximacoes que se designam por aproximagao solida e
aproximacao fluida ou de escoamento pléstico (”"flow approach”, na simbologia

inglesa). Basicamente, caracterizam-se da seguinte maneira:

e aproximacao sélida —
considera que o material se comporta como um sélido elasto-plastico ou

elastico visco-plastico;

e aproximacao fluida ou de escoamento plastico —
considera que o material tem um comportamento semelhante a um fluido

viscoso incompressivel (ndo Newtoniano) ou visco-plastico.

95
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Os primeiros programas para estudo de processos de enformacao plastica,
foram desenvolvidos na época dos anos 60, aplicavam o método dos elementos
finitos e baseavam-se na formulacao sélida para deformacoes infinitesimais. Esta
formulagao tinha a desvantagem de nao permitir analizar as nao-lineariedades
associadas a grandes deformagoes que sao caracteristicas neste tipo de processos.
A formulacao fluida ou de escoamento plastico foi apresentada no inicio dos anos
70 por Goon [47] , mais tarde desenvolvida por Lee e Kobayashi [62] para materiais
rigidos plésticos e por Zienkiewicz e Godbole para materiais visco-plésticos [119].
Esta formulagao era bastante mais apelativa pela simplificacao resultante da
nao consideracao das deformacoes elasticas, o que é admissivel visto que nestes
processos as deformacoes elasticas sao em geral insignificantes, comparativamente
as elevadas deformagoes plasticas ou visco-plasticas que se produzem. Uma
grande vantagem desta formulacao versus formulacao sélida infinitesimal tem a

ver com o facto de poder alcancar grandes niveis de deformagao e de rotacao.

A principal dificuldade em simular processos de enformacao plastica esta
directamente relacionado com o tratamento em simultaneo de diferentes tipos
de nao lineariedade (cineméticas, fisicas e resultantes do contacto e do atrito),

que se podem resumidamente caracterizar da seguinte forma:

e cinemadticas —
sao devidas a grandes deslocamentos, rotacoes e deformagoes que surgem

durante o processo;

o fisicas —
sao consequéncia do comportamento plastico e visco- plastico do material

em grandes deformacoes;

e resultantes do contacto e do atrito —
sao consequéncia dos fenémenos do contacto e do atrito que tém lugar nas

superficies de contacto entre a peca e as ferramentas.

A simulacao destes processos através do método dos elementos finitos estéd
bem consolidada, quer a partir da formulacao de escoamento plastico ou fluido

e da formulacao sélida. A formulacao de escoamento plastico tem sido muito
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mais usada para processos de enformacao plastica em massa, principalmente para
extrusao e forjamento. Esta formulagdo tem uma implementacao mais facil e

computacionalmente nao muito dispendiosa.

Neste trabalho optou-se pela formulacao de escoamento plastico. No presente
capitulo comega-se por descrever as equagoes constitutivas para o escoamento
plastico, optando-se pelo método de penalidade para impor a condi¢ao de
incompressibilidade de deformacao plastica. A partir do principio variacional
associado a formulacgao irredutivel, aplica-se o método EFG e varios aspectos sao
detalhados, tais como: construgao das fungoes de forma, imposicao das condigoes
de fronteira essenciais e tratamento do contacto e do atrito na zona de contacto

entre a peca e as ferramentas.
4.2 Modelo constitutivo para o escoamento
plastico

Para a modelacao dos processos de enformagao plastica que se pretende abordar

considera-se uma formulagao rigido plastica regida pelas equagoes [93, 94]:

s =2uE (4.1)
M= 3z (4.2)
p= —%tr(a) (4.3)
7 = Yy(&) (4.4)
tr(é) =0 (4.5)
s=o0+pl (4.6)

onde p é a viscosidade, o é o tensor das tensoes de Cauchy, p é a pressao
hidrostatica, s é o tensor das tensoes desviadoras, € é a taxa de deformacao,
o é a tensao efectiva, £ é a taxa de deformacio efectiva e Yy(£) é a fungao de

escoamento plastico.

As equagoes de equilibrio, condigoes de fronteira, condi¢ao de incompressibilidade
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e equacgoes constitutivas para o problema da enformacao plastica podem ser
obtidas a partir do principio variacional associado ao funcional que representa

a energia potencial II(v, p) dada por:

1
H(V,p):/—S:édV—/ptr(é)dV—/b~vdV—/ t-vdF—i—/ Avy 7 dl,
v 2 1% 1% I r,
(4.7)

no qual v é o vector velocidade, p é a pressao, b e t sao respectivamente os
vectores das forcas de volume e de superficie que actuam no corpo. Av; e T sao
respectivamente a velocidade tangencial relativa e a tensao tangencial em I'y,

superficie de contacto entre a peca e a ferramenta.

4.2.1 Imposicao da condicao de incompressibilidade

Existem véarias técnicas para impor a condi¢ao de incompressibilidade (4.5), sendo
as mais usadas as seguintes: método dos multiplicadores de Lagrange e método

da funcao de penalidade.

O segundo termo da segundo membro da equagao (4.7) pode ser visto como
a imposicao da condicao de incompressibilidade através do multiplicador de
Lagrange p, a pressao. Por aplicacao do método dos multiplicadores de Lagrange,
as variaveis principais sao as velocidades nodais v e os multiplicadores de
Lagrange A\. Quando se recorre a discretizacao do principio variacional associado a
II(v, p), através do método dos elementos finitos, o sistema de equagdes resultante
apresenta termos nulos na diagonal principal, o que origina problemas quando se
usa o método de Gauss [103]. Um procedimento habitual para resolver esta
questao, consiste em tratar as equacoes relativas a restricao depois de todos os
graus de liberdade aos quais estao ligadas. Outra alternativa é usar o método do

Lagrangeano com perturbagao [22].

Se a condicao de incompressibilidade for imposta pelo método da funcao de

penalidade o segundo termo do segundo membro da equagao (4.7) é substituido
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pela expressao

o / tr(€)2dV. (4.8)

em que «, o parametro de penalidade, ¢ um ntimero positivo grande. Neste caso,
a pressao ¢ eliminada como uma variavel de campo e obtem-se entao a seguinte

formulagao irredutivel:

H(V)Z/ ls:édV—/b-vdV—/ t-vdF—l—/ 1Av,ﬂ‘df‘—l—a/157’(6')2&W.
v2 v e ry 2 v
(4.9)

O método da fungao de penalidade tem a vantagem de originar uma forma
irredutivel, em que a tunica variavel independente é o campo de velocidades v.
Como tal, nao aumenta o nimero de variaveis do problema nem o numero de

equagoes. No entanto este método tem os seguintes problemas [22]:

e efeito de bloqueamento da solucao do sistema de equagoes —
usando este método, o aumento do valor de « teoricamente conduziria a
uma melhoria na aproximacao da condi¢ao de incompressibilidade. Pode
acontecer, no entanto, que a solugao real se desvie para a solucao trivial
(solugao nula), obtendo-se o que usualmente se designa por bloqueamento

da solugao do sistema;

e mau condicionamento no sistema de equacoes —
o termo (4.8) para valores de a muito elevados pode introduzir mau

condicionamento da matriz de rigidez global do sistema.

Para evitar o bloqueamento da solucao do sistema ¢é usual a utilizagao de uma
técnica de integracao numérica selectivamente reduzida. Esta técnica foi usada
por Zienkiewicz et al. [121, 120], primeiro na andlise de elementos casca e
posteriormente no estudo de escoamentos plasticos incompressiveis. Para a
segunda questao, mau condicionamento do sistema, uma estratégia é aplicar um

processo iterativo que permita utilizar valores mais baixos de « [78].
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4.2.2 Imposicao das condicoes de fronteira

Na formulagao dada pela equagao (4.9) as condigdes de fronteira do tipo essencial
nao foram introduzidas. Quando esta formulacao é usada no contexto do
método dos elementos finitos é possivel utilizar fungoes de forma que assegurem
a imposicao das condigcoes de fronteira essenciais. De facto, as fungoes de forma
definidas segundo o método dos elementos finitos sao interpoladoras, visto que
satisfazem o critério de Kronecker e consequentemente as condigoes de fronteira
essenciais podem ser impostas directamente. No método EFG, tal como foi
abordado no capitulo 2, as fungdes de forma ¢; nao tém caracter interpolatério
(p1(xy) # d17). Por isso, para esse caso serd necessario introduzir aquelas

condicoes.

Neste trabalho escolheu-se o método da funcao de penalidade para impor
as condicoes de fronteira do tipo essencial, que nao envolvem o problema do
contacto, que consiste em acrescentar a equacao variacional dada pela equacao

(4.9) o seguinte termo:

5 ) v V)" (v —v)dr. (4.10)

O funcional modificado é dado por:

II(v) = /%s:édV—/b-vdV—/t-vdFjL/ %Avﬂ‘df
1% 1% I r,

+ « /V tr(€)? dV + 7“ N (v—¥)(v—¥)dl, (4.11)

em que «, € um numero positivo grande, um factor de penalidade para impor as

condigoes de fronteira essenciais em I,,.
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4.2.3 Formulacao do escoamento plastico

Considerando a formulacao do escoamento plastico, ao efectuar a discretizagao
da forma fraca consideram-se as velocidades como varidveis nodais. Seja €2 o
dominio de interesse discretizado por N nds. A aproximacao para cada uma
das componentes da velocidade, num ponto qualquer x do dominio, no caso

bidimensional, é dada por uma combinacao linear das fungoes ¢; tal que:

N

Uy = Z O1(X) Vs, (4.12)
=1
N

vy = Zgb;(x)vyI, (4.13)
=1

em que v, € v, sa0 os respectivos coeficientes (parametros) das combinagoes
lineares associados a cada um dos nés do dominio. Em cada ponto x do dominio

), o campo de velocidades pode entao ser representado matricialmente por:

_H_[% 0 6o 0 - oy 0]
V= - Uyy
0 61 0 G2 0 oy | "

Uy

em que ¢ representa a matriz das fungoes de forma associadas aos pontos
da discretizagao nodal de 2 e ¥ o vector dos parametros nodais. A taxa de

deformagao €, define-se a partir das derivadas espaciais da velocidade como:
) 1
E(V) = 5(112',]' -+ ’Ujﬂ'), (415)

em que v; ; = 0v;/0z;. Matricialmente, a taxa de deformacao representa-se por:

¢ = Lopv, (4.16)



CAPITULO 4. APLICACAO DO METODO SEM MALHA EFG NA SIMULACAO DE

PROCESSOS DE ENFORMACAO PLASTICA 102
em que
Ex 2
E=1|¢ |, L=]0 a% : (4.17)
. o) o)
rygvy B_y oz
(N
,Uyl
éx ¢1,x 0 ¢2,:c 0 Tttt ¢N,x 0 (o
;Y:vy ¢1,y ¢1,m ¢2,y ¢2,x oot ¢N,y ¢N,x
Vg
| Vyn
(4.18)

A partir da equacao constitutiva,

s = Dé = DBV, (4.19)

em que s, vector da tensao desviadora, relaciona-se directamente com € através
[}

da matriz D, em que:

s = [sx Sy Sxy} T (4.20)
20 0 0

D=0 2u 0]. (4.21)
0 0 u

Para problemas axisimétricos tem-se que:
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Upy
. [ T | Y=
£, prr 0 ¢op O o o Gy, O
5 0 é1. 0 ¢o. - . 0 ¢ o
. 1, 2, . : N, .
e=|"|= . ’ . ’ o | v, | =BV, (4.22)
<o o 0 2 O T T 2on 0
rz (bl,z (bl,r ¢2,z ¢2,r oot ¢N,z (bN,r
L . Ury

o

e o vector s e a matriz D sdo:

5= [Sr Sz Se ST’Z] >T (423)
(20 0 0 0]
o 0 2« 0 0
D= K . (4.24)
0 0 2u 0
0 0 0 pu

Comparando os principios variacionais obtidos a partir das equagoes (4.7) e (4.9)

é possivel escrever [118, 21]:

p =~ —atr(€), (4.25)

em que « é o factor de penalidade. Usando o método da funcao de penalidade

ponderada [85], « é escrito através da expressao:
a = Ao, (4.26)

em que A\, ¢ um nimero grande (106 — 107).

A tensao hidrostatica pode assim ser recuperada a partir da expressao

matricial:

0m =-—-p=amlé=am’Bv, (4.27)

m” =111 0] (4.28)
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4.3 Tratamento do contacto e do atrito

4.3.1 Modelacao do contacto

Nos processos de enformagcao plastica, a modelagao do contacto entre a peca e a
ferramenta é uma componente fundamental. De facto, as condigoes de fronteira
vao-se alterando durante o processo e a medida que evolui o contacto entre o

material e a ferramenta.

A modelacao do contacto envolve essencialmente os seguintes aspectos:
determinacao do contacto entre a superficie da peca e da ferramenta e quando
este existe, a necessidade de impedir a penetracao, mas garantindo o deslizamento
(com ou sem atrito) da peca ao longo da superficie do contacto. A perda do
contacto e consequente alteracao das condigoes de contacto deverd também ser

analizada durante o processo.

Um aspecto importante a ser contemplado no algoritmo de contacto diz
respeito a deformabilidade da ferramenta, uma vez que as sucessivas alteragoes
da geometria da pega resultam da interaccao com a ferramenta. Considera-
se a ferramenta rigida, quando a sua deformagao, é muito pequena e por isso
desprezavel. Caso contrario, quando a deformacao é significativa considera-se a
ferramenta como um corpo deformavel. No algoritmo de contacto desenvolvido
neste trabalho, para o caso bidimensional, a ferramenta é considerada rigida e
portanto estd-se numa situagao de contacto entre a pega (corpo deformével) e a

ferramenta (corpo rigido).

Um outro aspecto a ter em consideracao no algoritmo de contacto é a escolha
do método que descreve a interaccao entre a peca e a ferramenta. Algumas

alternativas sao:

e métodos variacionais, tais como o método dos multiplicadores de Lagrange
[10], o método da fungao de penalidade [115] ou a conjugagao dos dois, o

método Lagrangeano com perturbagao [115];
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e métodos directos, baseiam-se na integracao das trajectérias dos nos
colocados na fronteira da pega e na determinagao do menor intervalo de

tempo para o qual novos nés possam entrar em contacto com a ferramenta

18, 78].

4.3.2 Modelacao do atrito

O atrito é um fenémeno importante que esta presente nos processos de enformacao
plastica e que resulta do movimento relativo entre a pega e a ferramenta. Em
geral, o efeito do atrito é indesejavel, mas em alguns processos, como no caso da
laminagem, o atrito é uma parte integrante, necessaria e que faz parte do proprio
processo.

Na superficie de contacto, o deslocamento tangencial nao é restringido, de modo a
permitir o deslizamento da pega relativamente a ferramenta. A tensao tangencial,

T que se opoem a esse deslizamento é dado por:

Avt
T=Tf———— 4.29
MauT (429)
em que 7y ¢ o valor nominal da tensao tangencial de atrito e Av; a componente

tangencial da diferenca de velocidades entre a pega e a ferramenta.

Dois modelos simples utilizados na modelizacao do atrito sao os modelos de
Prandtl e o modelo de Coulomb. No primeiro admite-se uma lei de atrito de factor
constante, que é uma lei de comportamento semelhante a um adesivo. Nesse caso,

a tensao tangencial 7y devida ao atrito ¢ dada por:

Y

Tf:

em que my, factor de atrito, depende das condigoes de lubrificante consideradas
e varia entre 0 (ndo ha atrito) e 1 (atrito total). Y é a tensdo de cedéncia do

material.

No segundo caso, lei de Coulomb 7; é dada por:
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o, Sse Un<L

=M HIom =3 (4.31)
X ose HrO > X
V3 Jon =3

em que fiy é o coeficiente de atrito e o, ¢ a tensao normal na zona de contacto.

4.3.3 Elementos de contacto

Estabelecido o contacto entre a peca e a ferramenta, define-se
Av =vF —v, (4.32)

em que v é a velocidade num ponto material da ferramenta e v a velocidade do

ponto material coincidente na pega. O vector da velocidade relativa num ponto

da zona de contacto, Av é representado por:

Avt
Av,,

Av = , (4.33)

em que Av; e Av,, sao respectivamente as velocidades tangencial e normal relativa.
No ponto de contacto entre a peca e a ferramenta, a velocidade normal relativa

nesse ponto deve verificar:

Av-n=vl—-v, =0, (4.34)

n_

em que n é a normal a superficie no ponto de contacto. Neste trabalho a condigao
anterior é imposta pelo método da funcao de penalidade no principio variacional.

Ao funcional (4.11) é acrescentado entao o seguinte termo:

«

L[ (Av,)? dr, (4.35)
2 Jr ;

em que oy ¢ um numero grande, factor de penalidade para impor a condicao

(4.34), resultando o funcional dado por:



CAPITULO 4. APLICACAO DO METODO SEM MALHA EFG NA SIMULAGAO DE
PROCESSOS DE ENFORMACAO PLASTICA 107

1 1
(v) = /§s:édV—/b-vdV—/t~vdF+/ 52T dl
1% 1% I T's

+ a/ tre2dv+ 2 [ (v—9T(v—9)dl + 2 [ (Av,)?dr,
v 2 Jr, 2 Jr,

(4.36)

o qual pode ser reescrito da seguinte forma:

II(v) = ls:édV— b-vdV — [ t-vdl+ 1Av-a‘ dr
v? v Iy 2

+ /V tr(é)* dV + 7“ Fu(v — ) (v —¥)dl, (4.37)

em que oy é o vector das tensoes para pontos da zona de contacto. A partir
do principio variacional associado a este funcional é possivel obter o,,, tensao de
contacto normal a partir de

on = o Avy,. (4.38)

Considerando que a tensao tangencial 7 é dada pela equacao (4.29) e o,,, tensao
de contacto normal é imposta pela equacao (4.38), o vector das tensoes, oy para

pontos da zona de contacto é dado por:

Tf
U R
On 0 Oéf

O contacto e o atrito tal como foram descritos no ponto anterior sao

Avt

= D¢Av. 4.39
Av, £ (4.39)

introduzidos através de uma camada de elementos finitos de contacto [23, 51|,

figura 4.1.

Considera-se assim que as velocidades dos nés do elemento de contacto
ligados a peca deformada sao aproximadas por uma formulagao acoplada entre

os elementos finitos de contacto e a formulacao EFG construida no dominio da

peca.

Sejam ny e n, o nimero de nés para a discretizacao da ferramenta e da pega,

respectivamente. Os indices dos nés na interface, Iy e I, sao dados por:
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Ferramenta

Interface

® © 0 o o o
.B......
e O o0 o000 o

e o

Peca

Figura 4.1: Elemento de interface 2D.

n,ty,b
yA Y Y 4 E’tx,bx
A
3 n
1 1 4
O O
2 O O E
2 3
> =1 &=1
X

Figura 4.2: Elemento de contacto.
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]f = {i17i27”'inf}7 (440)
]p: {j1>j2>"'jnp}> (441)

em que
N =ns +n,. (4.42)

Define-se uma camada de (ny — 1) elementos de contacto de 4 nés ao longo da
superficie, figura 4.2. Para cada elemento de contacto é definido um sistema de
coordenadas local na coordenada natural £, —1 < £ < 1, figura 4.2. Seja e um
elemento de contacto. A velocidade relativa em qualquer ponto do elemento de

contacto e é definida por:

r(§) = Ni(§)(v(x1) = v(x2)) + Na(€)(v(xs) = v(x3)), (4.43)

onde v(x;) e v(x4) sado as velocidades nos nés do topo do elemento (ferramenta)
e v(x2) e v(x3) as velocidades nos nés da base do elemento (pega). N; é a funcao
de forma associada ao i-ésimo né ( localizado no topo do elemento e ), que se

exprime em termos da coordenada local £ por:

1
Ni:§(1—|—£§i), 1=1,2. (4.44)
Matricialmente,
_Uil_
Uy
vl
N, 0 =Ny 0 =Ny 0 Ny 0 !
() =" : ? ? oz | (4.45)
0 Nl 0 —Nl 0 _N2 0 N2 ,U:lvg
Uy
o
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r(¢) = Nv', (4.46)
em que v! contém as velocidades locais dos nés do elemento. Para um elemento

de contacto (espessura nula), através da formulagao isoparamétrica tem-se que:

xr = Nl(g)l’l + NQ(&)[L’Q, (447)

y = Ni(§yr + Na(§)yo, (4.48)

em que x; e y; representam as coordenadas nodais para o mesmo elemento.

l

Considerando que as velocidades locais v' podem ser obtidas a partir das

velocidades globais v¢ e da matriz Ag(§) de transformagao por:

!
vi= [Uj] = Ao (6)V°, (4.49)
Yy
em que
cosf sind _, [ 0y/O¢
A = , 6 =tan™! 4.50
olt) [— sinf cos 9] <8x/8§) (4.50)
T
eve= [v; vﬂ .
As velocidades r(§) podem ser reescritas por:
r(§) = NAg(§)v", (4.51)

em que a matriz N foi definida anteriormente e o vector v¢ contem as velocidades
nodais (nés 1 , 2, 3 e 4) em coordenadas globais. No sentido de calcular v¢,
considera-se que para o elemento representado na figura 4.2, as velocidades nos
nés 1 e 4 sao calculadas segundo a formulacao MEF, enquanto que as dos nés

2 e 3 através da aproximacao baseada no método EFG. Considerando que as



CAPITULO 4. APLICACAO DO METODO SEM MALHA EFG NA SIMULACAO DE

PROCESSOS DE ENFORMACAO PLASTICA 111
velocidades nos nés da base do elemento sao dadas por:
v(x2) = Y dr(x2)vr, (4.52)
Iel,
v(xs) = > or(xs)vr, (4.53)
Iel,

em que [, corresponde aos indices dos nds da peca (discretizagao da peca) e que

v(x1) e v(xy), pelo MEF, o vector v¢ pode ser reescrito por:

] _ BED
1
. B., Uy,
v
1
{0 fr2
2
o B, Uys
vi=| | = =B.v,
UC
3
B.,
UC
Y3
C
v
T4
e | B 1 | Yan
[ Y4
[ Vyn

em que as matrizes B,,, B.,, Be;, Be,, € R?**Y s3o definidas por:

0 -+« - 0100 -+ -0
Bcl = ’
0 - - 0010 -+ ---0
L
(2n1 —1)—ésima coluna (2n1)—ésima coluna
B _ ¢, 0 - 00 -+ ¢, 0 ]
c2 T b))
0 ¢ 00 0 @5 -
B, — ¢y 0O - 00 - ¢, 0 .- |
0 o 0 0 0 ¢ -

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)
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O -0 - 10 -0 ---0
BC4 = s (458)
O ---0 ---01 -0 ---0
Ll
(2n4—1)—ésima coluna (2n4)—ésima coluna

em que ni, ng, N3, Ny sao os indices dos nos 1, 2, 3, 4 respectivamente no mapa
de conectividades global. Os conjuntos I,,, = {J1,j2,**Jx} € Iny = {11,729, - -7}
contém respectivamente os indices dos ndés que pertencem aos dominios de

influéncia dos nés 2 e 3. Tem-se entao que:

r(§) =BV, (4.59)

em que

B, = NAo(¢)B.. (4.60)

O vector v contém os parametros nodais correspondentes a discretizacao da pega
e da ferramenta. A matriz de rigidez associada ao elemento de contacto é entao

obtida sob a forma usual:

Kfz/F B}D,B; dV. (4.61)
f

4.4 Sistema final

Considerando que o dominio de interesse é discretizado por N nds e usando

um procedimento analogo ao que ¢é usual na aplicagao do método dos elementos
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finitos, substituindo as equagoes (4.14) a (4.28) no principio variacional obtido a

partir de (4.37) resulta o seguinte sistema de equagoes nao linear:
Kv =f, (4.62)
em que
K = K'+K'+ K"+ K/,
K}, = / BIDB; dv,
Q
K = / aBTmm”B; dV,
Q
Ki, = au | ¢1S¢,dl,

Tu

K/ = /FB}“Dfodv,
f

f[ = ¢]E dl’ + Oy, ¢[SV dF,
Iy Tu
¢I,7” 0
0 2
BI = 1 ¢I7 )
~¢or 0
¢I,z ¢I,r

S [Sl 0] 5= { 1 sew; esta prescrito em I, (4.63)

0 S

0 se v; nao estd prescrito em I,

e D, Dy, By, sao definidas respectivamente pelas equagoes (4.24), (4.39), (4.60)

e as fungoes ¢; sao as fungoes de forma definidas no método EFG.
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4.4.1 Integracao Numérica

Para obter a matriz de rigidez global K e o vector f que fazem parte das equagoes
discretas, resultantes da aplicacao método EFG é necessario calcular integrais
sobre o dominio (2, fronteiras I',, I'; e superficie de contacto I'y. Para efectuar o
calculo numérico dos integrais envolvidos, dominio e fronteiras sao subdivididos
em subdominios, ou células de integragao, existindo varias possibilidades, as quais
foram descritas no capitulo 2.

A divisao do dominio 2 em células de integracao €2, pode ser independente da
discretizacao que se considerou para definir a aproximacao segundo o método
EFG. Neste trabalho, para calculo numérico de integrais ao longo do dominio,
para a matriz K, considerou-se uma estrutura de integracao formada por
elementos ou células quadrilateros 2., em que os vértices de cada célula sao

os nos da discretizagao para €. Neste caso, representa-se por

Q=u Q.. (4.64)

e=1

A estratégia adoptada, neste trabalho para a malha de integragao deve-se ao
facto de se tratar de um processo nao estacionario, em que em cada intervalo de
tempo ha uma actualizagao da geometria e alteracao da fronteira do dominio.
No cédigo desenvolvido, utilizou-se o Matlab como linguagem de programacao.
O recurso a um gerador de malhas automatico, externo a partir do Matlab nao
foi viavel. De facto, dentro desta aplicacao a tnica possibilidade foi utilizacao
da funcao interna pdemesh, que serve para definir malhas triangulares, mas que

oferece pouca flexibilidade porque nao é propriamente um gerador de malhas.

Considere-se €2, um elemento da malha de integracao, conforme apresentado

na figura 4.3.

Sejam ¢ = (&,n) as coordenadas do quadrado unitario, tal que (£,7n) €

[—1,1] x [-1,1]. Para um elemento isoparamétrico e com N¢ nés tem-se:

N
re =Y Ni(Q)zs, (4.65)
i=1
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Ny

ve = > NilQ)y, (4.66)
i=1

em que V; sao as fungoes interpoladoras, em coordenadas naturais (£, 7). No caso

do elemento quadrildtero (NS = 4) sdo dadas por:

Ni= 41+ €6)(1 + ) (4.67)

e &, n; sao os respectivos valores nodais em conformidade com o elemento

representado na figura 4.3. Matricialmente, tem-se que:

Ny
N.
x(€,1) = [5’” e 9’4] | (4.68)
Y1 Y2 Y3 ya| | Vs
Ny
e define-se :
27 e i—1 Az Ti i=1 Az Yi
g 9x o og 2imt g 1 2t e . (4.69)
o¢ ' |9z Oy s oN; s %y.
877 an =1 an v =1 an v
Para o elemento (), (coordenadas globais) tem-se que:
o o ox
| BIDeOB () a0 = | BE(CDE(E)B () | 5 | d%. (170
e ¢

O integral sobre o elemento )¢ ¢ calculado numericamente através de uma
determinada regra de integracao. Neste trabalho usou-se quadratura gaussiana.
A submatriz resultante da equagao (4.70) corresponde a contribui¢ao do elemento
Q. para a submatriz K¢;. De facto, K¢, obtém-se somando as contribui¢oes de
todas as células Q.. Por sua vez, K¢, é nio nula s6 quando os suportes de ¢;
e ¢ tém interseccao diferente do vazio. A contribuicdo de um ponto de Gauss,
X, para a matriz de rigidez faz-se por determinacao dos nds da discretizacao

N o . . . . d
que pertencem a vizinhanga de x,. Em particular, x, contribui para K¢; se
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wr(x,) > 0ewy(x,) > 0, em que w é uma funcdo de peso com suporte compacto,
com propriedades semelhantes a funcao de peso que foi usada na descricao do
método EFG.

Outro aspecto relevante, diz respeito ao efeito de bloqueamento do sistema de
equagoes, referido anteriormente, que pode surgir devido a imposicao da condicao
de incompressibilidade através do método da funcao de penalidade. Este aspecto
foi abordado por Dolbow et al. [37] e Askes [1] no contexto dos métodos sem
malha, que concluiram que, de forma semelhante ao que acontece no método
dos elementos finitos, é conveniente usar uma técnica numérica apropriada,
por exemplo integracao numérica reduzida como forma de evitar este efeito
indesejavel. Por esta razao, no célculo de K" usou-se integracao reduzida, (1 x 1)
ponto de Gauss em cada célula ., enquanto que para K¢ aplicou-se (4 x4) pontos
de Gauss. Para os integrais de fronteira, I', e I'; consideraram-se subdivisoes
uniformes da fronteira com 4 pontos de Gauss e um procedimento analogo ao das
matrizes K¢ e K". O célculo da matriz K/ de cada elemento pode ser efectuado

como um integral de linha definido por:

1/2

K/ :/j BID,B, {(g%)ﬂ (g—z)z] 3 (4.71)

4.4.2 Resolucao do sistema de equacoes

O sistema de equagoes nao lineares obtido, representa as equagoes de equilibrio
para o sistema num dado instante. A equagao (4.62), resulta da aplicacdo da
formulagao de escoamento pléastico irredutivel, em que se usou o método da fun¢ao
de penalidade para impor:

e condicao de incompressibilidade

e condicoes de fronteira essencial

e restricao do contacto
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O sistema de equagoes nao linear (4.62), pode ser resolvido através de véarios
métodos numéricos, sendo os mais usados, o método iterativo simples, o método
de Newton-Raphson e o método de Newton-Raphson modificado. Neste trabalho
usou-se o método iterativo simples. Basicamente, a sua aplicacao consiste no
seguinte: a partir da estimativa v’ para o campo de velocidades v, determina-se

uma nova aproximacao, vt calculada por:

K(v)vt =f, (4.72)

a qual vai ser usada na iteracao seguinte. Para controle do erro numérico durante

0 processo iterativo considerou-se o seguinte critério de paragem na iteracao i+ 1:

Hv(i-i—l) _ VzH
W < Tol, (4.73)
em que Tol é um majorante admissivel, predefinido pelo utilizador, para o
erro relativo entre duas aproximagoes consecutivas. O método iterativo simples
converge rapidamente nas iteracoes iniciais para um valor de Tol minimamente
aceitavel. Contudo, quando se diminui Tol no sentido de obter uma aproximagcao
mais precisa, o processo torna-se muito lento porque para atingir a solug¢ao com a
precisao desejada o niimero de iteragoes aumenta signifivativamente. O método
de Newton-Raphson é um método, em geral, mais poderoso mas por vezes a
sua convergéncia ¢ sensivel a precisao numérica da aproximagao inicial, para
o campo de velocidades v. A aproximacao inicial deverd ser uma estimativa
razoavel da solucao. E, por isso, frequente usar o método iterativo simples, para
obter uma aproximacao para v, em poucas iteracoes, uma vez que este ¢ rapido
nas iteragoes iniciais e depois a usar a estimativa obtida como aproximagcao inicial

para arranque do método de Newton-Raphson.

4.4.2.1 Integracao no tempo

Os processos de deformagao plastica em massa, sao em geral nao estacionarios.

As equacoes tém de ser integradas no tempo e normalmente o processo de
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enformacao é simulado numa sequéncia de intervalos de tempo. Em cada intervalo
de tempo, At as coordenadas dos nés (geometria) e principais varidveis tém de

ser actualizadas. Para proceder a esta actualizacao ha basicamente dois métodos:

e Método implicito:

Xt At = Xt + ((1 — Q)Vt + evt+At)At, 0<@ < 1. (474)

e Método explicito:

Xt At — Xt + Atvt. (475)

Nos métodos implicitos, a geometria num dado instante, ¢t + At, é calculada a
partir da configuracao no instante t e das velocidades nos instantes ¢t + At (nesse
instante) e t. Em geral, a velocidade nesse instante, t+ At, ainda nao é conhecida.
Por esta razao, a aplicacao de métodos implicitos envolve um processo iterativo
a equagao (4.74), em que se vao definindo em simultaneo aproximacgoes para a
geometria X, A; € para a velocidade vy a¢. Nos métodos explicitos, a geometria
no instante ¢t + At é calculada a partir da geometria e das velocidades no instante
t.

Segundo Zienkiewicz [118], o método implicito é mais robusto e eficiente, em
particular para problemas que envolvem um elevado ntiimero de varidveis (malhas
adaptativas, por exemplo). O método explicito implementa-se facilmente e do
ponto de vista computacional nao é dispendioso, mas para garantir a convergéncia
deste método ha que impor que o intervalo de tempo At seja inferior a um dado
valor critico [95, 18, 33].
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n Y3
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n =1 _ 3 > X3
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Y2
Ayl 2
—_ 1 ] > X5
y n=-1 ¥, \ \
=1
£=-1 ¢
1 |
X

Figura 4.3: Elemento quadrildtero linear.



Capitulo 5

Aplicacoes e Exemplos

5.1 Introducao

Neste capitulo utiliza-se o modelo desenvolvido, para simular processos de
enformacao plastica. A partir das equagOes que descrevem o problema,
considerando um comportamento rigido visco-pléastico, fez-se uma discretizacao

das equagoes governativas resultantes através do método sem malha EFG.

Nos exemplos de aplicacoes em forjamento apresentados consideraram-se as

seguintes condicoes:

e deformacao elastica foi negligenciada (adoptou-se a formulacao de

escoamento plastico);
e efeitos de encruamento foram incluidos;

e efeitos térmicos foram ignorados;

Na implementagao do método EFG para os exemplos apresentados usou-se
para fungio de peso a spline ciibica com a seguinte base quadratica p’(x) =
[1 x y 22 zy y?|. Para o cédlculo numérico dos integrais considerou-se

uma malha de integracao de elementos quadrangulares lineares em que os

120
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vértices coincidem com os nods considerados na discretizacao do dominio. Para
cada célula de integracao usou-se quadratura gaussiana com 4 X 4 pontos de
quadratura de Gauss (npg = 16). Na implementagao do método EFG para os
exemplos apresentados neste capitulo, efectuaram-se dois tipos de discretizacao
para o dominio: discretizacao nodal uniforme e nao uniforme. Em ambas as
discretizacoes usaram-se dois processos diferentes para o calculo do dominio de

influéncia influéncia, descritos em seguida.

Dominio de influéncia definido a partir do conceito de distancia (tipo
A)

Para cada né x; escolhe-se 0 n-ésimo né (tipicamente o terceiro ou o quinto)
mais proximo de x; (ver a figura 5.1). Seja k o indice de tal né. O raio do dominio

de influéncia de x;, hy, é calculado por:
h’I - dmax || X7 — Xk ||a (51)

em que o parametro d,,., toma valores entre 2.0 e 4.0.

Dominio de influéncia definido a partir de um nimero fixo de nés

vizinhos (tipo B)

Para cada né x; determinam-se os m; nés mais proximos de x; (ver figura
5.2). A partir destes, selecciona-se o né mais afastado de x;. Seja r o indice de

tal n6. O raio do dominio de influéncia de x;, h; é dado por:

hr =|x; —x, | - (5.2)

Na determinacao do dominio de influéncia do tipo A para cada x;, o
numero de nos seleccionado depende de x;. A principal diferenca relativamente
ao dominio de influéncia do tipo B estd no facto de este incluir sempre um
numero de nés constante, pré-definido para cada x;. Ao considerar-se uma
discretizacao nodal nao uniforme, os efeitos de aplicar cada um dos dominios sao
significativamente diferentes, devido a variagao da densidade nodal. Na simulacao
numérica dos exemplos apresentados, em que a geometria e a fronteira vao sendo
progressivamente actualizadas, no final de cada intervalo de tempo At os dominios

de influéncia sao calculados de novo para cada no.
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Figura 5.1: Exemplificagdo de dominios de influéncia circular do tipo A( k = 3 e
dmaz = 2,0).
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Figura 5.2: Exemplificagdo de dominios de influéncia circular do tipo B (n; = 20).
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Nas descrigoes de ambos os tipos de dominio considerou-se a forma circular.
Para obter dominios com forma rectangular, basta definir o rectangulo que

circunscreve o circulo de raio h; e que tem cada um dos lados com comprimento
dado por h} = 2h;.

Com o objectivo de comparar os resultados com a solucao do método
dos elementos finitos, todos os exemplos apresentados neste trabalho foram
também implementados através do MEF. Nesta implementacao, procedeu-se
a discretizacao da geometria inicial da peca e das ferramentas através de
elementos quadrangulares lineares e elementos de contacto, com atrito, lineares.
Para modelacao do contacto e do atrito, seguiu-se a formulacao adoptada nas
referéncias [23, 103]. O modelo desenvolvido baseado no MEF, tal como o
do EFG, foi implementado através da aplicacao Matlab. Todos os moddulos
foram concebidos de raiz, nomeadamente a geragao de malhas estruturadas. Nos
diversos graficos ilustrados as cargas de enformagao calculadas através do MEF
sao sempre apresentadas como elemento de referéncia. Os resultados obtidos pelo

MEF foram comparados com os da literatura [103].
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5.2 Exemplos Numéricos

5.2.1 Exemplo 1: Compressao de um cilindro metalico

Neste exemplo considera-se a compressao de um cilindro metalico com altura
e diametro iguais a 20mm, a temperatura ambiente, cujo procedimento
experimental é descrito por Mori et al. [84]. Tomou-se também como referéncia o
estudo numérico através do método dos elementos finitos apresentado por Sousa
[103]. A func@o de escoamento para o material usado, ago ao carbono (25%), a

temperatura ambiente é a seguinte:

& = T48(+0,0397)**'  MPa. (5.3)
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Figura 5.3: Compressao de um cilindro metélico. Geometria inicial e discretizagao
nodal nao uniforme.
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Na figura 5.3 esta representada a geometria inicial da peca. Em todas as

situagoes apresentadas neste exemplo, devido a simetria, apenas um quarto da
peca foi modelada. A simulacdo do processo foi efectuada até 50% de reducao
em altura do cilindro por um processo incremental. A velocidade da matriz foi
de 0,2mm/s, o que corresponde a uma reducao da altura de 2% relativamente a
altura inicial em cada intervalo de tempo.
Os seguintes valores de factor de atrito foram considerados: my = 0,0 emy = 1,0.
Neste exemplo, caso nao seja dito nada em contrario, pressupoe-se que em todos
as simulacoes se considerou numa discretizacao nodal nao uniforme, conforme a
da figura 5.3.

5.2.1.1 Solugao sem atrito (m; = 0,0)

Procedeu-se a simulagao da compressao de um cilindro através da aplicacao do
modelo computacional desenvolvido, baseado no método EFG. Considerou-se
uma lei de atrito de factor constante my = 0,0 (sem atrito). Os parametros de
penalidade envolvidos no modelo, respeitantes a condicao da incompressibilidade
(eq. 4.26), restricgao de contacto (eq. 4.34) e imposigao das condigoes de fronteira

(que nao envolvem o contacto) sdo os seguintes

Ao = 10* (5.4)
ay = 10° (5.5)
a, = 10, (5.6)

Na primeira fase deste estudo, para cada né x; definiu-se um dominio de influéncia
circular do tipo A, em que se considerou o terceiro né mais proximo de X;j.

Analizaram-se 3 situagoes correspondentes as seguintes variagoes do parametro

dma:c:

Casol: k=3,dnw=2,5 (5.7)
Caso2: k=3,dpw =3,0 (5.8)
Caso3: k=3,dnew =3,5. (5.9)

Com o objectivo de averiguar a influéncia do ntimero de pontos de Gauss,
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para cada um destes casos utilizaram-se respectivamente 2 x 2 (npg = 4) e 4 x 4
(npg = 16) pontos em cada célula de integracao. Os resultados obtidos estao
representados nos dois graficos que constituem a figura 5.4. Tal como ilustra esta
figura, a evolugao das cargas calculadas pelo método EFG no topo e das reacgoes
na base da peca, em funcao da redugao em altura, sao praticamente coincidentes,
de forma geral, em qualquer um dos 3 casos analisados, até uma reducao em
altura de 50%. No entanto, a solucao obtida para npg = 16 é significativamente
melhor relativamente a obtida para npg = 4, muito em particular no Caso 1. De
facto, quando se usa npg = 4 verifica-se que a partir de 35% —40% de reducao em
altura ha um afastamento da carga de enformacao relativamente a solugao dada
por MEF, resultando nitidamente uma degradacao da solucao final. Este efeito

é mais acentuado no Caso 1.

Um estudo semelhante foi feito com um dominio de influéncia circular do tipo

B. Analisaram-se os seguintes casos:

Casol: n;=16 (5.10)
Caso2: ny=20 (5.11)
Caso3: ny=24. (5.12)

Analogamente ao que aconteceu na aplicagao do dominio de influéncia circular
do tipo A, os resultados obtidos sao muito satisfatérios, tal como ilustra a figura
5.5. Na solucao obtida correspondente a utilizacao de 2 x 2 pontos de Gauss,
manifesta-se uma ligeira degradacao desta, praticamente irrelevante, a volta de

50% de reducao em altura.

A figura 5.6 apresenta o erro relativo para as cargas de enformagao calculadas
pelo método EFG, para cada um dos casos analisados com um dominio de
influéncia do tipo A e B, respectivamente. No cédlculo do erro relativo,
considerou-se para melhor aproximacao a solugao dada pelo MEF. O erro
mantem-se estdvel e baixo até uma reducao de cerca de 35% de reducao em
altura, crescendo com a distorcao da malha de integracao. No Caso 1 os erros

sao maiores, sendo praticamente iguais para os outros dois casos.

Simulagoes andlogas foram efectuadas para uma discretizagao nodal uniforme



CAPITULO 5. APLICACOES E EXEMPLOS 128

e os resultados nao mostram diferengas significativas, nao sendo por isso aqui

apresentadas.

5.2.1.2 Solugao para atrito seco (m; =1,0)

Procedeu-se a simulacao da compressao de um cilindro, nas condicgoes referidas
anteriormente, mas desta vez considerou-se uma lei de atrito de factor constante
mys = 1,0. Consideraram-se dominios de influéncia do tipo A (k = 4, dyper =
2,5k = 4,dpmae = 3,0) e do tipo B (n; = 22). Para cada um destes, fez-se
variar o numero de pontos de quadratura em cada célula de integragao, de forma

analoga ao estudo feito em §5.2.1.1. Os resultados sao apresentados nas figuras
5.7 ebH.8.

Quando se considera um dominio de influéncia do tipo A, (k = 4, dypee = 2,5),
analizando a figura correspondente, figura 5.7, destaca-se o seguinte aspecto:
os valores das cargas calculadas no topo e das reacgoes na base da peca sao
coincidentes até préximo de 45% de redugao em altura, independentemente de se
usar 2 X 2 ou 4 x 4 pontos de quadratura em célula de integracao. No entanto,
a partir de 45% de redugao hd um afastamento das cargas nos dois casos e
verifica-se uma degradacao significativa quando se usa 2 X 2 pontos de quadratura.
A utilizagao de 4 x 4 pontos de quadratura é pois significativamente vantajosa

relativamente a de 2 X 2 pontos.

Na situacao em que se atribuiu k =4 e d,,., = 3,0, figura 5.8, o afastamento
das cargas calculadas no topo e reaccoes na base da pecga, manifesta-se mais cedo,
a volta de 25% — 30%. Em termos globais hd um empobrecimento da solucao
quando se usam 2 x 2 pontos de quadratura, em qualquer dos casos. No MEF,
independentemente de se usar 2 x2 ou 4 x4 pontos de quadratura nao ha alteracao

da evolucao da carga, o que nao acontece no método EFG.

Neste exemplo, nas mesmas condigoes os resultados com um dominio do tipo
B sao significativamente melhores, comparativamente aos obtidos com os do tipo
A, tal como ilustra a figura 5.9. Esta melhoria, verifica-se, quer se considere para

a geometria inicial uma discretizacao nodal uniforme ou nao uniforme.
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Por observagao da evolucao da geometria, quando se considera discretizagao
nodal nao uniforme, é visivel um grande afastamento entre os nds na zona
de menor densidade nodal, a volta da origem. Nesta zona, a medida que vai
aumentando a reducao em altura verifica-se um empobrecimento no nimero de
nos a ser incluido. Num dominio de influéncia do tipo B, isto nao acontece,
mesmo em zonas de menor densidade nodal, porque pela forma como este tipo de
dominio é definido, para cada né é imposto o niimero de nds (constante ao longo

do processo) a incluir.

5.2.1.3 Solugao obtida para um nivel de redugao de 50%

A figura 5.10 representa a geometria inicial da peca, composta por duas partes: a
parte superior que corresponde a discretizagao nodal considerada no método EFG
e na parte inferior a malha de elementos usada no MEF. As figuras 5.11 e 5.12
ilustram respectivamente a forma final da peca, correspondente até uma reducao
em altura de 50% obtidas através do MEF e do modelo baseado no EFG para os
seguintes valores de factor de atrito: 0,0 e 1,0. Nestas figuras, analogamente a
figura 5.10, a parte superior e inferior estao associadas respectivamente a solucao
dada pelo EFG e MEF.

A figura 5.13 destaca simplesmente a geometria obtida respectivamente pelo
método EFG e MEF, para uma reducado em altura de 50% e para um valor
de factor de atrito igual a 1,0. A forma final obtida pelos dois métodos sao

semelhantes, em ambas as situagoes.

A figura 5.14 representa globalmente a forma final da peca, correspondente
a uma reducao em altura de 50%, obtida pela solugdo do modelo baseado no
método EFG para o caso em que se considerou um valor de factor de atrito igual
al,0.

No processo de simulagao numérica, em qualquer das situacoes considerou-se
um quarto da pega. Nas figuras 5.11, 5.12 e 5.14, a geometria representada foi

obtida por construcgao, por simetria, a partir dos resultados da simulagao.
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As figuras 5.15 e 5.16 representam o campo de deformacao efectiva que
resultam respectivamente da solucao dada pelos métodos EFG e MEF, no instante
correspondente para uma reducido em altura de 50%, em que se considerou
my = 1,0. Tal como estas figuras ilustram, as distribui¢oes de deformacao
efectiva obtidas pelo modelo numérico desenvolvido baseado no método EFG

sao semelhantes as obtidas pelo MEF.
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Figura 5.4: Evolucao das cargas calculadas no topo e das reacgoes na base da peca
pelo método EFG, para os 3 casos analisados num dominio do tipo A (m; = 0,0).
Considerou-se respectivamente npq = 4 e npq = 16.



CAPITULO 5. APLICACOES E EXEMPLOS 132

450 dominio de influéncia do tipo B

—— MEF
400 4 a caso 1: cargas no topo 4
¢ ..........leaccoes na base N
o caso 2: cargas no topo 4
350 A ,
—_ o ........reaccoes na base
Z .
S 300 + caso 3..cargas~n0 topo
~ Xl reacgoes na base
«
) 250 A
@
O 200
150
100 . . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Reducdo em altura (%)
dominio de influéncia do tipo B
450 —— MEF
a caso 1: cargas no topo
400 - 9
< ............leaccoes na base
o caso 2: cargas no topo
350 1 i’
— o ... reaccdes nabase
Z .
< 300 4 + caso 3: .cargas~no topo
~ Xl reacgoes na base
S 250
S
IS
O 200
150
100 . . . . . . . . . . .

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
Reducéo em altura (%)

Figura 5.5: Evolucao das cargas calculadas no topo e das reacgoes na base da peca
pelo método EFG, para os 3 casos analisados num dominio do tipo B (m; = 0,0).
Considerou-se respectivamente npq = 4 e npq = 16.
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Figura 5.6: Evolucao do erro relativo das carga de enformacao, calculadas pelo
método EFG para os 3 casos analisados em cada um dos dominio de influéncia.
Considerou-se: my = 0,0, npg = 16 e a solucao obtida pelo MEF como referéncia

para o célculo do erro.
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Figura 5.7: Evolucao das cargas calculadas pelo método EFG no topo e as
reaccoes na base da pecga, em que se considerou um dominio de influéncia do
tipo A (k =4;dper = 2,5 ) com my = 1,0.
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Figura 5.8: Evolugao das cargas calculadas pelo método EFG no topo e as
reaccoes na base da peca, em que se considerou um dominio de influéncia do

tipo A (k = 4; dpas =

3,0) com my = 1,0.
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Figura 5.9: Evolugao das cargas calculadas pelo método EFG no topo e as
reacgoes na base da peca, em que se considerou Ny =22 e my = 1,0.
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Figura 5.11: Forma final da peca correspondente a reducao em altura de 50%
pelo método EFG e pelo MEF para o seguinte valor de atrito: m; = 0, 0.
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Figura 5.12: Forma final da peca correspondente a reducao em altura de 50%
pelo método EFG e pelo MEF para o seguinte valor de atrito: m; = 1, 0.

Figura 5.13: Geometrias correspondentes a uma redugao em altura igual a 50%
obtidas respectivamente pelo método EFG e pelo MEF, em que se considerou
my = 1, 0.
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Figura 5.14: Forma final da peca correspondente & reducao em altura de 50%

pelo método EFG para my
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Figura 5.15: Deformagao efectiva para uma redugao em altura de 50% (m; = 1,0)
obtida pelo método EFG.
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Figura 5.16: Deformacao efectiva para uma redugao em altura de 50% (m; = 1,0)
obtida pela solucao MEF.
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5.2.2 Exemplo 2: Compressao de um varao metalico

semi-encastrado

Neste exemplo considera-se a compressao de um varao metélico semi-encastrado.
A simulagdo numérica deste exemplo, através do método dos elementos finitos
(MEF) foi feita por Martins [78] e Sousa [103]. Na geometria inicial o varao tem
diametro interno de 12, 7mm e altura de 31, 75mm. Na implementag¢ao numérica
apenas se considerou metade da peca devido a sua simetria. A geometria inicial
do problema e a discretizacao efectuada através de 168 néds, esta representada na
figura 5.17. A funcdo de escoamento para o material usado, aco SAE 1040, a

temperatura ambiente é dada por:

.Y = 574,28 M Pa. (5.13)
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Figura 5.17: Compressao de um varao metélico semi-encastrado. Geometria

inicial e discretizacao nodal.
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O problema foi analisado de forma incremental, em que a geometria e as
condigoes fronteira vao sendo progressivamente actualizadas. Considerou-se uma
velocidade de descida da matriz constante e igual a 1,95mm/min e escolheu-se o
intervalo de tempo At de forma a obter uma percentagem de reducao em altura
da zona do var@o nao encastrada (altura livre) igual a 1% em cada intervalo de
tempo. Considerou-se para cada né da discretizacao um dominio de influéncia do
tipo B com N; = 22.

A figura 5.18 apresenta a evolucao da carga de enformacao calculada através
do método EFG, do MEF assim como a carga experimental, respectivamente
para os casos em que se considerou my = 0,0 e my = 0,25. Por observagao desta
figura (5.18) constata-se que até ao instante que corresponde a uma redugao em
altura de 35% h& concordancia entre os resultados do EFG, do MEF e os valores

experimentais.

Na figura 5.19 representa-se a evolugao do perfil geométrico da superficie
exterior no contacto entre a pega e a matriz superior, quantificada pelo quociente
R/Ry, onde Ry representa o diametro inicial do provete. Analisando esta figura
verifica-se que até uma percentagem de reducao muito préxima de 50% os valores
obtidos pelo modelo desenvolvido sao muito semelhantes, em ambos os casos
(my = 0,0 e my = 0,25) aos obtidos pelo MEF. De facto, s6 a partir de 45%
é que se verifica um afastamento dos valores obtidos pelos dois métodos, que a
partir de 50% aumenta de forma acentuada, sendo no entanto este afastamento

maior no caso de my = 0, 25.

A evolugcao da geometria da pega ao longo do processo estd representada
na figura 5.20 para o caso em que se considerou para valor de factor de atrito
my = 0,25. Nesta figura, a geometria representada num dado instante ¢ formada
por duas partes, esquerda e direita que correspondem respectivamente a solugao
obtida a partir do MEF e do modelo desenvolvido baseado no EFG. Comparando
de uma forma global a evolucao da geometria obtida pelos dois métodos, hda uma
semelhanca muito grande até um valor de redugao em altura a volta de 45%. Na
figura em que estd representada a geometria correspondente a uma reducao em

altura de 45% verificam-se algumas diferencas, localmente, muito em particular
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na zona de contacto da peca com a matriz inferior. De facto, comparando o
processo de reducao pelos dois métodos, até um valor de redugao em altura de
60% hé& um aspecto significativo: no MEF, trés nés entram em contacto com a
matriz inferior nos instantes correspondentes a uma reducao em altura de: 33%,
47% e 55%. Na solugao dada pelo EFG trés nés entram em contacto com a matriz

inferior nos instantes correspondentes a uma reducao em altura de: 41%, 55% e
57%.

A figura 5.21 representa a evolucao da geometria da peca ao longo do processo,
analogamente a figura 5.20, mas para o caso em que nao se considerou o efeito
do atrito (my = 0,0).

As figuras 5.22 e 5.23 ilustram a distribuigao do campo de deformacao efectiva
correspondente as geometrias representadas na figura 5.20. De uma forma geral,
até ao instante correspondente a 30% de reducao em altura a distribuigao obtida a
partir da solucao EFG é semelhante a do MEF. Na figura em que esta representada
a distribuicao correspondente a uma reducao em altura de 45%, surgem diferencas
na solucao, nomeadamente na superficie de contacto da pega com a matriz
inferior. Isto deve-se possivelmente ao facto ja referido anteriormente, de para
este nivel de redugao, no MEF ja existir um né de contacto com a matriz inferior
e um segundo noé prestes a entrar em contacto, enquanto que na solugao EFG, s6

existe um né de contacto com a matriz inferior, muito recente.
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Figura 5.18: Evolucao das carga de enformacao em funcao da percentagem de
redugao em altura. Valores calculados e experimentais.

Ao—Area inicial da peca em contacto com a matriz superior

A—Area da peca em contacto com a matriz superior no instante considerado.
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Figura 5.19: Evolucao do perfil geométrico da superficie da peca em contacto
com a matriz superior em funcao da reducao em altura. Valores calculados e

experimentais.
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Figura 5.20: Geometria da peca no instante correspondente a uma percentagem de
redugéo em altura igual a: a) 15%, b) 30%, c¢) 45%, d) 60%, relativamente & altura
livre inicial do vardo, em que se considerou my = 0,25. Em cada geometria a parte
esquerda representa a solugao obtida pelo método MEF e parte direita pelo método
EFG.



148

CAPITULO 5. APLICACOES E EXEMPLOS

eccee

eccee

eccce

e0cee 0 0 0 0 0 000,

.
®e
ceece s oo OO e o,
.
.
®ece o o o . . .
)
eseee o 0 0 ° oooo
®eecee o o o . . .
teses s s ettt .
eeee o o o ) ) D)
00000 0 0 0 000000, 400000 0 o o . . .
e e 0o 0 0 0 0 o o o
te,
)
e o o 0 0 o o
° ® % %eseece o o o D) D) )
.
e ..0.....0..0.0 . . .
® 0 0 0 0 0 00 % e 0seceee o o o . . .
@ e 0 0 0 00 0 0 0 c0000ce o o o ) . .

|

I

eevoe
oo ® e
veettt

.
.
e®%%, o
ooo *°® L)
oo ® .00 o o o . . .
o
%%, .
oseee **° * *%eee o o o . ) .
®e
®ecee o o o . . .
osvee @ 0000000,
®%eccee o o o . . .
ooooocooooooooo
o
oo e, )
“oce * ° o-o
eeoce .
osese ¢ *° ooo ®eee o o o . . .
0
cee®®Ce, ®%e0e o o o . . .
ocece .
D)
®eceee o o o . . .
coe 0 0000000,
b ®ceecee o o o . . .
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Figura 5.22: Campo de deformacao efectiva obtido para o MEF
e EFG, respectivamente no instante correspondente a 15% e
30% de reducao em altura relativamente a altura livre inicial
do varao, em que se considerou my = 0, 25.



CAPITULO 5. APLICACOES E EXEMPLOS 150

-— '
MEF: deformacio efectiva

- 1.004
EI 29245
EI Fang
- 066934
- 0.55778
- 044523
- 0.33467
022311

I 011156

‘

MEF: deformacdn efectiva
 1.4543
l 2927
l 1312
- 0,96956
- 0.80797
- 0.64537
- 048478
0.32319
D 16159

Figura 5.23: Campo de deformagao efectiva obtido para o MEF
e EFG, respectivamente no instante correspondente a 45% e
60% de reducao em altura relativamente & altura livre inicial
do varao, em que se considerou my = 0, 25.
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5.2.3 Exemplo 3: Compressao de um varao oco metalico

semi-encastrado

Neste exemplo faz-se o estudo da compressao de um varao oco metdlico
semi-encastrado através do modelo desenvolvido. A geometria inicial da peca
é representada na figura 5.24. Devido a simetria, apenas foi necessario proceder
a discretizacao de metade da geometria inicial tendo para o efeito sido utilizada
uma discretizacao nodal contendo 168 nés. Conjuntamente, a simulagao numérica
também foi feita através do MEF, em que se considerou uma malha estruturada
nao uniforme de elementos quadrilateros lineares, conforme apresentada na figura
5.24. O material utilizado foi uma liga de aluminio com a seguinte relagao

tensao-extensao:

& =180,7(8)>'%  MPa. (5.14)
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Figura 5.24: Compressao de um varao oco metélico semi-encastrado. Geometria
inicial e discretizacao nodal.
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Com o objectivo de analisar o problema com os valores existentes na literatura
[103], considerou-se o atrito entre a pega e a ferramenta em trés situagoes
diferentes. Nos dois primeiros casos considerou-se o factor de atrito na superficie
de contacto com a matriz superior igual ao da matriz inferior e no terceiro caso

valores diferentes:

Casol: my=0,1 (5.15)
Caso2: my=0,5 (5.16)

Caso 3: my = 0,05 (matriz superior) e my = 0,5 (matriz inferior).  (5.17)

O processo foi analisado de forma incremental, com uma percentagem de reducao
em altura relativamente a altura livre inicial dos vardes igual a 1% em cada

intervalo de tempo.

Nas figuras 5.25, 5.26 e 5.27 analisaram-se alguns aspectos deste problema

para as situagoes correspondentes aos Casos 1 e 2.

Na figura 5.25 é apresentada a carga experimental e os valores obtidos para a
carga de enformagao no topo e as reaccoes na base da peca, segundo os modelos
desenvolvidos MEF e EFG para as duas primeiras condigoes de atrito. Por
observacao desta figura verifica-se que os valores obtidos pelo método EFG,
comparativamente aos do MEF tém um afastamento nas reacgoes a partir de

35% — 40%, que é nitidamente maior para o caso em que se considerou my = 0, 5.

Nas figuras 5.26 e 5.27 estao representadas a evolucao do perfil geométrico da
superficie exterior no contacto do varao com a matriz superior quantificada pela
variacao dos raios exterior e interior, respectivamente. Na andlise desta evolucao,
relativamente & variagdo do raio exterior (ver figura 5.26) constata-se que os
valores obtidos pelo EFG sao coincidentes com os do MEF até uma redugao em
altura de 40%. A partir daqui, verifica-se um afastamento nos valores que vai
aumentando progressivamente com a reducao, sendo este muito mais demarcado

no caso em que considerou my = 0, 5.

Nas figuras 5.28, 5.29 e 5.30 estao representadas a carga de enformacao, assim
como a evolucao do perfil geométrico para uma andlise em que se considerou o

factor de atrito na superficie de contacto com a matriz superior igual a my = 0,05
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e na superficie de contacto com a matriz inferior igual a my = 0,5 (Caso 3).

A figura 5.28 mostra as cargas de enformagcao e constata-se que de facto, até
uma percentagem de reducao de 40% hé coincidéncia dos valores obtidos pelo
método EFG e pelo MEF, e a partir dai verifica-se um desvio, tal como ja tinha
acontecido no estudo feito para os Casos 1 e 2. Na andlise da evolugao do raio
exterior da peca na zona de contacto com a matriz superior, figura 5.29 verifica-se
que os valores obtidos pelo método EFG sao ligeiramente diferentes do MEF, logo
desde o inicio do processo e essa diferenca vai-se mantendo de forma constante a

medida que o processo de reducao avanca.

Na figura 5.30 estd representado um estudo feito semelhante ao da figura 5.29,
mas relativo a evolugao do raio interior e os resultados obtidos pelo método EFG

sao semelhantes aos do MEF até a um nivel de reducao em altura préoximo de
45%.

A evolucao da geometria da peca deformada obtida pelo MEF e pelo método
EFG é apresentada nas figuras 5.31 e 5.32 em que se considerou o factor de atrito

na superficie de contacto com a matriz superior e inferior igual a 0,5 (Caso 2).

Na figuras 5.33 representa-se a distribuicao do campo de deformagao efectiva
correspondente as geometrias da figura 5.31. Analisando estas figuras, verifica-se
que até ao instante correspondente a 35% de reducao em altura a distribuicao
obtida a partir da solugao EFG ¢é semelhante a do MEF. No entanto, a distribui¢ao
do campo de deformagao para a geometria correspondente a da figura 5.32 (55%
de redugdo) é muito diferente para as solugoes obtidas pelo EFG e pelo MEF,
razao pela qual se optou por nao a apresentar. Isto deve-se naturalmente ao facto
de a solugao obtida pelo EFG estar degradada a partir de 40% — 45% de redugao
em altura, o que se infere a partir das figuras 5.25, 5.26 e 5.27 e como tal os

valores da deformagao efectiva nao se consideram crediveis.
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Figura 5.25: Evolucao das carga de enformacao em funcao da percentagem de
redugao em altura. Valores calculados e experimentais.
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Figura 5.26: Evolugao do perfil geométrico da superficie exterior da pega em
contacto com a matriz superior quantificada pela variacao do raio exterior.

Valores calculados e experimentais.
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Figura 5.27: Evolucao do perfil geométrico da superficie da peca em contacto com
a matriz superior quantificada pela variacao do raio interior. Valores calculados

e experimentais.
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Figura 5.28: Evolucao das cargas de enformacao em funcao da percentagem de
redugao em altura, para uma situagao em que os factores de atrito entre a peca
e a ferramenta correspondem ao caso 3.
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Figura 5.29: Evolucao do raio exterior da peca na zona de contacto com a matriz
superior. Valores obtidos pelo MEF e pelo EFG para o caso 3.
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Figura 5.30: Evolucao do raio interior da peca na zona de contacto com a matriz
superior. Valores obtidos pelo MEF e pelo EFG para o caso 3.
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Figura 5.31: Geometria da peca no instante correspondente a uma percentagem
de redugdo em altura igual a: a) 15%, b) 35%, relativamente & altura livre inicial
do varao, em que se considerou my = 0,5. Em cada geometria a parte esquerda
representa a solugao obtida pelo método MEF e parte direita pelo método EFG.
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Figura 5.32: Geometria da pega, nas condi¢oes descritas na figura anterior (fig.
5.32), no instante correspondente a 55% de redugéo em altura relativamente & altura
livre inicial do varao.
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Figura 5.33: Campo de deformacao efectiva, respectivamente para o MEF e EFG
no instante correspondente a 15% e 35% de reducao em altura relativamente a
altura livre inicial do varao, em que se considerou my = 0, 5.
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Uma conclusao relevante a partir do estudo feito para os exemplos
apresentados, relaciona-se com o facto de até uma percentagem de redugao a
volta dos 40%, garantidamente, ser eficiente utilizar como malha de integracao
a malha definida naturalmente pelos nés da discretizacao do dominio. Também
nao se justifica, neste caso até este nivel de reducao o recurso a uma malha
auxiliar para efeitos de integracao numérica. Da mesma forma que anteriormente,
o empobrecimento da solucao a partir deste valor de reducao é devido a grande

distor¢ao de elementos da malha de integracgao.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas de

Desenvolvimento

6.1 Sintese e Conclusoes do Trabalho Desenvolvido

A presente dissertacao teve como objectivo principal estudar a aplicabilidade
do método sem malha de Galerkin, o método EFG, na simulacao numérica
de processos de enformacao plastica. Como tal, foi desenvolvido um modelo
computacional, baseado no EFG para simular estes processos, em que se
considerou a formulacao de escoamento pldstico para materiais incompressiveis.
Diversos aspectos foram abordados com a finalidade de ilustrar as diferencas
com a habitual utilizacao do método dos elementos finitos. Na simulacao
de processos de enformacao plastica, uma componente muito importante é a
modelacao computacional do contacto entre a peca e as ferramentas. Destaca-se
neste trabalho, a apresentacao de uma nova proposta para modelar os fenémenos
do contacto e do atrito na zona de interaccao entre a pega e as ferramentas, em
que se fez um acoplamento do método dos elementos finitos com a formulacao
EFG para definir as func¢oes de forma associadas aos nds dos elementos desta zona
[51].

Conjuntamente com o modelo desenvolvido também foi feita a simulacao

163
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numérica dos exemplos de aplicagoes apresentados através do MEF. De facto,
tornou-se necessario proceder a um estudo comparativo dos dois métodos, em
varias aspectos, assim como a validagao dos resultados com os obtidos por outros
autores. A resolucao através do MEF, permitiu abordar aspectos basicos, mas
cruciais, caracteristicos dos processos de enformacao plastica. Constatou-se que
simulacao de processos de enformacao plastica através do método EFG é de
facto bastante mais laboriosa, em termos de implementacao numérica. A solucao
dada pelo MEF é mais econémica, do ponto de vista computacional. Para o
elevado custo computacional do modelo desenvolvido, baseado na formulacao
EFG contribuiem alguns aspectos inerentes a propria implementacao do método
EFG, tais como:

Determinacao do dominio de influéncia para cada né sempre que a geometria

¢é actualizada.

Calculo das velocidades nodais a partir da solugao do sistema de equagoes

(parametros nodais).

Determinacao para cada ponto de Gauss, dos nés da discretizacao cujos

dominios de influéncia o incluem.

Imposicao das condicoes de fronteira do tipo essencial.

Foram propostas algumas solugoes para questoes cruciais dos processos de
enformacao plastica, num contexto de uma formulacao sem malha de Galerkin,

tais como:

e Estratégia adoptada para calculo do dominio de influéncia de cada né.
e Imposicao das condigoes de fronteira do tipo essencial.

e Tratamento do contacto e do atrito na zona de interface entre as pegas e as

ferramentas.
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6.2 Propostas de Trabalho Futuro:

O objectivo deste trabalho foi averiguar a aplicabilidade dos métodos sem
malha de Galerkin, o método EFG, a processos de enformacao plastica e a sua
competitividade face ao MEF. De facto, este assunto é ainda uma &rea recente
e com desenvolvimentos numa fase inicial. A simulacao numeérica de processos
de enformacao plastica, num contexto dos métodos sem malha originou novas
questoes. Algumas propostas foram apresentadas neste trabalho, no sentido de
as solucionar, as quais foram referidas no ponto anterior. A partir dos resultados
obtidos pelo modelo desenvolvido outras novas questoes surgiram. Um aspecto
importante é a questao da malha de integracao numérica. Pelos resultados
apresentados, é recomendével a utilizacao de uma malha auxiliar, para efeitos de
integracao numeérica que seja independente da malha formada pela discretizacao
nodal. Esta proposta, pode ser complementada com a seguinte: estabelecer
critérios que permitam reajustar o dominio de influéncia para cada ng, a medida

que a malha formada pela discretizagao nodal vai ficando muito distorcida.

Parece inevitavel alargar o estudo da aplicabilidade do método EFG para:

e Avaliar a competitividade face ao MEF para simular processos que envolvem
regeneracao adaptativa da malha de elementos e efectuar enriquecimeto

nodal.

e Simular processos de enformacao plastica em que se considera o

comportamento (andlise) térmica.

O custo computacional do método EFG ¢ significativo, tornando-se mais
critico quando é aplicado na simulagao de problemas nao lineares e que envolvem
a evolugao da geometria com o tempo. Um aspecto que encarece do ponto de
vista computacional a modelacao de processos de enformacao plastica através
do método EFG é a pesquisa nodal. Para optimizar o modelo computacional
implementado, tendo em vista reduzir o tempo de CPU, seria extremamente ttil o
desenvolvimento de novos algoritmos de pesquisa nodal. Outro factor importante

na reducao do custo computacional seria a resolucao do sistema de equagoes
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através de uma técnica baseada no método de Newton, em alternativa ao método

iterativo simples, que é o usado neste trabalho.

A simulacao de processos tecnoldgicos, em particular para problemas
bidimensionais, através do método dos elementos finitos, estd de facto muito
bem consolidada. Além disso, existe uma grande diversidade de software
disponivel no mercado. Tudo parece indicar que uma alternativa no futuro serd
o desenvolvimento de modelos que conjugam as vantagens de ambos os métodos,
destacando-se a grande flexibilidade que os métodos sem malha apresentam. Esta
flexibilidade provém essencialmente da possibilidade de definir aproximacoes para
variaveis de campo, sem recorrer a uma malha de elementos, no sentido usual.
Consequentemente, os métodos sem malha sao particularmente apropriados para

problemas de adaptatividade e refinamento [38].



Capitulo 7

Nomencleatura
a; Incégnitas nos seguintes métodos: EFG, FPM
arj Incégnitas no método das nuvens HP
A Operador linear
Ag  Matriz de transformacao de coordenadas
B Matriz das velocidades de deformacao
b Vector das forcas externas que actua no corpo
C Tensor que representa a lei constitutiva do material elastico
C Tensor de quarta ordem das constantes elasticas
Cr Espaco das funcoes com derivadas continuas até a ordem r
dmar Factor de escala nos dominios de influéncia
IO) Matriz que relaciona a tensao desviadora com a velocidade de deformagao
e Elemento de contacto ; Elemento isoparamétrico
E Modulo de elasticidade ou médulo de Young
f Vector das cargas nodais
h Dimensao do dominio de influéncia
hy Raio de um dominio de influéncia (circular)
1 Momento de inércia
J Matriz jacobiana
K Matriz de rigidez
L Operador diferencial linear
my  Factor de atrito associado a lei de Tresca
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n Vector normal a superficie do dominio

N; Fungao de forma do MEF associada ao i-€simo no.

Ny interpolador de Lagrange

N Matriz das fungoes interpoladoras

N Numero de nés da discretizagao do dominio de interesse

N¢ Numero de nos do elemento e

ny Numero de nés da discretizagao da ferramenta

Ny Numero de nés da discretizacao da peca

ny Numero de nés incluidos no dominio de influéncia tipo B

ny Numero de polinémios de grau maior a k no contexto do método das nuvens HP
P Pressao hidrostatica

p Base de funcoes

P Funcao de penalidade

Dj Funcao da base

r Velocidade relativa num ponto do elemento de contacto

s Tensor das tensoes desviadoras

t Instante de tempo genérico

t Vector das forgas de superficie

u Fungao incognita

ul Fungao aproximada

Uy Parametro nodal associado ao I-ésimo nd

u Vector dos deslocamentos

a Vector dos parametros nodais associados aos deslocamentos
A Vector velocidade

vy Vector dos parametros associados a velocidade no I-ésimo né
v Vector dos parametros nodais associados a velocidade

Vs Volume associado a J-ésima particula

AV;  Peso de integracao associado ao I-ésimo né (integragao nodal directa)

At Incremento de tempo

Av  Velocidade vectorial relativa entre a peca e a ferramenta

Awv,  Velocidade relativa normal a superficie de contacto entre a peca e a ferramenta
Av;  Velocidade relativa tangencial a superficie de contacto entre a peca e a ferramenta

Xg Vector posi¢ao do ponto de Gauss g
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X1 Vector posicao do [-ésimo no

w Funcao de peso no contexto dos métodos sem malha; Também aparece como w, e w;
wr Peso de integracao associado ao I-ésimo ponto de quadratura

Y Tensao limite de elasticidade no ensaio de tracgao uniaxial

Yo Tensao limite de elasticidade inicial em tracgao uniaxial

Simbologia grega

¢r Fungao de forma, no contexto métodos sem malha associada ao né I

¥ Funcao tentativa

®; Funcao de peso ou teste

T Funcao de base radial

¥y Célula de Voronoi associada ao né I

a  Parametro de penalidade (condig¢oe de incompressibilidade)

ay Factor de penalidade ( contacto e atrito)

a, Factor de penalidade (condigoes de fronteira do tipo essencial)
Fungao delta de Dirac

;7 Simbolo de Kronecker

€  Deformacao efectiva

£  Taxa de deformagao efectiva

¢  Taxa de deformacao

I'  Fronteira do dominio em estudo

I'y  Superficie da interface de contacto entre a peca e a ferramenta

A Multiplicador de Lagrange

X Vector dos parametros nodais associados aos multiplicadores de Lagrange

Ao Factor de penalidade (método da fungao de penalidade ponderada)

v

coeficiente de Poisson
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W Viscosidade

[y Coeficiente de atrito associado a lei de Coulomb

Q Subconjunto de R™ que ocupa o dominio de interesse
Q. Elemento da malha de integracao

Q Subdominio que corresponde ao suporte da funcao de forma do I-ésimo no
On Tensao de contacto normal

o Tensor das tensoes de Cauchy

oy Vector das tensoes para pontos da zona de contacto
o Tensao efectiva

Tf Tensao tangencial de atrito

& Coordenadas do ponto de integracao

&,n,¢  Coordenadas isoparamétricas
&, mi, ¢;  Coordenadas isoparamétricas nodais

P funcao de densidade
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