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Resumo: Os cédigos turbo e LDPC, os melhores cddigos correctores de erros da
actualidade, partilham em comum o facto de usarem métodos de descodificagao
iterativa que recorrem a algoritmos de natureza idéntica. Em particular os
codigos LDPC séo habitualmente caracterizados por grafos bipartidos de Tanner e
grafos de factores e sdo descodificados com um algoritmo muito genérico de
transferéncia de mensagens entre nés dos grafos, o algoritmo da soma-e-produto,
de que o algoritmo BCJR, usado nos turbo-codigos, € um caso particular. Neste
tutorial é apresentado o algoritmo da soma-e-produto e duas simplificacdes (os
algoritmos “max-product” e “min-sum”) e a sua utilizacé@o é ilustrada através de
vérios exemplos detalhados.

Palavras-chave: codigos LDPC, algoritmo da soma-e-produto, algoritmos de
transferéncia de mensagens, cédigos em grafos, grafos de Tanner, grafos de
factores.

1. Objectivo

Este texto ¢ um tutorial de apresentacao da descodificacdo iterativa por transferéncia de
mensagens em grafos de Tanner, método normalmente usado na descodificacdo de
codigos LDPC. Sdo abordados os algoritmos da soma-e-produto, “max-product” e
“min-sum” e a exposicdo serve-se de exemplos numéricos para ilustrar os
procedimentos. O texto destina-se a todos os que desejem compreender o
funcionamento dos algoritmos que, através de grafos, descodificam codigos correctores
de erros de uma forma iterativa muito eficiente.

A estrutura do tutorial ¢ a seguinte: na Secgdo 2 ¢é feita a introdu¢do do tema, o que
inclui referéncias ndo s6 aos coddigos LDPC mas também aos grafos de Tanner e de
factores; na Seccao 3 € explicado o funcionamento dos algoritmos de transferéncia de
mensagens em grafos de factores, mostrando-se como se calculam as mensagens com o
algoritmo da soma-e-produto, assumam aquelas o papel de estimativas de
probabilidades condicionais ou sejam logaritmos de razdes de verosimilhancas (LLR);
os algoritmos de calculo aproximado “max-product” e “min-sum” sdo também expostos
na Seccdo 3; a Seccdo 4 apresenta um exemplo numérico detalhado de descodificagao
iterativa de um codigo de blocos através do algoritmo da soma-e-produto; o tutorial
prossegue com um Apéndice e termina com a lista de referéncias.

2. Introducéo aos codigos LDPC e aos grafos de Tanner

A Fig. 1 apresenta o diagrama de blocos de um sistema genérico de codificagcdo e
descodificag@o de canal. Seja u = u;U,...Ux uma sequéncia de K bits que, aplicada a um
codificador binario de taxa k/n, produz a palavra de c6digo X = X;Xz...Xn. Esta, depois de
atravessar o canal de comunicagdes, ¢ transformada na sequéncia y = yY,...Y, recebida



pelo descodificador. E tarefa deste estimar convenientemente a palavra de codigo X ou a
sequéncia binaria original, U.

X = X1X2...Xn Y = YiY2..¥n

U = UgUs...Ug l l 1]

— 3| Codificador > Canal Descodificador |,

\ 4

Fig. 1 Diagrama de blocos de um sistema genérico de codificacao/descodificagdo.

Neste texto vamos ver como descodificar a sequéncia y quando usamos codigos LDPC.
Em particular, vamos ver como o fazer usando grafos bipartidos, ou de Tanner. Antes
de comecar, contudo, temos de saber o que sdo codigos LDPC, grafos de Tanner e...
LLR a posteriori.

2.1. Breve introducao aos cédigos LDPC

Os codigos LDPC (de “Low Density Parity Check”) foram inventados por Robert
Gallager, que os apresentou pela primeira vez em 1962 [1] e depois na sua tese de
doutoramento em 1963 [2]. Apesar de Gallager também ter proposto o método
(iterativo) de descodificacdo, a verdade ¢ que os codigos LDPC eram demasiado
“avangados” para a tecnologia da época e ficaram adormecidos e deixados ao abandono
durante cerca de trinta anos. A letargia terminaria em 1993 com o aparecimento dos
seus despertadores, os turbo-codigos [3].

Um codigo LDPC ¢ um codigo de blocos binario caracterizado por uma matriz de
verificacdo de paridade H esparsa, isto €, uma matriz em que o nimero de “uns” ¢
pequeno em relagdo ao numero de “zeros”. Isso quer dizer que o numero de variaveis
envolvidas em cada equacdo de paridade ¢ pequeno. Na verdade, como as linhas de H
representam as equacdes de paridade e as colunas representam os bits da palavra de
codigo, o elemento da linha j e coluna i s6 € 1 se o bit X; fizer parte da j-ésima equacao
de paridade. A Fig. 2 apresenta um exemplo de matriz H de um cédigo LDPC em que
existem seis bits 1 em cada linha e trés bits 1 em cada coluna. A um codigo em que,
como neste, o numero de “uns” por coluna ou por linha é constante chama-se codigo
LDPC regular, caso contrario diz-se... irregular!

Actualmente os codigos LDPC sdo, juntamente com os codigos turbo, os codigos
correctores de erros com melhor desempenho (em particular os codigos LDPC
irregulares) porque sdo os que melhor se aproximam do inultrapassavel limite de
Shannon. Na pratica os cédigos LDPC tém comprimentos muito longos, com valores de
n da ordem das dezenas de milhar ou mesmo mais (um milhdo, por exemplo!).

E usual descrever os codigos LDPC através de grafos de Tanner.



[0 01 0001 010000101 O00O0T1 O
01 00101001001 000O0T1 00
1 00001 0001000O010O0T110
01 0000O0O1O0O0T1100O0T1O0TGO0O:1
H_10010001001001001000 Seis bits “1”
“loo1 1001010001 0000O0 01 por linha
00001101 010100100000
1 0000O0O0OO0O0OTLI1O0O0O0OO0OTI1TLT10
01 01 00O0O0100O0OT1100O0GO0TO0O0.1
001 011000000001 1100 0]
Trés bits “1” por coluna Coolie LRBT (2, 2

Fig. 2 Exemplo de matriz H de um co6digo LDPC regular.
2.2. Grafos de Tanner e grafos de factores

Os grafos de Tanner sdo devidos a R. Michael Tanner, que os inventou em 1981 para
caracterizar e descodificar c6digos correctores de erros como BCH e LDPC [4].

Os grafos de Tanner sdo grafos bipartidos. Com isto quer-se dizer que o grafo esta
dividido em duas regides distintas, cada uma com seu tipo de no, ligadas por linhas que
unem noés de tipo diferente. Supondo que queremos representar um codigo de blocos
(n,k), num dos lados do grafo sdo colocados N noés de variaveis, habitualmente
representados por circulos, ¢ no outro sdo colocados n—Kk nds de controlo, ou de
paridade, habitualmente representados por quadrados (veja-se a Fig. 3). Ao numero de
linhas que confluem num dado né chama-se grau do n6 e o nimero total de linhas do
grafo ¢ igual ao niimero de “uns” da matriz H do coédigo. Nos grafos de Tanner cada n6
de variavel esta associado a um bit de codigo e cada n6 de paridade esta associado a
uma equacdo de paridade (e como tal, apenas esta ligado as variaveis dessa equacio).
Sendo assim, podemos encarar cada n6 de paridade como uma fun¢ao com dois valores
possiveis: se a equagdo de paridade respectiva for satisfeita vale 1, se ndo o for vale 0.

Consideremos entdo um co6digo linear binario de Hamming (n, k) = (7, 4) com a matriz
de verificagdo de paridade H da Fig. 3, para a qual as equacdes de paridade sdo

XI@X2@X3@X5=O
X3 @ Xy O Xs DXy =0

sendo X = Xi, X,..., X7 uma palavra de c6digo. A mesma Fig. 3 mostra o correspondente
grafo de Tanner.

A ~ |
Neste exemplo temos trés fungdes de quatro variaveis', f,(X;,X,,%;,Xs), f5(Xy,X3,X,4,%s) €
f5(X3,%4,%5,%;), funcdes que, como se acabou de dizer, valem 1 ou O consoante as

! Usando a terminologia dos grafos bipartidos: os nos de paridade tém todos grau 4. J4 os nés de variaveis
tém graus diversos: por exemplo, a variavel X; tem grau 3 e a variavel X, tem grau 2.



equagdes de paridade do codigo sdo ou ndo satisfeitas, ou seja, fj, f, e f3 sdo fungdes
binarias indicadoras de pertenca ao codigo. Portanto, uma dada palavra de n bits
pertence ao cddigo se todas as fungdes indicadoras forem iguais a 1 e ndo pertence se
pelo menos uma das fungdes for nula. A sequéncia 1101000, por exemplo, ndo ¢ uma
palavra de codigo pois nem todas as fungdes associadas aos nos de paridade valem 1:

1+140+0=0 = f =1
1+0+1+0=0 = f,=1
0+1+0+0=1 = f;=0

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

I

Il
oS o =
S = -
—_ =
=
—_— O -
S = O
- o O

Fig. 3 A matriz de paridade de um co6digo de Hamming (7.,4) e o grafo de Tanner associado.

Poderemos escrever entao:

(X[, Xy, X3,X5) = O(X, DX, DX D X5) = b X @x ©X Oxs =0 (D)
AP A sl T TR T TIT0 X @ X, @ X, ®Xs # 0
f3(Xp, X3, Xg5 Xg) = O(Xy @ X3 D Xy @ Xg) 2)
f3(X3, X4, X5, %7) = 5 (X3 DX, O X5 D X7) 3)
~ , I x=0
Nas expressdes atras d(X) representa o delta de Kronecker, 6(X) = 0 0
X #

Na aplicagdo que nos interessa, a descodificacdo, os grafos de Tanner sao usados para
transferir mensagens entre nds através das linhas que os unem. Ora ¢ bem de ver que
quanto mais linhas o grafo possuir mais mensagens sao transferidas e mais calculos sao
necessarios. Aqui esta a razdo pela qual os codigos LDPC, com o seu numero reduzido
de “uns” em H, estdo particularmente bem talhados para a descodificacdo baseada em
grafos bipartidos.

2.2.1.Dos grafos de Tanner aos grafos de factores
Embora de modo breve, ¢ conveniente fazer uma referéncia aos grafos de factores.

Suponhamos que uma dada fungéo, dita funcéo global, ¢ igual ao produto de funcdes
locais de varias varidveis, como g(X;, Xy, X3, X4) = Ny (X}, X3)hy (X}, X4 )5 (X, X3, X4) . Um
grafo de factores € um grafo bipartido que serve para visualizar a factorizagao da funcao




global indicando que variaveis sdo argumentos de que fungdes locais. Um exemplo,
referente a fungdo g(X;,X,,X3,X4), € apresentado na Fig. 4.

Do ponto de vista dos grafos de factores o grafo de Tanner do codigo de Hamming da
Fig.3 representa o produto das trés fungdes indicadoras f;, f, e f;,
fL (X1, %0, X3, Xs) T2 (%o, X3, X4 X6 ) F3(X3, X4, X5, X7 ), de valor 1 ou 0 consoante a sequéncia
de sete bits X = Xi, X,..., X7 pertenca ou ndo ao codigo.

X1 X2 X3 X4

h h, hs

Fig. 4 O grafo de factores de g(X;, Xy, X3, %4) =N (X}, X3)y (X1, X)) (%o, X3, X4) -

Cronologicamente primeiro surgiram os grafos bipartidos de Tanner. Depois, por volta
de 1996, Wiberg e outros modificaram-nos por forma a conterem variaveis de estado [5]
[6] [7]. Mais tarde ainda surgiram os grafos de factores [8] [9], generalizaces dos
grafos “tipo” Wiberg que se aplicam a fungdes factorizaveis como a de cima. O
algoritmo genérico de calculo em todos esses grafos ¢ denominado algoritmo da
soma-e-produto e vai ocupar-nos bastante em breve.

Exemplo 1

Os grafos de factores prestam-se a composicdes graficas interessantes. Voltemos ao
codigo de Hamming (7,4) da Fig. 3. O seu grafo de Tanner desenhado como grafo

de factores apresenta uma atraente simetria:




2.2.2.Grafo de factores associado a um canal binario simétrico

Na Fig. 5 ¢ apresentado o diagrama de probabilidades de transi¢cdo de um canal binario
simétrico sem memoria (ou canal BSCZ) com probabilidade de erro p, ou seja, com

I-p y= 1-p)l-y) x=0
p(y|x):{ p y=x py+(1-pd-y) x

ou, equivalentemente, p(Yy|X) :{ .
P y#X pd-y)+(d-py x=I

Suponhamos que a palavra de codigo X = Xj, Xa,..., Xn € transmitida através do canal, que
a transforma na sequéncia binaria y =y, Y,..., Yn.

X P(y[x) y

1-p

Fig. 5 Um canal binario simétrico com probabilidade de erro p.

Como o canal BSC ndo tem memoria as n transmissdes de simbolos sdo independentes
e portanto a probabilidade condicional conjunta a priori p(y|X) € igual ao produto das
probabilidades condicionais individuais p(YilX;):

n
POY 1X) = P(Yi> Yaseor Y [ X0 Xaseo X)) = [ [ POY; 1)
i=l

Sendo um produto de factores esta probabilidade condicional conjunta pode ser
representada por um grafo de factores em que cada né de paridade representa a fungéo
probabilidade condicional a priori p(yi[Xi). Ora, atendendo a que os valores Y; recebidos a
saida do canal ndo sdo, de facto, variaveis mas sim constantes cada n6 de paridade desse
grafo apenas depende de uma tinica variavel, x;. Com n =7 o grafo de factores do canal
BSC ¢ o apresentado na Fig. 6.

Pyix1)  p(yalx2)  p(yslxs)  p(yalxa)  P(ysixs)  P(YelXe) — P(y7X7)

X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7

7
Fig. 6 O grafo de factores de p(y|X) = H pCy;i 1 %) -
i=1

2.2.3. Grafo de factores associado a um canal AWGN

O grafo de factores de um canal afectado de ruido gaussiano branco aditivo — o
conhecido canal AWGN® — é semelhante ao grafo de factores de um canal BSC. Tal

2 BSC: “Binary Symmetric Channel”



como este, o canal AWGN nao tem memoria e a probabilidade condicional a priori de
uma dada sequéncia ¢ igual ao produto das probabilidades condicionais individuais.
Mas agora as probabilidades discretas dao lugar a funcdo densidade de probabilidade
(fdp) do ruido gaussiano, de média nula e variancia c”,

1 /252
f(y)=——¢ vi2
2ro

: r 2 A . s . ;. ’ . n .
isto é, M(0,6°), e a sequéncia binaria de valores logicos 0 e 1 é convertida na sequéncia

antipodal X; =+1. Assim, com ruido gaussiano cada um destes valores, -1 e +1, fica
associado a uma fdp gaussiana com a mesma varidncia o’ e de média -1 e +1,
respectivamente (designemo-las por f.(y) e fi(y), como se mostra na Fig. 7). Se na saida
do canal recebermos a sequéncia de valores reais y; as probabilidades condicionais de
que precisamos sdo calculadas para os dois valores possiveis de X;:
p(y; | % ==1)=f_(y;) e p(y;|% =+1)=f,(y;). E preciso, contudo, normalizar estes

valores para que a sua soma seja unitaria, isto €,

f_(yi)
i =-)=r—r—=
PO : f_Cyp)+ £.0y7)
_ 1
1+exp(2yi/62)
f+(yi)
i =t+t) ==
PO =+ f_Cyp)+ £.0y7)
1

) 1+exp(—2yi/0'2)

f(yi)

(

f.(y)

N(-1,6%)

v

a4 ol i1 y

Fig. 7 As fungdes densidade de probabilidade gaussianas associadas aos simbolos -1 e +1.

Estes valores normalizados desempenham o mesmo papel que os valores de p(yilXi) do
canal binario simétrico, de modo que usaremos p(yi|X;) sem perda de generalidade.

2.2.4.Grafo de factores de um canal BSC em série com um descodificador
de canal

Juntando os grafos de factores de p(y|X) e do (des)codificador (7, 4) da Fig. 3 obtemos o
grafo de factores global® da Fig. 8. Os nos p; estdo “pendurados” e tém apenas um

* AWGN: “Additive White Gaussian Noise”.
* No grafo passamos a designar os nos de paridade do canal por p.



vizinho, X;. Dado que o grafo de factores pode ser desenhado como arvore diz-se que os
nods pi (ou a linha que une p;j a ;) sdo nos-folha (ou nos-linha). Por vezes os nos p;i (os
quadrados) sd@o omitidos.

Canal BSC

> Descodificador

Fig. 8 O grafo de factores global de canal BSC + descodificador.
2.3. Probabilidades e LLR a posteriori

E habitual estimar a sequéncia X a partir da sequéncia recebida y usando um de dois
métodos: estimacdo de maxima verosimilhanga (ou estimagdo ML, de “Maximum
Likelihood”) e estimacdo da maxima probabilidade a posteriori (ou estimagdo MAP, de
“Maximum A Posteriori”). O primeiro método calcula a probabilidade condicional a
priori p(Y|X;) — para determinar a sequéncia X que maximiza P(y|X) — e o segundo
P(X;)
p(y)
designada por APP®) para determinar o simbolo Xi. O método que nos interessa é o

método de estimagdo MAP. Queremos, portanto, calcular a probabilidade de se ter
enviado o bit X; dado que se recebeu a sequéncia y. Além desta probabilidade APP

plx =1]y)
PO =0]y)’

calcula a probabilidade condicional a posteriori p(X; |y )= p(y|X;) (também

também nos vai interessar usar o logaritmo da razdo de probabilidades

005 =1]y)
L(x; |y)=In P =1Y)
)=t =oly)

que designaremos por LLR a posteriori®.

O critério de decisdo final sobre o bit X; € o habitual: se a probabilidade APP ou a razdo
LLR estiverem acima de um determinado limiar de decisdo escolhemos Xj=1, se
estiverem abaixo escolhemos Xj = 0. O limiar de decisdo € 0,5 no caso da APP e 0 no
caso da LLR. E costume exprimir o critério desta maneira:

1
L(x[y)=0
0

> APP: “A Posteriori Probability”
®LLR: “Log-Likelihood Ratio”



Portanto, se a LLR for positiva escolhemos o bit 1 e se for negativa escolhemos o bit 0.

As probabilidades e as LLR a posteriori podem ser calculadas de diversas maneiras. Em
codifica¢do turbo, por exemplo, é normal usar o algoritmo BCJR [10]. Com cddigos
LDPC ¢ costume recorrer a grafos (de Tanner e de factores) e a algoritmos de
transferéncia de mensagens entre os seus nos. O que contém as mensagens? Estimativas
de probabilidades ou quantidades com elas relacionadas, como a LLR. Vamos ver como
se faz.

3. Transferéncia de mensagens entre nos de grafos

Os algoritmos de descodificagdo baseados em grafos sdo designados genericamente por
algoritmos de transferéncia de mensagens. O nome que efectivamente tomam depende
um pouco do contexto: enquanto que na Teoria da Codificag@o e na presenca de grafos
de factores se prefere a designagdo algoritmo da soma-e-produto (“sum-product
algorithm”, ou SP), em redes bayesianas a comunidade da Inteligéncia Artificial usa
mais o termo “belief propagation algorithm” (BP). O que aconteceu ¢ que, por vias € em
aplicacdes muito distintas, ambas as comunidades chegaram a um algoritmo que a outra
desconhecia mas que o tempo veio a provar que, afinal, era 0 mesmo’. O algoritmo BP
foi formulado por J. Pearl em 1988 [11] e chama-se assim porque propaga “crengas”
(probabilidades) de uns nds de grafos para os outros. Mas ja Gallager, mais de vinte
anos antes, utilizara um método iterativo semelhante no seu trabalho pioneiro sobre os
codigos LDPC. Tanner generalizou-o em 1981 com o algoritmo SP [4]. Mais tarde, ja
depois do aparecimento dos turbo-codigos em 1993, o algoritmo da soma-e-produto foi
aplicado com sucesso aos grafos de factores, do que resultou a sua formulagdo mais
genérica [7]. Na pratica, chamemos-lhe n6s BP ou SP, estes algoritmos de transferéncia
de mensagens sdo algoritmos SISO (“Soft Input-Soft Output™) pois a entrada e a saida —
probabilidades — sdo valores reais.

Os algoritmos SP e BP sdo tdo gerais que, sem o suspeitarmos, muitos métodos,
algoritmos e técnicas conhecidos ha décadas ndo sdo sendo... casos particulares
daqueles. A lista ¢ grande e inclui, entre outros, os algoritmos de descodificacdo de
Gallager, Viterbi e BCJR (estes ultimos usados em trelicas de cddigos convolucionais, e
ndo s6...) e a descodificacdo iterativa de turbo-codigos (com o algoritmo BCJR) [12]. E
até os filtros de Kalman néo escapam [7] [9].

Consideremos entdo um grafo de Tanner com nos de variaveis X; e noés de controlo fj a
trocar mensagens deste género: a variavel X; Questiona f; sobre as “opinides” que 0s
outros Xi tém dela e fj responde-lhe com as “opinides” que conhece. Tais perguntas
(questoes) e respostas reflectem-se na notagdo que vamos usar:

05 (%) — mensagem do no de variavel X; para o n6 de paridade f;

Fi (%) — mensagem do no6 de paridade fj para o né de variavel X;

Estas mensagens, ou probabilidades, sdo fungdo de um unico argumento (a variavel X;)
quer circulem num sentido quer no outro. A mensagem de X; para fj representa a
probabilidade de X; ter um certo valor, dado o valor observado dessa variavel (a

7 Porém, Kschischang e outros [7] [8] consideram que o algoritmo BP ¢ um caso particular do “seu”
algoritmo SP.



quantidade p(yiX;)) e dados os valores que recebeu dos outros noés de paridade, o que, se
X; for binaria, € escrito como

[gij (% =0)
Qi (%) =

|9 (% =1)
__p(xi =0/~ {f;}L.y)
| PO =11~ {fj1.y)

Na expressdo anterior® ~ { f j} representa o conjunto das fungdes (ou nds de paridade)
ligadas a x; excepto fj.

De igual modo, a mensagem de fj para X; ¢ a probabilidade de X; ter um certo valor e a
equagdo de paridade fj ser satisfeita, dado que se recebeu y,

ix __rji(o) ~

jl( I)__rji(l) =
[p0q=0,f;0=110)]
P =L ;0 =1y)

Se a variavel puder tomar M valores discretos as mensagens também tém M valores, um
por cada valor possivel de X;:

0;; (0) r;i (0)
g;; (1) i (1)
q;(M -1) ri(M =1

Neste texto s6 iremos considerar variaveis binarias (bits, portanto) pois os codigos
LDPC mais vulgares sdo binarios.

Exemplo 2

Observe-se a Fig. 9. O que significa a mensagem r;;(x;)? De acordo com o0 exposto
r;(0 X =0, f (X, %y, X%3,%Xs) =1

atrés{“( )}:{ph 1(X1, %9, X3, X5) =11y)
@) Py =1, F1(X4, Xy, X3, Xs5) =11Y)

mesmo que escrever X, @ X, ®x; ®xs =0. Portanto,

. Mas escrever fi(X;,%,,%;,Xs)=1 é 0

¥ Note-se que bastaria considerar apenas um dos dois valores da mensagem dado que conhecendo um
conhecemos o outro (pois a soma dos dois elementos do vector ¢é 1).

10



Fig. 9 A mensagem ry;(X;)
|:r11(0)}:|:p(xl =0, X ®X; D X5 :OY)}:
) P(X =LX @ X ®X3 DX =0]Yy)

:{p(xz@)%@)(s:()yq
P(X, X3 ® x5 =1]y)

A soma dos trés bits X, X3 € Xs € nula em quatro situagbes mutuamente exclusivas e

0 Mesmo se passa com a soma igual a 1:

Soma igual a O Soma igual a 1
X2:O,X3:O,X5:O X2:O,X3:O,X5:1
X2=0,%X3=1,%x5=1 X2=0,X3=1,%X5=0
X2:1,X3:0,X5:1 X2:1,X3:0,X5:O
Xo=1,X3=1,%x5=0 Xo=1,X3=1,xX5=1

Logo,

M1(0)=p(% =0,X3 =0,% =0[y)+ p(X; =0,X3 =1, Xs =1]y)+
+p(X =1,% =0,Xs =1|y)+ p(X, =L X3 =1L, Xs =0]Y)

I’ll(l): p(XZ :07X3 :09X5 :l‘y)+ p(XZ :09X3 :LXS :O‘y)+
TP =1LX3 =0,% =0[Y)+ P(X% =1L X; =1,%5 =11]Y)

Quais sao os valores das mensagens € como ¢ que elas sdo transferidas? Tudo comega
com os valores observados no canal, aqueles que s3o entregues ao descodificador.

Suponhamos, por exemplo, que o n6 da variavel X; esta ligado a trés nos de paridade e
recebe do canal a probabilidade fixa p;, como esta na Fig. 10 a esquerda. No inicio de
todo o processo de transferéncias a variavel difunde p; pelos trés nés de paridade de
forma igual — ou seja, ndo precisamos de nada mais que os valores de p;j como ponto de
partida do algoritmo. Depois, cada um dos ndés de paridade envia a Xj uma nova
mensagem que tem em conta exclusivamente a “opinido” (as estimativas) sobre X; que
acabou de receber de outros nos de variaveis (ndo mostrados na figura).

O recebimento das mensagens pelos nés de variaveis termina a primeira iteragao de
calculos, que prosseguem e se repetem daqui para a frente com transferéncias dos nos
de variaveis para os nés de paridade e vice-versa, de um lado para o outro... até se
atingir um determinado numero pré-estabelecido de iteragdes ou quando ja houver
“certezas” suficientes sobre a idoneidade das mensagens em circulacdo (por exemplo,

verificando se a estimativa final X satisfaz XH' =0 ).
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pi Pi

Fig. 10 Inicio da difusdo de mensagens dos nds de varidveis para os nos de paridade.

Para exemplificar com um caso concreto consideremos o grafo de Tanner da Fig. 8 e os
varios passos da Fig. 11 relativamente a variavel X,.

Mensagens Mensagens recebidas Mensagens que f;
enviadas por x, por fief, e f, enviam a x,

Mensagem enviada Mensagem enviada Mensagens que f;
por x, a f; por x, a f, e f, enviam a x,

Fig. 11 Exemplo de transferéncia de mensagens entre os nos de grafos bipartidos.

1. No inicio a variavel X, espalha pelos nos de paridade f; e f, a mensagem a priori (isto
¢, a estimativa de probabilidade) que recebeu do canal, p;.

2. Mas o n6 f; também recebeu estimativas de X;, X3 € Xs € o nd f, também recebeu
estimativas de X3 € Xg.

3. Cada um dos nos f; e f, processa as mensagens que N40 vieram de X; ¢ envia a esta o
resultado (Iy2 e I, respectivamente).

4. O processo agora repete-se com as mensagens a circular das variaveis para os nos de
paridade e destes para as variaveis: por exemplo e voltando a variavel X,, esta envia
a f; uma mensagem (; baseada no que 0S outros nds de paridade, p, e f,, lhe
enviaram’, e envia a f, uma outra mensagem, 02, esta baseada no que recebeu de p;
€ f1.

5. Osnos f; e f, enviam a X, novas mensagens mais refinadas.

? Note-se que cada n6 de paridade p; envia a x; sempre a mesma mensagem em todas as iteragdes.
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A Fig. 12 mostra, por adaptagdo da matriz H da Fig. 3, quais as mensagens envolvidas
num dado calculo [13].

[P P2 Ps Ps Ps P7] [P P2 P3 Py Ps Ps P
ITRLTE s _rll@rw s

fhy I e hy N3 Iy e

3 \K(/ I3s 37 L 3 By B3s 37

- @,
[q; G O3 Osg < U1 U5y

Uy O3 \Ga2 Ug2 O, O3 a2 Us2
L 033 Os3 073 L U335 U433 Os3 073

Fig. 12 Indicag¢do das mensagens envolvidas nos célculos através da adapta¢do da matriz H.

Convém notar que termos como “mensagens”, “probabilidades” e “estimativas de
probabilidades” sdao usados praticamente como sindnimos, consoante o contexto.

3.1. Regras de actualizacdo de mensagens probabilisticas

No algoritmo da soma-e-produto as mensagens sdo calculadas de acordo com as
seguintes expressoes:

Mensagens com variaveis genéricas

e Do no de variavel x; para o no de paridade fj:

05 ) = Kig [ T ryn (%) (4)

i#]

e Do no6 de paridade fj para o n6 de variavel x;:

ri () =21 500, %.- )] T i (%) (%)

i i'#i

Kij ¢ um factor de normalizag¢do com valor tal que 0;;(0)+ (D) +...q;(M -1)=1 e a

fungdo de varias variaveis fj(X;,X,,...) €, como se viu, uma fungdo indicadora de pertenca
que s6 toma dois valores, 0 ¢ 1. Na Eq. (5) as somas e os produtos justificam o nome do
algoritmo SP.

A Eq. (4) diz-nos que a mensagem que uma variavel transmite a um dos nds de
paridade a que esta ligada ¢ igual ao produto, devidamente normalizado, das mensagens
que acabou de receber dos outros nos de paridade (incluindo o canal). A Eq. (5) diz-nos
que a mensagem que um nd de paridade envia a Um dos nds de varidveis a que esta
ligado ¢ igual a soma dos produtos das mensagens que o nd acabou de receber das
outras variaveis e que satisfazem a equagdo de paridade. As mensagens que circulam
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em ambos os sentidos sdo mensagens exteriores ou extrinsecas a variavel em causa, e
isto € muito importante.

A estimativa final da probabilidade a posteriori p(X;|y) produzida por cada nd de
varidvel X; € igual ao produto normalizado de todas as mensagens recebidas dos nds de
paridade, incluindo a mensagem a priori do canal:

P4 1Y) =K [ Tri %)
i

M1

Tal como antes, o factor de normalizacao K; tem um valor tal que z p(x =kly)=1.
k=0

3.1.1. Mensagens com variaveis binarias

Se as variaveis forem binarias as expressdes das mensagens tornam-se mais simples,
especialmente as enviadas pelos nos de paridade:

Mensagens com variaveis binarias

e Do no6 de variavel x; para o n6 de paridade fj:

0;; (0) = Ky (1 - pi)H i (0)
i ©)
g (D =Kipi [ ] rja()

i#]

o Do n6 de paridade fj para o n6 de variavel x;:

rji(0) =%{1+H[l—2qi'i (D]} 2

i'#i

ri (1) =1-r;(0)

O factor Kj € tal que @;j(0) + gij(1) = 1. Em cima tornou-se explicita a presenca de
plyilxi=1)=pi e p(yixi=0)=1 - pi (0 que ndo acontecia na Eq. (4)). Alternativamente
as mensagens dos nos de paridade podem ser escritas numa forma mais compacta como

ri(x) = %{1 +DS | 1-2a (1)]}
Como ¢;(0) + g;j(1) = 1 entdo

Kid=p) ] rii@+Kyp [T rin() =1

i#] i#]

donde se tira que
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1
Ki' =
o [T +a-p) ] A-r )

i#] i#]

®)

Daqui para a frente consideraremos apenas variaveis binarias e mensagens de um tnico
elemento'® com a estimativa de p(xi = 1]y). Isso permite-nos simplificar a notagdo mais
um pouco se escrevermos Fji e gjj em vez de rji(1) e g;j(1) e se deixarmos de usar rji(0) e
0ij(0) por serem redundantes devido a normaliza¢do. Assim passaremos a usar as
seguintes equacdes de actualizacdo:

Mensagens com variaveis binarias (expressdes mais simples)

e Do no6 de variavel x; para o n6 de paridade fj:

G =Kipi [ rji  (com Ky = )

1
2% piHrj’i+(1_pi)H(1_rj’i))

i#i i#i

e Do no6 de paridade fj para o no de variavel binaria x; (expressdo mais simples):

1-2r; = [ [(1-20;5) ou rj; =%{1—H(1—2qn—)} (10)

i"i i

Exemplo 3

Consideremos 0s nos de grau 4 da Fig. 13. O n6 de variavel v; envia ao no de

paridade f; a mensagem

1
= K3 pshst, sendo Ky, = .
= Farbsfistis ( Pty + (1= )= Fg)(1- 1) )

As mensagens para 0s outros n6s de paridades seriam calculadas da mesma

maneira:
_ P3h3ly3
O3z =
P3lislyz + (1= p3)A=13)(1—1y3)
[N
U4 3N3M33

© Pshiafss + (1= )= h3)(1-F33)

Por sua vez o né de paridade f, envia ao n6 da variavel v, a mensagem r,, obtida de
1-2ry = (1-20;5)(1-203,)(1-204) »

a qual também pode ser calculada pela expressao alternativa

%0 Apéndice fica reservado para os pormenores dos calculos com mensagens de dois ou mais valores.
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Dos nés de variaveis para os nds de paridade

Fig. 13 Mensagens entre nos de grafos bipartidos.
Ny = G1o (1= 032 )(1 = Ggp) + A32 (1= G2 )1 = Uz ) + Uyp (1= G2 )1 = U32) + G2 032042 (11)

De igual modo o mesmo né de paridade envia para os nés das variaveis vi, vz € vy
mensagens com as probabilidades estimadas ry;, I3 € Iy, respectivamente, as quais

se calculam de acordo com
1-21ry = (1-205)(1-203,)(1 - 204,)

1-2ry3 = (1-20;2)(1 = 20,)(1-204,)
1-2ry, = (1-2¢;,)(1- 20,5, )(1—203,)

3.1.2.Por que é que € necessario um factor de normalizacao?

Sem normalizagdo as estimativas de probabilidades que as varidveis enviariam aos nos
de paridade seriam sempre inferiores as que deles tinham recebido dado estas serem
sempre inferiores a um. Por exemplo, se uma variavel de grau 4 recebesse os valores
0,6, 0,9 e 0,8 de trés nos de paridade a estimativa que iria enviar para o quarto no seria,
sem normaliza¢do, igual ao produto 0,6 x 0,9 x 0,8 = 0,432,

Suponhamos um caso simples de uma variavel X; de grau 3 que recebe as mensagens I
e Iy e vai disso informar o no de paridade 3 enviando-lhe a mensagem

03 = Kishih -
Ora devera também ser 1-0;3 = K;3(1-1)(1-r,;). Combinando as duas expressoes
concluimos que o factor de normalizagao a usar €

1

Kis = ;
Mih+{1-nA-1r)
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como ja sabiamos e esta na Eq. (8). No exemplo precedente a mensagem da variavel de
grau 4 deveria, portanto, ter valor

0,6x0,9%0,8
0,6x0,9%x0,8+0,4x0,1x0,2

=0,98,

quantidade que ¢ muito mais razoavel que a ndo normalizada 0,432.

Exemplo 4

Mensagens de nos de um dado grau expressas a custa de mensagens de “‘graus”

inferiores

As mensagens dos nés de um dado grau podem ser expressas a custa de mensagens
de nés de grau inferior. Comecemos pela mensagem de um né de variavel de grau 3
(ver Fig. 14a). Se tiver recebido as mensagens a e b de dois nés de paridade, o0 n6
de variavel envia para o terceiro né de paridade uma mensagem que é funcédo de a

e b (e a que chamaremos VAR(a,b)):

Grau 3: VAR(ab)=— 2
ab+(1-a)1-b)

f, Xi

gis = VAR(a,b) rj; = PAR(a,b)

f
2 X,

a) b)

Fig. 14 As funcBes VAR e PAR em nés de grau 3.

Consideremos agora um né de variavel de grau 4 ao qual chegam as mensagens a, b

e c. A mensagem que ele transmite para o quarto né de paridade é

abc
abc+(1-a)(l-h)l-c)’

VAR(a,b,c) =

Dividindo o numerador e o denominador por ab+(1-a)(l-b) e fazendo
a:a—b (e' portantO, l_azw
ab+(1-a)(1-b) ab+(1-a)(1-b)

) obtemos
ac

VAR@.D. O = a0

VAR(2,C).
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Mas a =VAR(a,b), ou seja, VAR(a,b,c) =VAR(c,VAR(a,b)) . Logo, estamos a exprimir
a mensagem de “grau” 4 a custa da mensagem de “grau” 3. Generalizando para nés

de grau n:

Grau n: VAR(f}, ,,..., f,,) =VAR(f, ,VAR(,...., f, |))

Quanto aos nods de paridade passa-se algo de semelhante:

Grau 3: PAR(a,b)=a(l-b)+b(1-a)
Grau n: PAR(X;, Xy, .., X5_1) = PAR(X;, PAR(Xy,..., Xn_1))

Vejamos como se chega a estas conclusGes. Em nés de grau 3 (ver Fig. 14b) a

mensagem (isto é, a funcédo PAR(a,b)) é obtida através da Eq. (10):

PAR(a,b) =%[1—(l—2a)(1—2b)]=a—ab+b—ab=
=a(l-b)+b(l-a)

E se 0 né de paridade tiver, por exemplo, grau 4 (ver Fig. 15)? A mensagem que

envia é

PAR(a,b,c) = %[1—(1—2a)(1—2b)(1—20)] .

- - el

I
+

\' 9 LTJ PAR(A.C)
""""""" C

PAR(a,b,c)

Fig. 15 A funcdo PAR em nds de paridade de grau 4.

Mas, fazendo (1-2a)(1-2b)=1-24 (isto é, S =PAR(a,b)), entdo

PAR(a,b,c) = %[1 —(1-2/)(1-2¢)] = PAR(f,¢) =
= PAR(c, PAR(a, b))

Mais uma vez conseguimos exprimir a mensagem de um dado “grau” a custa da

mensagem de um “grau” inferior.
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3.1.3. Simplificac&o: o algoritmo ““max-product”

Regressemos ao no de paridade de grau 3 da Fig. 14b. A mensagem transmitida resulta
de um produto (cf. Eq. (10)) que, como se viu, vale rj; = PAR(a, by=a(-b)+b(1-a).

Uma simplificagdo do algoritmo substitui este céalculo pelo maximo das duas
parcelas: ;s zmax(a(l—b),b(l—a)). Com nos de paridade de grau superior as

multiplicagdes da Eq.(10) s3o simplificadas de maneira idéntica. Como?
Lembrando-nos da Eq. (11) tomamos apenas o valor maximo dos diversos produtos
envolvidos,

T

i ®max (a(l-b)(1-c)...,b(1-a)1-c)...,c(1-a)(1-b)...,abc...). (12)
A este algoritmo simplificado, em que as mensagens dos nds de variaveis resultam de
um produto (Eq. (9)) e as mensagens dos nds de paridade sdo um maximo, da-se o nome
de... algoritmo “max-product”, evidentemente.

3.1.4.Ciclos e aproximacgodes

As equagdes de actualizagdo de mensagens apresentadas produzem estimativas exactas
das probabilidades a posteriori ao fim da primeira (¢ Unica) iteragdo se o grafo de
Tanner ndo contiver ciclos [7]. Em grafos com ciclos, uma situagdo muito vulgar, o
procedimento de célculo ¢ iterativo e as estimativas das probabilidades deixam de ser
exactas para passarem a ser apenas aproximagdes, que sdo tanto melhores quanto mais
compridos forem os ciclos. A convergéncia do algoritmo deixa de estar garantida mas
mesmo assim ele funciona muito bem (admiravelmente bem, até...).

O cbdigo da Fig. 3 contém ciclos: por exemplo, X, > f; > X3 —> f,— Xz ¢ um ciclo de
comprimento 4 ¢ X > f; &> X3 > f3 > X4 f,—> X, € um ciclo de comprimento 6. Como
em grafos bipartidos os nés de uma dada classe (variaveis ou paridade) ndo estdo
ligados entre si, os ciclos, se existirem, t€ém sempre comprimento par (no minimo 4).

3.2. Regras de actualizacdo de mensagens logaritmicas

Até agora consideramos que as mensagens representam estimativas de probabilidades.
Porém, quando as varidveis sdo bindrias muitas vezes ¢ preferivel fazer circular
mensagens que representem quocientes de probabilidades ou o seu logaritmo (LLR).
Nesse caso as equagOes de actualizacdo de mensagens (Egs. (6) e (7)) terdo de ser
adequadamente modificadas. Consideremos entdo as seguintes definigdes:

pPOilX=D P
Py % =00 I-p

=L(p;) (canais binarios simétricos)

L (1 L
L(qj)zlnﬁzlnL
E0)  1-r
(1 -
L(qij) —In qu( ) —In qu
q;(0)  1-g;

Partindo da Eq. (6) facilmente obtemos a expressdo das mensagens emitidas pelos nds
de variaveis:
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Kij Pi H Fi (1)
L(q) =In S -
! Kij(=p)] ] rji(0)
i'#]
' ri-(1
_ P +21n—“()
I=pi = ri(0)

Ou seja, L(G;)=L(p;)+ Z L(rj;). Substituimos, portanto, multiplica¢des por somas,
i#]

0 que ¢ bastante mais simples. Quanto & mensagem dos nos de paridade ndo ¢ tao facil

chegar a expressao final. Comegamos com a Eq. (7) e escrevemos

e 1= (1-2ay)

i'zi

L(rj)=1In =In .
J i@ 1+ T(1-2a4)
i’
ef—e™*
Neste ponto temos de introduzir a fungdo tangente hiperbolica tanh(Xx)= PE—
e +e
(quem diria?!), a partir da qual podemos obter as seguintes igualdades:
X —
tanh(x/2) = e -1 tanh ™! (x) = llnH—X
e +1 2 1-x
Oii L(g;)
Agora, sendo por defini¢do L(gjj)=In ) entdo também & %ij = ) donde se
1-qjj 1+e- %
tira que
s _— eL(qij)
1 1+ eL(qij)
L@@ L(q::
1+e % 2

Como a tangente hiperbolica € uma fungado impar entdo também podemos escrever

L(Q::
1—2Qij:tanh(— (g”)j:

=@ (L(gy))

onde definimos a fungdo auxiliar ®(x) = tanh (- x/2).

Estamos prontos para retomar a expressdo da LLR L(rj;) e obter finalmente
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1-[T(1-2a5)  1-]Ttanh(-L(aiy)/2)

i'#i

=) = ln1+ﬁ(1—2q”—) B ln1+Htanh(— L(Gip),2) B
=2tanh™! (—H tanh (- L(g;) /2)J

e também a expressdo equivalente L(r;;) = o' [H ) ( L(ali; ))J . Em resumo:

i'#i

Mensagens logaritmicas

e Do no6 de variavel x; para o n6 de paridade fj:

L(gj) = L(pp)+ X L(rj) (13)

=]
e Do no6 de paridade fj para o n6 de variavel x;:

L(rj;) =2tanh™" {—H tanh (~L(Giy)/ 2)} i

i'#i

=0~ {H‘D(L(qi’j))}

i'#i

(14)

Nota 1: A Eq. (14) pode escrever-se de uma maneira mais elegante e até mais memorizavel:
(L) =[To(L@y)
i"#i
. . 1- .
Nota 2: Se tivéssemos definido L(X) = ln—X em vez de L(X)= lnli a Eq. (14) escrever-se-ia com
X —X

mais simplicidade:

L(rj) = 2tanh™ {Htanh(L(qi'j )/2)} ou tanh (L(rj;)/2) = [  tanh (L(ay)/2)-

i'#i i"#i

No fim de todas as iteragdes calcula-se a LLR final somando todas as LLR que
confluem na variavel:

L% [y) = L(q) =
= L(p)+ D, L(r;)
i

A expressao anterior mostra que a LLR a posteriori ¢ igual a soma de uma componente
fixa intrinseca a variavel, L(p;j), com uma componente que lhe ¢ extrinseca e resultou da

transferéncia de mensagens, Z L(rj) -
j
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3.2.1.Canais com ruido AWGN

As expressdes anteriores sdo validas para outros canais além daquele que temos
considerado até aqui (o canal binario simétrico): ha s6 que usar o valor adequado da

S =1 % =41
PO DG =1y PO DG =+D
p(Y; [ % =0) pCY; [ % ==D
binaria X; = +1 através de um canal AWGN com ruido de média nula e varidncia 6* e se

se receber a sequéncia de valores reais yj;, a LLR a priori , isto €, aquilo de que
necessitamos para iniciar os calculos, vale

LLR a priori In . Assim, se se enviar uma sequéncia

p(y; | X =+1)
L(p)=tn PN =T
()= % =)

(1/W)exp[—(yi —1)2/202}

:ln(l/m)exp[—(yi +1)2/202J i
_

A N

O ruido a saida de um filtro adaptado no receptor tem variancia o’ = ﬁ , em que No/2
C

¢ a densidade espectral de poténcia do ruido e Ec=R:E, é a energia de cada bit

codificado (sendo Ej a energia de cada bit antes da codificacdo e R, =k/n a taxa do

codigo). Portanto,
E R.Ep

L(p)=4—Cy; =4

N, N, Y-

Agora € so usar este valor nas equacdes de actualizacao.
3.2.2.Simplifica¢des: o algoritmo “min-sum™

As razoes LLR sdo usadas para simplificar calculos, nomeadamente para substituir
multiplicagdes por somas. Ora, se bem que tenhamos substituido multiplicagdes por
adicdes no célculo das mensagens de variaveis, as multiplicagdes subsistem no célculo
das mensagens dos noés de paridade. Porém, ndo por muito tempo! Assim, definindo

uma nova func¢io auxiliar, ¥(X) = —ln[tanh(x/ 2)] , x>0 (ver Fig. 16), e sabendo que

qualquer nimero real y € igual ao produto do seu médulo pelo seu sinal, y = sgn( y)|y

2

a Eq. (14) pode escrever-se
d.
L(rjp) = (=) (_Hsgn[uqn- )]J T{Z\P(\L(qif,— )\)J (15)
i'=i i'#i
em que d; ¢ o grau do nd. Acontece que, como se vé na Fig. 16, ¥ é uma fungdo positiva

fortemente decrescente pelo que o somatorio das fungdes ¥ ¢ aproximadamente igual
ao termo dominante, correspondente ao menor dos |L(0j)| envolvidos. Além disso, a
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funcdo W ¢é igual & sua inversa, ¥7'(x) = P(x), isto &, P(¥(X)) = x. Logo, a expressio
acima simplifica-se em

L(rji) = (=) (Hsgn['-(qi'j )JJ \P(r}l’iix [ (JLcan )D)j )

i'i
dj .
=(-1" (E[I sgn [ L(alij )]J min (‘ L (G )D

3
_ P(X) = -In(tanh(x/2))
=
B

1+

0

0

Fig. 16 A funcio auxiliar W(X) = —ln[tanh(x/Z)J )

A esta forma aproximada (mas bastante mais simples) de calculo da-se o nome de...
“min-sum algorithm”:

Algoritmo “min-sum”

e Do no6 de variavel x; para o n6 de paridade fj:

L(g) = L(p)+ D L(rji) (16)

i#]

e Do no6 de paridade fj para o n6 de variavel x;:

L(r) = (-D% (Hsgn[L(qiv,- )}J min (|L(aj;) (17

i'#i

Quer este algoritmo quer o algoritmo “max-product” s6 diferem do algoritmo SP
“normal” no modo de calculo, aproximado, das mensagens dos nos de paridade. As
mensagens dos nds de variaveis, essas, sdo calculadas da maneira “normal”.

Exemplo 5

A figura seguinte apresenta as expressoes de actualiza¢do de nds com os algoritmos
simplificados “max-product” (com probabilidades) e “min-sum” (com LLRs) no caso

de nés de grau 3.
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la q b
C T (—r)(i—) T “max-product”

A L(Ge) = L(r) + L(5)
X o= max(Ga(1- Q)G (1-00))
s L(r,) = —sgn (L(0y))sen L(ap)) min (|L(da)]|L()])

4. Exemplo numérico de aplicacéo

Vamos entdo a um exemplo numérico considerando um canal binario simétrico (BSC) e
o codificador'' (7,4) da Fig. 3. A compreensio do exemplo tornara facil a aplicagdo do
algoritmo da soma-e-produto a outros tipos de canal, como o canal de ruido AWGN.

Suponhamos que a palavra de coédigo X =110 0 0 1 0 foi transmitida através de um
canal BSC com p=0,1, que a transformou na sequénciay =110 10 1 0. Ou seja, o
quarto bit esta errado (mas o descodificador ainda ndo sabe!...). Como € que poderemos
corrigir o bit errado usando transferéncia de mensagens ao longo das linhas do grafo de
Tanner do codificador?

Como se mostra na Fig. 17, cada n6-folha p; envia do canal para o seu argumento X; uma
mensagem fixa igual ao valor da respectiva probabilidade a priori p;:

PCY; [ % =D=p;.

Por exemplo, X; recebe a informacdo a priori p(y; =1|%=1)=0,9 e X3 recebe
p(y; =0[ %3 =1)=0,1.

Por sua vez cada variavel X; difunde a mensagem que recebeu do canal pelos nds de
paridade aos quais esta ligada. Assim, por exemplo,

U1 =0p = Os1 =0s3 =
=p2=O,9 =p5:0,1

A Fig. 17 mostra os valores das primeiras mensagens recebidas pelos nés de paridade.
Que mensagens vao eles agora enviar aos nés de variaveis? Consideremos f;, por
exemplo. Este né recebeu estimativas de Xj, X;, X3 € Xs. Entdo para X; enviara uma
estimativa baseada nas estimativas que recebeu das outras variaveis (X, X3 € Xs), para X,
enviard uma estimativa que se baseia nas que recebeu de X;, X3 € Xs, € para X3 € Xs fara de
modo idéntico. Em particular, a mensagem que X; recebe de f; ¢ dada, de acordo com a
Eq. (10), por

! Este codigo ndo é, de facto, um codigo LDPC mas para o caso é irrelevante.
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rllzé - 11 }(1—2%) =

i€{23,5

— (1= 1= 20,1 - 205101~ 205))] -
=0,756

Fig. 17 Mensagens iniciais enviadas pelas variaveis aos nos de paridade f;.
Identicamente obteriamos as mensagens de f; para as suas restantes variaveis,
,=0,756 1r;=0,244 15=0,244,
e as mensagens de f; e f; também,
rh,=0,244 1,;=0,756 1,=0,244 1,,=0,244
r3=0,756 1, =0,244 15=0,756 1r;;=0,756,

como a Fig. 18 mostra. Em seguida cada variavel envia aos nds de paridade o produto
normalizado das mensagens que recebeu, como se ilustra na Fig. 19 para a variavel X,:

P13 P2 O P33 P47 Ps 3 Pes p7

Fig. 18 Primeiras mensagens enviadas pelos nés de paridade aos nds de varidveis.
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p2 r22 - 0,9)(0, 244

- — 0,744
Palyy + (1= py)(1—Ty) 0,2952

Oy = Ky Palyp =

Pali _ 0,680 0,965
Polp +(1=py)d-r,) 0,705

Uy = Koo Polin =

¥ 0,9

X3
0744/ N o024 0756 7/ \\ 0,965

Mensagens que f; Mensagem enviada Mensagem enviada
e f, enviam a x; por x, a f; por x, a f,

Fig. 19 Inicio da 2? iteragdo: novas mensagens enviadas por X, aos nés de paridade f; e f,.

No fim deste vai-e-vem de transferéncias a estimativa da probabilidade que cada n6 de
variavel produz ¢ igual ao produto normalizado de todas as estimativas que a ele
confluem, incluindo a proveniente do canal. Embora s6 os valores finais interessem, a
Tabela 1 mostra os valores da LLR a posteriori que foram sendo obtidos ao longo de
cinco iteragdes, para nos apercebermos da sua evolugao.

Tabela 1 - LLR a posteriori durante cinco iteraces

Iteragio  L(xily)  LOely)  LOGly)  L(aly)  LOsly)  L(xly)  L(xily)

o

n

1 3,33 2,20 -1,07 -0,06 -2,20 1,07 -1,07
2 2,18 1,53 -1,06 -0,55 -1,53 1,44 -1,44
3 2,47 2,08 -1,89 0,21 -2,08 1,74 -1,74
4 2,73 2,06 -1,48 -0,39 -2,06 1,39 -1,39
5 2,44 1,95 -1,59 -0,42 -1,95 1,57 -1,57

Como ¢ que estes valores foram obtidos? Vejamos um exemplo retomando a variavel
X2: tendo as mensagens que lhe chegaram ao fim da primeira iteragdo sido p, =0,9,

I, =0,756 e r,, =0,244 (ver Fig. 19) a estimativa p(X, = 1|y) ao fim dessa iteracdo ¢é

igual ao produto normalizado de todas,

0,9x0,756x0,244

=0,90
0,9%x0,756x0,244+0,1x0,244x 0,756

PO =11y) =

pOo=11y) _, 0.9
pP(x; =0]y) 0,1
esta na Tabela, a que corresponderia uma estimativa X, =1 por L(X,|y) ser positiva.

o que se traduz numa LLR igual a L(X,|y) =In =2,20, como
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Ao fim de 10 iteragdes a situacdo seria a retratada na Fig. 20. Nota-se bem que nos
bastaria ter considerado apenas cinco iteracdes dada a constancia de valores das LLR

dai para a frente.

LLF a paosteriari

3 I I I I I I I

1 2 3 4 5 B 7 g 9
lteragoes
Fig. 20 As LLR a posteriori ao longo de 10 iteracdes.

10

A estimativa da sequéncia binaria transmitida seria X = X, %,,..., X; = 1100010,

exactamente igual a X. A sequéncia original foi correctamente estimada, como

queriamos...

Exemplo 6

O no de paridade f; enviou a mensagem rz; = 0,756 ao ndé de variavel x; depois de

ter recebido g43=0,9, gs3=0,1 e g,3=0,1. Qual é o valor aproximado de

rz; calculado com o algoritmo “max-product™? E (cf. Eq. (12))

fy3 ~ max [ Oy3 (1= As3)(1 = G73), Us3 (1 = Az ) = G73), Q73 (1= Gy3 ) (1= Us3 ), Qa3 s3ys | =

=max[0,93;0,12 % 0,9:0,12 ><0,9;0,9><0,12} -
~0,729

Exemplo 7

Mensagens logaritmicas

Naturalmente que a descodificacdo anterior poderia ter sido feita com mensagens

LLR em vez de mensagens de probabilidades. Eis agora um pequeno exemplo de

calculo de mensagens LLR.
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Vamos supor que ja chegamos ao fim da primeira iteracdo, quando todas as
variaveis acabaram de receber as mensagens LLR provenientes dos nos de paridade.
Desta vez comecemos por colocar essas mensagens numa matriz de valores L(rj)
estruturada a semelhanga da Fig. 12, tal como esta na Fig. 21, a esquerda. Em
seguida os nés de variaveis enviam aos nos de paridade mensagens a colocar na
matriz de valores L(qg;) e que séo calculadas somando LLRs de acordo com a
Eq. (13). Isto completa a primeira metade da segunda iteracdo. Por exemplo,

L(d31) = L(p3) + L(ry3) + L(153) =
=-2,20+1,13+1,13=0,06

como esta na parte direita da mesma figura. Na segunda metade da iteracéo estes
valores de L(q;) déo origem as mensagens L(rj) da Fig. 22, calculadas através da

Eq. (14). Por exemplo,

®(L(,)) = D(L(g))P(L(g3))) P (L(Gs;)) =
=d(2,20)®(0,06)D(-1,07)

Inicio da iteragdo

12 metade da iteracéo

L(P) [220 2,20 2,20 2,20 -2.20 2,20 -2,20]

L3 LI3 113 113
L(r;) 113 113 -L13 1,13
L3 L3 113 113
Y
L) L) L@ L(es)
L(@i) L) LGy Lp) Lido)
L@s) L@y L@s) L@p)

L(P) [220 2,20 (-2.20\2.20 —2,20 2,20 -2,20]

113
L(rji) {

2,
2,20 1,07 ~1,07
L(a;) 333 2,20 1,07 2,20
-2,20 1,07 -3,33 -2,20

Fig. 21 Valores das mensagens logaritmicas no inicio da segunda iteracéo.

Como @(x) = tanh(~x/2) entdo ®(2,20)=-0,80, d(0,06)=-0,03 e d(~1,07)=0,49

pelo que  ®(L(r,;))=-0,08x(-0,03)x0,49=0,01, donde se tira que

L(r,) = ®1(0,01)=-0,02 . Os restantes elementos da matriz L(rji), apresentados na

Fig. 22, a direita, sdo obtidos de maneira idéntica, o que completa a iteracgao.

Quanto valem as LLR a posteriori, por exemplo L(xs]y)? Basta calcular

L(Xs [y) = L(Ps) + L(5j5) + L(r35) =
=-2,20+0,02+0,65=-1,53

Se agora formos a terceira linha da sexta coluna da Tabela 1 o que é que

encontramos? O mesmo, claro!
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Inicio da 22 metade da iteragéo 22 metade da iteracdo

L(pi) [2.20 2,20 -2,20 2,20 -2,20 2,20 -2,20] L(pi) [220 2,20 —2,20 2,20 -2,20 2,20 -2,20]
Lo U W) U L 00 Coo) 03 om
(1) L) L) Lity) L) 0,65 0,76 -1738 0,76
0,76 1,38 0,65 0,76
L(m3) LRy) L(ks) ()
f =
2,20 1,07 0,06 -1,07 ‘

L(ij) 3,33 2,20 1,07 2,20 L(ij) 3,33 —2,20 1,07 2,20

-2,20 1,07 -3,33 -2,20 -2,20 1,07 -3,33 -2,20

Fig. 22 Valores das mensagens logaritmicas no fim da segunda iteragéo.

E se usarmos o algoritmo “min-sum”? Quanto vale, por exemplo, L(ry;)? De acordo

com a Eg. (15) a mensagem que este n6 de grau 4 envia vale

L(ri2) = (=1)* sgn [ L(ay)]sen [L(gs)]sen[L(as)] W { ¥ [|Lar)] ]+ [ |Lias )| ]+ ¥ [|L(asp)] ]} =
= sgn(2,20)sgn(0,06)sgn(—1,07) ¥ [¥(2,20) + ¥(0,06) + ¥(1,07)] =
=-¥(0,22+3,51+0,72) =-¥(4,45) =
=-0,02

Este € o valor que consta da Fig. 22 (e tinha de constar pois a Eq. (15) é uma
expressdo exacta). Pelo contrario, o algoritmo “min-sum” (Eq. (17)) fornece-nos

uma aproximacdo bastante grosseira:

L(n,) = (=1)* sgn(2,20)sgn(0,06)sgn(~1,07) min (2,20;0,06;1,07) =
=— min(2,20; 0,06;1, 07) =
=-0,06

Apéndice
Exemplo numérico de mensagens vectoriais com canal BSC

Naturalmente que com mensagens vectoriais em vez de escalares sdo necessarios mais
calculos para transferir as mensagens de uns nos para os outros. Se as variaveis forem
binarias ndo ha motivo, portanto, para ndo usarmos as expressoes mais simples que
conhecemos, as das Egs. (9) e (10). Os dados do exemplo que se segue, com um cddigo
binario, sdo os mesmos do exemplo numérico atras apresentado, porém, desta vez as
mensagens vao ser calculadas como mensagens de dois elementos e ndo de um so. Isso
¢ desnecessario, repete-se, mas o que se pretende é que, assim apresentado, o exemplo
seja elucidativo relativamente a variaveis ndo bindrias, especialmente no que respeita as
mensagens dos nds de paridade.
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Suponhamos, como antes, que a sequénciay =110 1 0 1 foi recebida pelo “nosso”
descodificador (7,4) depois de ter atravessado um canal binario simétrico com p=0,1.
Vamos ver como proceder a transferéncia de mensagens de dois elementos.

J& sabemos que cada variavel recebe do canal uma mensagem fixa (ver Fig. 23)

oy, |X_):{p(yi | =0)=1-p;
v P(Yi [ X =D =p
P1 P2 P3 P4 Ps Pes p7
0,1 0.1 0,9 0.1 0,9 0,1 0,9
ool Loslb Lol loslb [oalb Lol Lol
X1 X2 X3 X4 Xs X6 X7

Fig. 23 Mensagens constantes que as variaveis X; recebem do canal BSC.

Por exemplo,
p(y; =1{x=0)| |0,1
pCy =1|X)={ =
O e =t =D 09

Em seguida cada variavel difunde a mensagem a priori que recebeu pelos seus nos de
paridade. Assim, por exemplo,

Uy (%) = P(y, | %) =[0,1 0.9]"
Upa (%) = P(¥3 [ %) =[0.1 0,9]"

Teremos, portanto, a situacdo global da Fig. 24, particularizada para o caso especifico
das mensagens iniciais difundidas por X, X; € Xs.

Fig. 24 Mensagens iniciais enviadas pelas variaveis X; aos nos de paridade f;.

Em seguida os nds de paridade vdo enviar mensagens as variaveis. Por exemplo, f;
envia a X; uma mensagem de dois elementos que envolve as mensagens que f; acabou
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de receber de todas as suas variaveis excepto X;. De acordo com a Eq. (5) essa
mensagem ¢ dada por

=0
i = )}: D L1045 X0, %5, %)ty (%2)031 (%) s (X5)] =
=D

=202 > Fi(X X, X3, X5 )01 (X9 )3y (X3 )5 (Xs)
XX} {Xs}

r11(X1)={

onde a indicacdo ~{X;} significa que a soma se estende aos valores de todas as variaveis
excepto X;. Como f| (X, X;,X3,X5) =0(X @ X, ® X3 @ Xs) (Cf. Eq. (1)), entdo

(X)) =D D D 00X + X9 + X3+ Xs)0p1 (X9 )31 (X3 )05 (Xs)
%} X}

Nos somatorios anteriores as somas estendem-se aos dois valores possiveis de Xz, X3 e
Xs, respectivamente, o que significa que para cada valor de X; vamos ter oito parcelas ao
todo (uma para x; =0, X3 =0, Xs =0, outra para X, =0, X3=0, Xs=1, etc.). E como
nestes oito conjuntos de valores de X», X3 € Xs metade tem paridade par (a soma em
moddulo 2 das trés varidveis ¢ 0), e metade tem paridade impar (soma igual a 1), entdo
quatro parcelas contém 6(X;) € quatro contém 06(X;+1). Por exemplo, uma das parcelas
vai ser

(X +0+1+1)0y;(0)a3;(1)as; (1) = 5(X)d,1 (0)a3, (1)gs (D) -

Assim, a expressdo de r(X;) desenvolve-se em

ni(x)= Z [S0X + Xy + Xg +X5)01 (X2 )31 (X3) G5 (X5 )] =
N{X]}

= 5(X)[021(0)031(0)as; (0) + A1 (0)al3; (1)as1 (1) + Gy (1031 (0)as; (1) + Ay (D3 (Das (0)]+  (18)
+0 (X +1D[01(0)031(0)0s5; (1) + 01 (0)d31 (1)Gs51 (0) + 051 (1)031 (0)0s51 (0) + Ay (D031 (D5 (D]

Substituindo valores teriamos

F1(4) = 8(%)(0,1x0,92 +0,1° +0,9% 0,1+ 0,9x0,1x 0,9)
+8(X +1)(0,1x0,9x0,1+0,1>x0,9+0,9° +0,9x0,1?)
0,244}

=0,2445(%) +0,7565 (% +1) =
(1) (% +1) {05756

Identicamente obteriamos as mensagens de f; para os seus restantes argumentos:

) = 0,244 ) = 0,756 ) = 0,756
12272771 0,756 B3Y37710,244 Y5770, 244

A situag@o ¢ ilustrada na Fig. 25. Da mesma maneira se obteriam as mensagens de f, e f3
para os seus argumentos.
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(%) = 0.756] (X)_'o,244' . )_'0,756‘ b (x )_'0,756'
232770 0,244 BYE070,756 ) Y 0,244 207 0,244
; (X)_'0,244 . )_'0,756' . )_'0,244' o (x )_'0,244'
313770,756 W 0,244] P 0756 P77 0,756 ]

Fig. 25 Primeiras mensagens enviadas pelo n6 de paridade f; aos nos de variaveis a que esta ligado.

Uma pausa

Antes de prosseguir vamos parar um pouco para constatar que a Eq. (18) conduz ao

mesmo resultado que obteriamos se usassemos a notacdo alternativa simplificada
rj € 0ij. Se com essa equagdo quisermos determinar r; =n;(X =1) deveremos

considerar apenas a soma que multiplica 8(x; + 1) (porqué? Porque com x; =1 é
8(x1 + 1) =8(0) =1 e 8(x1) = 8(1) = 0). Ora como ¢;;(0) =1-0; e (1) =0; a Eq. (18)

conduz-nos a

i =1-0y)(1—031)0s; +(1—0y1)03; (1 —0s1) + dpy (1= 031)(A—dsy) + 31031953

Ora compare esta expressdo com a Eq. (11). N&o nota semelhangas?

Voltemos as iteragdes... Tinhamos terminado a primeira e vamos agora iniciar a
segunda. Nesta, cada variavel X; envia a cada n6 de paridade uma nova mensagem
calculada com base na estimativa inicial fixa p(yi[Xi) e nas diferentes mensagens que
recebeu dos outros nés de paridade. Por exemplo, de X, para f; e f, vamos ter,
respectivamente,

0= Ko (s [ 0) o B () = K 0.17,[0.756]_ [0.076
= [ ] = [ ] =
021 (X, 21PCY2 | X)) @ (X, 21 0.9("] 0,244 21 0,220

produto elemento-a-elemento

(%) = K (, [ %) e (%) = K 0,1 0,244 K 0,024
= [ ] = [ ) =
U2 (X, 22P(Y2 [ Xz) @ (X%; 22 0.9 0.756 22 0,680
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o que da, depois de normalizar dividindo cada elemento pela soma dos dois,

x )_'0,256'
1% 10,744
" )_‘0,035‘
022 (X = 10,965 |

como se mostra na Fig. 26. E o algoritmo prosseguiria, iteracao apos iteracao...

<~
<~

oo oo

%, LY 10,9 X, LY 10,9
0,244 0,756 0,256 0,756 0,244
[0,756} /‘ \ {0,244} {o, 744} ‘/ ,\ {0, 244} {0,756}

fi f, fi f, f,
Mensagens que f; Mensagem enviada Mensagem enviada
e f, enviam a x, por x, a f; por x, a f,

Fig. 26 Novas mensagens enviadas por X, aos nos de paridade f, e f,.

No exemplo em que usamos mensagens escalares foi apresentada a Tabela 1 com os
valores de LLR a posteriori obtidos durante cinco iteragdes. E claro que com as
mensagens vectoriais de agora devemos obter exactamente os mesmos resultados.
Vamos confirma-lo. Por exemplo, vimos que ao fim da primeira iteracdo as mensagens

P(Y2 1% =0)|_| 0,1 0,244 0,756
_nl° 2 (%) = o (Xp) =
p(Y2 %=1 0,9 0,756 0,244
chegaram a X;; entdo, para calcular a LLR a posteriori temos de primeiro calcular as

probabilidades a posteriori

= multiplicando as trés mensagens elemento-a-elemento,

0,1x0,244x0,7561 [0,018
0,9%0,756x0,244 | |0,166 |

= normalizando,
pP(X, =01y)| 0,018/0,184 10,10
p(x, =1]y) | |0,166/0,184| |0,90
e depois achar o logaritmo natural do quociente adequado,

PO =11y) _ | 0,90 _
PO, =0[y) 0,10

L(X, |y) =In 2,20.
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Nao ¢ este o valor que consta da Tabela 1?
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