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Processos estocasticos em dinimica de estruturas de engenharia

Paula Milheiro Oliveira, poliv@fe.up.pt
CEC, Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

1 Introducao

Em estudos sobre o comportamento dindmico de estruturas na engenharia civil e mecénica, considera-
-se habitualmente fontes de aleatoriedade ou incerteza, que se repartem em 3 tipos: (a) a aleatoridade
devida a causas naturais ou operacionais; (b) a incerteza sobre as propriedades mecanicas dos materiais
utilizados na construgdo; (c) as incertezas sobre os modelos matematicos adoptados quer para a resposta
da estrutura quer para a resisténcia dos mecanismos estruturais.

Para produzir conhecimento de modo a reduzir a variabilidade que resulta destas incertezas sdo
realizadas simulagdes e, sobretudo, testes sobre as proprias estruturas ou modelos fisicos (a escala redu-
zida) destas estruturas.

Os testes que se realizam para estudar o comportamento de uma estrutura podem ser de varios
tipos. Os testes em que se simulam condigdes varias de funcionamento real envolvem a reprodugéo
de meios aleatorios, nomeadamente acgdes de ventos, cargas devidas ao movimento dos veiculos no
caso das pontes ou do funcionamento de maquinas pesadas no caso de instalagdes industriais e, nome-
adamente, a ac¢do de sismos, entre outras ac¢des. Podemos distinguir dois tipos de acgdes: accdes de
natureza ambiental (como o vento, a temperatura, a humidade, os sismos, as ondas do mar) e accdes de
natureza operacional (como as cargas a que estdo sujeitas). E aqui que aparecem de imediato os primei-
ros processos estocasticos, logo a entrada. Na teoria de sistemas dirfamos que sdo o input do sistema.
No contexto da engenharia de estruturas preferem chamar-lhes excitagdo. Na sua forma mais simples
estes processos podem surgir como ruido branco gaussiano. Significa isto, portanto, que um dos testes
a que se sujeita uma estrutura, quando se pretende estudar a sua dindmica, ¢ um teste em que se simula
uma excitacdo de entrada segundo um ruido branco gaussiano. Este teste, muitas vezes realizado em
laboratorio sobre modelos fisicos, permite observar e avaliar respostas da estrutura e algo que interessa
especialmente aos engenheiros de estruturas, que é estimar parimetros que descrevem a estrutura. Sdo
exemplo destes pardmetros os chamados modos de vibragdo, que ndo sdo mais do que transformacdes
dos pardmetros do modelo matematico que descreve o comportamento dinamico da estrutura. Um dos
aspectos que interessa também ao engenheiro de estruturas € a analise de indicadores de degradagdo da
estrutura.

Podemos distinguir varios topicos que nos permitem clarificar dreas de conhecimento e areas de
trabalho para quem pretende investigar ou simplesmente articular saberes, a um nivel avancado, no
campo da dindmica de estruturas: €&, primeiro que tudo, necessario conhecer ou desenvolver modelos
de excitacdo e de resposta adequados a situagdo concreta em estudo; € necessirio conhecer e adaptar
métodos existentes de simula¢do da resposta; ¢ necessario ser capaz de aplicar, e sobretudo desenvolver,
métodos de estimag@o de pardmetros e de estado e, finalmente, podemos ainda encontrar-nos perante
problemas de controlo da estrutura, para os quais ¢ necessario explorar técnicas de controlo estocéstico.

2 Modelos para a excitacgio

Pode dizer-se que acgdes como o vento, os sismos ou as ondas do mar sdo duplamente aleatérios, no
sentido em que a sua ocorréncia € estocastica no tempo mas também as trajectorias que caracterizam
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Figura 1: Registo do terramoto El Centro (Imperial Valley, EUA, costa do Pacifico). A aceleracdo foi
medida na base do edificio El Centro Terminal Substation e est representada em cm/s.

estas ac¢Oes exibem padroes aleatdrios. Acgdes como a temperatura, a humidade ou as cargas a que a
estrutura esta sujeita na sua operagao sao mais naturalmente vistas como processos continuos no tempo.

Ao longo das ultimas décadas, estas acgdes tém vindo a ser examinadas na engenharia estrutural
sobretudo do ponto de vista estocastico. Naturalmente que encontramos quer processos estocasticos
estacionarios quer ndo estacionarios, talvez com uma maior predominancia destes ultimos. Os registos
sismicos, por exemplo, permitem-nos dizer que as ac¢des sismicas sdo processos estocasticos hoje re-
conhecidos como fortemente ndo estacionarios (e.g. Figura 1), devido a diferengas entre frequéncias e
tempos de chegada das suas ondas componentes. Podem ser modelados de duas formas distintas: (a)
processos estocasticos ndo estacionarios unicamente em amplitude (resultam da transformagdo de um
processo estaciondrio através de uma funcdo deterministica do tempo, na pratica estimada com base
nos registos sismicos); (b) processos estocdsticos com uma densidade espectral de poténcia evolutiva
(como resultado de diferentes velocidades e energias das diversas ondas que compdem o movimento ¢
de multiplas reflecc¢oes, refracgoes e difracgoes).

No primeiro caso, temos modelos da forma:

onde 4, representa a aceleragdo do solo no instante 7, §(7) ¢ a fungdo de modelagio (deterministica) e
{M;}; € um processo estocastico gaussiano estacionario. S3o muito usados os modelos de Shinozuka—
—Sato (1967), em que &(¢) ¢ da forma

(:(f) = _l:(e—a! 53 e—b.’) 1

Aming—-Ang (1966):
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e Yeh—Wen (1990):

at- be—c{
)= —_—
=1 2

em que a, b, ¢, d, h, t; e t, sdo parametros, cujos valores sdo atribuidos com base em argumentos de
natureza fisica ou em registos, perante cada situa¢do concreta.
No segundo caso, temos modelos muito variados, dos quais destacamos o modelo de Yeh—Wen
(1990):
A = é(f)Mk(r}s
n(t)

agora com k(t) = L onde n(¢) ¢ uma fungdo polinomial que pretende representar a acumulacgio de
passagens por 0 no registo sismico e #; 0 instante em que as fortes movimentagdes do solo ocorrem
(Figura 2). Outros modelos podem ser encontrados em Priestley (1981), Grigoriu et al. (1988), Spanos
et al. (1992), Fan-Ahmadi (1990), Kameda—Nojima (1988), Faravelli (1988) e Carli (1992, 1995), entre

outros.

Figura 2: Registo do terramoto de 1971 na Baia de Sao Francisco (EUA). A aceleragao foi medida em
San Fernando e est4 representada em cm/s”.

3 Modelos para a resposta

A dindmica de uma estrutura com comportamento linear e N graus de liberdade', pode ser modelada
pelo seguinte sistema diferencial estocéstico no sentido de Ito (Clough € Penzien, 1993):

{dx',m = x}z)dt

1
de} = M"(—Cx}z} —Kxﬁ”)dH—M_Idm iy

1 (2) . ; : ; .
em que x;{ ) e X ) sdio vectores de deslocamento e velocidade, respectivamente, M € a matriz de massa

da estrutura, C a sua matriz de amortecimento viscoso, K a sua matriz de rigidez e {W;}, é o processo
estocatico que modela a excitagdo externa a que esta sujeita a estrutura.

No entanto, nem todas as estruturas apresentam um comportamento linear, encontrando-se por
exemplo modelos da forma (Wen, 1973):

dxfm = x,(z}dr

B = M‘l(—Cx,{Z}—aKx,m—(l—U.)Kzg)dH—M_]dHG i 2)
2 2 H— 2 n

dzy = (Ax® — Bl 2 —yxP )

ISe se tratar da estrutura muito elementar como uma estrutura porticada, os N graus de liberdade corresponderdo a N
pisos. Em estruturas mais complexas como edificios, cada piso, so por si, correspondera a varios graus de liberdade.
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em que {z }, ¢ um processo estocastico habitualmente designado por componente histerética do sistema,
o. € um coeficiente relacionado com a rigidez pos-cedéncia e 4,1, 3 e y sdo parAmetros que caracterizam
o tamanho e forma dos ciclos de histeresis, que s3o estocasticos.

Nos modelos (1) e (2) o tempo ¢ considerado como continuo. No entanto as medi¢des da resposta
da estrutura sdo de facto obtidas em instantes discretos. Pode haver conveniéncia em que o modelo da
estrutura seja também descrito em tempo discreto. Os defensores desta abordagem usam modelos em
espago de estados e por vezes modelos ARMA, que provém de uma formula¢io prévia da dinadmica da
estrutura via Elementos Finitos (ver, por exemplo, Peeters—Ventura, 2003). Um exemplo desta aborda-
gem consiste no modelo seguinte, que respeita a uma estrutura em mastro (Figura 3):

Xie = FXp—1 + GU. (3)

(8]

15]
(4] x 6]

{2

{11

[3]

Figura 3: Exemplo de uma estrutura em mastro.

A estrutura € composta por 9 nos ligados por barras, dos quais os 3 primeiros estio ligados ao solo,
e sofre o efeito de uma acgio aleatoria, representada pelo processos estocéstico {Uy}x, em todos os
seus nos, quer na direcgdo horizontal quer na vertical, de forma independente. /' ¢ uma matriz 18 x 18
construida a partir das matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez. G é uma matriz construida a
partir da matriz de massa, de uma matriz 18 x 12 consistindo de zeros e uns nas posigdes apropriadas
e de uma matriz nula. {Xj}; é um processo estocastico vectorial de dimensdo 18, cujas coordenadas
representam deslocamentos e velocidades no instante 7. Nos modelos ARMA sdo as aceleragdes nos
nos da estrutura que sdo modeladas.

E muito comum encontrarmos aplicagdes praticas em que a dimensdo dos processos estocasticos
envolvidos € elevada, colocando-nos perante problemas computacionais consideraveis.

4 Simulac¢io da excitacao e da resposta

Os métodos de simulagio da resposta sdo muitas vezes usados para anélise da estrutura, uma vez que a
simulagdo de um grande nimero de trajectdrias no tempo permite efectuar resumos, com valor estatistico,
uteis para o engenheiro.

Dependendo do tipo de modelo adoptado para a excitagdo ¢ para a dindmica da estrutura en-
contramos métodos adequados a simulagdo da excitagdo e da resposta. Sempre que se parte de um
modelo em tempo continuo ha, naturalmente, que o discretizar primeiro. E assim que aparecem mé-
todos ja nossos conhecidos da discretizagdo de equagdes diferenciais estocasticas a serem usados neste
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contexto, como por exemplo, os esquemas de Euler, Milshtein ¢ Runge-Kutta estocastico (Milstein,
1995; Kloeden—Platen, 1999; Tocino—Ardanuy, 2002) mas aparecem também novos métodos, como o
esquema de Newmark estocastico (Roy—Dash, 2005; Zhang et al., 1999), que explora particularidades
dos processos estocasticos envolvidos na modelagao da estrutura vibratoria, procurando fazer intervir
no procedimento de discretizagdo parametros com significado fisico, que sdo cuidadosamente calibrados
segundo a aplica¢do a que se destinam.

5 Estimacao de parametros

No caso das estruturas com comportamento linear, sdo de particular importancia para os engenheiros de
estruturas os chamados parametros modais. Nestes casos admite-se que a estrutura esta sujeita a uma
excitagdo do tipo ruido branco, da qual ndo se observa a trajectoria. No exemplo de uma torre como
a estrutura citada na Sec¢do 3 (equagdo (3) e Figura 3), os parametros modais sdo alguns dos valores
proprios da matriz F, matriz esta que ¢ desconhecida e que teremos de estimar.

Mais uma vez, dependendo do tipo de modelo adoptado para a dinamica da estrutura, teremos
diferentes métodos de estimagdo. Sao muito populares, pela qualidade que demonstraram em aplicagdes
praticas, os chamados métodos de sub-espago (Van Overschee—De Moor, 1996; Ljung, 1999).

De entre os métodos baseados no espectro da resposta destaca-se o método Peak-Picking, pela
sua simplicidade (Bendat—Piersol, 1993). A ideia chave deste método reside na estimagao das frequén-
cias proprias da estrutura (valores proprios da matriz de deriva na equacdo (1)) através dos picos da
representacdo espectral.

O Método de Maxima Verosimilhanga tem também sido usado para estimar parametros de modelos
no dominio da frequéncia (Guillaume ez al., 1998).

6 Estimacao de estado

Este problema esta de facto, muitas vezes, relacionado com o anterior, uma vez que alguns dos métodos
de estimagdo de parametros incorporam uma fase de estimagdo de estado.

Na formula¢do de problemas de estimagdo do estado de uma estrutura, ou da resposta de uma
estrutura, ao modelo de dinamica da estrutura, do tipo dos apresentados na Seccédo 3, é acrescentado um
modelo para as observagdes obtidas dos sensores:

Yk = DXje+ v,

onde D ¢ uma matriz que especifica a localizagdo dos sensores ¢ {vy}; é um processo estocastico que
’ — % » )

representa o ruido de medigao (ou erro de medida). Embora seja menos comum®, o modelo das obser-

vagoes também pode ser escrito em tempo continuo:

dY, = DX; +dV,

e podemos, embora mais raramente, encontrar-nos perante modelos de observa¢ao ndo lineares.

A estimagio do estado, X; (ou X;,, nos modelos continuos), faz-se sobre a ¢-algebra das observa-
¢oOes até ao instante #, da qual dispomos de uma trajectoria, resultante da recolha das observagdes dos
sensores ao longo do tempo.

O problema de estimagdo de estado pode ser resolvido de forma optima pelo Filtro de Kalman,
se 0 modelo for linear, ¢ de forma sub-Optima, sob determinadas condig¢des, pelo Filtro de Kalman

2Também porque sera menos realista.

Qutono de 2008 57




Estendido (EKF), se o modelo for ndo linear (Ljung, 1999). Outros métodos aproximados como o Filtro
de Particulas (Ching ef al., 2006; Tang—Sato, 2005) podem ser também usados, com vantagens em termos
computacionais e com menos restrigdes do que o EKF.

7 Controlo da estrutura

Os problemas de controlo da estrutura sdo talvez aqueles em que o investimento do esforgo de investi-
gacdo ¢ mais recente. Porque as excita¢des a que uma estrutura esta habitualmente sujeita no meio em
que esta inserida se comportam como processos estocdsticos, o controlo terd de ter em conta um com-
portamento estocastico, devendo por isso ser entendido como um controlo estocastico também. Quando
falamos em controlo estocastico estamos a falar em ac¢des (processos estocasticos) que sdo provocadas
pelo controlador (equipamento de controlo), ao longo do tempo, para levar a estrutura a um determi-
nado estado desejado, geralmente um estado que garante estabilidade e outras condi¢des optimizadas de
funcionamento (ver, por exemplo, Ikhouane—Rodellar, 2007).

8 Comentarios finais

Em muitos dominios, modelos estocasticos representando uma dindmica complexa sd3o necessarios para
descrever processos que se desenvolvem no tempo de forma aleatdria, exibindo interacgdes no tempo
que se tornam fundamentais para um verdadeiro conhecimento do fenomeno em estudo e algumas ve-
zes apresentando ainda interacgdes com outros processos. Muitas vezes a preméncia do estudo vem
da necessidade de adequirir alguma previsibilidade sobre o comportamento do sistema. Exemplos con-
cretos de processos estocasticos deste tipo encontram-se na dinamica das estruturas da engenharia da
construg¢do (ver, por exemplo, Muscolino, 2001).

As elevadas velocidades permitidas pelos computadores dos nossos dias nao fizeram mais do que
tornar o uso de modelos estocasticos bastante sofisticados cada vez mais praticaveis, a0 mesmo tempo
que desenvolvimentos importantes na teoria das probabilidades, em particular na area do célculo esto-
castico, foram explorados por estatisticos e outros profissionais apenas numa sua pequena extensio, no
desenvolvimento de métodos estatisticos para processos estocasticos.

Ha pois muito espago para contribui¢des de jovens investigadores e para equipas que se queiram
dedicar a estes aspectos dos processos estocasticos e da estatistica. O comportamento dindmico de
estruturas deixa desafios varios para quem sobre esses problemas se queira debrugar.
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