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MATEMÁTICA

Desenhar para visualizar 
na matemática

Helena Mena Matos, Vasco Cardoso

“A matemática, como criação humana e cultural,  
lidando com objetos e entidades bastante diferentes  

do fenómeno físico (…), depende muito (…) da visualização  
nas suas diferentes formas e a diferentes níveis, muito além do 

óbvio campo visual da geometria e da visualização espacial”  
Arcavi

Conceitos, resultados e métodos matemáticos são mentalmente 
apreendidos de muitas formas diferentes, dando lugar a representa-
ções visuais muito diversas de informação figurativa ou não figurativa 
e de relações abstratas. Os matemáticos têm uma variedade de imagens 
mentais de natureza intuitiva, para entender e manipular conceitos e 
métodos na área específica em que trabalham. Essas imagens ajudam-
-nos a lidar com factos e resultados frequentemente muito abstratos 
e complexos. Como muito bem apontou Massironi (1989, p. 17) “… os 
pesquisadores de quase todas as disciplinas que, chegados a determi-
nados limites nos próprios conhecimentos expressos pela palavra, en-
contram com um sinal não verbal a possibilidade de irem mais além…”

Sendo a perceção humana fortemente visual, não é inesperado 
que o recurso visual esteja tão presente na matemática, não só em 
áreas como a geometria, abordando conteúdo espacial, mas também 
em áreas mais abstratas em que são frequentemente usados esque-
mas e diagramas, envolvendo a imaginação, para ajudar a lidar com a 
abstração. O uso do desenho (no seu sentido mais lato) é, sem dúvida, 
importante nos diferentes contextos da atividade matemática, seja na 
investigação, no ensino ou na comunicação.
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O desenho e a prova matemática

No ensino superior e na investigação, a prova desempenha um papel 
primordial na matemática. Uma prova matemática é uma demonstra-
ção lógica de que uma afirmação é verdadeira. Partindo de um facto 
conhecido (ou de uma suposição que se presume ser verdadeira) é 
realizada uma sequência de deduções, cada uma obtida logicamente 
da anterior e culminando na afirmação desejada. Matemáticos con-
temporâneos formulam conjeturas envolvendo conceitos abstratos 
que devem ser depois suportados pela prova. Como Steven Krantz 
(2007) escreveu: 

A característica identitária e diferenciadora da matemática relativa-
mente às outras ciências, à filosofia e, de facto, a todas as outras for-
mas de discurso intelectual, é o uso da prova rigorosa. É o conceito de 
prova que torna o assunto coeso, que lhe confere sua intemporalidade e  
universalidade. (p. 1)

No percurso histórico de depuração dos processos dedutivos levados 
a cabo pela matemática em busca da prova, observa-se uma gradual 
abstração realizada a partir da realidade. Consequentemente, é de 
entender que os processos de depuração e sedimentação do conheci-
mento tenham arrancado no seio do exercício de práticas, nomeada-
mente profissionais, e convergido durante o tempo para a construção 

de teorias gerais, de uma sistematização científica. Veja-se o caso da 
teoria geométrica sobre o Desenho (Santo, 1984):

...muitas das projecções não surgiram historicamente como tal, mas sim 
como processos ou métodos, mais ou menos simplificados ou sistema-
tizados, de traçado ou execução, com vista a facilitar os desenhadores 
ou artistas. Apenas posteriormente, com o desenvolvimento da Geo-
metria, (…), é que «as peças foram sendo juntadas» num todo coerente, 
e que se pôde identificar processos de execução existentes com os tipos 
de projecção a que correspondiam. (pp. 185-186)

É bem sabido que a agrimensura era uma preocupação tanto para 
os egípcios quanto para os gregos, e a matemática nos seus tempos 
primordiais estava frequentemente ligada a esses problemas geomé-
tricos práticos. Tratavam-se estes exemplos daquilo a que se chama 
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geometria prática ou de fábrica: geometria fabrorum. Neste contexto, 
entende-se o facto de que, na Grécia da antiguidade, uma “verdade” 
matemática só precisava ser justificada por uma imagem plausível e 
uma descrição convincente. Os gregos usavam texto e diagramas de 
forma interdependente para derivar muitas asserções, sendo espa-
cial, em vez de lógico, o princípio orientador no desenvolvimento da 
prova (Netz 1999, pp. 27-30). Os diagramas eram frequentemente 
esquemáticos representando as características qualitativas das con-
figurações geométricas e eram o cerne das proposições matemáticas 
(Netz 1999, pp. 18-35).

No entanto, com o tempo, foi acontecendo uma gradual sis-
tematização do conhecimento, num processo de filiação ao número, 
à expressão exata da quantidade. O pensamento e expressão visuais 
foram sendo afastados da ciência. Visto a partir do campo da arte, um 
afastamento com sentido oposto também pôde ser detetado, algo a 
que Cabezas (2002) chamou “divórcio arte-ciência”. O autor apontou 
historicamente os escritos de Alberti sobre desenho e perspetiva como 
os primeiros sintomas desse divórcio. E, concluiu que “[a] racionalida-
de geométrica do linear estava marcada por um rumo assinalado, pelo 
menos desde o pensamento de Descartes.” (pp. 126-127).

O século XVII foi de atividade e inovação intensas com o desen-
volvimento da álgebra simbólica e da geometria analítica, a criação do 
cálculo diferencial e integral e os avanços no cálculo numérico. Como 
apontado por Andersen (2007) “para ser realmente interessante naque-
les tempos, um tópico tinha que se relacionar com as duas novas disci-
plinas matemáticas importantes: geometria analítica e cálculo” (p. 718).

Em 1628, René Descartes escreveu a sua primeira grande obra 
Regulae ad directionem ingenii, publicada apenas em 1701, sobre o mé-
todo adequado para o pensamento científico e filosófico. É composta 
por vinte e uma regras, algumas delas envolvendo processos de vi-
sualização e referindo-se a diferentes papéis de imagens e figuras no 
pensamento matemático das quais destacamos as seguintes (Descar-
tes [1701] 1954):

Regra XIV: O problema deve ser re-expresso em termos da extensão 
real dos corpos e deve ser retratado na nossa imaginação in-
teiramente por meio de figuras simples. Assim será percebido 
muito mais distintamente pelo nosso intelecto.

Matemática
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Regra XV: Geralmente é útil desenhar estas figuras e exibi-las diante 
dos nossos sentidos externos. Deste modo será mais fácil man-
termos a nossa mente alerta.

Regra XVI: Quanto às coisas que não requerem a atenção imediata 
da mente, por mais necessárias que sejam para a conclusão, é 
melhor representá-las por símbolos concisos do que por figu-
ras completas. Assim, será impossível que a nossa memória se 
engane, e a nossa mente não se distrairá por ter que retê-las 
enquanto se ocupa com a dedução de outros assuntos.

Naquela época, a interação entre imagem e uma nova prática algébrica 
era comum na atividade matemática.

No século XIX, o desenvolvimento da matemática rigorosa e 
formal levou os matemáticos a excluir as ferramentas visuais em favor 
de uma abordagem linguística da matemática. O uso de desenhos era 
permitido no contexto da descoberta, assim como para simplificar a 
cognição, mas não como justificação (Mancosu, 2005). Várias citações 
sustentando esta ideia podem ser encontradas em Mancosu (2005), 
das quais destacamos a seguinte:

O apelo a uma figura não é, em geral, nem um pouco necessário. Essen-
cialmente, facilita a compreensão das relações enunciadas no teorema e 
as construções aplicadas na prova. Além disso, é uma ferramenta pro-
fícua para descobrir tais relações e construções. No entanto, se não se 
receia o sacrifício de tempo e esforço envolvido, pode-se omitir a figura 
na prova de qualquer teorema; de facto, o teorema só é verdadeiramen-
te demonstrado se a prova for completamente independente da figura.
(Pasch, 1882/1926, como citado em Mancosu, 2005, p. 14) 

A construção de Weierstrass em 1872 de uma função contínua mas 
não derivável em todos os pontos, que confundia a visão, contribuiu 
certamente nessa altura para a ideia de que os matemáticos confiavam 
demasiadamente no pensamento visual. Vários matemáticos alegaram 
que os desenhos podiam ser enganadores e suspeitos e que qualquer 
prova deveria ser feita exclusivamente através do raciocínio lógico 
(Mancosu, 2005, Guzman, 2002). A verdade não estava contida na 
representação visual; em vez disso, só poderia ser estabelecida por 
meio da capacidade de raciocínio do cérebro humano. Esta mentalida-
de persistiu durante uma boa parte do século XX. Na literatura cientí-
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fica a norma era a formalização estrita, evitando elementos visuais, e 
os livros didáticos universitários tendiam a seguir os mesmos critérios. 
O livro de Dieudonné sobre álgebra linear e geometria elementar (Al-
gèbre linéaire et géométrie élémentaire, 1964), sem uma única figura, 
é um exemplo notável desse espírito.

Concomitantemente, é interessante verificar que, pelo outro 
lado, o do desenho, a ferramenta matemática é, em muitas expressões, 
afastada do pensamento artístico. Relembremos o “divórcio arte-ciên-
cia”: “Por volta dos primeiros anos do século XIX culmina e estabiliza 
uma classificação, generalizada, ainda que excessivamente esquemá-
tica, para diferenciar o “desenho artístico” do “desenho linear”, como 
um reconhecimento explícito da divergência de interesses entre a arte 
e a ciência” (Cabezas, 2002, pp. 126-128).

Mas, desde o final do século XX, a visualização na atividade 
matemática (ensino, investigação e publicação) tem vindo a crescer, 
influenciada fortemente pelo desenvolvimento de técnicas de visua-
lização computacional. Diversas áreas da matemática têm beneficiado 
de imagens geradas por computador como um meio de apoio no pro-
cesso de investigação, resultando em novas descobertas matemáticas 
que depois são lógica e consistentemente formuladas e demonstradas, 
uma tarefa que, por vezes, é extremamente desafiadora e intelectual-
mente muito exigente.

“Provas sem palavras” passaram a surgir desde 1976 em revistas 
como Mathematics Magazine e The College Mathematics Journal, am-
bas publicadas pela Mathematical Association of America (MAA). Não 
se trata verdadeiramente de provas, mas sim de figuras e diagramas 
que mostram porquê e como se pode iniciar o processo de demonstrar 
como sendo verdadeira uma determinada afirmação. A ênfase está cla-
ramente em proporcionar pistas visuais para estimular o pensamento 
matemático. Uma coleção de algumas dessas “provas sem palavras”, 
publicadas em revistas da MAA, pode ser encontrada em Nelsen 
(1993, 2000, 2015).

Contudo, como aponta Mancosu (2005), os padrões tradicio-
nais de rigor não parecem ter sido perturbados por este retorno ao 
visual. Vários matemáticos fazem referência ao valor cognitivo das 
imagens visuais na matemática, mas parecem entender também que 
elas não satisfazem os padrões de rigor aceites como necessários para 
estabelecer os resultados das suas investigações.

Matemática
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Desenhar para visualizar

O desenho, no seu sentido mais amplo, revela-se na matemática ao 
concretizar a visualização. Assim, parece-nos importante articular 
duas perspetivas sobre visualização, oriundas das duas áreas do co-
nhecimento aqui presentes: matemática e desenho. Da primeira, ado-
taremos a definição de visualização proposta por Arcavi (2003):

A visualização é a capacidade, o processo e o produto da criação, inter-
pretação, uso de, e reflexão acerca de, desenhos, imagens, diagramas, 
nas nossas mentes, em papel ou com ferramentas tecnológicas, com o 
propósito de retratar e comunicar informação, pensar em e desenvolver 
ideias previamente desconhecidas e avançar no entendimento. (p. 217)

Pelo lado do Desenho, uma filiação no discurso de Massironi (1989) 
sobre visualização afigura-se-nos como natural, aproveitando-se o 
facto de o autor concluir com a relevação do papel central do desenho 
nesse processo:

Certas produções mentais têm a característica de só se estruturarem de 
maneira visiva. Estão neste caso situações em que só um raciocínio por 
imagens permite resolver um problema ou atingir um resultado cog-
noscitivo de outro modo inatingível (…). Os resultados obtidos deste 
modo, para serem expressos e comunicados, têm de assumir, conse-
quentemente, uma codificação visiva. O desenho é portanto, o instru-
mento que habitualmente mais se adapta à transmissão deste tipo de 
conteúdos. (p. 133)

Existem várias formas diferentes de visualização na matemática e que 
podem ser classificadas segundo diversos critérios e de acordo com os 
fins a que se propõem atender. 

Guzman (2002) considera quatro tipos de visualização na ma-
temática, de acordo com o grau de correspondência entre a situação 
matemática e o modo da sua representação: visualização isomórfica (re-
presentações em que os elementos visuais têm uma correspondência 
exata com objetos e relações matemáticos); visualização homeomórfi-
ca (representações subjetivas, em que elementos visuais imitam sufi-
cientemente bem as relações entre objetos abstratos, incentivando a 
construção de imagens em processos como descoberta intuitiva, in-
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vestigação e prova); visualização analógica (substituição de objetos por 
outros que se relacionam de maneira análoga e cujo comportamento 
seja conhecido, ou tenha sido examinado de antemão); e visualização 
diagramática (em que os objetos mentais e as relações entre eles são 
representados através de diagramas, facilitando a visualização dos pro-
cessos de pensamento).

A partir da observação de estudantes, Presmeg (2006) identi-
ficou cinco tipos de visualização, de acordo com os tipos de imagens 
visuais: concreta, cinestésica (de movimento físico), dinâmica (transfor-
mação de imagem ou movimento), memória (imagens de fórmulas), e 
padrão (relações puras desprovidas de detalhes concretos).

No que diz respeito ao desenvolvimento de capacidades, 
Bishop (1983) propôs dois tipos diferentes: (1) Interpretação de informa-
ção figurativa (ler, compreender e interpretar representações visuais 
e vocabulário espacial) (2) Processamento visual (tradução de relações 
abstratas e informação não figurativa em termos visuais e manipulação 
e transformação de representações e imagens visuais).

Atenta à fidelidade das representações, à tipologia das ima-
gens, ou ao desenvolvimento de capacidades, ou, ainda, a qualquer 
outro aspeto igualmente importante, a visualização promove e de-
senvolve o raciocínio visual na matemática, ou em qualquer outra 
área do conhecimento. Como vimos atrás, Massironi (1989) atribuiu 
ao desenho a propriedade de edificação da visualização, essencial-
mente, porque permite o trabalho sobre modelos, modelos de execu-
ção rápida, simples e eficaz. Por outro lado, lembramos, essas virtudes 
do desenho fazem emergir uma outra virtude: a fixação dos vários 
momentos dum processo de raciocínio, permitindo, a todo o momen-
to, o pensamento retrospetivo. 

Tendo o papel do desenho na visualização como foco da nossa 
atenção, importa-nos destacar o seguinte: por um lado, o desenho 
como mobilizador de visualização de dados, no tempo e no espaço, 
para compreender, interpretar e reconhecer padrões, algo que advém 
essencialmente de uma atitude analítica – o desenho participa na ex-
posição de dados que decorrem de ou promovem um processo dedu-
tivo. Por outro lado, interessa-nos destacar o desenho como convo-
cador na exploração de ideias abstratas e promotor de conjeturas - o 
desenho participa na construção de um processo dedutivo. No caso 
da matemática, esses processos ocorrem com mais importância na 
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busca pela prova. Assim, abordaremos estas duas faces do desenho na 
atividade matemática, ambas presentes nos diferentes contextos ma-
temáticos (investigação, ensino ou comunicação) e, frequentemente, 
ambas utilizadas nas diferentes tarefas de um mesmo problema de 
investigação matemática.

Utilizaremos os desenhos recolhidos no Departamento de Ma-
temática da Faculdade de Ciências da Universidade do Porto, consti-
tuintes do acervo do projeto de investigação “DRAWinU” financiado 
pela FCT, de modo a conseguirmos destacar o papel do desenho na 
visualização em matemática. Alocaremos a cada uma das duas instân-
cias por nós definidas, das imagens referidas, as que forem atinentes. 
Desta forma, chamaremos a este texto algumas das várias áreas de 
estudo do vasto campo da matemática.

Representar dados 

No que respeita à visualização de dados e mais especificamente à aná-
lise de dados, o desenho ocorre amplamente na área de Estatística 
através de representações gráficas de informação quantitativa nas suas 
mais variadas formas (gráficos bivariados, gráficos de barras, histogra-
mas, gráficos de contorno, gráficos de séries temporais...). Trata-se de 
uma importante ferramenta analítica com raízes profundas e com ino-
vações recentes que exploram gráficos computacionais e tecnologias 
relacionadas. Uma boa visão geral da história da visualização de dados 
desde a Idade Média até a era moderna, com histórias representativas 
de marcos históricos (motivações de desenvolvimento, objetivos de 
comunicação, relação com o desenvolvimento, percursores, reinven-
ção atual) pode ser encontrada em Friendly (2015). 

Nas últimas décadas assistimos à proliferação da visualização 
de dados por via de uma ampla gama de tratamentos gráficos e, através 
de uma variedade de ferramentas de software, foi aberta a possibilida-
de a organizações, académicos e ao público em geral, de explorarem 
dados de maneiras novas e cada vez mais criativas.

As imagens 1 e 2 foram retiradas de um relatório (setembro de 
2022) entre muitos outros elaborados por Óscar Felgueiras (FCUP) 
durante a situação pandémica da COVID-19 em Portugal. São exem-
plos de representações visuais utilizadas para a análise de grandes 
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quantidades de dados e que têm de ser suficientemente simples e cla-
ras para serem entendidas por não especialistas em estatística. Propor-
cionam à classe política e ao público em geral uma visão atualizada do 
estado de pandemia e constituem uma componente fundamental para 
uma boa tomada de decisão.

Modelos matemáticos de problemas do mundo real são com-
plexos e extremamente difíceis de resolver analiticamente e os 
cientistas têm-se apoiado fortemente em abordagens visuais e qua-
litativas na descoberta e na análise dos mesmos. A visualização de 
informação é um auxílio na análise e compreensão de conjuntos de 
dados complexos associados a esses modelos e na deteção de carac-
terísticas interessantes dos mesmos. Os desenhos (imagens 3, 4 e 5) 
obtidos pelo estudante de doutoramento Simon Ranjith Jeyabalan 
(FCUP/CMUP) na sua investigação numérica de um modelo em Di-
nâmica dos Fluidos Computacional, representam o comportamento 
temporal das energias cinética e magnética e foram elaborados para 
compreender o comportamento do modelo. 

Visualizar estruturas complexas é uma componente-chave em 
diversas áreas da matemática, tanto em áreas fundamentais como em 
mais aplicadas. Desenhar grafos, mapas, diagramas, etc., que sejam 
simples e de fácil leitura e compreensão é um passo comum para ul-
trapassar dificuldades de visualização. Os resultados visuais de tais 
desenhos não aspiram a evocar a realidade tangível.

O desenho de grafos aborda o problema de construção de re-
presentações visuais de estruturas conceptuais modeladas por grafos 
usadas principalmente na análise e reconhecimento de padrões. Um 
grafo é uma estrutura abstrata utilizada para representar qualquer in-
formação que possa ser modelada em termos de objetos e conexões 
entre esses objetos. Em geral, um grafo é desenhado como um con-
junto de pontos – os vértices (que representam uma classe de objetos 
tais como indivíduos ou proteínas), ligados por segmentos de reta ou 
curvas- as arestas (indicadoras de ligações tais como amizades ou inte-
rações de ligação molecular). Ao nível do ensino pré-graduado muitos 
desenhos em teoria dos grafos podem ser realizados à mão. Mas, nas 
últimas décadas, o campo do desenho de grafos sofreu enormes de-
senvolvimentos abrangendo fundamentos topológicos e geométricos, 
algoritmos, sistemas de software e aplicações ao comércio, à ciência e 
à engenharia. Na vertente teórica, os assuntos de estudo variam des-
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de características combinatórias de grafos até algoritmos geradores de 
imagens. Na vertente dos sistemas, diversas ferramentas para o dese-
nho de grafos têm sido apresentadas no meio académico e também 
com fins comerciais. Em virtude da crescente disponibilidade e diver-
sidade de propriedades envolvendo grafos, atualmente os problemas 
de desenho de grafos têm vindo a tornar-se cada vez mais complexos 
e são tratados apenas computacionalmente.

Manuel Delgado (FCUP/CMUP) tem, como afirma, um pen-
samento muito visual e precisa de representações visuais mais do que 
raciocínio algébrico puro. Desenvolveu assim ferramentas de visuali-
zação próprias com o intuito de o ajudarem na sua investigação mate-
mática. As imagens 6-8 são exemplos de desenhos de grafos obtidos 
no decurso da sua investigação na área de Semigrupos Finitos. Outros 
tipos de desenhos podem também ser obtidos computacionalmente 
usando as ferramentas desenvolvidas por Manuel Delgado, como por 
exemplo os desenhos 9 e 10 realizados no âmbito da sua investigação 
na área de Semigrupos Numéricos. Eles constituem uma ajuda numa 
primeira fase da sua investigação em que é feito o reconhecimento de 
padrões, em que se descarta problemas sem interesse, e em que são 
realizadas conjeturas. 

Desenhar ideias e conceitos abstratos

Em diversas áreas da investigação matemática e durante o processo 
criativo, o desenho em parceria com a escrita simbólica é frequen-
temente utilizado para explorar conceitos abstratos e descobrir no-
vas ideias de um modo muito pessoal, muitas vezes para dar forma a 
objetos ou relações que se visualizam com a mente. Trata-se de uma 
prática de representação de imagens mentais que auxilia no proces-
so do pensamento, frequentemente através de diagramas e imagens 
simbólicas, que não são facilmente compartilhadas. Em geral os mate-
máticos referem-se a essas representações visuais não como desenhos 
mas antes como rabiscos, e frequentemente parecem envergonhar-se 
deles, descartando-os depois de esclarecidas as suas mentes.

Os desenhos produzidos por Samuel Lopes (FCUP/CMUP) 
(imagens 11 e 12) foram usados no contexto da sua prática investiga-
tiva nas áreas de Teoria da Representação e de Combinatória. Não 
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são representações de entidades físicas, mas sim de ideias e conceitos 
abstratos relacionados com explorações formais da noção de simetria.

Durante os seus estudos de pós-doutoramento (2017) como 
investigadora do CMUP, Nóra Szakács, trabalhando na área de Teoria 
de Semigrupos, usava frequentemente o desenho para retratar ideias 
abstratas sobre questões algorítmicas (imagens 15 e 16).

Os desenhos de Christian Lomp (FCUP/CMUP) (imagens 13 e 
14), realizados no âmbito da sua prática de investigação na área de Ál-
gebra, são também representações de ideias e conceitos abstratos, mais 
especificamente da multiplicação de certos elementos numa álgebra de 
diagramas. Os desenhos foram realizados para uma melhor perceção 
desta estrutura multiplicativa. A alguns diagramas, desempenhando 
um papel importante no estudo em questão, foram associadas letras de 
forma a facilitarem a passagem à prova formal dos resultados algébricos.

O estudante de doutoramento João Matias desenha frequen-
temente para compreender resultados enunciados algebricamente. 
Os desenhos foram realizados por ele com o intuito de uma melhor 
compreensão de teoremas da área de Dinâmica Hiperbólica (ima-
gens 17 e 18).

Isabel Labouriau (FCUP/CMUP) faz muitos desenhos nas suas 
diferentes atividades matemáticas, pois, como refere, trabalha e pen-
sa desenhando. Os desenhos foram realizados no âmbito da sua in-
vestigação na área de Sistemas Dinâmicos (Fig. 1 e 2, imagens  19, 20 
e 21). Esses desenhos ajudam a compreender as alterações no com-
portamento matemático. Quando o sistema dinâmico é um modelo 
para algum fenómeno, essas alterações correspondem a resultados 
previstos sob diferentes condições experimentais.

Matemática
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Fig. 1 – Jogos x Dinâmica. Pedra-Papel-Tesoura-Lagarto-Spok I,
Isabel Labouriau, 2021.
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Fig. 2 – Dinâmica-População-Jogos. Jogos Hierárquicos.,
Isabel Labouriau, 2022.
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Estabelecendo conexões

Como evidenciado, o desenho é usado de forma extremamente signi-
ficativa a vários níveis na atividade matemática. Muitas vezes é o pon-
to de partida para o desenvolvimento de conceitos e procedimentos. 
Pode gerar, de muitas maneiras, desafios interessantes, e é utilizado 
frequentemente para fazer conexões entre os muitos objetos teóricos 
que, de certa forma, são extremamente difíceis de descobrir usando 
exclusivamente a lógica. Pode assim ser muito útil para o fomento da 
criatividade e intuição. Adicionalmente, o desenho desempenha um 
papel muito relevante ao nível da comunicação entre cientistas, tan-
to entre matemáticos, quanto entre equipas interdisciplinares. Neste 
último caso, a especificidade das linguagens das diversas áreas poderá 
tornar o desenho essencial na construção de uma ponte, de um lugar 
de entendimento entre as diversas disciplinas.

Pensar no desenho como uma linguagem, uma linguagem que 
pode desenvolver questões e ideias, torna possível processos colabo-
rativos entre artistas e matemáticos, que de outra forma não seriam 
viáveis. A colaboração entre a artista visual Gemma Anderson e os 
matemáticos Buck, Coates e Corti (Anderson et al., 2015), na qual 
as lógicas divergentes da artista e dos matemáticos são tratadas em 
igualdade de circunstâncias, contribuiu de forma muito significativa 
para definir o papel do desenho como linguagem comum entre a ma-
temática e a arte. Aqui artista usufruiu do acesso, impossível de outra 
forma, a geometrias sofisticadas e da oportunidade de as explorar e al-
terar incorporando-as na sua compreensão da forma. Os matemáticos 
beneficiaram com a interpretação através de desenhos de objetos pu-
ramente conceituais com implicações tanto em termos de criatividade 
e intuição, como em termos de divulgação dos seus conhecimentos 
para um público mais geral sem ter que infantilizar, comprometer ou 
desvirtuar as suas ideias.

No mesmo espírito, a colaboração entre Devadoss e Schuh 
(2019), o primeiro um matemático a trabalhar num problema envol-
vendo espaços de árvores, motivado pela filogenética, e o segundo um 
artista visual, foi realizada com o matemático envolvido nos desenhos 
e o artista envolvido na matemática. Os resultados desse trabalho co-
laborativo foram um tríptico de pinturas (criadas com acrílico, grafite, 
aquarela e folha de metal) com foco em diferentes navegações dentro 
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desses espaços de árvores, bem como um novo conjunto de questões 
matemáticas em aberto.

Concluímos esta breve discussão sobre o uso do desenho na 
matemática com o muito interessante sentimento de Devadoss e 
Schuh (2019, p. 282):

Embora um modelo computacional fosse possível para este projeto, 
achamos que desenhos feitos à mão eram mais apropriados. O compu-
tador altera o modo como se interage com o objeto: Embora mais fácil 
de manipular e alterar, esse comportamento por si só pode conduzir a 
que certos aspetos sejam negligenciados. Colocar o espaço de árvores 
num quadro bidimensional que leva mais tempo para “renderizar” força 
a pessoa a desacelerar e talvez a abordá-lo de maneira diferente.

Matemática
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MATHEMATICS

Drawing to visualise 
in mathematics

Helena Mena Matos, Vasco Cardoso

“Mathematics, as a human and cultural creation  
dealing with objects and entities quite different from  

physical phenomena (…), relies heavily (…) on visualisation  
in its different forms and at different levels, far beyond the 

obviously visual field of geometry, and spatial visualisation.”  
Abraham Arcavi

Mathematical concepts, results and methods are perceived by our 
minds in many ways, having rich, different visual representations 
of figurative or non-figurative information and abstract relation-
ships. Mathematicians have a variety of mental images of an intui-
tive nature to understand and manipulate concepts and methods in 
the specific area of their work. These images help them to handle 
the facts and results that are frequently too abstract and complex. 
As Massironi (1989, p.17) very well pointed out, “researchers from 
almost all disciplines […], having reached certain limits in their own 
knowledge expressed by the word, find with a non-verbal signal the 
possibility of going further”.1

1 Our translation from the Portuguese edition.
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Human perception being very strongly visual, it is not unex-
pected that the visual feature is so present in mathematics, not only 
in areas like geometry, which deal with spatial content, but also in 
more abstract ones where schemes and diagrams are frequently used, 
involving the imagination, to helping deal with abstraction. The use of 
drawing (in its broader sense) is undoubtedly important in the differ-
ent contexts of mathematical activity, whether in research, education, 
or communication.

Drawing and mathematical proof

In higher education and research, the core of mathematics is the proof. 
A mathematical proof is a logical demonstration that a claim is true. 
A sequence of deductions is made, starting from a known fact (or an 
assumption presumed to be true), each deducing logically from the 
one before it and culminating in the desired statement. Contemporary 
mathematicians formulate conjectures regarding abstract concepts 
that must then be supported by proof. As Steven Krantz wrote: 

The unique feature that sets mathematics apart from other sciences, 
from philosophy, and indeed from all other forms of intellectual dis-
course, is the use of rigorous proof. It is the proof concept that makes 
the subject cohere, that gives it its timelessness, and that enables it to 
travel well (Krantz, 2007, p.1).

In the historical path of debugging the deductive processes carried out 
in the mathematical proof, a gradual abstraction is carried out from 
reality. It is understandable that the processes of purification and sed-
imentation of knowledge have started within the exercise of practices, 
namely professional ones, converging over time towards the construc-
tion of general theories of scientific systematisation. See the case of 
the geometric theory of drawing (Santo, 1984, pp. 185-186):
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Many of the projections did not arise historically as such, but as pro-
cesses or methods, more or less simplified or systematized, of outline or 
execution, in order to aid draftsmen or artists. It was only later, with the 
development of Geometry, (…), that «the pieces were being put togeth-
er» in a coherent whole, and that existing execution processes could 
be identified with the types of projection to which they corresponded.2

It is well known that land surveying was a concern for both the Egyp-
tians and the Greeks, and mathematics in its early times was frequent-
ly connected with those practical geometrical problems. These were 
examples of what is called geometria fabrorum, or practical geometry. 
Thus, in the context outlined above, in ancient Greece, a mathemat-
ical “truth” only needed to be justified by a plausible picture and a 
convincing description. The Greeks interdependently used text and 
diagrams to derive many assertions, and the guiding principle in the 
development of proof was spatial rather than logical (Netz 1999, pp. 
27, 30). Diagrams were often schematic, representing the qualitative 
features of the geometrical configurations and were the core of the 
mathematical propositions (Netz 1999, pp.18, 35).

However, knowledge gradually became systematized over time 
through a process of affiliation to number, to the precise statement of 
quantity. Visual thought and expression were being pushed away from 
science. In the Arts a trend in the opposite direction could also be de-
tected, something that Cabezas (2002, pp. 126, 128) called art-science 
divorce. The author identified the first signs of this separation histor-
ically in Alberti’s essays on perspective and drawing and concluded 
that “the geometric rationality of the linear was marked by a course 
established, at least, since the thought of Descartes”.3

The seventeenth century was one of intense activity and in-
novation with the development of symbolic algebra and analytic ge-
ometry, the invention of the differential and integral calculus and the 
advances in numerical calculation. As pointed out by Andersen, “to 
be really interesting in those days, a topic had to relate to the two new 
important mathematical disciplines: analytical geometry and calcu-
lus” (2007, p. 718).

2  Our translation from the Portuguese original.

3  Our translation from the Spanish original. 
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By 1628, René Descartes wrote his first major work, Rules for 
the Direction of the Mind (Regulae ad directionem ingenii), not published 
until 1701, regarding the proper method for scientific and philosoph-
ical thinking. It consists of twenty-one rules, some of them involving 
visualisation processes and referring to different roles of images and 
figures in mathematical thinking, of which we highlight the following 
(Descartes 1701/1954):

Rule XIV: The problem should be re-expressed in terms of the real exten-
sion of bodies and should be pictured in our imagination entirely by 
means of bare figures. Thus it will be perceived much more distinctly 
by our intellect.

Rule XV: It is generally helpful if we draw these figures and display them 
before our external senses. In this way it will be easier for us to keep 
our mind alert.

Rule XVI: As for things which do not require the immediate attention of 
the mind, however necessary they may be for the conclusion, it is 
better to represent them by concise symbols rather than by complete 
figures,- It will thus be impossible for our memory to go wrong, and 
our mind will not be distracted by having to retain these while it is 
taken up with deducing other matters.

At that time, the interplay between image and a new algebraic practice 
was common in mathematical activity.

In the 19th century, the development of rigorous and formal 
mathematics led mathematicians to exclude visual tools in favour of 
a linguistic development of mathematics. The use of drawings was 
allowed in the context of discovery and to simplify cognition but not 
as justification (Mancosu, 2005). Several quotes supporting this idea 
can be found in Mancosu, from which we highlight the following:
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For the appeal to a figure is, in general, not at all necessary. It does fa-
cilitate essentially the grasp of the relations stated in the theorem and 
the constructions applied in the proof. Moreover, it is a fruitful tool to 
discover such relationships and constructions. However, if one is not 
afraid of the sacrifice of time and effort involved, then one can omit the 
figure in the proof of any theorem; indeed, the theorem is only truly 
demonstrated if the proof is completely independent of the figure (Pas-
ch, 1882/1926, as cited in Mancosu 2005, p. 14).

The construction of Weierstrass in 1872, of a continuous nowhere differ-
entiable function that deceived the eye, certainly contributed to the idea 
that mathematicians relied too much on visual thinking. Various mathe-
maticians pointed out that drawings could be misleading and suspicious 
and that any proof should be made exclusively through logical reasoning 
(Mancosu 2005, Guzman 2002). The truth was not contained in the 
visual representation; rather, it could only be established through the 
human brain’s reasoning skills. This mindset persisted for a good part 
of the twentieth century. In scientific literature, the norm was the strict 
formalisation, avoiding visual elements and university textbooks tend-
ed to follow the same criteria. Dieudonné’s textbook on linear algebra 
and elementary geometry (Algèbre linéaire et géométrie élémentaire, 1964) 
without a single figure is a notable example of this mindset.

It is worth noting that, at the same time, on the side of draw-
ing, the mathematical tool is, in many expressions, far removed from 
artistic thinking. Remember the science-art divorce (Cabezas, 2002, 
pp.126-128): “Around the first years of the 19th century, a generalized 
but excessively schematic classification culminates and stabilizes, to 
differentiate «artistic drawing» from «linear drawing», as an explicit 
recognition of the divergence of interests between art and science”.4

But since the late 20th century, visualisation in mathematical 
activity (education, research, and publishing) has been growing in-
fluenced greatly by the development of computational visualisation 
techniques. Several areas of mathematics have benefited from com-
puter-generated images to aid in the process of mathematical re-
search, resulting in new mathematical discoveries that are then logi-
cally and consistently formulated and proven, a task that is sometimes 
very challenging and demands serious intellectual efforts.

4 Our translation from the Spanish original.
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Proofs without words began to appear in 1976 in journals such 
as Mathematics Magazine and The College Mathematics Journal, both 
published by the Mathematical Association of America (MAA). These 
are not truly proofs but rather figures and diagrams that show the ob-
server why and how one may start the process of demonstrating a cer-
tain claim to be true. The emphasis is clearly on giving the observer 
visual clues to stimulate mathematical thought. A collection of some 
of these “proofs without words” that have been printed in journals of 
the MAA can be found in Nelsen (1993, 2000, 2015).

However, as Mancosu (2005) points out, the traditional stan-
dards of rigour do not appear to be disturbed by this return of the 
visual. Several mathematicians refer to the cognitive value of visual 
images in mathematics but also seem to understand that they do not 
meet the rigorous standards required to support the conclusions un-
der investigation.

To draw to visualize

Drawing in the broadest sense reveals itself in mathematics by concre-
tizing visualisation. Thus, it seems important to us to articulate two 
perspectives on visualisation, coming from the two current areas of 
knowledge: mathematics and drawing. From the first, we adopt the 
broader definition of visualisation proposed by Arcavi (2003):

Visualisation is the ability, the process and the product of creation, in-
terpretation, use of and reflection upon pictures, images, diagrams, in 
our minds, on paper or with technological tools, with the purpose of de-
picting and communicating information, thinking about and develop-
ing previously unknown ideas and advancing understandings (p. 217).

Concerning drawing, we follow Massironi (1989), who emphasizes the 
central role of drawing in this visualisation process:
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Certain mental productions have the characteristic of being structured 
only visibly. It is the case of situations in which only reasoning through 
images allows solving a problem or reaching a cognitive result that 
would otherwise be unattainable (…). 
The results obtained in this way, to be expressed and communicated, 
must therefore assume a visual coding. Drawing is, therefore, the in-
strument that is usually best suited for conveying this type of content 
(1989, p. 133).5 

The many different forms of visualisation in mathematics can  be clas-
sified according to several criteria depending on the purposes they are 
meant to serve. 

Guzman (2002) considers four types of visualisation in math-
ematics according to the degree of correspondence between the 
mathematical situation and the way of its representation: isomorphic 
visualisation (representations in which visual elements have an exact 
correspondence with mathematical objects and relationships); homeo-
morphic visualisation (subjective representations, in which visual ele-
ments imitate sufficiently well relationships between abstract objects, 
encouraging the construction of images in processes such as guessing, 
researching, and proving); analogical visualisation (substitution of ob-
jects by others that relate between themselves in an analogous way 
and whose behaviour is known or has been examined beforehand); 
and diagrammatic visualisation (in which mental objects and relations 
between them are represented with diagrams, facilitating the visual-
isation of thinking processes).

Based on her observations of students, Presmeg (2006) identi-
fied five types of visualisation according to visual imagery types: con-
crete, kinaesthetic (of physical movement), dynamic (image transfor-
mation or motion), memory (imagery of formulae), and pattern (pure 
relationships stripped of concrete details).

Concerning the development of abilities, Bishop (1983) pro-
posed two different types: (1) Interpreting figural information (reading, 
understanding and interpreting visual representations and spatial vo-
cabulary) and (2) Visual processing (translation of abstract relationships 
and non-figurative information into visual terms and manipulation 
and transformation of visual representations and visual imagery).

5  Our translation from the Portuguese edition. 
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By paying attention to the fidelity of representations, the ty-
pology of pictures, the development of abilities, or perhaps any oth-
er equally significant feature, visualisation encourages and develops 
visual thinking in mathematics or any other field of knowledge. As we 
saw before, Massironi (1989) ascribed to drawing the quality of edifi-
cation of visualisation primarily because it allows the work on models 
to be executed quickly, simply, and effectively. On the other hand, we 
must keep in mind that these virtues of drawing also give birth to an-
other one: the fixation of the various moments of a reasoning process, 
always enabling retrospective thinking. 

With the role of drawing in visualisation as the focus of our 
attention, it is important to highlight the following. On the one hand, 
drawing as a mobilizer of data visualisation, in time and space, to un-
derstand, interpret and recognise patterns, something that comes es-
sentially from an analytical attitude – drawing participating in the ex-
position of data resulting from or promoting a deductive process. On 
the other hand, drawing as a convener to explore abstract ideas and 
discover new ones, participating in constructing a deductive process. 
In the case of mathematics, these processes occur with more impor-
tance in the search for proof.

Thus, we will address these two instances of drawing in mathe-
matical activity, present in different mathematical contexts (research, 
education or communication) and frequently both used in the differ-
ent tasks of the same mathematical research problem.

Our approach will be based on the drawings collected at the 
Department of Mathematics of the Faculty of Sciences of the Univer-
sity of Porto, belonging to the collection of the funded research project 
DRAWinU. In this way, we will make reference to some of the many 
areas of study in the vast field of mathematics.
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Depicting data 

Concerning data visualisation, and more specifically, data analysis, 
drawing occurs widely in the area of statistics through graphic depic-
tions of quantitative information in its many forms (bivariate plots, 
bar charts, histograms, contour plots, time-series graphs, etc.). It is an 
important analytical tool with deep roots and recent innovations ex-
ploiting computer graphics and related technologies. A nice overview 
of the history of data visualisation from medieval to modern times 
containing representative stories of the milestones (development 
motivation, communication goal, relation with the developments, 
precursors, today’s reinvention) illustrated with many exemplars can 
be found in Friendly (2015).

In recent decades, data visualisation has proliferated into a wide 
range of graphic treatments, and a variety of software tools have made 
it possible for organisations, academics, and people to explore their 
data in novel and increasingly creative ways. Images 1 and 2 are taken 
from a report (September 2022), among many done by Óscar Felguei-
ras (FCUP) during the COVID-19 pandemic in Portugal. They are nice 
examples of visual representations used to analyse large amounts of 
data, and must be simple enough to be understood by non-experts in 
statistics. They offer policymakers and the general public insight into 
the current pandemic state and are a fundamental component of good 
decision-making.

Mathematical models of real-world problems are complex and 
extremely difficult to solve analytically, and scientists have relied 
heavily on visual and qualitative approaches to discover and analyse 
them. Information visualisation helps to examine and understand 
complex datasets in those models and to detect their interesting fea-
tures. The drawings (images 3,4 and 5) obtained by the PhD student 
Simon Ranjith Jeyabalan (FCUP/CMUP) in his numerical investiga-
tion of a model in computational fluid dynamics represent the tem-
poral behaviour of the mean kinetic and magnetic energies and were 
produced to understand the model’s behaviour.

Visualizing complex structures is a key component in many ar-
eas of fundamental and applied mathematics. Drawing graphs, charts 
or diagrams that are simple to read and understand is a common step 
to overcome visualisation difficulties. The visual results of these draw-
ings do not aspire to evoke tangible reality.
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Graph drawing addresses the problem of constructing visual 
representations of conceptual structures modelled by graphs and used 
mainly for analysing and recognising patterns. A graph is an abstract 
structure used to represent any information that can be modelled as 
objects and connections between those objects. Typically, a graph is 
drawn as a set of dots for the vertices (representing a class of objects 
such as individuals or proteins), joined by lines or curves for the edges 
(which indicate links such as friendships or molecular binding inter-
actions). At the undergraduate level, many drawings in graph theory 
can be hand made. However, the field of graph drawing has undergone 
enormous developments in recent decades, covering topological and 
geometrical foundations, algorithms, software systems and applica-
tions in business, science and engineering. On the theoretical side, 
studies have ranged from graph combinatorial features to algorithms 
that generate images. On the systems side, several graph drawing tools 
have been presented in academic environment and for commercial 
purposes. Due to the expanding availability and diversity of node and 
link properties, modern graph drawing issues are becoming more and 
more complex and are handled only computationally.

Manuel Delgado (FCUP/CMUP) has, as he says, a very visual  
way of thinking and needs visual representations rather than pure 
algebraic reasoning. So, he developed his own visualisation tools to 
help  him in his mathematical research. Drawings 6, 7 and 8 are nice 
examples of graph drawings obtained in his research in Finite Semi-
groups. Other types of images can also be computationally obtained 
using the tools Manuel Delgado developed, as for example, images 9 
and 10 done within his research in Numerical Semigroups. They help 
him, in the first stage of his research, to recognise patterns, to discard 
non-interesting issues, and to conjecture. 
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Drawing abstract concepts and ideas

In several areas of mathematical research and during the creative pro-
cess, drawing combined with symbolic writing is used frequently as a 
tool to explore abstract ideas and uncover new ones in a very personal 
way, often to give shape to objects or relationships visualised with the 
mind. It is a way of representing mental images that help the think-
ing process, frequently by diagrams and symbolic images that are not 
easily shared. Mathematicians refer to these visual representations as 
scribbles rather than drawings, often seeming ashamed of them and 
discarding them after clarifying their minds.

Drawings 11 and 12, produced by Samuel Lopes (FCUP/CMUP), 
were used for his research practice in the fields of Representation The-
ory and Combinatorics. They are not representations of physical enti-
ties but of abstract concepts and ideas related to formal explorations 
of the notion of symmetry.

During her postdoctoral studies (2017) as a researcher at CMUP, 
Nóra Szakács, working in the area of Semigroup Theory, often used 
drawings to depict abstract ideas about algorithmic questions (images 
15 and 16).

Drawings 13 and 14 produced by Christian Lomp (FCUP/
CMUP), carried out as part of his research in the field of Algebra, are 
also representations of abstract concepts and ideas, more specifically 
of the multiplication of certain elements in an algebra of diagrams. 
The drawings were made for a better intuition of this multiplicative 
structure. Letters were associated with some diagrams, playing an im-
portant role in the study in question, in order to facilitate the passage 
to the formal proof of the algebraic results. 

João Matias, working on his PhD in Mathematics, frequently 
draws with the aim of better understanding algebraically stated re-
sults. Drawings 17 and 18 were done to assist him in grasping theo-
rems in Hyperbolic Dynamics.

Isabel Labouriau (FCUP/CMUP) draws extensively in her differ-
ent mathematical activities. As she says, she works and thinks by draw-
ing. The drawings made within her research in the area of Dynamical 
Systems (Fig. 1 and 2; images 19, 20 and 21) help to understand changes 
in mathematical behaviour. When the dynamical system serves as a 
model for some phenomenon, these changes correspond to predicted 
outcomes under different experimental conditions.
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Fig. 1 – Games x Dynamics. Rock-Scissors-Paper-Lizard-Spock I,
Isabel Labouriau, 2021.
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Fig. 2 – Dynamics- PopulaFon-Games. Hierarchical Games,
Isabel Labouriau, 2022.
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Making connections

As we saw, drawing is used in highly significant ways in various levels 
of mathematical activity. It is often the starting point from which con-
ceptions and procedures develop. It can raise interesting challenges in 
many ways and is used frequently to make connections between the 
many theoretical objects that, in some ways, are extremely difficult 
to find purely through logic. Thus, it can be very helpful for creativity 
and intuition. Additionally, it plays a very important role in commu-
nication between scientists, both between mathematicians and inter-
disciplinary teams. In the latter case, the specificity of the languages of 
different areas enhances drawing’s capacity to build bridges as a place 
of understanding between the different disciplines.

Thinking about drawing as a language – one that can articulate 
questions and ideas –  enables collaborative processes between artists 
and mathematicians that would not be possible otherwise. Most nota-
bly, the collaboration between the visual artist Anderson and the math-
ematicians Buck, Coates and Corti (Anderson et al., 2015), in which 
the divergent logics of the artist and the mathematicians are treated on 
equal terms, has most significantly contributed to defining the role of 
drawing as a common language between mathematics and art.

Here, the artist benefited from access to sophisticated geome-
tries, otherwise impossible, and the opportunity to explore, alter and 
incorporate them into her understanding of form. 

The mathematicians gained from the interpretation of pure-
ly conceptual objects in terms of drawings with implications both in 
terms of creativity and intuition and in terms of disseminating their 
knowledge to a wider audience without having to infantilise, compro-
mise or misrepresent their ideas.

In the same spirit, the collaboration between Devadoss and 
Schuh (2019), the first a mathematician working on a problem involv-
ing tree spaces motivated by phylogenetics and the second a visual 
artist, was carried out with the mathematician involved in the draw-
ings and the artist involved in the mathematics. The outcome of this 
collaborative work was a triptych of paintings (created with acrylic, 
graphite, watercolour, and metal leaf ) focusing on different naviga-
tions within these tree spaces, as well as a new set of mathematical 
open questions. 
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We conclude our brief discussion about the use of drawing in 
mathematics with the very interesting belief of Devadoss and Schuh 
(2019):

While a computer model would have been possible for this project, 
we felt that drawings by hand were more appropriate. The computer 
changes the way one interacts with the object: Although easier to ma-
nipulate and alter, this behavior in and of itself could just as surely cause 
certain aspects to be overlooked. Shoehorning tree space into a two-di-
mensional frame that takes a longer time to “render” forces one to slow 
down and perhaps approach it differently (p. 282).

ACKNOWLEDGMENT

The authors of the text would like to thank all the colleagues who contributed 
to this project with their drawings and expertise.



304

Helena Mena Matos, Vasco Cardoso

References

Andersen, K. (2007). The Geometry of an Art: 
The History of the Mathematical Theory of 
Perspective from Alberti to Monge. New 
York: Springer.

Anderson, G., Buck, D., Coates, T., and 
Corti, A. (2015) Drawing Mathematics: 
From Inverse Vision to the Liberation of 
Form. Leonardo, Vol. 48(5), pp. 439-448.

Arcavi, A. (2003) The role of visual represen-
tations in the learning of mathematics. 
Educational Studies in Mathematics 52, 
pp. 215–241.

Bishop, A. (1983). Space and geometry. In R. 
Lesh and M. Landau (Eds.), Acquisition 
of mathematics concepts and processes (pp. 
175-203). New York: Academic Press.

Cabezas, L. G. (2002). Las Máquinas de 
dibujar. Entre el mito de la visión ob-
jetiva y la ciência de la representación. 
In J.J.G. Molina (Coord.), Máquinas e 
Herramenientas de Dibujo, (pp. 83-348). 
Madrid: Cátedra.

Descartes, R. (1954). Rules for the direction 
of the mind (E. Anscombe and P. Geach, 
Trans.). (Original work published 1701).

Devadoss S.L. & Schuh, O. (2019). Carto-
graphy of Tree Space. Leonardo 52 (3), 
(pp. 279–283).

Friendly, M. (2008). A Brief History of Data 
Visualization. In C. Chen, W. Härdle 
and A. Unwin (Eds.), Handbook of Data 
Visualization (pp. 15-48). Heidelberg: 
Springer-Verlag.

Guzman, M. (2002) The Role of Visuali-
zation in the Teaching and Learning 
of Mathematical Analysis, Proceedings 
of the International Conference on the 
Teaching of Mathematics (at the Under-
graduate Level) (2nd, Hersonissos, Crete, 
Greece, July 1-6, 2002).

Krantz, S. J. (2007) The History And Con-
cept Of Mathematical Proof. Accessible 
at: https://www.eolss.net/sample-chap-
ters/c02/E6-132-37.pdf

Mancosu, P. (2005). Visualization in Logic 
and Mathematics. In P. Mancosu, K. 
F. Jørgensen and S. A. Pedersen (Eds), 
Visualization, Explanation and Reasoning 
Styles in Mathematics. Synthese Library, 
vol 327. Dordrecht: Springer-Verlag.

Massironi, M. (1989). Ver Pelo Desenho: Aspec-
tos Técnicos, Cognitivos, Comunicativos. 
Lisboa: Edições 70.

Nelsen, R.B. (1993). Proofs without Words: 
Exercises in Visual Thinking. Washing-
ton: The Mathematical Association of 
America.

Nelsen, R.B. (2000). Proofs without Words 
II: Exercises in Visual Thinking. Washin-
gton:The Mathematical Association 
of America.

Nelsen, R. B. (2015). Proofs Without 
Words III: Further Exercises in Visual 
Thinking. Washington: Mathematical 
Association of America.

Netz, R. (1999). The Shaping of Deduction in 
Greek Mathematics: A Study in Cognitive 
History (Ideas in Context, Series Number 
51) (1st ed.). Cambridge: Cambridge 
University Press.

Presmeg, N. (2006). Research on Visuali-
zation in Learning and Teaching Ma-
thematics. In A. Gutiérrez, & P. Boe-
ro (Eds.), Handbook of Research on the 
Psychology of Mathematics Education: 
Past, Present and Future (pp. 205-235). 
Rotterdam: Sense.

Santo, H. P. (1984). Métodos Gráficos e Geo-
metrias Computacionais, Vol.1, Conceitos 
Básicos. Lisboa: Dinalivro.



305

1-2 Em cima, representações num intervalo temporal de 2 anos do número de casos  
 confirmados de Covid-19 e médias de 7 dias e 14 dias (acima), e média de 14 dias 
 por idade (abaixo) no distrito do Porto. Em baixo o mesmo tipo de informação relativa 
 a Freixo de Espada à Cinta num intervalo temporal de 2 meses. / On the top, 2-years 
 temporal representations of the number of confirmed Covid-19 cases and 7-day and 
 14-day averages (above), and 14-days average by age (bottom) in the district of Porto. 
 At the bottom, the same type of information concerning Freixo de Espada à Cinta within 
 a temporal interval of 2 months.
 Óscar Felgueiras, 2022
 Imagem digital / Digital image
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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3-5 Desenhos computacionais produzidos para analisar o comportamento conjunto 
 das energias cinética e magnética num modelo matemático de um fluido. 
 / Computational drawings produced to analyse the joint behaviour 
 of the mean kinetic and magnetic energies in a fluid model.
 Simon Ranjith Jeyabalan, 2022
 Imagem digital / Digital image
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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6-8 Desenhos de grafos produzidos computacionalmente para visualização 
 de relações e auxílio na investigação na área de Semigrupos Finitos. 
 / Graph drawings produced computationally for visualizing relationships 
 and assisting research in the area of Finite Semigroups.
 Manuel Delgado, 2022
 Imagem digital / Digital image
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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9-10 Desenhos produzidos computacionalmente para visualização de relações 
 e auxílio na investigação na área de Semigrupos Numéricos. 
 / Drawings produced computationally for visualising relationships 
 and assisting research in the area of Numerical Semigroups.
 Manuel Delgado, 2022
 Imagem digital / Digital image
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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11-12 Teoria da Representação (Natureza Morta/Cheque-mate)  
/ Representation Theory (Sill Life/Checkmate)

 Samuel Lopes, s.d.
 Esferográfica sobre papel /Ballpoint on paper, 29,7 x 21 cm
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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13-14 Álgebras Temperley-Lieb afins / Affine Temperley-Lieb Algebras
 Christian Lomp, s.d.
 Caneta sobre papel quadriculado / Pen on squared paper, 29,7 x 21 cm
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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15-16 Teoria de Semigrupos / Semigroup Theory 
 Nora Szakacs, s.d.
 Esferográfica sobre Papel /Ballpoint on paper
 Matemática / Mathematics, CMUP
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17-18 Dinâmica Hiperbólica / Hyperbolic Dynamics
 João Matias, s.d.
 Caneta sobre papel /Pen on paper
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP
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320

19-21 Dinâmica (Ciclo Forçado-Dobras-Errado; Ciclo Forçado-Dobras; Ciclo 
 Forçado-Geometria da Transição) / Dynamics (Forced Cycle-Folds-Wrong; 
 Forced Cycle-Folds; Forced Cycle-Transition Geometry)
 Isabel Labouriau, 2021
 Grafite e lápis de cor sobre papel 
 / Graphite and coloured pencil on paper, 29,7 x 21 cm
 Matemática, FCUP e CMUP / Mathematics, FCUP and CMUP


