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Resumo: Em situacoes reais a avaliacao da qualidade global de
um produto ou de um servigo depende simultaneamente de varias
carateristicas de qualidade, pelo que o desenvolvimento de cartas
de controlo para dados multivariados ¢ crucial. Vamos considerar a
carta de controlo proposta em Figueiredo e Figueiredo [6], baseada
no coeficiente RV definido em [5], para monitorizar a estrutura de
covariancias de um processo multivariado. Para processos normais
bivariados, estudaremos o desempenho da carta através do ARL
(average run length), analisaremos também a distribuigao do coefi-
ciente RV quando o processo esta sob controlo e estudaremos ainda
varias carateristicas da distribuigao do RL (run length) quando o
processo esta fora de controlo.

1 Introducao

As cartas de controlo sao as ferramentas usualmente utilizadas para
a monitorizacao de processos em Controlo Estatistico da Qualidade.
As cartas de controlo foram introduzidas por Shewhart em 1924
nos Bell Laboratories para a monitorizacao de processos industriais,
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mas atualmente sao aplicadas nas mais diversas areas, entre elas, na
Satude e Medicina ([13]) e Genética, Ambiente e Financas ([10]). As
cartas de controlo sao representacgoes graficas que tém por objetivo
ajudar a tomar decisoes sobre o estado do processo que estd a ser
monitorizado, isto é, ajudar a decidir se esta sob controlo ou fora de
controlo. Na literatura tém sido propostas varias cartas de controlo
para monitorizar o vetor de valores esperados de um processo mul-
tivariado como por exemplo, a carta baseada na estatistica 72 de
Hotelling [8], e variantes desta carta. Adicionalmente, diversas car-
tas para controlar a variabilidade de um processo multivariado tém
sido propostas, tais como a carta baseada na variancia generalizada
|S|, variantes desta carta ([1] e outras), cartas baseadas no méximo
das variancias amostrais ou no maximo das amplitudes amostrais
das p carateristicas em estudo ([3], [4]), cartas propostas em [7],
[11], [12], [14], entre outras. Existem também esquemas de controlo
para monitorizar simultaneamente o vetor de valores esperados e a
matriz de covariancias do processo ([2], [15], etc.)

Neste trabalho iremos recorrer ao coeficiente RV (proposto em [5])
para desenvolver uma carta de controlo para monitorizar a estru-
tura de covariancias associada a um conjunto de carateristicas de
um processo de controlo multivariado. Para o efeito, com base no
coeficiente RV iremos comparar a matriz de covariancias das p varia-
veis em estudo, associada a um conjunto de amostras de referéncia
retiradas do processo quando o processo esta sob controlo com a
matriz de covariancias dessas variaveis obtida num novo instante de
tempo. Prosseguindo o trabalho [6], iremos neste estudo explorar a
distribuicao do coeficiente RV no contexto referido, de modo a po-
dermos decidir devidamente sobre o estado do processo, i.e., se esta
sob controlo ou fora de controlo. Note-se que a distribuicao exata
do coeficiente RV nao é conhecida e apenas existem aproximacoes a
esta distribuicao em determinados casos particulares. Em seguida,
iremos avaliar o desempenho do procedimento para dois processos
normais bivariados, com base em varias carateristicas da distribui-
cao do RL, a qual serd previamente analisada para cada processo
especifico.
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O trabalho estéd estruturado do seguinte modo: na secgao 2 descre-
vemos a carta-RV’; na seccao 3 discutimos o desempenho da carta
para processos normais bivariados.

2 Carta de controlo baseada no coefici-

ente RV

O coeficiente RV proposto por Escoufier [5] permite medir a seme-
lhanca entre duas matrizes semi-definidas positivas. Iremos utilizar
este coeficiente como medida de semelhanca entre duas matrizes de
covariancias na carta que vamos propor. O coeficiente RV entre as
matrizes de covariancias Vj e Vi é definido por

RV (Vi Vi) = —VeViims _ Tr(ViVi)
’ HVkHHS HV’C/HHS \/T’r (sz2) Tr (Vk/Q)’

onde (Vi,Vi) g = T (Vi Vi) representa o produto escalar de Hil-
bert-Schmidt entre Vi e Vi/, T'r representa o traco de uma matriz e

Vil irs = VViVi) rg = A/ T7 (Vi)? é a norma Hilbert-Schmidt de
Vi. O coeficiente RV varia entre 0 e 1 e quanto mais préximo de 1
for o coeficiente RV mais semelhantes sao as matrizes Vi, e V..

A estrutura de covariancias de um processo multivariado pode esti-
mar-se através de uma matriz de covariancias compromisso obtida
a partir de um conjunto de amostras de referéncia retiradas do pro-
cesso quando estd sob controlo. Em seguida, definimos a matriz de
covariancias compromisso como na metodologia STATIS ([9]).
Consideremos: K amostras de referéncia de dimensao n em que cada
observacao da amostra é descrita por p variaveis, i.e., K quadros de
dados X, x, recolhidos em K instantes de tempo diferentes, quando
0 processo esta sob controlo; as matrizes de covariancias associadas
a estes quadros de dados.

A matriz de covariancias compromisso é definida como uma média



126 Figueiredo et al.

ponderada das K matrizes de covariancias Vj:

K
Vcomp = § kaka
k=1

onde os pesos aj sao os elementos do vetor préprio associado ao
maior valor préprio da matriz Z dos coeficientes RV entre os V}'s:

1 RV(W, Vo) -+ RV(V1,Vk)

RV (V5,W1) 1 -+ RV (V5,Vk)
Z = : : :
RV (Vk, Vi) RV (Vi, Vo) --- 1

A carta de controlo, que designamos por carta-RV, é implementada
do seguinte modo.

e Para cada nova amostra j retirada do processo, representamos
o valor do coeficiente RV entre a matriz de covariancias asso-
ciada a esta amostra e a matriz de covariancias compromisso:

Tr(V Vcomp)
\/Tr Tr (Veomy?)

e O Limite de Controlo da carta, LC, é calculado a partir da
taxa de falsos alarmes:

RV( comp

a = P(RV < LC|processo estéd sob controlo).

Como a distribuicao exata do coeficiente RV é desconhecida,
fixamos o limite de controlo LC num percentil empirico de
ordem « da distribuicao por amostragem do coeficiente RV,
quando o processo esta sob controlo.

e Se RV (V;,Veomp) < LC, considera-se que o processo estd fora
de controlo. Caso contrario, considera-se que o processo esta
sob controlo.
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3 Desempenho da carta para um processo
normal bivariado

Nesta seccao, vamos analisar o desempenho da carta-RV para pro-
cessos normais bivariados, usando como medida de eficiéncia o ARL
- numero esperado de amostras retiradas até a emissao de sinal,
para uma taxa de falsos alarmes « de 0.005. Para processos normais
multivariados de dimensao superior (p = 3 e p = 4), pode ver-se o
desempenho da carta-RV em [6].

Nesta seccao vamos também explorar a distribuicao empirica do co-
eficiente RV quando o processo normal bivariado esta sob controlo e
estudar a distribuicao do RL quando o processo esta fora de controlo.

Gerdmos processos normais bivariados Ny (@,2), com p = (0,0) e
012 1

de covariancias quando o processo estd sob controlo e quando esta
fora de controlo.

1 ) , ) )
Y = ( T12 > Consideramos diferentes estruturas da matriz

Observacao 3.1 Note-se que se considerdassemos outro vetor de va-
lores esperados, obteriamos os mesmos resultados, visto que o desem-
penho da carta € independente de tal vetor.

Observacao 3.2 Note-se que a covariancia entre as varidvers coin-
ctde com a correlacao dado que as variancias sao unitdrias.

Para uma taxa de falsos alarmes o = 0.005, estimamos o LC da
carta; trata-se do quantil empirico de ordem 0.005 da distribuicao
sob controlo do coeficiente RV, obtido por simulagao de Monte Carlo
a partir de 100000 réplicas, recorrendo ao algoritmo descrito de se-
guida.

Algoritmo 3.3 Para cada 1=1,100000, repetir os passos:

1. Gerar 4 amostras de referéncia de dimensao n da distribuicao
No(p2),supondo o processo sob controlo.
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2. Determinar a matriz de covariancias compromisso, Veomp.

3. Gerar uma nova amostra de dimensao n da distribuicdo No (p,3),
supondo o processo sob controlo e determinar a respetiva ma-
triz de covariancias V.

4. Calcular RV (Vi,Veomp)-

Determinar o quantil de ordem 0.005 dos valores RV obtidos.

A distribuicao dos valores do coeficiente RV, quando o processo esta
sob controlo, encontra-se nas figuras 1 e 2, para a covariancia nula
e a covariancia igual 0.75, respetivamente.
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Figura 1: Distribuicao do coeficiente RV quando o processo esta sob
controlo (covariancia nula), para n = 5,10,15
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Observa-se que a distribuicao do coeficiente RV é assimétrica nega-
tiva, predominando os valores mais elevados do coeficiente RV, isto
é, mais proximos de 1. Observa-se ainda, em qualquer dos casos, a

existéncia de bastantes outliers inferiores na distribuicao do coefici-
ente RV.
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Figura 2: Distribuicao do coeficiente RV quando o processo esta sob
controlo (covariancia igual a 0.75), para n = 5,10,15

A distribuicao do coeficiente RV estd cada vez mais concentrada a
direita (a dispersao diminui) a medida que aumenta a dimensao da
amostra, isto é, o coeficiente RV toma valores cada vez mais proxi-
mos de 1 a medida que n aumenta. Assim, o Limite de Controlo da
carta aumenta a medida que aumenta a dimensao da amostra.

Como medida de eficiéencia da carta, usamos o ARL. Para uma taxa
de falsos alarmes a = 0.005, estimamos o ARL a partir de 10000
réplicas para diferentes estruturas da matriz de covariancias, recor-
rendo ao algoritmo descrito a seguir.

Algoritmo 3.4 Para cada i=1,...,10000 (réplicas)
1. Repetir os passos abairo até que a carta-RV emita sinal.

(a) Gerar 4 amostras de referéncia de dimensdo n da distri-
bui¢cao Ny (p,%) com o processo sob controlo.
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(b) Calcular Veom,p.

(¢) Gerar wuma amostra da distribui¢cao No (p,X) com o pro-
cesso fora de controlo.

Figueiredo et al.

estimado, usando o algoritmo 3.3.

(d) Calcular RV (Vi,Veomp) € comparar com LC previamente

2. Registar o numero de amostras até a emissao de sinal, RL;.

Calcular a média dos valores RL, i.e., a estimativa de ARL.

Na Tabela 1 apresentamos os resultados obtidos para n = 5,10,15
quando o152 = 0 ou o192 = 0.75 sob controlo. As estimativas de ARL
sob controlo estao a negrito.

Tabela 1: Estimativas de LC e ARL paran = 5,10,15, sendo 15 = 0

ou o012 = 0.75 quando o processo esta sob controlo

012= 0 sob controlo

o12= 0.75 sob controlo

n 5) 10 15 n 5) 10 15
LC 0.360  0.593  0.698 LC 0.390  0.747  0.863
012 ARL 012 ARL
-0.95 31.2 6.3 2.5 0.75 178.4 204.9 180.3
-0.5 122.3 48.2 224 0.5 39.7 16.6 9.4
-0.3 168.7 105.7 66.9 0.3 18.1 5.6 3.1

0 198.6 188.3 193.4 0.1 9.7 2.8 1.6
0.3 161.9 105.7 66.9 0 7.2 2.1 1.8
0.5 121.8 48.8 22.6 -0.3 3.5 1.8 1.1
0.75 68.0 15.8 6.0 -0.5 2.3 1.1 1.0
0.95 31.9 6.3 2.5 -0.75 1.4 1.0 1.0

A partir da Tabela 1, podem tirar-se as seguintes conclusoes:

e O limite de controlo da carta e o ARL dependem da dimensao
da amostra e da estrutura da matriz de correlacoes.
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e O ARL quando o processo esta sob controlo é elevado e apro-
ximadamente igual ao valor esperado a=! = 200. Quando o
processo esta fora de controlo, o ARL diminui rapidamente a
medida que a dimensao da amostra aumenta.

e Se a correlacao ¢é nula ou proxima de 0 sob controlo, a carta
deteta a existéncia de correlacoes positivas ou negativas, sendo
as maiores correlacoes em valor absoluto mais facilmente de-
tetaveis.

e Se a correlagao é elevada e positiva sob controlo, a carta-RV
deteta diminuicoes na correlagao, correlacoes negativas e tam-
bém correlacoes nulas. No entanto, a carta-RV nao deteta
atempadamente aumentos de 012 quando o seu valor alvo é
igual a 0.75. A carta é mais sensivel a detetar correlagoes
elevadas negativas.

A distribuigao do RL quando o processo est4 fora de controlo (covari-
ancia 0.3, 0.5 e 0.95) e a covariancia é nula sob controlo é apresentada
para n = 5 (Figura 3) e n = 15 (Figura 4). Considerdmos outros
valores da covariancia quando o processo esta fora de controlo, como
por exemplo, 0.75, e os resultados foram semelhantes aos apresen-
tados nas figuras 3 e 4. Resultados adicionais para o caso em que a
covariancia sob controlo é 0.75 permitiram tirar conclusoes andlogas
as obtidas apartir das figuras 3 e 4.

Em qualquer um dos casos apresentados, a distribuicao do RL é
assimétrica positiva, pelo que ha predominancia de valores baixos
do RL. Verifica-se que a mediana do RL ¢ inferior ao valor médio do
RL, i.e., ao ARL. Observa-se a existéncia de outliers superiores na
distribuicao do RL em qualquer uma das situagoes em que o processo
est4 fora de controlo. A medida que nos afastamos da estrutura de
correlagoes sob controlo, a dispersao da distribuicao do RL diminui.

e

Observacgao 3.5 Se a matriz de covariancias compromisso Veomy €
conhecida a priort, a distribuicao do RL é geométrica, mas se es-
timarmos os parametros, a distribuicao do RL nao é geométrica.
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Figura 3: Distribuicao do RL quando o processo estd fora de con-
trolo, para n = 5 e covariancia sob controlo nula.

Neste caso, estimamos os parametros porque calculamos a matriz
de covariancias compromisso, mas a distribuicao geométrica parece
ajustar-se bem ao RL (ver figuras 3 e 4), pelo que se pode calcu-
lar a mediana e outros quantis da distribuicao do RL a partir da
distribuicao geométrica.

Os resultados de simulagao obtidos para processos normais bivaria-
dos sugerem que a carta- RV permite detetar facilmente alteragoes na
correlacao entre as variaveis, podendo constituir assim uma técnica
de monitorizacao muito util numa grande variedade de aplicacoes
industriais.

Neste trabalho consideramos apenas dois valores da covariancia sob
controlo o152 = 0 e 015 = 0.75, mas em [6] foram considerados outros
valores de 015 e os resultados obtidos foram semelhantes aos apre-
sentados aqui.

Para processos normais com p = 3 e p = 4 (ver [6]), os resultados
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Figura 4: Distribuicao do RL quando o processo estd fora de con-
trolo, para n = 15 e covariancia sob controlo nula.

sao analogos aos obtidos para p = 2 e permitem tirar conclusoes que
apoiam as referidas neste trabalho.

Referimos ainda que a carta- RV constitui uma contribuicao 1til para
as cartas existentes na literatura para a monitorizacao da matriz de
covariancias.
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