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Capitulo

Erros numéricos

Neste capitulo apresenta-se os aspectos basicos ligados a erros no cdlculo numérico de quanti-
dades. Devido a omnipresenca deste tipo de erros sempre que se recorre ao calculo numérico
torna-se importante compreender como tal tipo de erros influenciam a resposta obtida. Por
outro lado, quando lidamos com quantidades medidas temos de incluir na determinacdo dos
resultados a incerteza que resulta da presenca de erros nos dados. Assim € fundamental dispor
de ferramentas que estabelecam, majorando, a incerteza no resultado de forma a qualificar o
valor obtido.

1.1 Introducao

A necessidade de considerar erros numéricos € uma consequéncia do facto de nunca podermos represen-
tar computacionalmente todos os nimeros reais com precisao infinita.

Um caso tipico é por exemplo escrever um terco:

1
3 =0.3333333333333(3) . (1.1.1)

Numero este que nunca poderd ser escrito completamente. Dai que seja necessario ndo incluir uma parte
do ndmero, que neste caso seria por exemplo

0.0000000000333(3) , (1.1.2)

S esCrevessemos :
3™ 0.3333333333 . (1.1.3)

Existem duas formas de “medir” o erro associado a um nimero. Consideremos entdo que

X - ¢& o valor exacto de uma quantidade,
(1.1.4)
x -um valor aproximado com que representamos essa quantidade

Logo, x representa X com erro 0x=X —x, pois é uma aproximagao.

1.1.1 Erro absoluto

Um deles, o erro absoluto, é o simples modulo do valor da parte do nlimero que ignoramos, isto é,

0.0000000000333(3) . (1.1.5)
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Ou seja, por definicdo, é
Erro absoluto = | X —x| = [dx] . (1.1.6)

Pelo que podemos afirmar que se x € um valor aproximado de X, com um erro absoluto majorado por
Ax, entdo
x—Ax <X <x+Ax. (1.1.7)

Como desconhecemos o valor exacto de |X—x|, este é usualmente substituido por um majorante que
representamos como sendo Ax.

1.1.2 Erro relativo

O outro é o chamado erro relativo que mede o valor relativo do erro absoluto quando comparado com o
valor do niimero considerado. Neste caso tal erro seria

erro absoluto

173 = 0.0000000000999(9) . (1.1.8)
Logo, por defini¢ao, é
) X—x ox
Errorelativo= — = |—| = |— (1.1.9)
1X| X X

Note que dois nimeros com o mesmo erro absoluto podem ter os seus erros relativos muito diferentes.

Exemplo 1.1.1: Consideremos os seguintes dois valores e uma representacdo aproximada

destes;

X X Ax %

m  3.14159 0.000003 0.000001

1
3005 0-00033 0.000004 0.02

Embora os erros absolutos sejam da mesma ordem de grandeza, os seus erros relativos sdo
muito diferentes, indicando que no segundo caso a aproximagdo considerada é significati-
vamente pior que no primeiro. Tal acontece porque usamos “menos’ algarismos ao escrever
o valor aproximado no segundo caso, dai estarmos a perder mais informagado sobre o valor
exacto - tal facto € indicado pelo valor do erro relativo.

1.1.3 Algarismos significativos

Definem-se como algarismos significativos de um ndmero o primeiro algarismo que nao € zero (anali-
sando a partir da esquerda) bem como todos aqueles que estdo a direita deste.

Exemplo 1.1.2: Os seguintes nimeros t€m todos 4 algarismos significativos:

010.23, 0.0001000, 2000, 0.05234 e 1.064x10*.

O erro relativo de um nidmero esté directamente relacionado com a quantidade de algarismos significati-
vos usados para o escrever.

Por exemplo, se um nimero X é aproximado, por arredondamento, por x com m algarismos significativos,
entao

é(x'gsmo—'". (1.1.10)



1. ERROS NUMERICOS 3

1.2 Erros de arredondamento

Erros de arredondamento sdo os que resultam da necessidade de representar niimeros reais com um
nimero finito de algarismos significativos.

Exemplo 1.2.1: Seja

X = % com x=0.333333 .

Entdo, o erro de arredondamento cometido ao escrever X é

Ax = 0.000000333(3) .

1.2.1 Regras de arredondamento

Sao normalmente consideradas duas regras bésicas a usar no processo de arredondamento de um ndmero.
Estas sado:

a) Se o primeiro algarismo a remover for inferior a 5 mantém-se o valor do tltimo algarismo a con-
servar

b) Se o primeiro algarismo a remover for superior, ou igual, a 5 aumenta-se de uma unidade o dltimo
algarismo a conservar

Exemplo 1.2.2: Vejamos o caso de querermos arrendondar a quatro casas decimais:

Namero:  21.0345209  21.0123689  0.0020001  0.0000123
Ap6s arredondamento:  21.0345 21.0124 0.0020 0.0000

Note que entdo, se dissermos que x=12.572 € um valor aproximado de X, tendo sido obtido por arredon-
damento, entao
12.5715 < X <12.5725. (1.2.1)

1.2.2 Representacao dos erros

No caso de pretendermos representar o erro absoluto de um nimero ndo se deverd usar as regras de
arredondamento mas sim indicar um majorante do erro. Isto é, se Sx=X —x tem um ndmero infinito de
algarismos (o que em geral acontece) entdo o erro absoluto deve ser representado por Ax, tal que

X —x| < Ax, (12.2)

de forma a garantir que
x—Ax < X <x+Ax. (1.2.3)

Exemplo 1.2.3: Seja X=n. Se escrevermos um valor aproximado x=3.1416 entdo o erro

cometido sera
X —x=-0.000007346...

Dai que representemos o erro absoluto quando representamos X por x como sendo

X — x| < 0.000008
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De facto em presenca de um error, passamos a representar um valor por um intervalo. Ou seja, dizemos
que
X=xtAx ou X€x—Ax+Ax]. (1.2.4)

No caso do error relativo, que por definicdo é dado a partir do valor de X - que € desconhecido - temos
de o representar mais uma vez por um majorante;

5
X

S WA (1.2.5)

Exemplo 1.2.4: Considerando o exemplo anterior temos que
T =3.1416£0.000008 .
Entdo podemos escrever que
T € [3.141592,3.141608],

sendo o error relativo majorado por

Ar 0000008 g
X ~ 3.141592

1.3 Erros de truncatura

Os erros de truncatura resultam da interrupcao de algoritmos infinitos ou do uso de formulas aproximadas
que representam um valor.

Exemplo 1.3.1: Uma forma de calcular o cos(c) é usando a série

2 Ao L

cos(c)=1——=+———+...4+(—1) 201

2! 41 6!

Se calcularmos entdo o valor de cos(7/3) (que sabemos ser exactamente 0.5) usando apenas
o0s primeiros trés termos, temos que (para c=m/3);

71,'2 4

cos(c)wl—ﬁ+1944

=0.5017962...,

logo o erro cometido ao truncar a série infinita para o “cos” no terceiro termo é de
0.0017962...

De forma a podermos majorar o erro de truncatura de desenvolvimentos em série de func¢des recorre-se
as propriedades das séries, podendo-se em alguns casos encontrar um majorante para a soma dos termos
desprezados. Isto &, seja

Y=Y wp=w+u+uz+...+u+uer+... (1.3.1)
n=1
e consideremos um valor aproximado y dado pelo soma dos primeiros k termos;
k
y=Y . (132)
n=1

4
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O erro cometido ao aproximar Y pelo valor y € entdo

0y = Y-y=Ry
= Y tn =gy F g2t (1.3.3)
n=k+1

O nosso objectivo € agora estabelecer critérios que nos permitam majorar o resto Ry para uma determi-
nada série de forma a estimar Ay>|Ry|.

1.3.1 Critério da série alternada

Vejamos o caso de uma série alternada da forma

Y=Y (—1)"u, (1.3.4)

n=1

cujo valor aproximado é calculado a partir da soma dos k primeiros termos;

k
y=Y (—=1)"u, . (1.3.5)
n=1

Sendo a série convergente entdo o erro de truncatura, que corresponde a soma dos termos desprezados,
serd majorado de acordo com

oo

Ri=Y (=1)"un < |ugss] - (1.3.6)
n=k+1

Exemplo 1.3.2: Consideremos entdo a série para o cdlculo de cos(c);

oo CZn

Entdo, aproximando o valor de Y =cos(c) pela soma y dos primeiros k+1 termos, isto é

k e
y:n;)(—l) Ok
cometemos um erro 8y majorado por
o242
Ay = |Ri| < ‘(2“‘2)' )

de acordo com a expressdo (I.3.6) para o erro de truncatura.

Exemplo 1.3.3: Vejamos o caso de querermos o valor de Y=e¢ (0<c<1), com um erro
absoluto de truncatura majorado por &. Como

i 2n
2 c

Y=¢° = Z(_l)nﬁa

n=0 :

entao temos que
c2k+2
Ry < = —07<¢g.

| k’—’”k+l| (k+1)' =<

Ou seja, a ultima desigualdade desta expressdo, permite-nos determinar o nimero minimo
de termos (valor de k) que € necessario somar para obter o valor y com um erro de truncatura
inferior a &.
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1.3.2 Critério de d’Alembert

Considermos uma série de termo geral u,, (com u;-u; 1 >0 para qualquer i€{1,2,3,...}) e tal que

Entao

ou seja, teremos que

Il c < 1. (1.3.7)
Un
Ry = w1 +upo+ups+ ...
Rl a
< o+ 0Cup+ QU+ ... = g a’:ukm, (1.3.8)
i=1 -
Rl < Ay < Jug] 2 (139)
K <Ay <l T—

Exemplo 1.3.4: A exponencial de ¢ pode ser calculada através da seguinte série:
Y:eC:Z— :0<c<1.
=n!

Pelo que neste caso
Up+1 - 1 < 1

u, ¢ n+l — n+l’

que sera sempre menor que 1/2 para n>1. Assim, o erro de aproximar Y por y, em que

k n k

y:1+z%, € dado por Ay <

o
''1—o’

‘ [

Pl

n=1

onde a=1/2.

Exemplo 1.3.5: Calculemos entdo o valor do nimero de Napier e, com um erro inferior a
£=5x10"*. Como ja vimos o erro de truncatura (se considerarmos k termos) serd majorado

de acordo com .
Ay, < — .
Y=
Mas necessitamos ainda incluir o efeito dos erros de arredondamento no ciculo de cada um
dos k primeiros termos da série. Se estabelecermos que uma fraccido de € serd absorvida
para erros de arredondamento, e o restante devido 4 truncatura da série no termo k+1,
podemos estabelecer quantos termos temos de somar e com que precisdo cada um deles

deve ser escrito. Seja entdo,
e=¢g+¢e com &=3x10"" e g =2x10"*,

implicando que & € tal que

1
EZZHZA);I-

Logo k>77. Sendo assim, o erro mdximo de arredondamento de cada um dos termos a somar
serd de €,,=€,/7=2.8x107°,
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Exemplo 1.3.6: Facamos entio o célculo;

n 1/n! Valor a usar
0 1 1.00000
1 1 1.00000
2 05 0.50000
3 0.166666666(6)  0.16667
4 0.041666666(6) 0.04167
5 0.008333333(3)  0.00833
6 0.001388888(8) 0.00139
7 0.000198412... 0.00020
8 0.000024801... 0.00002

Total 271828

Logo, o resultado é
e=2.718+0.0005 .

Lembrando que o valor exacto é 2.718281828..., pode-se verificar que de facto o resultado
obtido esta dentro da precisdo requerida.

1.3.3 Critério de Cauchy

Consideremos agora o caso de o termo geral da série u,, ser tal que
)" <a<1. (1.3.10)

Entdo u,<a”, de onde resulta que

k+1
« (13.11)

R.<aky o = )
= ,; 1-a

Expressdo esta que nos permite majorar o erro de truncatura.

Exemplo 1.3.7: Como vimos anteriormente a exponencial de ¢ pode ser calculada através
da seguinte série:

Como, 1
> = )= > V2,

se n>2, temos que a=1/+/2 quando n>2. Assim, o erro de aproximar ¥ por y, em que
k ot
y= 1+C+ Z J )
n=2

¢é dado por

onde ar=1/+/2.
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1.4 Avaliacao de funcoes

Procuremos agora uma forma de estimar o erro de uma quantidade no caso em que esta ¢ dada através de
uma expressdo envolvendo num pardmetro do qual apenas temos um valor aproximado, isto &, com erro.
1.4.1 Funcoes de um parametro
Seja Y o valor que uma funcdo f toma em X. Isto é,

Y=f(X). (1.4.1)

Se agora tivermos um valor x que aproxima X (onde 0x=X —x), entdo o valor y que obtemos a partir de
f(x) esté relacionado com Y através da relac@o,

oy = Y—y=f(X)~fx) = flx+6x) — f(x)
= f(&)bx (1.4.2)

onde & € [x,x+6x]=I. Em que se usou o teorema do valor médio, pressupondo que as condi¢des de
aplicabilidade sao verificadas. Caso assim ndo seja torna-se necessario considerar o termo seguinte na
expansio de f(x+06x).

Podemos também escrever uma expressdo aproximada para estimar o erro na avaliacdo de Y, que é

Ay < Maxge; | f/(a)| Ax. (1.4.3)

Exemplo 1.4.1: Dispomos de um valor aproximado para X dado por x=1.20, que € conhe-
cido com um erro Ax<0.01. Determinemos entdo o erro com que podemos conhecer um
valor Y, se este € obtido a partir de X recorrendo a seguinte funcio;

Y=f(X)=X logX .
Usando a expressao (1.4.3), e jd que
f'(x) =logx+1,
temos que
Ay < Maxe(1.19,1.01] [loga+ 1] x Ax = (log 1.21 +1) x 0.01 < 0.02 .

Temos entdo que y=1.20x log 1.20=0.22 representa ¥ com um erro Ay<0.02.

1.4.2 Funcoes de varios parametros
Se tivermos uma quantidade Z calculada através do uso de uma fungdo f de dois valores X e Y, isto é
Z=f(X,Y), (1.4.4)
entdo se x e y sdo valores aproximados de X e Y, respectivamente, temos que um valor aproximado de Z
é
z=f(x,y). (1.4.5)
O erro desta aproximagao é dado por, onde Sx=X—x e dy=Y —y,

0z = Z—z=f(x+0x,y+0y) — f(x,y)
J J
= aﬁi(éxméxy) 6)C+ aij(éyx;éyy) 6)/ R (146)

8
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A
Jiay
Cran) - -
Y=foo s
Vel oo /
| "é" /
f!i-ét} E /|
| / |
3-4Y ¢ ", S S GRUR SR
/ x-b% X x ¢ xfax

Figura 1.1: Representacio do efeito de aproximar a derivada pelo seu valor mdximo em /.

onde &y, e &y € [x,x+0x] = I, bem como &,y e &,y € [y,y+0y] = L.

Dai que uma estimativa do erro com que z aproxima Z seja dada por

Az < '(zj:(éxxaéxy) ox

+| % (6t &

IN

0
'i(&xxagxy) Ay . (1.4.7)

d
At \afy”@yx, »

Defenindo

. of a f
fx = Max1x71), ax‘ fy = Maxlx71y ay‘ y (148)
fica finalmente que
Az < fi Ax+ fy Ay . (1.4.9)

9
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Exemplo 1.4.2: Consideremos o produto de dois nimeros: Z=XY. Se tivermos que
x—Ax < X <x+Axe que y—Ay <Y < y+Ay, entdo podemos escrever que:

(x—Ax)(y—Ay) < XY < (x+Ax) (+AY),
resultando que
xy — (yAx+ xAy + AxAy) < XY < xy+ (yYAx+xAy — AxAy) .
Da expressio (1.4.9) temos que

Az = Maxy|y|- Ax+Maxy,|x|- Ay = (y+Ay)Ax + (x4-Ax)Ay
= YAx+xAy+2AxAy

= YAx +xAy = Az — 2AxAy.
Apds substituir acima, temos que
xy —Az+ (3AxAy) < XY <xy+Az— (AxAy).
Desta forma fica mostrado que sendo AxAy > 0 temos necessariamente que

7—Az < XY < z+Az,

onde z=xy. Isto é, Az é majorante do erro quando estimamos o valor de XY por xy.

Exemplo 1.4.3: Dispomos de valores aproximados para (X,Y), dados respectivamente por
x=1.20 com um erro Ax<0.01 e y=2.2 com um erro Ay<0.1. Determinemos entdo o erro
com que podemos conhecer um valor Z, quando este € obtido a partir de X e Y recorrendo-se
a seguinte funcao;

Z=f(X,Y)=Y logX .

Usando a expressao (1.4.9), e ja que
af _y af

i a— i |
ox x ¢ dy o8
temos que

2.3
Az < 19 Ax+1log1.21 Ay <0.04 .

Temos entdo que z=2.2x log 1.20=0.40 representa Z com um erro Az<0.04.

1.4.3 Exemplos: soma e subtraccao de valores

Seja Z = aX +bY, onde a e b sdo dois valores reais. Entdo, usando a Eq. (I.4.9), temos que

Az < |a|Ax+|b|Ay . (1.4.10)

10
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11

Exemplo 1.4.4: No caso de x=0.012 (Ax=0.0005) e y=2.11 (Ay=0.005), e com a=b=1
temos que

z=12.12+£0.006 e com |AZZ| <0.003.

Mas no caso de x=1.193 (Ax=0.0005) e y=1.21 (Ay=0.005), e com a=—b=1 temos que

z=—0.017 £0.006 com — <04.

A razdo de tal diferenca entre os erros relativos, pode-se analisar escrevendo a expressdo geral para o

erro relativo;
Az < la| Ax+|b| Ay

1.4.11
|Z| = |aX +bY| ( )
Consideremos agora que
Ax Ay
£> — e £> , (14.12)
|X] Y]
logo
A X|+pY
Az _aX|+]bY] (1.4.13)
1Z| |aX + bY |
Se (aX)-(bY) > 0= |aX|+|bY|=|aX+bY |, temos que
A (1.4.14)
1Z|
No entanto se (aX)-(bY) < 0= |aX|+|bY|>|aX+DY |, pode-se ter que
Az
— > €, (1.4.15)
Z|

no caso de |Z| ser pequeno relativamente a |aX | e |bY|.

1.5 Solucoes de fungoes implicitas

Considermos agora o caso em que duas ou mais quantidades estao relacionadas por uma expressao nao se
podendo escrever qualquer delas com fung¢do explicita das restantes. Qualquer erro numa delas reflecte-

se no valor que as outras terdo.
Seja entdo F uma fungdo de X e Y; a equacdo
F(X,Y)=0,

define Y como fung¢do implicita de X, isto é Y=Y (X).

(1.5.1)

Exemplo 1.5.1: Seja F a seguinte funcgio;

FX,Y)=e' —Xx—1.

Y(X)=log(1+X) (para X+1>1).

Entdo F(X,Y)=0 define implicitamente a fun¢do Y=Y (X), que neste caso sabemos ser

11



12 METODOS NUMERICOS

v

Figura 1.2: Representagdo da intersec¢éo de uma superficie F(X,Y) com o plano F=0, definindo-se
desta forma pela curva de intersec¢do uma fungdo implicita Y=Y (X).

12
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Exemplo 1.5.2: No entanto podem existir mais do que um fun¢do implicita, tal como defi-
nida por uma equacdo. Um exemplo é;

FX,Y)=Y>—X’4+X—-Y =Y -X)(Y+X-1),

cujas fungdes implicitas sdo Y (X)=X e Y (X)=1-X.

Consideremos agora que temos um valor x préximo de X, e determinemos o valor y associado a este, isto
é, tal que F(x,y)=0. Sendo 6x=X —x e y=Y —y, temos entdo que

F(X,Y) = F(x+06x,y+9dy)
= )+ 5 Guki) S+ G () B (152)
com &y, e &y € [x,x+0x] = I, e com &,y e &y € [y,y+8y] =1,.
Dagqui resulta que, pois F (X,Y)=F(x,y)=0,
)

ox . (1.5.3)
oF
5 Eedn)

oy =

Dando que
JoF
g ( éxx ) éxy )

Y=Y+3r
Ty(éyx) ‘Syy)

(X—x). (1.5.4)

Da equacdo (1.5.3) temos também que

OF
7(5)0675 )
Ay= |9 A (1.5.5)

JF
7y (Groem)

Se defenirmos
oF

dy

JF

Fx = MaX]ny ‘ € Fy = Min])”]y s (156)

dx

entao

Ay < = Ax. (1.5.7)

k;j" el

Exemplo 1.5.3: Consideremos a seguinte equagdo, com z€[0, /2], para a qual se conhece
uma raiz;
1.2300° —tanz =0.

Determinemos entdo o que acontece a raiz da equacdo quando substituimos 1.2300 por
1,2345. Isto é, se

F(X,Y)=X" —tanY ,
tem uma raiz (X,Y)=(1.2300,Y)), determinemos entdo a nova raiz que corresponde a
(x,y)=(1.2345,?). Considerando que F=0 define Y=Y (X) como funcdo implicita, e de-
pois de se usar a Eq. (I.5.4)), ficamos com

1.2300"~ 1y,
+ Y 2
1.2300"10g 1.2300 — (1 + tan®Y)

y=Yp (1.2300—1.2345) ,

que nos dd uma estimativa, y, para a nova raiz.

13
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e
A /
| o
//
fe ///"‘
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P | - X
1 w—:‘/”‘-/ - : ;
O
: |
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S
b H | N
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[ d ! /Z 1
| | m— |
I

' &3

Figura 1.3: Representacdo do efeito da solucdo implicita do exemplo dado, quando se altera o valor
de X=1.2300 para X=1.2345, a que corresponde uma nova raiz Y tal como pode ser calculada pela
expressao obtida.

Para o caso mais geral de termos vérios parametros, isto é, quando a funcdo implicita é definida por

F(X1,X2,...X,,Y) =0, (1.5.8)
entdo Eq. (T.5.2)) corresponde a
" JF oF
F(X1,Xa, ...,Xn,Y> = F(xl,xz, ey X, Y) F Z I Oox; + e oy, (1.5.9)
i=1 OXi Yy
de onde temos que
" JF
L o (X
i=1 9N
y=Y+ 3F (1.5.10)
dy
Dai que
| R
Ay< = Y F, Ax;, (1.5.11)
y =1
onde 5 5
_ . F _ F
Fy = MlIl[)rl N SR S 8 ay‘ € in = M.’:I.X[x1 N SRR S 8 TXI . (1512)

14
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1.6 Exercicios

E1.1) Qual o niimero de casa decimais e algarismos significativos dos seguintes valores: 0.012300, 123.0501, 3 e
3.000 ? Se foram escritos por arredondamento qual o valor do erro relativo com que cada um deles € dado?

E1.2) Escreva com 4 algarismos significativos, por arredondamento, os seguintes niimeros:

29.63243, 81.9773, 4.4985001, 11.63489, 53908, 0.0900038 e 2345234.

E1.3) Considere o seguinte niimero x=201.259023, e represente-o tal que:
a) Ax <0.01
b) Ax <0.07

E1.4)* O nimero e tem a seguinte definigéo;

1 10]1
635&(1*1@1) :

Tente obter este limite no seu computador usando valores de n sucessivamente mais elevados, comparando-os com
o valor exacto. Explique o sucedido.

E1.5) Sabendo que o valor do nimero de Neper é dado por

determine o nimero de termos da série que necessita somar para obter o valor de e com quatro algarismos signifi-
cativos. (Por defini¢do 0!=1.)

E1.6) Calcule a soma da série (n>0) de termo geral

n+1

an = |
n:

com erro inferior a 1073, para o caso de x=1/3.
E1.7)* Escreva um algoritmo que, a partir de um valor de x lido em graus, permita o célculo de
y = cos(x)

com erro inferior a € através do seu desenvolvimento em série de Taylor. Implemente-o, e calcule o valor para
=10 e 107

E1.8) Dadas as expressdes equivalentes

calcule os seus valores usando v/3 = 1.732. Interprete os resultados.

15
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E1.9) Compare os resultados f(500) e g(500) usando seis algarismos significativos com arrendondamento, em que

f(x)zx(@—ﬁ) e g(x):ﬁw.

Qual a razdo para a diferenca dos valores?

E1.10) Considere a seguinte equacdo (para x£0);

=)

1
Z E—logx2:0 .
n=0""

Determine as solu¢des da equagio com um erro <1072,

E1.11) Calcule o valor de 0.123! ¢ indique o erro absoluto do resultado sabendo que os dados foram aproximados
por arredondamento.

E1.12) Calcule o valor de 7 xe, com erro maximo absoluto inferior a 1074

E1.13) Qual o niimero minimo de casas decimais que deve considerar em valores aproximados de v/3 e v/5 para
calcular z=v/3 (\@ —1)2 com erro ndo superior a 10737 Justifique.

E1.14) Seja
3.55

T 426x+622°

Determine os erros absoluto e relativo que se cometem ao calcular f(x) para x=1.5 (valor exacto) supondo os
coeficientes obtidos por arredondamento.

f()

E1.15) Dada a fungio z=1log(tanx) +0.2” com x expresso em radianos, determine os erros maximos absolutos que
se podem admitir em x e y, para que se possa calcular z com erro absoluto niio superior a 10>, sendo x=38°27'5.3"
e y=1.0759214.

E1.16)* Calcule no seu computador favorito o valor da expressdo

(x+y)2 —x2 —2.xy
y? ’

com x=100.0 e y=10"%, para k=0, 1,2,3,4, ... Explique o sucedido e perdoe-lhe!

E1.17) Considere a seguinte fun¢io definida em IR; F(x) = r sinx — ¢*, onde r é um ndmero real. Se X=—3.1696
é raiz da equagdo para r=1.5, entdo estime o valor da raiz a partir do valor dado no caso de r=1.501.

E1.18) Considere a seguinte fungdo definida em R; F(x)=¢* — (x+2). Se o valor “2” na defini¢do de F(x) ndo
¢ exacto mas sim escrito por arredondamento com um erro de 5x 107, calcule qual a precisio com que pode
determinar a raiz pertencente ao intervalo [1,2].

E1.19) Considere a seguinte func¢do definida em R; F(x) = cos(7mx) — % mxe™. Encontre a expressio que permite

estimar a alteragc@o do valor de cada uma das raizes da equagao, se em vez dos valores exactos usarmos e ~ 2.718
e~ 3.142.

E1.20) Qual o valor aproximado da raiz da equacao
1.247 —sin(0.98x) =0

sabendo que
1.247 —sin(x) =0

admite uma raiz cujo valor é aproximado por 0.95.

16
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E1.21) Determine um valor aproximado da raiz da equacio
x=e = ,

com x>0, sabendo que
1.03x = e 097%

tem uma raiz de valor aproximado 0.65.
E1.22) Sendo 1.30 um valor aproximado da raiz da equacio
logzx—37*=0

determine um valor aproximado da raiz de

10g3_02.x_ 3.017x =0.

17
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o 2

Capitulo

Resolucdo numérica de equagoes

Nem sempre € possivel obter uma solucdio analitica (exacta) de uma equacdo. Nesse caso
necessitamos de recorrer a métodos numéricos para encontrar uma solu¢do aproximada da
nossa equacgdo. Nesta Secc¢do apresentamos alguns desses métodos, discutindo a forma como
nos permitem calcular um valor aproximado da raiz, o erro com que tal € feito e as condi¢des
de aplicabilidade necessérias para a sua implementacdo.

2.1 Localizacao das raizes

De forma a tentarmos determinar numericamente uma raiz de uma equagdo precisamos primeiro de definir um
intervalo que contenha a raiz, e apenas essa raiz. Para isso precisamos de encontrar métodos que nos permitam
isolar as raizes de uma equagdo para implementarmos os métodos de cdlculo numérico de raizes.

2.1.1 Numeros de Rolle

Seja F(x) uma fung@o real, de varidvel real, continua e com derivada finita num dominio DC%. Entdo:
e 0s pontos fronteira do dominio
e o0s zeros da derivada F’(x) da fungdo

constituem o conjunto dos nimeros de Rolle da equagdo F(x)=0. Depois de ordenados, gozam das seguintes
propriedades:

— entre dois niimeros consecutivos existe, quando muito, uma raiz da equagdo,

Pois se existissem duas (ou mais) raizes haveria, necessariamente, um zero da derivada entre elas jd que a
fungdo é continua e tem derivada finita em 9.

— n@o terd nenhuma raiz se F(x) tiver o mesmo sinal nesses dois pontos,

Se a fungdo tem o mesmo sinal em dois pontos consecutivos, entdo terd obrigatoriamente - pois é continua
- um niimero par de raizes entre estes dois pontos. Tal ndo é possivel (pois, quando muito, tem uma) logo
ndo tem nenhuma raiz.

— existe uma raiz se o sinal for contrério.
Se a funcdo tem sinais contrdrios em dois pontos consecutivos, entdo terd obrigatoriamente - pois é conti-

nua - um niimero impar de raizes entre estes dois pontos. Mas como ndo pode ter mais que uma, entdo tem
necessariamente uma raiz.

19



20 METODOS NUMERICOS

Exemplo 2.1.1: Seja F (x)=xlogx—1 uma fun¢@o definida em x€]0, +oo[, e queremos localizar todos
os zeros da equagdo F(x)=0.

F'(x)=0 = logx+1=0 = x=1/e.

Assim, os nimeros de Rolle desta equagio sdo {0,1/e,+oo}. Nestes pontos o sinal de F(x) é;

1 1
lim F(x) = —14 lim 2% — 14 lim iz:_l?
x—0+ x—0t l/x x—0+ —1/)C
F(ife) = —(1+1/e),
EF@) = e
isto é {—,—,+}. Logo temos que;

— ndo existem zeros no intervalo ]0,1/e],
— a fungdo tem um zero no intervalo [1/e, 4.

Exemplo 2.1.2: Seja F(x)=e*—(x+2) uma funcio definida em x€| — oo, o0, € queremos localizar
todos os zeros da equagio F (x)=0.

Fx)=0 = ¢&—-1=0 = x=0.

Assim, os nimeros de Rolle desta equagio sdo {—oo,0, +o0}. Nestes pontos o sinal de F(x) é;

lim F(x) = +oo,
X—>—o0

FO) = -1,
lim F(x) = 4o,
X—>+oo

isto é {4, —,+}. Logo temos que;
— a fungdo tem um zero no intervalo | — oo, 0],
— a fungdo tem um zero no intervalo [0, +oo].

2.1.2 Método grafico

Por vezes determinar os zeros da derivada F’(x) da fungdo € tdo dificil como encontrar os zeros de F(x), pelo que
€ necessdrio encontrar outra forma de localizar os zeros da equagio F(x)=0.

Como qualquer equagio F(x)=0 pode ser escrita na forma

x=f(x) ou  fi(x)=fa(x), (2.1.1)

recorremos a estas formas alternativas de escrever a equagdo, caso as fungdes f(x) ou fi2(x) sejam de facil
representacdo grafica. Os zeros da equagdo inicial correspondem as intersec¢des, no primeiro caso, da recta y=x
com a fun¢do y=f(x), e no segundo, da intersec¢io das duas curvas y=f] (x) e y=12(x).

20
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Figura 2.1: Representacéo das curvas y=x e y=f(x)=1/logx. A intersec¢do entre elas corresponde
aos zeros da equacdo F(x)=0, que neste caso ocorre no intervalo |1, +oo].

Exemplo 2.1.3: Consideremos novamente a fun¢do F(x)=xlogx—1, definida para a varidvel real
x€]0,+4-o0[, e vamos tentar localizar todos os zeros da equagdo F(x)=0 pelo método grifico. A
equacdo pode ser escrita na forma

1
logxr=1 = x=—= ,
xlogx X Togx fx)

se x#£1. Representemos entéo a recta y=x e a curva y=1/logx graficamente na Fig. E ficil
verificar que as duas curvas apenas se cruzam uma vez num ponto que estd necessariamente no
intervalo |1, +oo[. Encontramos assim a raiz pretendida e conseguimos localizi-la.

No entanto a equacdo também podia ser escrita na forma

i) = Togx =+ = ().

pelo que neste caso se representamos as duas curvas y=1logx e y=1/x (ver a Fig. [2.2) facilmente
verificamos, mais uma vez, que estas apenas se cruzam uma unica vez num ponto que estd necessa-
riamente no intervalo |1, 4o
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Figura 2.2: Representaciio das curvas y=fj(x)=logx e y=/>(x)=1/x. A intersec¢do entre elas
corresponde aos zeros da equagio F(x)=0, e ocorre no intervalo |1, 4-oo].

Exemplo 2.1.4: Consideremos também a fungido F(x)=e*—(x+2), definida para a varidvel real
XE]—oo, 4oo[, € vamos tentar localizar todos os zeros da equagdo F(x)=0 pelo método grifico. A
equacdo pode ser escrita na forma

f=x+2 = fix)=e'=x+2=pH(x).

E facil verificar que as duas curvas (uma exponencial e uma recta) apenas se cruzam duas vezes.
Uma delas a esquerda do zero, e a outra a direita, pois para x=0 temos que

LO)=2 > 1=1/(0),

enquanto que
lim fo(x)=—- < 0= lim f,
_ X—»—o00

X—>—o0
) fi(®)
) . .
XET"“ fZ(X) == ngwa(x) < XETNfI (X) '

2.2 Método das bisseccoes sucessivas

Este é um método iterativo que nos permite localizar a raiz de uma equagdo F(x)=0 caso seja conhecido um
intervalo onde esteja essa raiz (e apenas essa). Assim, seja;

e F(x) uma fun¢do continua em [a, ],
e X um zero de F(x) tal que X €[a, b].

Entdo podemos usar o seguinte algoritmo para encontrar a raiz, reduzindo o intervalo inicial a um intervalo de
largura (2¢):

(i) F,=F(a) e F,=F(b) talque F,-F, <0
(if) para c:# e F,.=F(c):
— se F, - F. <0entdo b=c e F,=F,

— se F, - F. > 0 entdo a=c e F,=F;,

22
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Figura 2.3: Sucessdo de iteracdes feitas pelo método das bissecgdes sucessivas de forma a encontrar
araix X da equacdo F(x)=0, partindo-se do intervalo inicial [a,b].

(#ii) volta ao inicio (i) enquanto b;za >¢€

O ndmero de iteracdes necessdrias para obter a precisdo € pretendida pode ser facilmente determinado, visto a
dimensao do intervalo ser dado por:

b—
apos n iteracdes = amplitude do intervalo = zna (2.2.1)
Logo, temos que o erro (semi-amplitude do intervalo) é dado por
b—a log(b—a) —loge
<e = >—="—1. 222
ol = "= log2 (222)

Exemplo 2.2.1: Consideremos a equacdo F(x)=xlogx—1=0, cuja raiz sabemos estar no intervalo
I1,e[, pois

a=1 = F,=F(1)=-1<0,

b=e = F,=F(e)=e—1>0.

Logo, F,-F,<0, podendo-se concluir que a raiz estd no intervalo dado visto F ser continua em [1,¢].
Vamos entdo calculd-la com uma precisao inferior a 0.1:

a SinalF, b SinalF, ¢ SinalF, 234

n

0 1.000 - 2.718 + 1.859 + 0%6
1 1.000 - 1.859 + 1.430 - 0.43
2 1430 - 1.859 + 1.644 - 0.22
3 1.644 - 1.859 + 1.752 - 0.11
4 1752 - 1.859 + 1.805 0.06

Temos assim que a raiz é dada por X=1.8+0.1 Podemos ainda determinar se podiamos saber a
priori o nimero minimo de iteracdes que seria necessdrio calcular. Recorrendo a equagdo (2.2.2),
encontramos que n>4, valor este que € consistente com os cdlculos indicados na tabela.

2.3 Método iterativo simples

Consideremos mais uma vez uma equagéo do tipo F(x)=0 para o qual queremos determinar uma raiz X num
intervalo [a, b].

23



24 METODOS NUMERICOS

Método das Bissec¢des Sucessivas

v

.....

e — b_a}
7
E.=F(c)
a+b g
C=—F— Nio Sim
2 {Se F,.-F.<0 F
"""" ¥
T=_cC :
F,=F| =%
.............................. Fb — Fc

Figura 2.4: Algoritmo para implementa¢do do método das bissecgdes sucessivas de forma a encon-
trar a raix X da equagéo F'(x)=0, partindo-se do intervalo inicial [a, b].

2.3.1 Condicoes de aplicabilidade

Comecemos por escrever a equagﬁo na forma
x=f(x). (2.3.1)

Temos entdo que a sucessdo definida de acordo com,

X0 € [a,b]
(2.3.2)
Xnt1 = f(xn) para n=0,1,2,...

converge para a raiz X, se e s0 se,

(i) f(x) écontinuaem [a,b]
(i) f(a.b]) C [a,b] (23.3)
(iii) [f(es)—f ()] <L |xs—x¢|, Vx5,x € [a,b] ecom 0<L<I.
Estas condig¢des de aplicabilidade sdo tais que;
e (i) e (ii) garantem a existéncia da raiz no interval [a, b]
e (iii) garante a unicidade da raiz e a convergéncia de x,, para essa raiz X.

Suponhamos por exemplo que existem duas raizes o ¢ § da equagdo F (x)=0 no intervalo [a,b], com as condi¢des
acima (i-iii) sendo validas. Entao

o = fla)
B = sB)  =If()=f(B)l=la—pBl, (23.4)

pelo que usando a condicio (iii) obtemos que

la=B|<Lla—B| = L>1, (2.3.5)
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Figura 2.5: Representacio grifica da condi¢fo de aplicabilidade dada em (2.3.3ii). Pode ser verifi-
cado pelo gréfico que para f([a,b])Cla,b], e sendo f(x) continua no intervalo, entéo a equagio tem

necessariamente uma raiz no intervalo [a, ).
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Figura 2.6: Sucessdo de iteragdes feitas pelo método iterativo simples de forma a encontrar a raix
X da equagdo F(x)=0 escrita, na forma x=f(x), partindo-se do intervalo inicial [a,b] e com xo=b.
Neste caso a derivada de f(x) é positiva: 0<f’(x)<1.
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Figura 2.7: Sucessdo de iteragdes feitas pelo método iterativo simples de forma a encontrar a raix
X da equagdo F(x)=0, escrita na forma x=f(x), partindo-se do intervalo inicial [a,b] e com xp=b.

Neste caso a derivada de f(x) € negativa: —1<f"(x)<O0.

o que é impossivel. Logo apenas pode existir uma raiz no intervalo [a, b].

Se usarmos o teorema do valor médio podemos escrever que

fOs)—=fx) = flatxs—x)— f(x)
fx) +f,(£)(xs_xt) —f(x)
= f/(g) : (xs_xt) ,

onde &€[a,b]. Logo
[fCes)=f )| =1 ()] - s —xe| < L lxs—xe]
se
L=Maxgcop)f(E) < 1.

2.3.2 Convergéncia e expressao para o erro do termo de ordem
Vejamos entdo se a sucessao de termos x;, converge para a raiz X. Usando (iii) temos que

bon=X[ = [f(ta1) = fX)] <L |y 1=X]
L|f(xn-2) = f(X)] < L*xn2—X|

IAIACIA

L"xo—X]|

= —X| < L'b—d|.

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

(2.3.10)

Como L<1 temos entdo que lim |x,—X|=0, pois lim L"=0, logo fica demonstrada a convergéncia da sucessio de
n—o n—oco

termos para a raiz; lim x,=X.
n—soo

Usando esta expressao podemos ainda obter a expressio que nos permite obter o nimero de termos que é necessario

calcular para termos a raiz com uma precisio €:

log (—f )
Ulb—al<e = n>—b=¢/
logL

26
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Figura 2.8: Sucessdo de iteragdes feitas pelo método iterativo simples para o caso em que as

condigdes de aplicabilidade ndo sdo verificadas, pois f'(x)>1, pelo que a sucessdo de termos x,
diverge.

No caso de definirmos uma fungdo f(x) tal que f’(x)>1 no intervalo [a,b], entdo a sucessdo ndo converge para a
raiz (ver Fig.[2.8). O mesmo acontece quando f'(x)<—1.
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K= — = -

¥elol
X & Lj/c"ij

Figura 2.9: Localizagio da raiz da equagdo e *—x=0 no intervalo [0,1] (ou ainda no intervalo
[1/e,1]). Representa-se também os termos inciais da sucessdo de iteragdes feitas pelo método itera-
tivo simples.

Exemplo 2.3.1: Calculemos a raiz da equagéo F (x)=e *—x=0. Comegamos por escrever a equagio
na forma x=e™* = f(x), pelo que queremos encontrar X tal que X=5(X). Pelo método gréfico (ver
Fig. podemos ver que a raiz estd no intervalo [0, 1]. Vejamos entdo se a fungéo f(x) satisfaz as
condicdes de aplicabilidade do método iterativo simples:

(i) e écontinuaem [0,1],
@) f(0,1]) =[1/e,1] € [0,1],
(iii) If (x)]=e™ ndoé“<1”.

A ultima condigdo ndo € verificada pois | f’(0)|=1, ndo sendo portanto estritamente menor que 1. A
forma de contornar o problema € reduzir o intervalo, retirando o ponto 0 (onde o médulo da derivada
é 1). Consideremos entio o intervalo [1 /e, 1] que ainda contém a raiz, pois F(1/e)=e~'/*~1/e>0
e F(1)=1/e—1<0, e vejamos se as condi¢des de aplicabilidade sdo verificadas;

(i) e écontinuaem [l/e,1],

(ii) f([l/ev 1]) = [l/e)eil/e] - [l/e’ 1] ’
(i) |f'(x)=e*<eVe=L<1.

Entdo o método converge para a raiz. Seja xo=1/e, o primeiro termo da sucessao:

x1 = f(x0)=0.6922
x; = f(x1)=0.5005
x3 = f(x)=0.6062
X18 = f(x17):05671

O erro associado ao termo da sucessdo de ordem n=18, recorrendo a (2.3.10), é dado por

leig—X| <e '8¢ |1-1/e| <9x107*.

28
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Método Iterativo Simples

n=>0
a+b
la.0. e f(@), Li——7 =
e, = bga
y e
I Enquanto €, > 5}
............... E'El
T, e Cr = L - €

..................................

Figura 2.10: Algoritmo para implementacdo do método iterativo simples de forma a encontrar a
raix X da equagdo X=f(X) com precisdo &, partindo-se do intervalo inicial [a, D).

2.3.3 Ordem de convergéncia

Diz-se que uma sucessao x, converge linearmente para X, se existir um ¢, com |g|<1, tal que
g = lim =1 (2.3.12)

No caso do método iterativo simples, onde x,=f(x,—1) em que f(x) obedece as condi¢des de aplicabilidade do
método, e com 6x,=X —x,, temos que

X—x, = f(X)ff(xnfl):f(X)ff(stxnfl)
= f(X) - [f(X)_f/(g)'5xnflj| :f/(g)'5xnfl s (2.3.13)

com & E€[a, b]. Pelo que
X—x,

=f(&). (2.3.14)

= lim
7 n—eo X —x,_1

de onde resulta que
gl = 7' <L<1, (2.3.15)

pelo que o método iterativo simples € um método com ordem de convergéncia 1 (linear).
No entanto para uma fun¢do em que
X)) ="xX)=..=fx)=o0, (2.3.16)
teremos uma ordem de convergéncia diferente, pois
X—x, = f(X) _f(xnfl) = f(X) _f(X_axnfl)
k=1 £()(x 0]
= 10— [0+ X E) oy L) (g
i=1 :

i
(k)
- ] k!@ (=8x,_1)* . (2.3.17)

29



30 METODOS NUMERICOS

Neste caso, diz-se que a convergéncia € de ordem K se

. X—xpp1 -
X @318
com g#0. Ou seja, tal que
C X—xan (DR
lim e FPE)£0. (2.3.19)

Tal, sugere-nos que uma forma de melhorar a convergéncia de um método € por exemplo levar a que f'(X) seja 0.
Vejamos por exemplo o caso de definirmos a seguinte sucessio para uma equagéo do tipo F(x)=0;

Xnpl = Xn+ & F(x,) = fxn) (2.3.20)
Para ser convergente, ja vimos que € necessdrio ter que
|f(x)] <1 Vx € [a,b], (2.3.21)

o0 que equivale a exigir que | 14+0F’ (x)|<1. Mas se exigirmos que f’(X)=0 entdo o método converge quadriticamnete,
pelo menos, pelo que melhoramos significativamente a forma de convergéncia da sucessio para a raiz X.

Para tal, basta considerar que
1

0=———. 2.3.22
FX) ( )
Mas visto desconhecermos o valor de F’(X), pois desconhecemos X, isto sugere que usemos entio um sucessao
do tipo
~ F(x)
F'(x,)
Este € um novo método de calcular a raiz, cuja convergéncia é de ordem (quadratica), superior ao método iterativo
simples.

Xnt1 = Xp (2.3.23)

2.4 Meétodo iterativo de Newton

Vamos entdo calcular a raiz, contida no intervalo [a,b], da equagdo F(x)=0 através de uma sucessio x, que seja
convergente para a raiz X.
Seja entdo xg € [a,b], e consideremos a seguinte férmula de recorréncia:

_ F(xn)
F'(xn)

Xnd1 = Xp para n=0,1,2,... 2.4.1)

Note que x; é o ponto de intersec¢do da recta tangente a F'(x) no ponto xo com o eixo dos x’s (ver Fig. . E
desta forma que a férmula de recorréncia tenta obter termos da sucessao cada vez mais perto da raiz X.

2.4.1 Condicoes de aplicabilidade
Seja entdo F(x)=0 uma equagio com uma raiz X € [a,b]. Se
e F,F’ e F" sdo continuas em [a,b),
e tal que
() Fla)-F(b)<0
(ii)  F'(x)#0, Vx€ [a,b]
i) F'(x)>0 Vv F"(x)<0, Vxe€]la,b
) e em alternativa; (2.4.2)
—  xp é 0 extremo de [a,b], onde |F’| tem o menor valor, e tal que

F()Co) S bh—a
F'(xo)
—  xp € o extremo de [a,b], onde

[a,
F(xo)-F"(x0) >0.

30
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Figura 2.11: Representacdo de como o ponto xj, obtido pela férmula de recorréncia dada pela
expressao (2.4.1) a partir de xo. Este valor, assim obtido, corresponde a interseccdo da recta

y=F'(x0) - (x1—x0) + F(x9), com o eixo dos x’s (y=0).

Entdo a sucessao de termos
F(xy)

xn+1:xn—F/(xn) n=0,1,2,...
é tal que
limx,=X.
n—soo
Pode ser facilmente verificado que;
(i)+ F continua = existe uma raiz em [a, b
(i)+(i))+ F' continua = existe uma s6 raiz em [a, b
(iii)+ F" continua = ndo existem pontos de inflexdo
@) = x| € [a,b].

2.4.2 Convergeéncia e expressao para o erro do termo de ordem »
Vejamos entdo a convergéncia da sucessdo para a raiz X. Seja
e m - um minorante de |F’(x)| para x € [a,b],

e M - um majorante de |F"(x)| para x € [a,b],

entao ( ) ( )
F)Cn o Fxn
X*)C,H,] :X*.xn+ F/(_xn) = 5xn+1 == 5xn + F/(xn) .
Como
_ _ / F"(&,) )
F(X)=F(x,+0x,) = F(xy) + F'(x,) - 0x, + 5 (8xn)”,

com &,€[a,b], e relembrando que F (X)=0, temos entdo, apds substituir dx, de (2.4.5) em (2.4.6), que

LF"(Gn) (s 12
O%ni1 = =3 F’(x:) (6%)"
Daqui podemos tirar que
[F"(&n)] 2 M 2 2
1) = Ox,|” < Ox,)" = a |6x,|"
830011 =y 190l < 5, (80) =@ 63|

31
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onde definimos que

o

ﬂ — " — . /
5 com M= 512[2?;] |F"(&)] e m= élél[glb] |F'(&)] . (2.4.9)

Usando esta relagao obtemos que

1651 < aldxol?

162] < aldx|* < o |xol*

|6x3] < a|5x2|2§0¢7|6x0|8

65 < o Nox[” (2.4.10)
6x < o (b—a)®, (2.4.11)

onde usamos o facto de |6xp| < b—a. Temos assim, finalmente, que
1
lim |8x| < — lim & (h—a)]* =0, (2.4.12)
k—yoo O k—oo

desde que (b—a)<1/a. E sempre possivel encontrar [a, b] tal que tenhamos (h—a)< 1/, logo a sucessdo converge
para X.

Se quisermos determinar o nimero de iteragdes que € necessario fazer para obter o resultado com uma precisio &,
entdo basta usarmos a relagio (2.4.11)) para termos que

Axi = |8x] < e = a® ' (b—-a)? <&, (2.4.13)
de onde tiramos que
1 log (ae)
k> ——1 _ 2.4.14
~ log2 Og{log [o(b—a)] |’ ( )

que corresponde ao nimero minimo de termos que € necessario calcular para obtermos a raiz com a precisdo pedida

(e).

Exemplo 2.4.1: Pretende-se calcular o valor de /c (para ¢>0) usando o método de Newton. Para
tal temos que a equagdo a resolver é F (x)=x>—c=0. Neste caso a férmula de recorréncia é dada por

2
x;—c 1 c
n =Xn — == 7 — :0,1,27...
Xp+l = X, 2, 2<x1+ ”> n

e com xp7#0. Todas as condi¢des de aplicabilidade sdo verificadas pois F(x), F’(x) e F”(x) sdo
continuas em %. Além disso a primeira e segunda derivadas sdo sempre positivas e xy pode ser
escolhido como sendo c¢. Calculemos ento o valor de v/2:

n: 0 1 2 3 4
Xp: 2.0000 1.5000 1.4167 1.4142 1.4142
Ax,: 1.0000 0.5000 0.1250 0.0078 0.00004

Para o cdlculo de Ax, usamos o facto de no intervalo [1,2] termos que m=M=2, dando que a=0.5.

Exemplo 2.4.2: O mesmo principio pode ser também utilizado para calcular raizes de ordem m de
um nimero real: ¢!/”. Neste caso a sucessdo é escrita para a fungéo F (x)=x"—c, sendo dada por

xX"—c 1 c 1
Xn+1 :xn_# = (1—m)x,,+mxn " n=0,1,2,...

que € tal que lim xp=c'/".
n—oo
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Meétodo Iterativo de Newton

n=2~0
a,b,e, F(z), F'(z),a, T =z
e, —b—a

cesse

e =a- e = n1]]
F(z)
.CC—.Z’—F/(Q:)(-

..............................

o

Figura 2.12: Algoritmo para implementagdo do método iterativo de Newton de forma a encontrar a
raix X da equagdo F(X)=0 com precisdo &, partindo-se do intervalo inicial [a, b].

2.4.3 Algoritmo de Horner

O algoritmo de Horner € uma forma de reduzir as operagdes necessarias para calcular o valor de um polinémio e
das suas derivadas, num ponto. Este é construido de forma a evitar calcular as poténcias reduzindo o nimero de

multiplicacdes feitas, ao minimo.
Seja entdo P(x) um polinémio de grau N;

P(x) = aox” +apN N+ tay_ix+ay .
Considermos a seguinte sucessdo para calcular o valor de P(o):

by = ao
b, = ob,_1+a,, para n=12,...N,

entdo P(a)=by. Para o cdlculo da derivada P’ (o) basta considerar que

co = b()
cn = Ocp—1+b,, para n=12,....N—1,

para se encontrar que P'(ot)=cy_;.

Isto é, esquemadticamente, temos

ao aq an anN-—-2 an-—1
1 3 \ \J \ \
bp=a9 — by — by — .. — by_o — by,
1 1 1 1 1 1
co=by — ¢ — ¢ — .. — N2 — CN—1
1 1 1 \J \J
dy=c — d — d — .. — dy-

33
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34

METODOS NUMERICOS

com

P(a)=bn, P/(OC) =CcN—1

Sendo semelhante o célculo das restantes derivadas do polinémio P(x).

(2.4.19)

Exemplo 2.4.3: Calculemos o valor de P(x), e suas derivadas, em x=1/2, onde
P(x) =Tx* +5¢ — 22 48
Usando o esquema acima temos que
7 5 -2 0 8
7 85 225 1.125 8.5625
7 12 825 525
7 155 16
7 197
Logo
P(1/2) =18.5625
P(1/2) =525
PA(1/2) =2!-16=32
PRI(1/2) =31-19=114
PU(1/2) =4!-7=168
Ou seja,
P(x) =7(x—1/2)* +19(x—1/2)% +16(x—1/2)* +5.25(x—1/2) +8.5625 .

dado por;

P(x) =X +2x+5,

Exemplo 2.4.4: Consideremos entdo um exemplo de como o algoritmo de Horner pode ser usado
para o cdlculo de zeros de polinémios, através do uso de método de Newton. Seja P(x) um polinémio

para o qual sabemos existir uma raiz perto de xp=—1, tal que as condi¢des de aplicabilidade do
método iterativo de Newton sdo verificadas. Calculemos o valor da raiz;

n Xn Algoritmo de Horner: P(x,) e P'(x,) P/(x,,)
P'(x,)
T —1 2 5
0 —1 1 -2 4 1 %
1 -3 7
bl 2 > 0.08455
1 —1.14286 1 —2.14286 444898 —008455 — Q98433
1 —3.28571 8.20408
T —1 2 5
2 —1.13255 1 —2.13255 4.41522 —0.00047 g-?‘l)g‘g
1 —3.26510 8.11312 ‘
3 —1.13249

Obtemos assim que X~—1.1325.

2.4.4 Variantes: declive fixo, secante e falsa posicao

Por vezes hé vantagem em simplificar o método de Newton, evitando por exemplo ter de calcular F’(x,,) para todos

os termos. Surgem assim as variantes ao método de Newton

34
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Figura 2.13: Representagdo do método de declive fixo em que se considera a férmula de recorréncia

dada em @

Declive Fixo: neste caso aproximamos o valor de F’(x,) pelo seu valor para o primeiro termo da sucessio, isto €,
por F’(xo). Temos entdo a seguinte férmula de recorréncia:

F
Xp+1 = Xp — % , onde my=F'(x) . (2.4.20)

Exemplo 2.4.5: Determinemos o valor de /2 utilizando o método do declive fixo. Como
F(x)=x>—2, temos que;
my = F/(Z) =4
Assim, a série de termos é dada por,
x2 -2
X =X, —
n+1 = Xn 4
de onde obtemos que
n: 0 1 2 3 4
Xy 2.0000 1.5000 1.4375 1.4209 1.4146

Meétodo da Secante: neste caso tenta-se ser mais eficiente, substituindo a derivada ndo por uma constante, mas por
uma aproximagao mais proxima do valor real. Para tal escreve-se que

F (o) = F (%)

Fl(x)) 0 ————, (2.4.21)
Xpn—Xn—1
obtendo-se a seguinte férmula de recorréncia;
F(xy)
=Xp— ——————— (Xn—Xn—1) - 2.4.22
Xn+1 = Xn F(xn)—F(an) (-xn Xn 1) ( )

Note-se que neste caso é necessario ter xop € x| para iniciar o cdlculo dos termos da sucessdo. Mas x; pode ser
facilmente obtido, por uma das férmulas de recorréncia dadas anteriormente.
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)

— peasitr da unges TE)
o &,{q F,ﬂtn Maé:; o[u
/)Mrﬁ»t:: %

@ 2y X Xy 2 %

Figura 2.14: Representacdo do método da secante em que se considera a férmula de recorréncia

dada em @)

Exemplo 2.4.6: Determinemos o valor de /2 utilizando o método da secante. Como F (x) =x2-2,
temos que a série de termos é dada por,

x2—2
Xntl =Xp — —
Xn+Xn—1 ’

de onde obtemos, considerando que xp=2 e x;=1.5, que

n: 0 1 2 3 4
X,.  2.0000 1.5000 1.4286 1.4146 1.4142

Método da Falsa Posicdo: neste caso obtamos por substituir a tangente a fungdo F(x) no ponto x, pela secante
relativa a um ponto de referéncia x,. Assim, a férmula de recorréncia é dada por

F(xa)
F (o) —F (xr)

(xp—xy) - (2.4.23)

Xp+1 = Xn —

Exemplo 2.4.7: Determinemos o valor de v/2 utilizando o método da false posi¢do. Como
F(x)=x>—2, e considerando que x,=2 com F (x,)=2, a série de termos é dada por,
Xpp1 =Xn — XL -2
n+l1 = An Xn+2 ;

de onde obtemos que

n: 0 1 2 3 4
X,. 2.0000 1.5000 1.4286 1.4167 1.4146

2.4.5 Resolucao de equacoes dadas por fungoes implicitas

Consideremos o caso de queremos resolver a seguinte equagao implicita;

F(x,y)=0  quenosdd y=y(x). (2.4.24)
Usemos o método iterativo de Newton para obter o valor de y=Y para x=X. Como,
dF
F(X,y) = F[X,yn+(y—yn)] = F(X,yn) + 8—y(X, &) (y=yn) (2.4.25)
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Figura 2.15: Representacdo do método da falsa posi¢do em que se considera a férmula de re-
corréncia dada em (2.4.23)), com o ponto de referéncia x, sendo o outro extremo do intervalo [a, b],
que ndo o termo inicial xg da sucessao.

com &,€y,, ], entdo temos que

F(X,
AR aF(iy") . (2.4.26)
5, (Xo0n)
Logo podemos definir uma férmula de recorréncia, que converge para Y =y(X), como sendo
F(X,yn)
=Yn T e s 2.4.27
Yn+1 = Yn Fy(Xayn) ( )
onde
JdF
Fy(X,yn) = a—y(X V) s (2.4.28)

tendo-se entdo que lim y,=Y.
n—soo
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2.5 Exercicios

E2.1) Dada a equagdo F (x)=0, tal que F é continua em [a,b] e F(a) - F (b)<0, proponha um algoritmo que traduza
o célculo da raiz da equacdo, com erro ndo superior a uma tolerancia €, pelo método das bisseccdes sucessivas.
Incluindo também;

a) A determinacdo do nimero de iteracdes a efectuar.

b) Estimando o erro absoluto e relativo em cada etapa.

E2.2) Implemente o algoritmo desenvolvido, e aplique-o na resolug¢do dos seguintes casos de equagdes:
a) F(x)=0.123* —x=0come = 1074

b) F(x) =x>—2e*=0come =107

E2.3) Supondo que as condigdes de aplicabilidade do método iterativo simples para a resolugdo da equacdo
F(X)=0, escrita na forma X =f(X), sdo satisfeitas no intervalo [a,b], proponha um algoritmo que traduza o cdlculo
dessa raiz com erro ndo superior a uma tolerancia €. Incluindo também;

a) A determinagdo do nimero de iteracdes a efectuar.

b) Estimando o erro absoluto e relativo em cada etapa.

E2.4) Considere a seguinte fun¢io definida em RR; F(x) = cos(mx) — % Txe™.
a) Encontre as duas maiores raizes negativas da equacéio F(X)=0 e indique intervalos, de amplitude néo
superior a 0.1, contendo cada uma delas.

b) Escrevendo a equacdo F(X)=0 na forma X=f(X), encontre uma expressdo para a fung¢do f(x) que lhe
permita usar o método iterativo simples para a determinacéo da raiz X,€[0.1,0.2]. Indique os trés primeiros
termos que resultam da aplicagcao deste método iterativo ao célculo desta raiz.

E2.5) Dada a funcdo
sin x
5

para x>0, separe as raizes da equagéio F(X)=0. Determine um intervalo de amplitude 0.01 que contenha a menor
raiz e usando o algoritmo desenvolvido acima para a implementacido do método iterativo simples, encontre o seu
valor com um erro inferior a 10~7. Compare o niimero de iteracdes feitas com o niimero que seria necessario fazer
caso se usasse o método das bissecdes sucessivas.

F(x) = |log x| -

E2.6) Considere a seguinte equagio (para x#£0); g(x)—logx>=0, onde g(x) é uma fungao real.

a) Verifique que para g(x)=x—3/2 existem trés raizes da equagéo dada. Indique um intervalo de amplitude
ndo superior a 0.1 para cada uma delas.

b) Verifique que para g(x)=x—9/8 pode usar o método iterativo simples para determinar a raiz contida no

intervalo [3.7,3.8] e calcule-a com um erro inferior a 1072,

E2.7) Supondo que as condigdes de aplicabilidade do método de Newton para a resolucdo da equagdo F(X)=0,
sdo satisfeitas no intervalo [a, b], proponha um algoritmo que traduza o célculo dessa raiz com erro ndo superior a
uma tolerancia €. Incluindo também;

a) A determinagdo do nimero de iteracdes a efectuar.

b) Estimando o erro absoluto e relativo em cada etapa.

E2.8) Considere a equacio
2logx=x-2
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a) Separe as raizes reais e encontre um intervalo de amplitude 0.1 que contenha a maior delas.

b) Verifique que é possivel aplicar o método de Newton para calcular essa raiz, e efectue trés iteracdes
indicando o erro para cada uma delas.

¢) Compare com a precisdo obtida pelos métodos das bissec¢des sucessivas e iteragdes simples, se apenas
trés iteracdes forem igualmente feitas.
E2.9) Considere a seguinte fungéo definida em R; F(x) = r sinx — ¢, onde r é um niimero real.

a) Verifique que para r>5 existem pelo menos duas raizes positivas da equagdo F (X )=0. Indique intervalos
no caso de r=6, de amplitude nao superior a 0.1, contendo cada uma delas.

b) Verifique que pode usar o método de Newton para encontrar a raiz contida no intervalo [—37/2, —7]
para qualquer r>1. Indique o primeiro termo da sucessao e escreva a férmula de recorréncia que permitird
obter os restantes termos. Célcule os trés primeiros termos da sucessao se utilizar a férmula de recorréncia
para o caso de declive fixo, com r=1.2.

E2.10) Caso seja possivel calcule as duas maiores raizes da seguinte equagdo pelo método de Newton;

. x+1
sin x = ——
x—1

com uma precisio de 2x 1079,

E2.11) Usando o método de Newton, juntamente com o método de Horner para o cilculo de um polindémio e a sua
derivada, obtenha a raiz positiva do seguinte polinémio;

px)=x—x*—x—1

com precisdo superior a 1073,

E2.12) Considere a seguinte fungéo definida em R; F (x)=¢* — (x+2).
a) Determine quantas raizes t€m a equagéo F (X )=0, e indique intervalos contendo cada uma delas.

b) Mostre que se escrever a equagdo na forma X=f(X) = ¢X —2 ndo pode utilizar o método iterativo
simples para determinar a maior das raizes. Descreva graficamente a razdo deste comportamento.

¢) Verifique que pode no entanto usar o método de Newton para encontrar a raiz. Indique o primeiro termo
da sucessdo e escreva a formula de recorréncia que permitird obter os restantes termos. Determine o nimero
de iteragdes que teria que calcular para obter a raiz com um erro inferior a 107>,
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Capitulo

Interpolacdao numérica

Por vezes apenas conhecemos uma quantidade muito limitada de informacdo sobre uma
fungdo. Para podermos estimar valores aproximados que essa fungdo toma em pontos onde
o valor da func¢do ndo € conhecido, torna-se necessario recorrer a um método de interpolacdo
numérica. Este permite-nos reconstruir localmente a fun¢do usando a informagdo conhe-
cida para simular, através do uso de funcoes interpoladoras, o comportamento da fungao
tabelada para valores onde ndo é conhecida. Neste capitulo vamos considerar métodos de
“reconstrucdo” da fungdo recorrendo a diferentes expressdes e formas de construir a fungéo
interpoladora.

3.1 Funcao interpoladora

Para construir uma fungdo que “interpole” uma tabela de valores, e nos permita estimar outros valores em pon-
tos que ndo estdo tabelados, é necessdrio recorrer a uma fungdo cujas propriedades sdo bem conhecidas e para a
qual seja facil calcular o valor em qualquer ponto. No entanto tal fun¢do tem claramente que incluir como seus
os pontos da tabela inicial, pois € necessario que pelo menos nesses pontos a fungfo original e a fungdo por nés
construida coincidam. Quando tal acontece dizemos que estamos a usar uma func¢do interpoladora, relativamente
a tabela de pontos dados.

Vamos entdo supor que temos uma tabela de n+1 valores conhecidos, de uma fungio f(x) cuja expressdo é desco-
nhecida: Tabela Pretende-se entdo, usando esta tabela de valores, determinar f(x,), para x,€[a,b]. O intervalo
¢ definido por a e b, tal que para Vie{0,1,2,...,n} se tenha que x;E€[a,b]. E entdo necessdrio construir uma fun¢o
y(x), tal que

y)=fi o Vi=0,1,..,n, (3.1.1)
de forma a aproximarmos o valor de f(x,) por y(x,) (ver Fig. . Ou seja, para considerarmos que
F ) = y(x) . (3.1.2)

Tabela 3.1: Informacéo disponivel sobre uma fun¢do f(x) que néo conhecemos, mas para a qual
dispomos de n+-1 pontos de abcissas x;.

iox f(x)
0 x fo
I x1  fi
2 x f

n xp Jn
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';(z)

Figura 3.1: Representacdo de uma fungéo f(x), desconhecida, e para a qual apenas temos os valores
que toma nos pontos x;, com =0, 1,...,n (ver Tabela 3.1). Precisamos entdo de definir uma fung¢do
interpoladora y(x) que nos permite usar estes pontos para estimar o valor que a fun¢do f toma em
X

Nestas condi¢des, dizemos que y(x) é a fungdo interpoladora de f(x), relativamente a tabela de n+1 pontos

{(xi, fi) }izo-

A forma como construimos y(x) pode ser qualquer, desde que possamos garantir que as condi¢des impostas em
(3.1.1) sdo verificadas. Uma das formas mais simples de definir uma fung@o interpoladora que nos permita verificar
as condicdes de interpolagdo é simplesmente defini-la como sendo uma combinacio linear de fungdes, isto é

yx) =Y a;0;x), (3.1.3)
=0

onde as fungdes ¢ (x) sdo linearmente independentes de forma a garantir que a solug@o € tinica. Desta forma redu-
zimos o problema de encontrar a fungdo interpoladora ao cdlculo da solu¢do de um sistema linear de equacdes, que
corresponde a encontrar os valores dos coeficientes a;. Esse sistema é simplesmente obtido impondo as condi¢des

@.LI);
n
Y ajoi(x)=fi paa i=0,1,...n. (3.1.4)
j=0

As fungdes de referéncia ¢ (x) podem ser quaisquer, dependendo das caracteristicas do problema que estamos a tra-
tar, ou seja, das propriedades da fungdo f(x). Um exemplo que consideramos a seguir corresponde a escolher para
@(x) os monémios. Desta forma é possivel construir uma fung@o interpoladora que corresponde a um polinémio
(combinacio linear de monémios de diferente grau).

3.2 Interpolacao polinomial

Uma das forma mais faceis de construir uma funcio interpoladora, é recorrendo a fungdes simples como os po-
linémios, cujas propriedades sdo bem conhecidas. Assim, para que P(x) seja um polinémio interpolador de f(x)
nos n+1 pontos da tabela {(x;, i)}’ de abcissas distintas, é necessdrio que este tenha grau n, sendo da forma,
usando @;(x)=x/,

P(x) = Zaj ¥ =ag+arx+ax® + ... +ax", (3.2.1)
j=0
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com os coeficientes a; (J = 0,1,...,n) a serem definidos pelas n+1 condi¢des;
Px))=fi ;i=0,1,....n. (3.2.2)
Este conjunto de condi¢des corresponde a n+1 equacdes que nos permitem calcular os coeficientes a;;

agp + xoay +x(2)a2 +...+x5a, = fo
ap+x1ay —|—x%a2—|— o+ xa, = fi

(3.2.3)
ap + x,ay +xﬁa2+...+xﬁan =fu-
Ou seja,
1 x x5 .. x ao fo
1 x x . A a | _|[ fi o 9.G=F. (3.2.4)
1 x, x2 X an In

O sistema tem solugdo, se e sé se, o determinante da matriz & é ndo nulo. Tal é verdade, se e s6 se, todos os pontos
{xi}{_, sdo estritamente diferentes, como considerado inicialmente.

O polinémio (3.2.1)) pode ser construido de variadas formas, mas existe apenas um polindmio que € solucdo do
sistema de equagdes dado em (3.2.4).

3.2.1 Polinémio interpolador na formula de Lagrange

Na constru¢do do polinémio interpolador pela férmula de Lagrange usa-se um principio base que nos permite ob-
ter o polindmio como uma combinagdo linear de polindmios mais simples que tem o mesmo grau que aquele que
queremos construir, e tal que os coeficientes da combinag@o linear sejam os valores tabelados da fung@o.

Comecemos por considerar o caso de uma recta; isto é, queremos construir uma recta que interpole a fungéo f(x)
nos pelos pontos (xo, fo) e (x1, f1). Para tal, consideremos que o polinémio interpolador yg ; (x) (que é uma recta -
polinémio de grau 1) é escrito como a combinagio linear de duas rectas £y(x) e ¢ (x) de acordo com

Yo,1 (x) = fo(x) -fo + 4, (X) -fi1. 3.2.5)
Como a recta deve passar pelos pontos dados, teremos que
you(xo)=fo e  youa(x)=fi, (3.2.6)
logo segue que
fo()q)) =1 &)(xl) =0
3.2.7
31(x0) = 0 51(X1)=1 ( )
Com tais condi¢des podemos facilmente obter que
g()(xl) = 0 = eo(x):CO(x_xl) (3.2.8)
) = 0 = l(x)=C(x—x), -
bem como que
_ _ 1
bhxog) = 1 = Cy= % Txl (32.9)
El(xl) = 1 = Clle_x().
Dagqui resulta que
X—X X — X
Y0.1(x) = fo -+ fi . (3.2.10)
X0 — X1 X1 — X0

Para encontrarmos a pardbola yg 1 2(x) que interpola trés pontos; (xo, fo), (x1, f1) e (x2, f2), basta escrever que

0,12(x) = Lo(x) fo + €1 (x) f1 + L2 (%) f2 (3.2.11)
onde neste caso ¢;(x) (i=0, 1,2) sdo pardbolas. Impondo as condic¢des de interpolacdo temos que
fo(xO) = 1 fo(xl) =0 eo()q) =0
f](Xo) =0 f[(xl)ZI é](Xz)ZO (3.2.12)
bxg) = 0 bx)=0  bh)=1,
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que de forma andloga nos permitem calcular a seguinte expressao para o polindmio interpolador

(o) r—x) o (o) () S (x—x0) (x—ux1)

H(x) = . (3.2.13)
yor12(x) = fo (xo—x1)(x0—2x2) (x1—x0) (x1—x2) (x2—x0) (x2—2x1)
Em geral, se temos os n+1 pontos da tabela {(x;, i) }'_,, e queremos o polinémio interpolador yo | ._,(x) desta
tabela, isto €, tal que
Yo, (X)) = fi vie {0,1,2,...,n}, (3.2.14)
entdo escrevemos que
You,.a(x) =Llo(x)- fo+Li(x)- fi+...+Lu(x)- fu, (3.2.15)
com
0 =6,  i,je{0,1,2,..,n}, (3.2.16)

onde §;j=1 se i=j, e §;;=0 se i#j. Tal como fizemos nos casos mais simples, também agora obtemos, ao impor
as condigdes de anulacdo de (3.2.15) na expressao (3.2.16)), que

l(x;)) =0 parai#j = Li(x)=Cj H (x—2xg) . (3.2.17)
Finalmente, impondo o restante conjunto de condi¢des, temos que

lij(xj)=1 paraj=0,1,...,n = Ci=——, (3.2.18)

de onde vem que
n

H (x—xx)

k=0;k#j
((x) = L2 (3.2.19)
(orj—xx)
k=0; ks j
Pelo que podemos entdo escrever o polindmio interpolador, na denominada férmula de Lagrange;
n
n H (X7xk)
k=0;k+# j
Yor.a0=Y 11 —F——1. (3.2.20)
=0 (oj =)
k=0;k#j

Exemplo 3.2.1: Consideremos uma fungio f(x), da qual conhecemos trés pontos:
{(0.0,—1.0),(1.0,0.1),(1.5,2.0)}. Calculemos o valor da fungdo em x=0.93 por interpolagéo poli-
nomial. Recorrendo a expressdo de Lagrange para o polinémio interpolador temos que (ver|3.2.13));

(x—1.0)(x—1.5) Lol (x—0.0)(x—1.5)
(0.0-1.0)(0.0—1.5) = " (1.0-0.0)(1.0—1.5)
(x—0.0)(x—1.0)
(1.5-0.0)(1.5-1.0)

y07172(x) = —1.0

+2.0

2 1 8
= —g(x—l.O)(x—l.S) — gx(x—l.S) + gx(x—l.O) .

Pelo que obtemos finalmente que f(0.93)~—0.094, recorrendo ao polinémio interpolador obtido.

3.2.2 Erro de aproximacao usando interpolacao polinomial

Como apenas usamos a tabela de pontos para inferir o valor da fun¢do, supondo para isso que um polinémio des-
creve aproximadamente o comportamento local da fun¢do, temos aquilo que designamos por erro da aproximacao
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Polinémio de Lagrange

) )
T, ‘dados.txt f Ler {x;, f;}1-, de ‘dados.txt

A

A\ 4

................................................

. o
......................................................

Figura 3.2: Algoritmo para implementagdo do polinémio de Lagrange com o objectivo de determi-
nar o valor y, do polinémio interpolador nos pontos {x;, f;}?_;, em x.

do valor da fungéo num ponto por interpolagéo polinomial. Isto é, se f(x,) é o valor exacto de f(x) em x,, entdo
Yo.1,..n(xr) é apenas uma aproximac@o desse valor com um erro formalmente definido por

80,1,...,n(xr) = f(xr) *y(],l,...,n(xr) . (3221)

Precisamos agora de encontrar uma forma de majorar este erro para todos os valores possiveis de x,€[a, b].

Consideremos entdo uma fungdo f(x) e uma tabela {(x;, f;)}_, de n+1 pontos desta fungdo, que sdo conhecidos.
Se:

e [a,b] é tal que contém todos os x;, Vi € {0,1,2,...,n},
o f(x), f(l)(x), f(z) () wers f(”) (x) existem e sdo continuas em [a, ],

o 1) (x) existe e é continua em [a, b],

entdo
m = Min{xp, X1, ..., Xn, Xr }
3€ €lm,M| com (3.2.22)
M = Max{xo,X1,...,Xn, X} ,
tal que
FUIE) ¢
£ ) = — —X;) . 3.2.23
0,1,...n(Xr) 1)) il:l(x, x;) ( )
Vejamos que assim é:
a) se x,=x;, Vi €{0,1,2,...,n}, entdo
n
H(xr_xi) =0 = 80,1,...,n(xr) =0 = yO,l,...,n(xi) = f(xi) ) (3.2.24)

i=0

tal como usado para construir o polinémio y, (x).
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b) se x#x;, Vi€ {0,1,2,...,n}; define-se
F(t)=f(t) =yo1,.a(t) = C Jt—x) (3.2.25)
i=0

com C (constante em ¢) sendo dado por, apés usarmos a condi¢io de que F(x,)=0,

f(xr) _yO.l,...,n(xr) )

c=12 (3.2.26)
H(x,—xi )
i=0

Temos assim que F (t)=0 para t€{xo,x1, ..., Xn, X, }. Logo, podemos afirmar que

F () tem n+2 zeros, pelo menos, em [a, b
FU(t) tem n+1 zeros, pelo menos, em [a, b]

F®@)(t) tem n zeros, pelo menos, em [a, b]

F")(t) tem 2 zeros, pelo menos, em [a, b]

F+ (1) tem 1 zero, pelo menos, em [a, b]

Chamemos & ao zero de F"+1)(¢) no intervalo [a, b]. Entdo, depois de derivar (3.2.25), temos ainda que

i=0

" (n+1)
F("‘H)(é) — f("+1>(§) —0—-C [H(g —Xi)] =0, (3.2.27)

pois a derivada de ordem n+-1 de um polinémio de grau n é zero. Usando o resultado

n (n+1)
[H(é‘ —x,»)] = (n+1)!, (3.2.28)

i=0

temos finalmente que

(n+1)
C= fi@ . (3.2.29)

(n+1)!

De onde se tira, depois de usar a defini¢do (3.2.26) para C, que

FOE)

). (r—xi) , (3.2.30)

i=0
tal como queriamos provar!

Desta forma mostramos que &, tal como dado em (3.2.23), é o erro cometido em aproximar f(x,) pelo valor do
polinémio interpolador de grau n da tabela { (x;, fi) }/_, no ponto x,. Em termos de médulos (erro absoluto) temos
que

FE)
(n+1)! g
(n+1)

érg[%]‘f * (é)‘
- (n+1)!

‘f(xr) *yO,l,...,n(xr)|

(xr —Xi )

n

(3.2.31)

(xr—x7)] -
i=0

46



3. INTERPOLACAO NUMERICA 47

Exemplo 3.2.2: Consideremos a fungio f(x)=e", e suponhamos que vamos usar apenas trés pontos
desta: {(0,1),(1,e),(2,e?)} para estimar o seu valor em x=0.5. Recorrendo a expressio de Lagrance

para o polionémio interpolador temos que (ver[3.2.15));

you2(x) = 1 (r—1)(x— ) (x 0)(x-2) = 5 (x=0)(x—1)
(0-1)(0-2) " “(1=0)(1-2) " ¢ (2—0)(2—1)
(

2
L) exte 2+ St

Pelo que f(0.5)=~1.49, recorrendo ao polinémio interpolador obtido. Logo o erro obtido (porque
conhecemos a func¢ao) é
€0.12(0.5) =e'/2—1.49=0.16 .

Verifiquemos agora que este valor é compativel com a expressdo obtida em (3.2.31);
2

f(x) =yo12(x)] < 30 | (x=x0) (x—x1) (x—x2)| = €.

[¢]

Para x=0.5, obtemos que £=0.47. Tal como esperado este valor ¢ um majorante do valor real do erro
de interpolag@o obtido acima. Se considerarmos que 0.5€]0, 1], entdo podemos majorar a terceira
derivada de f(x) usando o seu valor em x=1, obtendo-se dessa forma que €=0.18, sendo um valor
bastante mais préximo do valor real do erro (0.16).

3.2.3 Polinémio interpolador por recorréncia: formula de Aitken-Neville

Neste caso, tenta-se evitar a incoveniéncia que se tem na construc¢gdo do polinémio pela férmula de Lagrange
que estd associada ao facto de ser necessdrio reconstruir o polindmio caso se queira adicionar mais um ponto
a tabela. Neste método, que usa um processo de constru¢do do polindmio interpolador por recorréncia, pode-se
facilmente adicionar a informagao correspondente a um ponto, usando a expressdo ja calculada para a tabela inicial.

Seja entdo {(x;, fi) }}_, uma tabela de n+1 pontos (de abcissas distintas) que pretendemos interpolar construindo
um polinémio y,(x). Comecemos por definir o conjunto de abcissas;

7 ={x¥, (3.2.32)

e dois subconjuntos . e 7 deste, com n pontos cada, de acordo com

S = ol U{xs} e T =apU{x}, (3.2.33)
e tal que
oy = A [{xs,x: sendo Xs # Xy - (3.2.34)
Isto é,
oy U{xs,x ) = o . (3.2.35)

Nestas condicdes, se
e y(x) é o polinémio interpolador de f(x) nos pontos de .7,
e yz(x) é o polinémio interpolador de f(x) nos pontos de 7,

entdo o polinémio y o, 7 (x)=y.(x), que interpola os pontos de .U =7, é dado por

Yor (x) = 0(x) Y. (x) + 04 (x) y 7 (x) (3.2.36)

onde o (x) e oy (x) sdo polinémios de grau 1, definidos de acordo com as seguintes condigdes;

y&f(xS) = yé”(xs)
yo () = yz(x). (3.2.37)
Dai que
as(xs) = Ot;(xs) =0

1
o(x) =0 oy(x)=1, (3.2.38)
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Polinémio de Aitken-Neville

l Z | ‘dados.txt’ ){ Ler {l"ia fi}?=1 de ‘dados.txt’ ]

4

| Parak — 2 :n } ..................... .
."'. : A 2 ..

.............

I Para j = 1:n—Fk+1 }
ie H Y
S f= (=) fi+1 — (@—2j46-1)f;
: ’ (x—a;) — (—xjin-1)

...........................................

y=/1

. o
.............................................................

Figura 3.3: Algoritmo para implementacdo do polinémio de Aitken-Neville com o objectivo de
determinar o valor y, do polinémio interpolador nos pontos {x;, f;}?_;, em x.

nos dé a seguinte expressdo para o polindmio interpolador;

X—X; X—Xg Yo () = (x—x1) yor(x) — (x—x5) y7(x)
Xg—X; X —Xs 7 Xg—X; '

(3.2.39)
Vejamos como podemos usar esta expressdo para construir a pardbola que interpola uma funcéo f(x) nos seguintes
pontos {xq,x1,x2}.
e Primeiro contruimos a recta que interpola f(x) em {xo,x1 };
X=X
0 fo _ (x—=x0) f1 — (x—x1) fo

= you(x)= , (3.2.40)
fl X1—X0

X—X1

e Depois contruimos a recta que interpola f(x) em {xj,x2};

x—=x1 fi _ e
= y1’2<x): (x x1) f2 (x x2)f1’ (3.2.41)

X)—X
x—x2 f 2

e Finalmente contruimos a parébola que interpola f(x) em {xo,x;,%2};

x=xo fo
¥0.1(x) _ o

x—x1 fi = = yo12(x) = G xo)yl_,z(x)_ (x=2) 0.1 (x) . (3.2.42)
yi2(x) 1270

x—x2 f2

Claramente que esta expressdo tem de ser equivalente (representa o mesmo polindémio) que a obtida anteriormente,
pela formula de Lagrange. Tal é verdade pois como vimos inicialmente existe apenas um polinémio de grau 2
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Figura 3.4: Representacdo da constru¢do da pardbola yo 1 2(x) interpoladora de uma fungdo f(x)
nos pontos {xo,x|,x2}, de forma a podermos estimar o valor que a fun¢do toma em X. Sdo indicadas
as duas rectas yg 1 (x) e y1 2(x) que nos permitem calcular por recorréncia a pardbola.

que interpola trés pontos distintos dados. Podemos assim verificar facilmente que de facto ambos os polindmios

(3:2:42) e (3:2.13)) sdo a mesma parabola;

(x—x0) y12(x) — (x—x2) yo,1(*)
X2 —Xo
(x—x0) (x—x1) o—(x=x2) i (x=x2) (x=x0) fi — (x=x1) fo
X2 —X0 X2 —X1 X2 —X0 X1—X0
(x—x1) (x—x2) (x—x0) (x—x2) (x—x0) (x—ax1)

= Jo (xo—x1)(x0—x2) +h (x1—x0) (x1 —x2) +h2 (x2—x0) (22 —x1) - G249

yo12(x) =

Exemplo 3.2.3: Consideremos mais uma vez a fungdo f(x), da qual conhecemos trés pontos:
{(0.0,-1.0),(1.0,0.1),(1.5,2.0)}. Calculemos o valor da fungido em x=0.93 por interpolagéo poli-
nomial, mas desta vez recorrendo ao método de Aitken-Neville para construir o polionémio interpo-
lador (ver[3.2.40]a[3.2.42). Temos entdo de construir a seguinte tabela;

x—xo fo
Yo (x) = =0 {cll :)g(;c ) fo
x—=x1 fi = : e y
_x=x) o—x—x) fi
X—X2 f2 y172(X) X2 —X1 )
de onde se segue que
yo,12(x) = (x=%0) y1.2(x) = (x=x2) yo.1 (%) .

X2—X0

Substituindo os valores, temos entdo que;

093 -1.0
¥0.1(0.93) = 0.023
-0.07 01 = = 3012(0.93) = —0.094 .
y1,2(0.93) =—0.166
—0.57 2.0

Pelo que temos assim que f(0.93)~—0.094. Note que o valor terd de ser exactamente 0 mesmo que
foi obtido no Exemplo 3.2.1, pois o poliémio é o mesmo.

Em geral, se quisermos construir a expressdao do polindmio de ordem n que interpola n+1 pontos conhecidos de
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Figura 3.5: Representagio do célculo do valor da pardbola yg 12(x) no ponto x=0.93 tal como
calculado no Exemplo 3.2.3. Sdo indicadas as duas rectas yo 1 (x) € y12(x), e os valores que tomam
em x=0.93, e que nos permitem calcular por recorréncia a parabola interpoladora.

o/ ={x;}}_, teremos de construir todos os polinémios de menor grau que interpolam subconjuntos deste. Isto &;

x—=xo  fo
Yo,1
x—x1  fi Yo,1,2
Y12 Y0,1,2,3
x—x3  f Y123 Y0,1,2,3,4
Yo.1,...n—1n
X—Xp—2 fao2 Yn—3n-2n—1 Yn—3n—-2n—1n
Yn—2.n—1 Yn—3n-2,n—1n
X—Xp—1 fa-1 Yn—2n—1n
Yn—1n
X—Xp  f

Note-se que caso nos seja dado um ponto adicional da tabela (x,,+1, fu+1), entdo bastard calcular no esquema acima
os valores de;

X—Xp41 fn+l — Yan+l 7 Yn—lpn+l — o > YOl,..nn+l (3244)

sem ser necessario recalcular o resto da tabela. Esta ¢ uma das grandes vantagens de um método que funcione
por recorréncia, tal como faz o método de Aitken-Neville para a construcdo do polinémio interpolador. Outra
vantagem, € ser facil também usar outra informacao da func¢do que ndo valores que esta toma.

Por exemplo, suponhamos que o valor de derivada da fun¢do é conhecido num dos pontos da tabela, entdo torna-se
simples incluir esta informagdo no esquema dado acima, para o calculo do polinémio interpolador. Seja f; o valor
da derivada de f(x) no ponto (x, fi); entdo podemos definir uma recta que passe por este ponto e cujo declive é
dado por f};

Vi (x) = fi+ (x=x) fi . (3.2.45)
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Se escrevermos esta relagdo no formato adequado para o esquema de Aitken-Neville, temos que inserir uma linha
com a informagao da derivada da fungdo no ponto x; de forma a podermos determinar o polinémio interpolador
que tem a mesma derivada que a fun¢@o nesse ponto. Isto é feito alterando a tabela dada previamente da seguinte
forma;

X—Xp—1  Ji-1 Vi—2,4—1k

Vi1 Vi—2,— 1,k k
X—X Ji Vi—1,kk

Yk k Yi—1,k ke k+1
X—Xp, i Vi kk+1

Yk k41 Yok k+1,k+2
X—=Xpr1 Jer Vi k+1k+2

Podemos assim calcular o polinémio yo 1, k—1.kkk+1, (%) que interpola ndo sé a fun¢do nos pontos, mas também
que tem a derivada no ponto x; igual ao valor da derivada da fun¢io f(x) nesse ponto.

Exemplo 3.2.4: Vejamos agora o caso de termos dois pontos de uma fungdo f(x): {(0,1),(1,2)},
bem como o valor de f’(x) em x=0; f}=0. Calculemos entéo o valor que o polinémio interpolador
toma em x=0.5, usando toda a informacdo disponivel sobre a funcio;

x—xo fo
¥0,0(x) = fo(x—x0) + fo

(x=x0) fi — (x=x1) fo.

x—xo f} =

yo,1(x) = =%, 5
X—X] f]
de onde se segue que
X—X x)— (x—x X
Yoou(x) = (x—2x0) yo.1(x) — (x—x1) yoo(x)
X1—X0
Substituindo os valores, temos entdo que;
05 1
yo7o(0.5) =1.0
05 0 = = 0,0, (05) =1.25.
¥0,1(0.5)=1.5
-0.5 2

Temos assim que f(0.5)~1.25 por interpola¢do polinomial, em que recorremos a uma pardbola
usando o valor de derivada da fungdo num ponto.
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Exemplo 3.2.5: Considermos uma fungdo f(x), da qual conhecemos trés pontos:
{(0.0,—1.0),(1.0,0.1),(1.5,2.0)}. Esta tem um zero no intervalo [0,2], e pretendemos esti-
mar a localizacdo desse zero recorrendo a interpolacdo polinomial. Para tal construimos a seguinte

tabela;
0—fo xo

¥0,1(0) = (0=fo) ’}11 :J(C(())_fl) X0

_ (0=fi) o= (0—f2) x1
0) —
O—f2 X2 y1,2() f2_f1

0-fi x1 =

de onde se segue que

(0—fo) ¥1.2(0) = (0—12) ¥0,1(0)
fr—fo '

yo,1,2(0) =
Substituindo os valores, temos entao que;

1.0 0.0
v0.1(0) = 0.9091
-01 1.0 = = y0.12(0) =0.9306.
Y1,2 (0) =0.9737
—-2.0 1.5

Temos assim que x~0.9306, é uma estimativa para a localizagéo do zero de f(x). A esta forma de
calcular um zero de um fungdo chama-se interpolacdo polinomial inversa.

3.2.4 Polinémio interpolador por recorréncia: formula de Newton

Consideremos uma outra forma de construirmos por recorréncia o polindmio interpolador. A férmula de Newton
para um polinémio de grau n é;

Yo.1,..a(x) = do+a (x—xo) + a2 (x—x0) (x—x1) + ... + @ (x—x0) (x—x1) ... (x—2—1) . (3.2.46)

Se agora usarmos este polinémio como fungdo de interpolagio da tabela {(x;, fi) }7_,, as condi¢des de interpolagao
requerem que
yO,l,...,n(xi) :fl vie {0,1,...,1’1} 9 (3247)

de onde resulta que;

Yo1,.n(x0)=fo = ao = fo

you,..(x1)=fi = o +ai(x1—xo) = fi
= a) = Q:){g
You,.a(x2)=f = do+a (x2—xo) + az(xo—x0) (x2—x1) = fo
L=h  fH—f
= _ X2—X] X1—X0
. a = X2—X0 (3.2.48)
..efc...
Yo1,.n(Xe) = fi = ar = f[X0,X1, .., Xx
..efc...
y()-,l-,~-~-,ﬂ(xn) =f = anp = f[x07x17~'»xn] .

Temos assim de introduzir uma férmula de recorréncia para calcular cada um dos @, usando para isso os valores
anteriores (d_1,d_2,...,dp). Esta férmula de recorréncia é

f[-xj+1a ...,kal,)Ck] _f[xjrxj-‘rl?'“axkfl}
Xp—Xj '

PR X sy X1, X = (3.2.49)

Como
ar = f[x0,%15 %] 5 (3.2.50)
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Polinémio de Newton

x | ‘dados.txt’ Ler {ﬂ% fi}?:l de ‘dados.txt’

v

..................................

Figura 3.6: Algoritmo para implementagdo do polinémio de Newton com o objectivo de determinar
o valor y, do polinémio interpolador nos pontos {x;, f;}}_;, em x.

entao

k-1
Yo1.n(X) =Y {f[xo,xl,...,xk] H(x—xj)} , (3.2.51)

pressupondo que
~1

[[Ga—xj)=1 e flxo]l=fo. (3.2.52)

j=0

De uma forma analoga ao método de Aitken-Neville, podemos estabelecer um esquema simples para se implemen-
tar o célculo por recorréncia dos diferentes coeficientes . Este é;

xo fo=do
f[xo,xﬂzg:){g =a,

x1 N f[xo,xl,xz]:f[xl’x)?z]:)]:o[xo’xl] =a
f[xlyxﬂ:){;:){}

X2 f2 f[x1,xz,xg]:f[x%x%]:){l[xl»xz] 5259
f[xn—laxn]:%

Xn o Jn

Vejamos mais uma vez qual a expresséo do pardbola interpoladora de uma fungéo f(x), nos trés pontos {(xo, fo),
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(x1, f1), (x2, f2) }. Comecemos por calcular os coeficientes dy, d; € dy;

xo fo=ao
flom) = B=L — g

X Flro,x,x] =L [xl’xfc]z:){;[xo’xl] —a. (3.2.54)
fhm] =220

x2 f

Logo, a expressdo do polinémio interpolador é;

Yo2(x) = do+ai(x—xp)+ax(x—xo)(x—x1)
L=h fi—f
NI et I T e YR M (3.2.55)
X1—X0 X2 —X0

Mais uma vez este polindmio é exactamente o mesmo que encontramos em (3.2.15) e (3.2.42)) pelas férmulas an-
teriormente apresentadas.

Na férmula de Newton para construir o polinémio interpolador, como ji acontecia com a férmula de Aitken-
Neville, quando temos de adicionar mais um ponto e reconstruir o polinémio interpolador podemos faze-lo fa-
cilmente usando o ja trabalho feito. Vejamos entdo como tal pode ser feito; seja yo,i,..»(x) um polindmio de
grau n que interpola os n+4-1 pontos {(x;, f;)}?. calculado pelo método de Newton. Se adicionarmos um ponto
extra (X,41, fu+1), vejamos como podemos obter o novo polinémio interpolador yo 1. na+1(x) de grau n+1 que

interpola os n+2 pontos {(x;, fi) }';

ao+ay (x—xo) + az (x—xp) (x—x1) + ... + @ (x—x0) (x—2x1)... (x—=x,—1) +
+an+1 (x—x0) (x—x1)... (x—x—1) (x—2x)
= yO,l,...,n(x) + a_n+]()C*)C())<)C7)C1)...(X*xn,1)(X*xn). (3256)

Yo,1,....n,n+1 ()C)

Ou seja, basta calcular o valor de d,,+1=f[x0,X1,...,%n,Xn+1], 0 que pode ser facilmente feito estendendo a tabela
dada em (3.2.53). Feito isto temos a expressdo do novo polindmio interpolador, tal como dado em (3.2.56).

Decorre naturalmente da forma como construimos o polindmio interpolador, que caso yo.1,... »(x) seja o polinémio
interpolador de f(x) na tabela {(x;, f;) }/_. entdo o polindmio que interpola o conjunto de n+2 pontos

{(is fi)Yim U Gers /1)) (3.2.57)
¢é dado por;
Yo.1,..nnt1(X) = ¥0,1,...0(X) + Fx0, X1, ooy Xn, X (x—2x0) (x—2x1)... (x—2p) . (3.2.58)
Desta expressdo também decorre naturalmente que o erro com que o1, »(x,) estima f(x,) é dado por

f(xr) 7y0,1,...,n(xr) = Yo,1,...,n,n+1 (xr) *yO,l,...,n(xr)
= flx0sX1, ooy Xy Xr] (xp—%0) (=21 ) (Xr—2xn) - (3.2.59)

Se definirmos a funcdo
F(t)=£(1) =yo1,.a(1) , (3.2.60)

entdo sabemos que esta tem necessariamente n+1 zeros, e que estes sdo r€{xg,xj,...,x,}. Consequentemente,
podemos afirmar que F () (t) tem necessariamente pelo menos um zero. Seja x=& esse zero, de onde resulta que

FOE) =0 = &) &) =0. (3.2.61)

Mas, sendo
yé"%n(é) =dy n! = f[x0,X1, .., %] !, (3.2.62)

significa que

flxo,x1, .00 %0] = . (3.2.63)
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Assim, usando a Eq. (3.2.59), podemos finalmente escrever que

Fxe) =yor,..a(xr) = fIx0,X1, s Xn, Xr] (X—x0) (Xr—x1)... (Xp—xp)
_ )
T (nrD) g(x’_x") ) (3.2.64)

ou
max | £+ (&)

TSI , (3.2.65)

|f(xr) _y0,1,...,n(xr)| <

T
i=0

como ja tinhamos visto em (3.2.31).

Exemplo 3.2.6: Consideremos mais uma vez a fungdo f(x), da qual conhecemos trés pontos:
{(0.0,-1.0),(1.0,0.1),(1.5,2.0)}. Calculemos o valor da fun¢do em x=0.93 por interpolacéo po-
linomial, mas desta vez recorrendo a formula de Newton para construir o polionémio interpolador
(ver[3.2.55). Temos entdo de construir a seguinte tabela;

X0 fo=ao
flxo,x1] = Q:{g =a
xr fi = o f
flx1,x] = xi—x: :
x
de onde se segue que
flxo,x1,x2] = flxiw] = o, 0 =a.
X2 —X0
Substituindo os valores, temos entdo que;
0.0 ay=-1.0
ﬁ]Zf[xo,xl] =1.1
1.0 0.1 = = a=f[xp,x1,x] =1.8.
f[)Ch)Cz] =3.8
1.5 2.0

Pelo que temos que a expressdao do polinémio é
yo12(x)=—1.0+1.1x+1.8x(x—1),

de onde resulta que f(0.93)~yo,12(0.93) = —0.094. Note que o valor terd de ser exactamente o
mesmo que foi obtido nos Exemplos 3.2.1 e 3.2.3, pois o polindmio é o mesmo.

3.3 Interpolacao por splines polinomiais

Nesta seccg@o consideramos outro tipo de fung@o interpoladora. Se tivermos uma tabela extensa de pontos, clara-
mente teremos de utilizar um polindmio interpolador de grau elevado. Tal pode originar problemas pois polindmios
de elevado grau sdo extremamente “corrugados”, isto &, podem ter localmente elevados valores da sua derivada.
Em termos gréficos isto pode ser descrito como sendo uma fung¢do interpoladora que eventualmente oscila de cima
para baixo rapidamente, entre pontos de interpolagdo.

Assim, de forma a reduzir este problema mas mantendo a vantagem de ser facil construir polindmios, surgem as
splines polinomiais. Estas sdo fun¢des que apenas localmente coincidem com polinémios de baixo grau, mas que
no entanto podem interpolar um nimero elevado de pontos, mantendo-se assim uma funcao interpoladora que é
regular, ndo apresentando variagdes rapidas entre pontos que interpola.

Uma spline S de grau mg (ms>0), com n nodos:

X0 <x1<x<...<Xxp, 3.3.1)
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no intervalo [a,b] (em que a=xy e b=x,), é definida de acordo com;

— S coincide em cada subintervalo Q;=[x;,_1,x;], para i€ {1,2,...,n},
com um polinémio de grau menor ou igual a mg

(3.3.2)
— 8,5, ..., 8ts=1 sdo continuas em [a, b).
Define-se ainda a caracteristica da malha, como sendo
h= frgl?gxnhi onde hi = xi—xi_1 , (3.3.3)
e os pardmetros M; da spline, de acordo com
M;=5"(x;) i=0,1,..,n. (3.3.4)

Isto é, os pardmetros correspondem aos valores da segunda derivada da spline nos nodos. Finalmente, por splines
parciais S;(x) de uma spline polinomial S(x) de grau mg, referimo-nos as fun¢des que coincidem com a spline
apenas em cada intervalo Q;. Ou seja, por defini¢do, temos que a spline parcial S;(x), cujo dominio é o interval Q;,
¢é dada por

Si(x) =S(x) para x€ [xi_1,x] . (3.3.5)

De notar que a fungdo S;(x) sé estd definida para x€[x;_1, x;], sendo necessariamente um polinémio de grau igual ou
inferior a mg. Logo, para construir a spline basta-nos encontrar os diferentes polindmios de grau mg que correspon-
dem aos diferentes intervalos ;, e que verificam as condi¢des estabelecidas na definicdo de splines polinomiais.

Assim, para interpolar uma tabela {(x;, f;)}/_, de n+1 pontos, bastard construir a spline S(x) cujos nodos sio os
pontos x; (i=0, 1,..,n) e tal que esta tenha os valores f; nesses nodos, isto &, S(x;)=f;.

3.3.1 Splines de grau 0,1 e2

A titulo de exemplo consideremos primeiro trés casos simples de construcio de splines polinomiais interpoladoras
de uma fun¢do f(x) em n+1 pontos.

Splines de grau mg=0: neste caso, e por defini¢do, as splines parciais em cada intervalo ; sdo necessariamente
constantes (polinémio de grau 0), pelo que basta construir S(x) usando que

Si(x)=C; para xeQ;. (3.3.6)
Como, queremos que a spline interpole os pontos {(x;, fi) }'_, entdo basta impor que

Si(xi) = fi = Ci=f;. (3.3.7)
A funcido que resulta daqui é representada na Fig.

Note que em vez de (3.3.7), podiamos ter decidido usar a condi¢io a esquerda, dizendo que S;(x;)=f;—1, e de onde
resultaria que C;=f;—;. Em qualquer uma das op¢des hd sempre um extremo que ndo € usado na definicdo das
constantes C;.

O erro de interpolacéo pode ser facilmente calculado pois S;(x) é um polinémio em Q;, logo
Si(x) = f(x)+£1(§) (x—xi)  para &€ [xip,xi], (3.3.8)
de onde resulta que (ver[3.2.31));

|ei(x)] 1Si(x)—f(x)| = [ £'(&)] lx—xil

max |f/(&)]-hi . (3.3.9)

E€lxi1,x]

IN

Splines de grau mg=1: neste caso, as fun¢des S;(x) sdo rectas nos intervalos Q;. Mas de acordo com a definigéo,
precisamos ainda de exigir a continuidade da fungéo spline S(x).
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Figura 3.7: Representacdo de uma spline S(x), de grau mg=0, que interpola a fungdo f(x) nos
pontos {xp,X1,...,X, }

Se S(x) interpola f(x) nos pontos {(x;, fi) }}_, € é continua ai, entdo teremos de ter que
Si(xi—1) = fi—1 e Si(x) = fi i=1,..,n. (3.3.10)

Comecemos por construir a primeira spline parcial, S (x). Sendo um recta serd dada por
Si(x)=a+bx para x0 <x<xp, 3.3.11)

Impondo as duas condi¢@o de interpolag@o para os pontos xg € x1, temos que

S1(x0) = fo
{51 (x1)=f1, (3.3.12)

de onde resulta que (ver a Secgdo [3.2] sobre interpolac¢do polinomial),

X1—X X—X0
Si(x)=fo +h . (3.3.13)
h h
Podemos entdo ver que de forma andloga € possivel construir todas as outras splines parciais
Si(x) = fim xih;erfix;fi*l com x| <x<x; epara i=1,2,...n. (3.3.14)
i i

Assim, temos que a spline S(x) que interpola a tabela é construida usando segmentos de recta que se ligam nos
nodos da spline (ver Fig. , garantindo assim que S(x) é continua.

Neste caso, o erro de interpolacdo ¢ mais uma vez obtido a partir do erro de interpolacido polinomial para uma
recta, em cada intervalo ;. Isto é,

)
@l = |f 256)"|(x_xi—1)(x—xi)|
W2
< max |fPE)-=L para i=1,2,...n, (3.3.15)
Eelxioy ] 8

pois |(x—x;—1 )(x—x,-)|§hi2/4.
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Figura 3.8: Representacéio de uma spline S(x), de grau mg=1, que interpola a fungéio f(x) nos
pontos {xg,x1,...,Xx, }. Esta é constituida por segmentos de recta que se ligam nos nodos de forma a
garantir que a funcéo S(x) é continua, tal como exigido pela defini¢éo de spline.

Exemplo 3.3.1: Consideremos que temos a seguinte tabela de trés pontos de uma fungdo real,
{(0,1),(1,0),(4,2)}, que pretendemos interpolar usando uma spline de grau m=1. Basta-nos entdo
construir os segmentos de recta entre cada ponto, obtendo que

Si(x)=1—x ; 0<x<1
S(x) =
SQ()C)E%()C—l) ; 1<x<4 .

Podemos assim estimar o valor da fungdo em x=2, pois f(2)~S(2)=5,(2)=2/3.

Splines de grau mg¢=2: mais uma vez temos que as splines parciais sdo desta vez pardbolas. Assim a spline é
construida de acordo com;

Si(x) s@o pardbolas em cada Q; respectivo,
{ S(x) e S'(x) sdo continuas. (3.3.16)
Consideremos entdo primeiro a continuidade de S(x):
vie {0,1,...,n} S(xi) = fi, (3.3.17)
pelo que S;(x;—1)=fi—1, de onde segue, visto S;(x) ser uma parébola, que
Si(x) = fii1 +mi1(x—xi_1)+ %(;Hc,-,l)2 : (3.3.18)
Aqui introduzimos os valores da primeira derivada nos nodos, como sendo
m; = 8 (x;) para i=0,1,...,n, (3.3.19)
e usamos os pardmetros da spline, definidos em (3.3:4). Se derivarmos a expressdo (3.3.18), temos que
SH(x) = mi—1 + Mi(x—x;_1) , (3.3.20)
que quando avaliado em x=x; requer, pois S’'(x) tem de ser continua, que
m; =S (x;) =mi_ +M; h; , (3.3.21)
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de onde resulta que

M, = Ml (3.3.22)
hi
Finalmente, a continuidade de S(x) em x; também exige que se tenha
m;—m;_1
Si(xi) = fi = fi:fifl+mi—1(xi_xi71)+#(Xi_xifl)
1
1
= firfiov=micthi+ S (mi—mi-i)hi, (3.3.23)
para i=1,2,...,n; correspondendo a n condigdes. Estas podem ser escritas na forma
mi+mi_| =2ﬁ_hﬁ‘1 i=1,2,...n. (3.3.24)

1

Como a continuidade da derivada apenas pode ser imposta nos nodos internos, falta-nos uma condigdo para po-
dermos definir a spline S(x). Isto é, precisamos, por exemplo, do valor de my, ja que as n relagdes dadas em
envolvem n+1 varidveis {mg,my,...,m,}. Dada a condi¢do extra, sob a forma da derivada num dos no-
dos, por exemplo, é possivel calcular o valor de todos os m;. A partir dos quais se pode entdo construir a funcao
interpoladora sob a forma de uma spline polinomial de grau 2:

mi—mj—|

2
—xi 32
o (x—xi-1)7, (3.3.25)

X€xi,xi] = Skx)=S8i(x)=fio1 +mi—1(x—xi—1)+

ou seja, usamos a spline parcial para um dos valores de i€{1,2,...,n}, dependendo do valor x em que queremos
avaliar S(x).

Exemplo 3.3.2: Consideremos novamente que temos a seguinte tabela de trés pontos de uma fungao;
{(0,1),(1,0),(4,2)}, que pretendemos interpolar usando agora uma spline de grau mg=2. Para tal
precisamos primeiro de especificar um dos valores de m;; seja entdo o valor de f'(1)=0. Logo,
temos que m;=0, e usando (3.3.24) temos mais duas equagdes;
0—-1 2-0
=2 — =2 —
my +mg =0 e my +m 11"

Destas resulta que mp=—2, m;=0 e my=4/3. Podemos entdo construir os segmentos de pardbola
entre cada par de pontos (ver[3.3.25)), obtendo que

Si(x) = 1—2x+x2 ;0<x<1
S(x) =
Sa(x) =3 (x—1)2 ;1<x<4.

Para estimar o valor da fun¢o em x=2, basta calcular f(2)~S(2)=S,(2)=2/9.

3.3.2 Splines cubicas (grau 3)
Tal como definido em (3.3.2)), uma spline S(x) cibica (com grau mg=3) é tal que

Si(x) sdo polinémios de grau mg<3 em cada €; respectivo,
(3.3.26)
S(x),8(x) e S”(x) sdo continuas.
Dai que a segunda derivada das splines parciais sejam rectas, pelo que podemos escrever que
S!(x) = M;_ x"h_x +M; x‘;f*‘ para x € [xi_1,xi] (3.3.27)
i i

onde, mais uma vez, M;=S" (x;) para i=0, 1,..,n. Ao escrevermos as segundas derivadas das splines parciais nesta
forma, estamos automaticamente a assegurar que S”(x) é uma fun¢io continua. Agora precisamos de exigir a
continuidade da primeira derivada nos nodos, bem como que a spline tome os valores f; nos nodos. Para tal,
integramos duas vezes a expressdo dada em (3.3.27)) obtendo que

Xi—X X—Xi—1

(xi—x)° (x—xi-1)°
Mi Ci Dl i
6h; + 6h; + hi + hi

Si(x) = Mi,1 (3328)
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Figura 3.9: (a) Representagio da derivada de uma spline S(x), de grau ms=2, que interpola a fungéo
f(x) nos pontos {xp,x,...,x,}. Esta é constituida por segmentos de recta que se ligam nos nodos
de forma a garantir que a fungdo S'(x) é continua, tal como exigido pela defini¢do de spline. (b)

Representagdo da spline S(x), correspondendo a pardbolas para cada intervalo €, e tal que em cada
nodo a tangente tem declive m;.
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onde C; e D; so constantes de integragdo, para o intervalo x€[x;_1,x;]. Comecemos entéo por usar as condi¢des
de interpolagdo;

Sixie1)=fir e Silw)=1fi, (3.3.29)
obtendo-se que
—xi )3 _ h2
4 1
W2
= Ci = fi-1 —Mi- 131 (3.3.30)
(xi—xi-1)° —Xi1 h?
- = M; D =M -1+ D;
fi=M, o + h, ig tDi
h2
=Di=fi— 6, (3.3.31)

parai=1,2,...,n. Finalmente, falta-nos impor a condi¢do que garanta a continuidade da primeira derivada. Para tal
basta considerar que

Si(x)=Sh (x)  para i=12,.n—1. (3.3.32)
Derivando (3.3.28)), e depois de substituir as expressdes obtidas em (3.3.30) e @, ficamos com

(x> o xi)? S fi b

S; = —M; M; — =+ M = M; —

l(x) i—1 2 +M; 2h; h; +Mi—1 — 6 +l’l 6

(xi—x)? (x—xi—1)*  fi—fim1 hi

= —M;_ M; M,—M;_y) — 3333
Vo M T —( i-1) ¢ ( )

de onde se tem, usando (3.3.31)), que

Ji—Jfic1 hi hit i fz+1 —Ji hit 1
M Mi—M;_) — = —M; — M 1—M; . 3.3.34
2 + hz ( i i l) 6 i ) hz+1 ( i+1 1) 6 ( )
Isto é, temos n—1 condig¢des, para as n+1 incégnitas M;, que sdo escritas na forma
hi hi+hiy hivi  finn—fi  fi—fio .
M; — +M; M; = — =1,2,...,n—1. 3.3.35
i 16 +M; 3 + i+1 6 hi+1 hi l y ey ey ( )
Temos assim o seguinte sistema de n—1 equagdes
hy hi+hy hy _famh _ fimfo
My—+M M, —= — ;i=1
0 T T e =, I :
h hy+h h — —
m™2 m, 2+ haths gy, B3 _fh-h_fh im0
"6 3 6 h3 hy
(3.3.36)
h hn—1+hn hn fn_fn—l fn—l_fn—Z .
M, M, M, — = — ;i=n—1,
n26+n1 3 +n6 hy s =n
que pode ser escrito na forma matricial como,
“hy hyth h - [ Mo ]
° 1h3 2 hfzh /? My
0 % mh ok v
X =
hy_y  hy_o+hy By
3 ;3 | h 6+lh ;? %n—z
L 0 . = s A’/'[‘l
- Yn - (n41)
r h-hHh _ fi—fo .
]12 h1
h-fHh _ h-fi
h3 hy
= . (3.3.37)
So1—fu2 o Sn2—fn3
hp—1 hp—2
Sn—fn1 _ Jo—1—fn—2
L hn hn—1 - (n—1)
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Figura 3.10: (a) Representacdo da segunda derivada de uma spline S(x), de grau mg=3, que inter-
pola a fungdo f(x) nos pontos {xp,x1,...,x, }. Esta é constituida por segmentos de recta que se ligam
nos nodos de forma a garantir que a fungdo S”(x) é continua, tal como exigido pela defini¢do de
spline. (b) Representagdo da derivada da spline S'(x), correspondendo a pardbolas para cada inter-
valo Q;. (c) Representagdo da spline S(x), correspondendo a ciibicas em cada intervalo entre nodos
da spline.

Para podermos construir a spline cubica ainda nos faltam duas condic¢des, pois s6 entdo poderemos calcular todos
os valores M;. Existem vdrias op¢des que sdo mais comumente usadas para especificar as duas condi¢des em falta,
sendo algumas delas dadas em baixo.

Ap6s termos calculado todos os valores dos pardmetros M; podemos escrever a expressdo para as splines parciais
de forma a calcular S(x) em qualquer ponto. Pois a spline parcial de ordem i é dada por

(x;i—x)3 (x—x;1)*
() = M 2 m
Si(x) 1 oh; + on; +
W\ xi—x W\ x—xi_
=M ) = —M; - ) —— 3.
+<ﬁ1 ,16> ; +(ﬁ ,6> g (3.338)

para x€[x;_,x;].

Spline completa: uma das formas de poder fechar o sistema de equagdes que nos permite calcular os pardmetros
da spline é conhecendo o valor que a derivada da fun¢do toma nos extremos. Ou seja, sabendo que

S (x0) = f3 5339)
S:‘l('xn) = f}"l ’

Ap6s usarmos a expressdo (3.3.32)) aqui, podemos adicionar as n—1 equagdes dadas em (3.3.33) as seguintes duas
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condicdes;

h hy Sfi=fo
My —+M, — = -
05 +M ¢ I fo
(3.3.40)
h h —fue
Myy g+ My = = e 2} hf” L.
n

A funcio spline que resulta é usualmente denominada spline completa.

Note-se que os dois valores da derivada da fun¢do f(x) podem ser especificados em qualquer um dos nodos da
Spline, ou mesmo em qualquer ponto do intervalo [a, b].

Exemplo 3.3.3: Consideremos mais uma vez a seguinte tabela de trés pontos de uma fungio real,
{(0,1),(1,0),(4,2)}, que pretendemos interpolar usando agora uma spline de grau mg=3 completa.
Para tal precisamos primeiro de especificar as duas condi¢des dadas em (3.3.39) usando o facto de

f(0)=1e f'(4)=0;

1 1 0-1
My-+M; —=——1
03+ 16 1

3 3 2—-0
M —+M; —=0— —
16+ 23 3

Precisamos agora adicionar a condigdes que falta recorrendo a (3.3.35) que é (i=1)

1 1+3 3 2-0 0-1
My—+My —+M; - = —— — —— .
06+ 1 3 + 26 3 1

Temos assim que
3M; +6M, = —4
Mo+ 8M; +3M, = 10.

Resolvendo este sistema resulta que My=—15/2, M1=3 e M,=—13/6. Podemos entdo construir os
segmentos de ciibicas entre cada par de pontos (ver[3.3.37), obtendo que

{2M0+M1 =—12

Sl(x)E—%(l—x)3+%x3+%(l—x)—%x ; 0<x<1
Ste) = 1 13 3 7
Sr(x) = $(4—x) — {5 (=13 = 3(4—x) + J(x—1) ;1<x<4.

Para estimar o valor da fun¢do em x=2, basta calcular que f(2)~S(2)=S,(2), logo tem-se que

f(2)~—1/27.

Spline natural: caso néo se disponha de mais nenhuma informag@o sobre a fungio f(x) entdo a opcgéo normal-
mente usada € pressupor que a segunda derivada da spline nos extremos € nula. Isto é;

My = S;(x0) =0
(3.3.41)
M, =S)(x,)=0.

Temos entdo apenas que resolver as n— | equagdes dadas em (3.3.35)) para obter os valores dos pardmetros {M;,M,, ...
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Figura 3.11: Representacdo de splines de grau ms=1 (linha continua), mg=2 (linha tracejada) e
mg=3 (completa - linha tracejada-3ponteada; natural - linha tracejada-ponteada), que correspondem
aos Exemplos 3.3.1-4. Todas estas splines interpolam a func¢@o f(x) nos pontos {(0,1),(1,0),(4,2)},
permitindo-nos estimar o valor de f(2).

Exemplo 3.3.4: Consideremos mais uma vez a tabela de trés pontos para uma fungio real,
{(0,1),(1,0),(4,2)}, que pretendemos interpolar usando agora uma spline de grau m=3 natural.
Para tal precisamos primeiro de especificar as duas condi¢des dadas em (3.3.38) que correspondem
a My=0 e M>=0. Precisamos ainda de adicionar a condi¢do que falta recorrendo a que €

(=D

6 3 6 3 1
Resolvendo esta equagdo obtém-se que My=0, M;=5/4 ¢ M>=0. Podemos entdo construir os seg-
mentos de ctibicas entre cada par de pontos (ver|3.3.37)), obtendo que

Sl(x)E%xS—&—(l—x)—%x ; 0<x<1
S(x) =
$2(x) = (40 = §(4—x) +3(x—1) :1<x<4

Para estimar o valor da funcdo em x=2, basta calcular que f(2)~S(2)=S,(2), logo tem-se que

£(2)~—1/36.

Spline com continuidade da terceira derivada: outra alternativa, é usar para condicdes extras a continuidade da
terceira derivada em dois nodos; por exemplo em x; € x,,_1. Desta forma nio precisamos de adicionar informacao
extra explicitamente sendo as condi¢cdes impostas de uma forma “interna”. A terceira derivada é dada por;

7 _ M; — M,
SV (x) = S (3.3.42)

Logo, as duas condicdes que precisamos correspondem a
Sllll(xl) = Slz//(xl) € S:{Ll (an) = SZ/(anl) s (3.3.43)

de onde resulta que

My 1 1 M,
RLUNY (LI ) VAL
hy Jr(hlJrhz) "k

M, , 1 1 M,
- — )M, — " =0.
hnfl + (hnl + hn) ! hn

(3.3.44)
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3.3.3 Resolucao de sistemas de equacoes lineares

Embora néo esteja normalmente incluido nos assuntos abordados em Métodos Numéricos, vamos aqui brevemente
descrever um das técnicas mais bdsicas para resolver sistemas de equagdes algébricas, pois o calculo de Splines
envolve a resolucao de sistemas lineares com um elevado nimero de equagdes.

O tnico método que se apresenta aqui é o método de elimina¢do Gaussiana com pivotagem. Existem outras formas
de encontrar a solug@o de um sistema de equacdes, mas que podem também ser facilmente encontradas na literatura.

Comecemos entdo por considerar o seguinte sistema de n equagdes lineares para as n variaveis {x1,x2,...,X, };

ajxy +apxy +... tapx, =f
anx; +apxy +.. +awm =f (3.345)
amxt  +apxy +.. tawmxs = fu.
Este pode ser escrito na forma
o -X=F, (3.3.46)
onde a matriz € dada por
ar a2 ... din
= DR (3.3.47)
apl  ap2 <o App
€ 0s vectores por
X1 h
x= |7 e 7= ||, (3.3.48)
'xl'l fl’l

Para a resoluciao de sistemas de equagdes lineares € essencial utilizar os seguintes resultados;

— Dois sistemas de equacdes lineares dizem-se equivalentes se possuirem o mesmo conjunto de solugdes. Ou
seja, se as solucdes de ambos forem iguais.

— E condicdo suficiente para dois sistemas
od-R=f e B-y=3, (3.3.49)
serem equivalentes, que exista uma matriz % invertivel, tal que
B=C@d e F=F-f. (3.3.50)
Algumas das operacgdes que verificam esta condi¢d@o, sdo por exemplo;

— Permutagdes de duas linhas. Se queremos, por exemplo, permutar as linhas 1 e 2, entdo;

(3.3.51)

SN

Il
co~—o
co o~
o—oco
—ococo

— Multiplica¢do de uma linha por uma constante ¢ (ndo nula). Se queremos multiplicar a linha 2 por ¢, entdo;

(3.3.52)

SN

M1l
co o~
coR o
oc—~oco
—oc oo
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— Soma de uma linha com o produto de outra por uma constante 3. Se queremos substituir a linha 2 pela soma
desta com o produto da linha 1 pela constante 3, entéo;

0

1
0
0

S oOoOT™H—

— Etc ...

0

0
1
0

- o O O

(3.3.53)

Método de Gauss: vamos entdo usar uma combinagdo destes tipos de operagdes para resolver o sistema pelo
método de Gauss. Este consiste em reduzir o sistema de equagdes inicial (3.3.45) a um sistema equivalente que

seja triangular. Isto €, partimos de

ayy app as ay
. a1 axp ax anm
o -X=f com &= |ay axn an as, (3.3.54)
apl dp2 d4n2 [
para chegar a
bi1 b b1z bin
0 by by by
B-X¥=g com B=|0 0 b3y b3, (3.3.55)
0 0 0 bun

de forma que estes dois sistemas sejam equivalentes.

(i) o primeiro passo é naturalmente adicionar a cada uma das equagdes a partir da segunda e até a dltima (linha
n), uma equacdo que resulta de multiplicar a primeira linha por uma constante, de forma a que se torne todos
os a;1 (i=2,...,n) iguais a zero. Ou seja, temos de executar as seguintes operagoes:

ai;
Bi=—a-
i€{2,3,..,n}: ke{l,2,...n}: ag=ap+PBi-ay (3.3.56)
fi=fi+Bi-fi.
Por exemplo, a nossa matrix %, (no caso de i=2), é dada por
1 0O 0 O
@1 /g, 10 0
C = 0 0O 1 0 (3.3.57)
0 0 0 1

(i) o passo seguinte serd agora no sentido de eliminar (tornar zero) todos os elementos da coluna 2 a partir
da linha 3; ay; para i€{3,...,n}. Para tal basta pegar no resultado da transformacéo feita em (i) e executar
o mesmo tipo de operagdo que se defeniu em (3.3.56) mas agora a partir da linha 3 para toda a coluna 2.
Mantendo os mesmos nomes, mas com 0s novos valores obtidos no passo anterior, temos que

__ai
Bi= ail

i€{2,3,..,n}: ke{1,2,...,n}: ayg=ap+PBi-an (3.3.58)
fi=fi+Bi-fi.
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(iif) os restantes passos consistem em aplicar o anterior para eliminar todos os elementos da matriz abaixo da
diagonal, repetindo, com as necessdrias adaptagdes, o procedimento dado em (3.3.58).

Todo o procedimento atras descrito pode ser transcrito no seguinte algoritmo:
_ _ Qi
B = —ai;

fi = fi+ Bixfi
k=1,.on—1 —{i=k+1,..n — (3.3.59)
aik:O

j=k+1,....n — {aij = aij+ Biax; »

que nos da o sistema triangular de equagdes lineares equivalente ao inicial. Este sistema de equagdes (do tipo dado
em|3.3.54) pode ser facilmente usado para encontrar a solugdo X. Escrevendo o novo sistema de equagdes calculado
(notar que embora se usem os mesmos simbolos, os valores foram entretanto alterados pelo procedimento3.3.58));

anxy +apxy +.. tapx =f
apxy +.. +awxa =/ (3.3.60)
AppXn = fn .
Logo
_ Ja
Xp = —
QAnn
1
Xn—1= ———— (fn—l _bn—lAnxn)
an—1,n—1
(3.3.61)
X1 = — (f1 = QinXn — Q1p—1Xp—1 — ... —A12X2) .
ai
Este conjunto de operagdes corresponde ao seguinte procedimento;
n 3.3.62)
1 (
k=n—1,...,.1 — {xk = G <fk— Z aijj>
Jj=k+1
Exemplo 3.3.5: Consideremos o seguinte sistema de equagdes lineares
1 2 3 X1 6
2 3 4]- X2 | = 9
3 41 X3 8

Usando o procedimento descrito em (3.3.56), temos de multiplicar a linha 1 por (—2) e somd-la a
linha 2, bem como multiplicar a linha 1 por (—3) e somé-la a linha 3, de onde resulta que o sistema
passa a ser dado por;

1 2 3 X1 6
-1 2| |xn|=] -3
2 8| |x ~10

Agora, resta multiplicar a linha 2 por (—2) e somé-la a linha 3, resultando finalmente uma sistema
triangular dado por

1 2 3 x| 6
-1 2| |xn|=|-3
—4 X3 —4

Daqui obtemos entdo que
=1 = x=1 = x=1.

Foi assim encontrada a solugdo deste sistema de trés equacdes lineares.
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Exemplo 3.3.6: Vejamos agora o caso do seguinte sistema de equagdes lineares

0.0003 1.246 | x| _ | 1.249
0.4370 —2.402 x| 1968’

cuja solugdo sabemos ser exactamente x;=10 e xp=1. Vamos usar o procedimento descrito em

(3.3.56), mantendo quatro algarismos significativos nos calculos. Para tal temos de multiplicar a

linha inicial por

0.4370
0.0003

e adicionar o resultado a segunda linha. Esta operacio resulta no seguinte sistema triangular;

i N e

—1457.

—1817. X2 —1818.

Deste sistema obtemos agora que

1818
Xy = 1817 = 1.001 ,
e, partindo deste valor, que
1
= 1.249 —1.256 x 1.001) = 6.667 .
1= 50003 (124 x1.001)

Isto é, o resultado esta incorrecto devido ao facto de os erros de arredondamento terem reduzido o
ndmero de algarismos significativos, no resultado para xi, a zero.

Pivotagem parcial: por vezes se os elementos de uma coluna sio valores que diferem em muitas ordens de gran-
deza ¢é necessdrio ter o cuidado de controlar o efeito dos erros de arredondamento no resultado quando se tenta
obter a solu¢do numericamente. Isto pode ser feito recorrendo-se a pivotagem parcial; esta técnica consiste em
cada fase da iteragdo descrita em - isto €, para cada valor de k - devemos permutar com a linha k (linha de
referéncia) a linha j,, em que j, € o valor de j=k, ...,n) para o qual o valor de |a ;| ¢ maximo. Desta forma garanti-
mos que ao eliminar todos os elementos da matriz nessa coluna minoramos o efeito dos erros de arredondamento,
escolhendo o melhor (isto é, o menor) valor para |Bi|.

O procedimento para reduzir o sistema de equagdes a um sistema triangular, passa assim a ser

a)i=k,...n —3Jr= valor de j onde |aji| € miximo

b) Trocar a linha k do sistema de equagdes, pela linha j,

o
B = —ax

k=1,..n—1 — (3.3.63)
fi=fi+ Bufr
¢)i=k+1,...n —

a,-k:O

j=k+1,...n — {aij = a;j+ Biax; -
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Exemplo 3.3.7: Vejamos novamente o caso do seguinte sistema de equagdes lineares

0.0003 1.246 | x| _ [1.249
0.4370 —2.402 x| 1968’

cuja solugdo sabemos ser exactamente x;=10 e x,=1. Se usarmos o procedimento descrito em
(3.3.63), onde se inclui pivotagem parcial, e mais uma vez mantendo-se quatro algarismos significa-
tivos nos célculos, o sistema triangular € agora;

0.4370 —2.402| |x;| _ |1.968
1.248 x| |1.248]

pois, tal como requerido na pivotagem, tivemos que permutar a linha 1 com a linha 2, visto ser esta
a que tem o maior valor para |ay;|. Para construir este novo sistema de equagdes usamos o valor
(comparar com o Exemplo 3.3.6)

0.0003
B2 = — 51370 = —0-0006865 .
A solugdo que agora obtemos é
1.248
Xy = m =1.000 s
e, usando este valor,
= 1.968 +2.402 x 1.000) = 10.00 .
1= G aa70 (11968 +2:402>1.000)

Isto é, no calculo da solugdo ndo se perdeu algarismos significativos pois usamos a linha com o
maior coeficiente como linha de referéncia.

Sistemas tri-diagonais de equacdes lineares: este tipo de sistemas de equagdes lineares € obviamente um sub-
conjunto daqueles que podem ser resolvidos pelo método de Gauss discutido acima. No entanto visto ndo ser
necessdrio efectuar a maioria das operagdes descritas por um algoritmo do tipo dado em (3.3.59) ou (3.3.63), e
sendo um tipo de sistemas que aparece frequentemente (como por exemplo no cdlculo de splines), vamos aqui

considerar a forma como se pode simplificar a determinacao da solucdo.

Um sistema tri-diagonal pode entdo ser escrito como

aix;y +bixp =fi
X1 +axxy  +byxs =/
c3xy  t+azxz + by =/ (3.3.64)
Cn—1Xp—2 + ap_1Xp—1 + bnflxn - fnfl
CnXn—1 + anxp = fu,
cuja resolugdo € agora simplificada para um procedimento do tipo
__ _Ck
ﬁk - ak71
C = 0
k=2,...n — (3.3.65)
ar = ax + Prbi—1
Jie = fi+ Befi-1 -
Apds o qual, o sistema de equagdes passa a ser triangular;
apxi + bixp =fi
+ axxy + byxs =f
azxs  + b3xy =f3 (3.3.66)

An—1Xp—1 +bp_1X, = fu1

AnXn
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Sendo a solugdo calculada simplesmente de acordo com

Jn
an

Xp =

k=n—1,...

b (3.3.67)
15 {xk: Ji a:XkH _

Exemplo 3.3.8: Consideremos o seguinte sistema tri-diagonal de equacdes lineares
1 20 X 3
2 3 4| |x|l=19
0 4 1 X3 5

De forma a usar o procedimento descrito em (3.3.64), temos de definir

1 2 3
a=|-1 b= |4 f=131,
17 — 17
de onde resulta que
17 3—1x4 3—1x2
X3 =1 = x= =1 = x= =1.

17 1

Foi assim encontrada a solugé@o deste sistema tri-diagonal de trés equagdes lineares.

3.4 Outras funcoes interpoladoras

Claramente nem sempre serd adequado para descrever a fungio f(x) tabela o uso de polinémios, ou fungdes que
recorrem a polindmios. Assim podemos definir de uma forma mais geral a funcdo interpoladora de uma tabela
{(xi, fi) Y1y, cujas abcissas estdo num intervalo [a,b], como sendo uma combinagdo linear de fungdes padrao

i (x); )
y(x) =Y ai ¢ix) . (3.4.1)
i=0

O caso discutido na Seccdo corresponde naturalmente a considerar que ¢;(x)=x’, definindo-se assim um po-
linémio de grau n. No entanto hd varias outras op¢des que podem ser feitas.

Ap6s definirmos o conjunto de n+1 fungdes padréo, basta emtdo imp6r as condigdes que exigem que y(x) seja
uma funcgdo interpoladora para determinar os coeficientes da combinagao linear, ou seja, que

n
fi=Y aii(x) para j=0,1,2,....n. (3.4.2)
i=0

Temos assim um sistema de n+1 equagdes para as incognitas ;. O sistema serd bem definido, tendo uma solucao
tinica, se as fungdes ¢;(x) sao linearmente independendentes para a malha {x;}} .

Duas fungdes ¢;(x) e ¢x(x), dizem-se que ndo sdo linearmente independentes relativamente aos pontos {x;}?"_, se
ICeZ ; ¢i(xj) =C ¢i(xj) paratodoo j=0,1,...,n. (3.4.3)

Sendo as fungdes padrio linearmente independentes sabemos entdo que o sistema (3.4.2) tém solucdo tnica que
pode ser determinada resolvendo o sistema de equagdes. Este pode ser escrito na forma matricial como sendo

$o(xo) 1(x0) @2(x0) .. Pulxo) ao fo
golx1) o1(x1) d2(x1) o u(x1) ar| _ | N| (3.4.4)

X

h0s) 010 b)) . ol Lad L
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Cuja solugdo (a;) nos permite construir a fungéo interpoladora (3.4.1).

Exemplo 3.4.1: Consideremos a seguinte tabela de trés pontos de uma fungdo f(x) que sabemos ser
periédica; {(0,0),(m/2,1),(m,3)}. Pretende-se estimar por interpolagéo o valor que a fungio toma
em x=7 /4. Face as propriedades de f(x), podemos escrever a fungéo interpoladora, recorrendo a

(3:4.1) como sendo

y(x) = apcos(x) + aj sin(x) + a3 cos(2x) .

Introduzimos assim fungdes padrdo ¢;(x) periédicas. Podemos entdo impor as condi¢des de
interpolacdo obtendo o seguinte sistema (ver|3.4.4) de trés equacdes, a trés incognitas,

1 0 1 ag
0 1 —1|x|al|=]1],
-1 0 1 a

cuja solugdo é ap=—3/2, a1=5/2 e a,=3/2. Temos entdo a expressio da funcéo interpoladora que
podemos usar para estimar f(7/4)~y(/4)=v2/2.

Exemplo 3.4.2: Consideremos agora uma tabela de pontos {(0,0),(1,1),(2,4)} que sabemos per-
tencer a uma funcdo f(x) cujo comportamento é esperado ser préximo do tipo exponencial. Mais
uma vez precisa-se de estimar por interpolacéio o valor que a fungdo toma em x=1/2. Face as
propriedades de f(x), podemos escrever a fungdo interpoladora, recorrendo a , como sendo

y(x) =ap e’ +a; e +aze* .

Introduzimos assim fungdes padrao ¢;(x) que sdo exponenciais. Podemos entdo impdr as condigdes
de interpolagdo obtendo o seguinte sistema (ver [3.4.4) de trés equagdes, a trés incognitas,

111 ao 0
e l/e &|x|a|=]1],
e? 1/e* &t a; 4

cuja solugdo é ap=0.3422, a;=—0.3701 e a,=0.0279. Temos entdo a expressao da funcao interpo-
ladora que usamos para estimar f(1/2)~y(1/2)=0.4156.

No entanto ndo existem apenas fungdes interpoladores que sdo combinagdes lineares (tal como dado em
de fun¢des padrao. Podemos também considerar fun¢des de n+1 pardmetros, mas cuja dependéncia nestes é nao
linear. Claramente este tipo de funcdes interpoladoras sdo mais dificeis de determinar, sendo na maior parte dos
casos (quando temos muitos pontos a interpolar) inviavel faze-lo.

Exemplo 3.4.3: Consideremos agora a seguinte tabela de pontos {(0,1),(1,2)} que sabemos per-
tencer a uma fungdo f(x) do tipo exponencial. Calculemos entdo a fun¢fo interpoladora y(x) da
forma

y(x) =age™*.

Impondo as condi¢des de interpolacdo temos o seguinte sistema de equacdes (ndo lineares);
{ao =1
apge’l =2.
Cuja solugdo corresponde a ap=1 e a;=1log2. Assim, a fun¢fo interpoladora encontrada é dada por
y(x)=2".

Podemos entdo estimar o valor de f(1/2), calculando £(1/2)~y(1/2)=+/2.
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3.5 Exercicios

E3.1) Dada a tabela calcule o valor de tan(7/5) usando interpolagéo
linear e interpolagao parabdlica, indicando o correspondente erro de
interpolagdo, pelos métodos de,

a) Lagrange.
b) Aitken-Neville.

X tanx

0 0
/6 0.57735
/4 1

E3.2)* Proponha um algoritmo que permita o cdlculo, num ponto x, do valor do polinémio de grau n que interpola

a tabela {x;, fi}i—o....n, pela férmula de Lagrange.

E3.3) Considere a seguinte tabela da fun¢do f(x)=1/x. Determine
o polinémio de menor grau que permite calcular o valor de f(2.10)

com 4 casas decimais significativas e calcule o correspondente valor
aproximado de f(2.10).

x o f)
2.09 0.478469
2.11 0.473934
2.13 0.469484
2.15 0.465116

E3.4)* Proponha um algoritmo que permita o calculo, num ponto x, do valor do polinémio de grau n que interpola

atabela {x;, fi }i=0,... », pelo método de Aitken-Neville.

E3.5)* Implementando o algoritmo desenvolvido na pergunta ante-
rior, utilize a informagdo toda da seguinte tabela de forma a cal-
cular o valor de f(1.11). Indique um majorante de |f7)(&)|, com
& € [1.00,1.30], de forma que o erro no célculo do valor em 1.11
seja dominado apenas pelo erro de arredondamento com que os va-
lores de f(x) sdo dados na tabela.

E3.6) Sabe-se que a fungdo f(x) tem um s6 zero no intervalo |0, 1[.
A partir da tabela dada, determine por interpolacdo inversa um valor
aproximado da raiz com erro inferior a 103, sabendo que para esse

intervalo se tém ‘{f’l }(n) (x)‘ <0.1.

x )
1.00 1.017452
1.05 0.971622
1.10 0.930208
1.15 0.892646
1.20 0.858464
1.25 0.827269
1.30 0.798724

x )

0.08 —0.53213

0.10 —0.31259

0.12 —0.13466

0.14 +0.01429

0.16 +0.14182

E3.7)* Proponha um algoritmo que permita o cdlculo, num ponto x, do valor do polinémio de grau n que interpola

»» pela férmula de Newton.

a tabela {x;, fi }i=o

E3.8)* A partir da tabela ao lado estime v/2.15 usando o método de
Newton e determine um limite superior do erro.

X
2.0 1.414214
2.1 1.449138
2.2 1.483240
2.3 1.516675
24 1.549193

E3.9) Conhecem-se os seguintes valores de uma fungio real f(x) em trés pontos: f(xo=—1)=0.5, f(x;=0)=0.0
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e f(x,=1)=—0.1. Estime por interpolagdo polinomial (usando a férmula de Newton) o valor da fun¢do f(x) em
x=0.4.

E3.10) Conhecem-se os seguintes valores de uma funcéo real f(x) em trés pontos; f(0.0)=—0.5, £(0.8)=0.0 e
f(2.0)=1.0, bem como um valor da sua derivada; f’(2.0)=0.0. Estime, recorrendo a uma spline quadrdtica, e
usando toda a informag@o dada, o valor de f(1). Esboce o grifico da derivada da spline interpoladora calculada.

E3.11) Conhecem-se os seguintes valores tabelados de uma fung¢do f(x) nos seguintes pontos: f(xo=0)=0.0,
fla=1)=1.5, f(x,=2)=0.5 e f(x3=3)=0.0.

a) Estime por interpolac@o, usando uma spline ctibica natural, o valor da fun¢do em x=1.5 usando todos os
pontos fornecidos.

b) Que valor de f(1.8) se obtém se usarmos a spline da alinea anterior para o cdlculo da derivada?

Xi fi
E3.12) Construa a Spline quadrética S(x) que interpola os pontos da
tabela ao lado, tal que nmo—ms=1. Obtenha o valor de S(1.5). Justi- 0 11
fique graficamente a diferenga para S(1.5) no caso de usar mp=0. 1 15
2 0.5
3 1.0

E3.13) Construa a Spline ctbica natural que interpola os pontos da tabela dada na pergunta anterior. Qual o valor
que esta tem em x=1.5? Se em vez de considerar o caso de esta ser natural, usar as condi¢des My=1 e M;=M,
que valor se obtém para 0 mesmo ponto?

E3.14)* Recorrendo a uma Spline cibica natural que interpola os ! /

pontos da tabela dada ao lado, estime o valor da fungdo f em x=1.5? 0.0 1.41
1.1 3.44
1.6 2.48
2.2 3.51
34 0.54

E3.15) Conhecem-se os seguintes valores tabelados de uma fung¢do f(x) nos seguintes pontos: f(xp=1)=0,
f(x1=2)=2, f(x2=3)=0 e f(x3=4)=4. Sabe-se ainda que para esta fun¢do se tém que f”'(x;)=1 e f"(x;)=0.
Estime por interpolacdo (usando toda a informacdo fornecida sobre a funcdo), através de uma spline cibica, o
valor da fungdo f(x) em x="/5.

E3.16) Conhecem-se os dois valores de uma fungéo f(x) nos seguintes pontos: f(xo=1)=0, f(x;=2)=2. Estime
por interpolagdo, o valor da fungio f(x) em x=3/, considerando que a fungio interpoladora é representada por;

a) y(x) =apcosx+aje;

24 agcosx

b) y(x) = [Tar
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Capitulo

Aproximag¢ao numeérica

Por vezes temos informagao sobre uma funcdo na forma de varios pontos, que sdo apenas in-
dicativos do comportamento da funcdo. Isto €, porque t€ém um erro de medida associado por
exemplo, ndo os podemos considerar como sendo pontos da fun¢do mas apenas indicativos do
seu comportamento. Dai que num caso deste tipo ndo faz sentido recorrer a interpolagdo para
estimar o valor da funcdo num ponto. Em vez disso considera-se um fungdo aproximadora
que tenta, através de um critério pré estabelecido, representar da melhor forma o compor-
tamento dos pontos tabelados. Nesta seccdo vamos considerar algumas formas de calcular
essa fungdo aproximadora de forma a estimar o comportamento da funcio para a qual apenas
dispomos de uma tabela de valores, e que ndo sao necessariamente pontos dela.

4.1 Funcao aproximadora

Por fung@o aproximadora vamos representar a fun¢do que segundo um critério de escolha bem definido seja a me-
lhor fungdo que representa uma tabela de pontos { (x;, f;) }”_. Para tal temos primeiro que definir o tipo de fungdo
(um polinémio de grau m, por exemplo, com m<n), e depois o critério que nos permita escolher entre as vdrias
funcdes de um tipo qual € delas a que melhor representa a tabela de valores.

Seja y(x) a fungdo aproximadora. Entdo um critério possivel de escolha seria dizer que a melhor fungéo y(x) é
aquela que minimiza o valor de
Z= max |y(x;)—fi]. 4.1.1)

i=0,1,...n

Se y(x) é por exemplo um polinémio de grau 1, entéio a condi¢do permite-nos determinar os dois pardmetros
que definem a recta, de forma que esta seja a melhor recta que representa os pontos de acordo com o critério esta-
belecido. Mas através de um método de construgdo de y(x) como descrito aqui, a fun¢do aproximadora ndo passa
necessariamente pelos pontos da tabela (ver Fig. {.1)).

Outro critério possivel, e mais frequentemente usado, corresponde a encontrar a fungfo y(x) que minimiza
- 2
Z=Y |y(x)—fil* . (4.12)
i=0

Tal deve ser usado, por exemplo quando os valores f; t€m associado um erro de medida que obedece a uma
distribuicdo gaussiana em torno do valor exacto. Sendo por isso o critério mais comumentemente usado em Astro-
nomia, Fisica ou outras ciéncias.

Vejamos agora de que forma este critério pode ser usado para encontrar a melhor recta, por exemplo. Temos entao
que a fung¢do aproximadora € do tipo

y(x) =ag+ax. (4.1.3)
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. 1
"

)"I/“‘

Figura 4.1: Representacdo de uma recta como fun¢@o aproximadora de uma tabela de valores para
uma fungdo f(x). Esta recta foi determinada usando um critério do tipo dado em (5.1.2).

Logo formalmente a condi¢do (4.1.2) corresponde a encontrar os valores de ag € a; que sdo um minimo de

n

Z =R (ag,a) = Y |(ao+ax;) —fil*. (4.1.4)
i=0

Os valores sdo entdo encontrados obtendo as solucdes de

0x 0x
= =90 —— =0 4.1.5
8a0 ¢ 8a1 ’ ( )
pois queremos o minimo de %. Assim, temos duas condi¢des que nos permitem calcular os parimetros;
n
Y [(ao+aixi))— fi] =0
i=0
“ (4.1.6)
Y xi [(ao+arx) — i =0,
i=0
que pode ser escrito como
n n n
a0y 1+a1 Y xi=) f;
i=0 i=0 i=0 (4'1‘7)

n n n
2
aop in+a1 in = infi .
i=0 i=0 i=0
A solucao destas duas equagdes lineares permite-nos definir a recta que melhor aproxima os pontos. A solucdo é
unica se
n n
Yl YL
i=0  i=0
n n )
Y Y
i=0 =0

Temos toda a liberdade de escolher a fung@o aproximadora, pelo que deve ser tomado em conta o tipo de compor-
tamento esperado para os pontos. Vamos considerar, por exemplo, uma func¢do aproximadora do género

£0. (4.1.8)

y(x)=apx . (4.1.9)

Entdo neste caso temos de minimizar

%’(ao):Z(aox?—f,-)z . (4.1.10)
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Figura 4.2: Representacdo da melhor funcio aproximadora do tipo y(x)<><x5 para um conjunto de
pontos {(xi, fi) }1_o-

O minimo de Z corresponde a

e 72;0)@ (aoxi ff,> -0, @.1.11)

cuja solugdo é
- s
Y % fi
_ =0

=
3
i=0

ap (4.1.12)
Dada a tabela, podemos calcular ag, logo temos a fungdo aproximadora (ver Fig. @.2).

Consideremos agora o caso geral de termos um func¢do aproximadora que € escrita como uma combinagao linear
de funcdes de referéncia ¢;(x);

y(x) =Y aj¢;(x), (4.1.13)
=0

com que pretendemos aproximar n-+1 valores da tabela {x;, fi}"_, usando um dos critérios de escolha da melhor
aproximagdo. Esse critério vai permitir-nos calcular os m valores dos coeficientes a; construindo assim a fungio
aproximadora. Para o fazer precisamos primeiro de arranjar bases de fungdes referéncia ¢;(x) que sejam linear-
mente independentes bem como de definir os critérios de seleccdo da melhor aproximagao.

Note que se o niimero de pontos n+1 € muito superior ao nimero de pardmetros m+1 que definem a fungdo apro-
ximadora, esta ndo passard na maioria deles, isto €, os pontos da tabela ndo serdo pontos da fun¢do aproximadora.

Mas no caso limite de termos n=m entdo a funcdo interpoladora (que para n+1 pontos é definida por n+1
pardmetros) terd Z=0. Logo, a fung¢do interpoladora é a melhor fungo aproximadora neste limite.
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4.2 Método dos Minimos Quadrados

O critério de selec¢do da melhor fung@o aproximadora € neste caso dado pela escolha da fung@o que minimiza a
soma dos quadrados dos desvios, isto €, que corresponde a0 minimo de

R = Z [y(xi) —f,} : 4.2.1)

i=0

Sendo a funcdo dada em geral por uma expressao do tipo (4.1.13), temos que

2
n m
%(ao,al,ag,...7am)zz Zaj 0i(x)—fi| - (4.2.2)
i=0 | j=0
Assim, o minimo desta func¢do corresponde aos valores de ay, ay, ..., a,; que sdo determinados por

4
— =0 para k=0,1,....m. 4.2.3)
8ak

Estas m+1 condigdes correspondem a
0%

8—22{%%{20,%% z}}zo

= Z { Z |:¢k(xl ¢j Xi i|} Z |:¢k -xl l

j=0 i=0

|_|

, (4.2.4)

para k=0,1,...,m. Temos assim que resolver o seguinte sistema de m+1 equagdes, a m+1 incégnitas (a;), dado
por

Ba=3, 4.2.5)
com
ao
by ==Y [out) 0500 5 a= |5 e ge=) [oelw) £i]. (426)
i=0 i=0
am

Precisamos agora definir quais as fungdes referéncia ¢ (x) que vamos usar, de forma a podermos usar este sistema
de equagdes para determinar a melhor func¢do aproximadora pelo método dos minimos quadrados.

4.2.1 Aproximacao por monomios

Como ja vem sendo usual comecemos pelo mais facil, que corresponde a usar polindmios como fungdes de re-
feréncia. Consideremos entdo que

P(x) =k, 4.2.7)

correspondendo a base de mondmios geradora de polindmios. A nossa func¢éo aproximadora é entdo um polinémio
de grau m, dado por

x) = f ajx’ . (4.2.8)
Jj=0

Neste caso temos que (ver 4.2.6),

n n ki
a=Y(¢h) o b=y @29)
i=0

i=0

E fécil concluir que mesmo para valores baixos de M os termos by ; podem ter valores de ordem de grandeza muito
diversa. Surge-nos assim um problema similar que nos levou a introduzir pivotagem quando discutimos a resolucao
numérica de sistemas de equacgdes na Seccao Embora aqui isso ndo baste pois caso o nimero n de pontos
seja elevado a precisdo no célculo dos pardmetros a; torna-se rapidamente muito baixa.
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Exemplo 4.2.1: Consideremos a seguinte tabela de pontos

xi: 1.0 2.0 25 3.0 40 45
fiv 20 22 23 41 55 7.0

que queremos aproximar por uma paréabola, logo temos que usar @ (x)=1, ¢ (x)=x e ¢ (x)=x;
y(x) = ag+ arx+axx* .

O sistema de equacdes dado em (4.2.5) € entao,

6 17 56.5 aop 23.1
17 56.5 206.75 | - |a1 | = | 77.95
56.5 206.75 803.125 a 291.825

Notar a diferenca de ordem de grandeza dos elementos destas matrizes. Resolvendo o sistema,
obtemos que
y(x) = 2.4446 — 0.9697x + 0.4410x% ,

¢é a pardbola que melhor aproxima a tabela de pontos.

4.2.2 Aproximacao por bases ortonormais de polinomios

A solug@o é considerar bases geradores de polindmios que sejam ortogonais e normalizadas de forma que a matrix
B gerada a partir dessas bases de polindmios, tenha elementos da mesma ordem de grandeza.

Para tal podemos usar uma férmula de recorréncia que nos permita gerar polindmios nas condi¢cdes necessarias.
Primeiro definimos produto interno de duas fungdes, u e v, num intervalo Q=|[a, b] relativamente a fungéo peso
o(x) (definida positiva nesse intervalo):

b
(,v) = / u(x)v(x) o(x) dx. (4.2.10)
a
Diz-se entdo que duas fungdes, u;(x) e uy(x), sdo ortogonais no intervalo Q, relativamente a fungio peso @(x), se
(u1,u2) =0. 42.11)

Podemos ainda introduzir o conceito de norma de uma funcio como sendo o valor de

[ul] = /(u,u) . (4.2.12)

Formula de recorréncia para gerar polindmios ortogonais: se py(x), para k=0, 1, ..., é uma familia de polinémios
ortogonais em que o grau de pi(x) é k, e se 0y, é o coeficiente do termo de ordem k (isto é, de x%) de py (x) entdo os
polindmios verificam a seguinte relacdo de recorréncia:

Prr1(x) = Ap(x—By) - pr(x) = Cy - pr—1(x)  para k=0,1,2,..., (4.2.13)
onde p_;(x)=0e
Ot 1
Ay = Bt
£= o
B, = 2w (4.2.14)
| Pxl|
A el )?
G = kI
T At Ipeal?

Assim, para definirmos uma familia de polinémios ortogonais basta-nos definir o intervalo Q, a fun¢o (x) e os
valores de oy (normalizac¢do).

Polinémios de Legendre: um exemplo sdo os frequentemente usados polinémios de Legendre que sdo definidos
escolhendo-se;

o(x)=1
Q=[-1,1] (4.2.15)
oy étalque pr(1)=1.
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Como py(x) é constante (grau “0”) entdo temos que

po(x)=1. 4.2.16)
Logo segue (de 4.2.13) que
p1(x) = Ag(x—Bo)po(x) . (4.2.17)
Recorrendo a (4.2.14) obtemos que
1 1 1
Hpo||2:/ldx:2 e (xpg,po):/lxpg(x)dx:/]xdx:O, (4.2.18)

pelo que Bp=0. Finalmente temos que Ag=0;, dando que
p1(x) = apx. (4.2.19)

Impondo a condi¢do de normalizagdo, p;(1)=1, chegamos a

pi(x)=x. (4.2.20)
Usando mais uma vez (4.2.13), segue-se que
pa2(x) =A1(x—By1) p1(x) — Cy po(x) . (4.2.21)
Como
Al=wm (4.2.22)
1 o) 1
ImlP= [ Pav=2 ¢ (mp)= [ Pde=0=5=0
1 -1
1ol =2
Alllpil? oo
Cl=—F—5=—>, (4.2.23)
Aollpoll> 3
obtemos que
1
pa(x) = 0 (xz - 3) . (4.2.24)
De p>(1)=1 temos que ap=3/2, pelo que encontramos finalmente o polinémio de Legendre de grau 2;
3x2—1
p2(x) = ——. (4.2.25)

Podemos assim gerar por recorréncia todos os polinémios de Legendre, de forma a construir uma base de funcgdes
geradora de qualquer polindmio de grau m.

Formula de Rodrigues: esta é outra forma de gerar os polindmios de Legendre. E escrita na forma,

1oddhy, Nk
)= 300 o <x 71) k>1, (4.2.26)
com pp(x)=1. Claramente esta férmula pode ser relacionada com (4.2.13)), notando que desta expressdo chegamos
a
2k+1 —k pr—
pk(x):( D xpel) —kpra () oy (4.2.27)
k+1
logo,
2k+1 k
= =0 Cr=— 4.2.28
i k=0, e il ( )
pois
2 (2k)!
2
- = 4.2.29
|| Pxl| Y| O = o (k)2 ( )

Polinémios de Chebyshev (primeira espécie): outrafamilia de polinémios ortogonais usada em diferentes situagdes
¢é gerada considerando que

(4.2.30)
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Logo o produto interno estd definido por

' T T;(x)
T, T;) = 4.2.31
M1 = [ A ax, (42.31)
dando que
To(x)=1
Ti(x)=x
T (x) =2x*—1 (4.2.32)
T3(x) = 4x° —3x

A férmula de recorréncia (4.2.13)) corresponde neste caso a
Tk+1 (x) =2 Tk(x) — Tk*l (x) k= 1,27 ceey (4233)

tendo-se que |7;(x)| <1 (Vi—0,12,...). Os polindmios podem ser alternativamente escritos como
T (x) = cos [k - arcos (x)} . (4.2.34)
Logo temos também que

(T, T)) = /07r cos(k@)-cos(jO) do (4.2.35)

como sendo o produto interno entre dois polinémios de Chebyshev.

Tal como ja aconteceu com os polindmios de Legendre, também aqui temos que as fungdes geradoras da funcao
aproximadora estdo definidas para um intervalo Q=[—1, 1]. Logo, caso a nossa tabela seja dada para pontos x; num
intervalo [a, b], é necessdrio converter os pontos ao intervalo Q de forma a podermos usar uma fungio aproximadora
do tipo

y(x) =Y a; Tj(x), (4.2.36)
=0

determinando os coeficientes a;. A renormaliza¢do da tabela € feita considerando que o método dos Minimos
Quadrados deve ser aplicado aos pontos {(1;, fi) }7_, tais que

2x; — (b+a)

(b—a)t; + (b+a)
b—a '

ti = >

bem como Xi= 4.2.37)

Estas expressdes permitem-nos converter a tabela, bem como a func¢io aproximadora encontrada para #; na funcao
para os x;, tal como pretendido.
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{m

7.0

§0e)

4.1 4
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1.0 20 2.5 2.0 fa {3 X

Figura 4.3: Representacdo da melhor pardbola aproximadora, tal como calculada pelo método dos
Minimos Quadrados, de uma tabela de valores para uma fungéo f(x) (ver Exemplo 4.2.2).

Exemplo 4.2.2: Consideremos a seguinte tabela de pontos

xi: 1.0 20 25 3.0 40 45
fi: 20 22 23 41 55 70

que queremos aproximar por uma paribola, logo temos que usar Tp(1)=1, Ti (t)=t e T>(t)=2>—1.
Mas como os polinémios de Chebyshev estdo definidos para o intervalo [—1,1], é necessério
normalizar a tabela de valores. Como x;€[1,4.5], basta-nos escrever x=(3.5¢+5.5)/2 pelo que
t=(2x—5.5)/3.5, passando a nossa tabela a ser

ti: —1.0 —0.4286 —0.1429 0.1429 0.7143 1.0
fir 20 2.2 2.3 4.1 5.5 7.0

para uma fung¢@o aproximadora do tipo
y(t)=ap+ait+a (2t2—1) .

O sistema de equagdes que nos permite calcular os coeficientes é agora;

6 0.2857 —0.5305 ag 23.1
0.2857 2.7348 0.2857 |- |ai | = | 8.2430
—0.5305 0.2857 4.2404 as —1.5821

Resolvendo-o, obtemos que

2x—5.5. 2%—5.5. 2
y(x):3.7884+2.5478< x3§5 >+0'6754 [2( x 55) _1] |

3.5

ou ainda
y(t) =3.1130+2.5478 ¢ + 1.3508 1%,

correspondendo a pardbola que melhor aproxima a tabela de pontos (ver a Fig. [4.3).

4.2.3 Aproximacao por outras funcoes

Mais uma vez, e voltando a expressao geral (4.1.13), podemos notar que as fungdes padrdo ¢;(x) podem ser quais-
quer e ndo apenas funcdes geradoras de polindmios, tal como usamos até agora.
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Podemos definir uma fungdo aproximadora que € gerada como combinacdo linear de fungdes trignométricas ou
exponencias, por exemplo, a semelhanga do que fizemos no caso da interpolagéo (Secgdo [3.4). A defini¢do da
base de fungdes padrido que escolhermos dependerd do comportamento esperado para a fungdo f(x) que estamos a
tentar aproximar.

Exemplo 4.2.3: Consideremos novamente a seguinte tabela de pontos

xi: 1.0 2.0 25 3.0 40 45
fiv 20 22 23 41 55 7.0

que queremos aproximar por uma fun¢ado do tipo
y(x) =apcosx+ae*.
O sistema de equagdes que nos permite calcular os coeficientes € agora (ver #.2.5|e [.2.6);

2.5587 85914 |ao| _ | —10.807
—85.914  11698. ap| | 1062.5 |-

Resolvendo-o, obtemos que

y(x) = —1.5583 cosx+0.79382 ¢" ,

¢ a funcdo que melhor aproxima a tabela de pontos.

Outra possibilidade que ndo consideramos ainda € a de escrevermos uma funcao aproximadora que ndo corresponde
a uma combinacdo linear de fun¢des padrdo. Em tal caso a determinag@o da fun¢do aproximadora € mais dificil
pois ndo podemos reduzir o problema a um sistema de equacgdes lineares para os parametros que definem a fungdo
aproximadora. Um exemplo seria uma fun¢éo do tipo,

y(x) =ag e™*. (4.2.38)

Podemos ainda usar o método dos Minimos Quadrados, mas o cdlculo dos pardmetros a; terd de ser feito encon-
trando o minimo de % por um método nio linear de cdlculo numérico de minimos de fungdes.

No entanto em alguns casos € possivel reduzir um problema nio linear a um que o seja. Vejamos por exemplo a
expressao (4.2.38)); apds usar logaritmos temos que

g(x) =logly(x)] =logag+aix=bo+bx. (4.2.39)

Ou seja, a tabela de pontos {(x;,log f;)}"_, pode ser aproximada por uma funcdo linear g(x) que corresponde a
uma recta, obtendo-se tal como anteriormente feito os valores de by e by. A partir destes valores temos entdo a
fungdo aproximadora de {(x;, fi) }?_, como sendo dada por

y(x) =ehoth, (4.2.40)
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Exemplo 4.2.4: Consideremos novamente a seguinte tabela de pontos

xi: 1.0 2.0 25 3.0 40 45
fi: 20 22 23 41 55 7.0

que queremos aproximar por uma fung¢ao do tipo
y(x) =ap e .
Usando logaritmos (ver #.2.39) trasnformamos esta tabela em

Xt 1.0 2.0 25 3.0 4.0 4.5
logf;: 0.6931 0.7885 0.8329 1.4110 1.7047 1.9459

cuja fungdo aproximadora serd agora g(x)=logap+ax=bp+b1x. O sistema de equagdes que nos
permite calcular os coeficientes ¢ agora (verd.2.5|e 4.2.6));

6 17 | |bo| _|7.376
17 56.5 bi|  |24.16

Resolvendo-o, obtemos que byp=0.12048 e b;=0.39136. Temos entdo que a funcio aproximadora

y(x) é
y(x) _ e0.12048 . e0.39136x —1.128 e0.39136)c ,

pois ap=e"=1.128 e a;=b;=0.39136.

4.2.4 Minimos Quadrados ponderados

A aproximacdo linear € usada frequentemente para casos nos quais apenas conhecemos valores aproximados (que
tem um erro associado) da fungdo f(x). Tal acontece quando estes sdo por exemplo obtidos por experimentagdo, a
qual tem sempre um error de medida/experimental associado. A tabela de valores passa agora a ser {(x;, fi, ;) }/_.
onde o; € a incerteza associada ao valor f;, sendo portanto uma forma de classificar a confianga que temos nos va-
lores tabelados de f(x).

Desta forma, caso alguns dos pontos tabelados tenham um erro associado superior aos restantes ¢ importante ga-
rantir que a fung@o aproximadora tenha em conta o erro de forma a ndo ser dominada por aqueles pontos em que
confiamos menos (ver Fig.|4.4)).

Vejamos entdo como podemos introduzir no processo de escolha da melhor fungido pelo método dos Minimos
Quadrados uma avalia¢do da qualidade dos pontos, de forma a que os melhores pontos (menor erro) tenham um
contribuicdo maior na defini¢do da funcdo aproximadora. Introduzimos assim o peso p; (valor positivo) do ponto
(xi, fi) como sendo a quantidade que é proporcional a qualidade do ponto. Isto é, quando menor é a incerteza no
valor de f; maior serd o valor do peso p;.

Aquilo que é relevante, ndo é o valor absoluto que de facto os pesos tomam, mas sim o valor relativo entre si.
Logo, um ponto serd de confianca se o valor do seu peso é superior a média dos pesos para todos os pontos (ver
Fig. .3). Quanto mais acima estiver do valor médio melhor é a qualidade do ponto (menor o erro associado).
O mesmo se podendo dizer para o contrario, em que quanto menor € o peso relativamente ao valor médio mais
baixa € a qualidade do ponto, dai que deva ser reduzida a sua influéncia na defini¢ao da funcio aproximadora. Este
defini¢@o de peso leva a que baste redefinir o conceito de residuos, escrevendo que

Z=Y pilfi—yx)], (4.2.41)
i=0
em que, tal como antes,
y(x) =Y aj¢;(x). (4.2.42)
j=0

Em tal caso o sistema anterior (4.2.5), escrito como

Bai=¢, (4.2.43)
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o (2, ’ZJ)

tm( %, %)

Ye g % Xy X Xy X ¥ ¥s ¥q

Figura 4.4: Representagdo da melhor recta aproximadora, tal como calculada pelo método dos
Minimos Quadrados, de uma tabela de valores para uma func¢do f(x) no caso de dois pontos maits;
X1 e x7, serem usados (linha a tracejado) ou ignorados (linha continua).
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Figura 4.5: Representacio da grandeza relativa dos pesos de uma tabela de valores. A quantidade
mais relevante a classificar a qualidade de um ponto € a grandeza relativa (e no a grandeza absoluta)
do peso, sendo a normaliza¢ao dada por exemplo pelo valor médio p dos pesos.
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Minimos Quadrados Ponderados

[ T, “dados.txt’, {¢;}72; Ler {x;, f;, 0;}7 de ‘dados.txt’

d(j, k) = d(j, k) + 2180 X Orl@i)

Figura 4.6: Algoritmo para implementacdo do Método de aproximagdo y-Quadrado, que permite
determinar o valor y=}""; a;¢;(x) que melhor aproxima a fun¢do f(x) nos pontos {x;, f;, 6; }1;,
em que o; € a incerteza associada ao ponto i.

passa agora a ser dado por

n

by =bi=Y [piox) i) e a= ;O [P () £ (4.244)

i=0

Aproximacdo X -quadrado: mno caso particular de a qualidade ser estimada pelo erro experimental o;, define-se o
peso como sendo

pi=— (4.2.45)

a que corresponde uma aproximagao pelos Minimos Quadrados ponderados do tipo )x-quadrado, sendo frequente-
mente usada em ciéncias experimentais.

Neste caso os residuos sdo dados por

=Y {f’ = (x’)] . (4.2.46)
i=0 i
Logo, temos também que
b =bji = ;) [7%(”2;?" (x")} R ;) [LC(;;) f’] : (4.2.47)
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Exemplo 4.2.5: Consideremos a seguinte tabela de pontos

xi: 1.0 2.0 25 3.0 40 45
fiv 20 22 23 41 55 7.0
o: 01 02 01 03 04 04

de forma a que, usando a incerteza ¢ na medida de cada valor, obtenha a melhor aproximacio por
uma funcgio do tipo
y(x) =apcosx+ae*.

O sistema de equacdes que nos permite calcular os coeficientes é agora (ver4.2.47));

111.543  —1468.58 | lag| _ | —175.882
—1468.58  90803.0 ap| | 10482.1 |-

Resolvendo-o, obtemos que

y(x) = —0.070246 cosx+0.11443 ¢* |

€ a funcdo que melhor aproxima a tabela de pontos.

4.3 Aproximacao de funcoes

Podemos também substituir uma fungdo f(x) definida num intervalo [a,b], por uma fun¢éo aproximadora escrita
na forma

y(x) =Y aj9;(x). 4.3.1)
j=0

Neste caso a expressao dos residuos deixa de ser um somatdrio, pois jd ndo temos apenas uma tabela de pontos,
passando a ser um integral;

= [ 1700 -y o ax, (432)

onde ®(x) é a fungio peso definida no intervalo [a,b], sendo positiva em todos os pontos. Podemos entdo calcular
os coeficientes a; da combinagao linear determinando o minimo da quantidade %. Tal corresponde a encontrar 0s
zeros das derivadas,

— =0 para j=0,1,....m. 4.3.3)

Daqui resulta que

(ngE

o | [ 0o a - [ aw ot a

j=0

<
I

I
ngE

(0, 05) aj = (9x, f) (434

T
o

para k=0,1,...,m e tal que

(u,v) = /abu(x)v(x)a)(x) dx . (4.3.5)

Bi=¢, (4.3.6)

onde

bij=bj=(00¢;) ¢  g&=(0/f)- 4.3.7)
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Exemplo 4.3.1: Determinemos pelo método dos Minimos Quadrados a fungio aproximadora de
f)=m*—x,
no intervalo [0, 7], que seja da forma
y(x) =ap+a; cosx,

para @(x)=1. Usando (4.3.2) e (4.3.4) temos que

b11 :fondxz T b12 :f()”cosxdxzo
by =b;p=0 bzszOECOSZXd.X:ﬂ:/z

g1 = JF(m?—x})dx=273/3 g = JF(m?—x*)cosx dx =27

Resolvendo o sistema de equagdes (4.3.1) para ag e a;, obtemos que
2 5
y(x) = 3% +4cosx,

como sendo a fungdo aproximadora de f(x) no intervalo especificado.

Exemplo 4.3.2: Consideremos agora a func¢ao
f(x) =sin(2x—1),

definida no intervalo [0, 1], e determinemos qual a pardbola que melhor aproxima esta fungio, com
um peso ®(x)=1. Se recorrermos aos polinémios de Legendre, temos que a fung¢do aproximadora é

32—1
y(t) =ap+ait+ay 3 ,

com t=2x—1, de forma a termos que t€[—1, 1]. Assim, o sistema de equagdes (4.3.1)), para a varidvel
t, é dado por

2 0 0 ap 0
0 2/3 0 |-|ai|=|2(sinl—cosl) |,
0 0 2/5| |a 0

de onde resulta que ap=0, a;=3(sin1—cos 1) e ay=0. A fungéo aproximadora em x, é entdo dada
por
y(x) =3(sinl—cos1)(2x—1) .

Esta é a pardbola que melhor aproxima f(x) no intervalo considerado.
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4.4 Exercicios

E4.1) Prove que a recta obtida por aproximacéo linear de um conjunto de pontos passa pelo ponto (¥,7), onde a
barra representa a média aritmética dos valores para todos os pontos.

E4.2) Obtenha pelo método dos minimos quadrados a melhor combinagdo * @)
linear das fungdes cos(x) e ¢ que aproxima os pontos da tabela ao _2 214
lado. —1 236
0 3.15
1 4.72
2 9.35

E4.3) Pretende-se construir uma estrada parabdlica entre Lisboa e o

Porto, cidades estas cujas coordenadas (/,d) (I ¢ medido na direccao Cidade (1,d)
sul-norte enquanto que d é na direc¢do oeste-este) sdo respectiva-

mente (0,0) e (350,50). Determine a curvatura que a estrada terd Aveiro (
de ter de forma a minimizar a soma dos quadrados das distancias Coimbra (
(medidas na direccdo oeste-este) que ligam as cidades, incluidas na Leiria (100,20)
tabela, 4 estrada planeada. Como se altera a curvatura se a ligacdo a (
Coimbra for mais importante (conta a triplicar) do que as restantes

cidades?

Santarem

E4.4) Conhecem-se os seguintes pontos de uma fungéo real f(x) em trés pontos: f(xo=—1)=0.5, f(x;=0)=0.0¢
f(x»=1)=-0.1. Calcule pelo método dos minimos quadrados a recta que, passando necessdriamente pelo ponto
(2,—0.4), melhor aproxima os valores dados de f em (xg,x;,x2). Represente num gréfico os pontos dados e a recta
aproximadora encontrada pelo método dos minimos quadrados.

E4.5) Em Sismologia Estelar usa-se o valor determinado por observagio ~ M/Mg A (uHz) erro (uHz)
de A, para obter o valor da massa M da estrela. Para tal usa-se um

modelo de referéncia, que neste caso corresponde a My/Mn=1.10e 1.05 54.27 0.32
A9=55.47 UHz, e recorre-se a expressio 1.07 54.69 0.54
1.10 55.50 0.12

M_ ><<A)2 110 5547 0.17

My 07\ Ay) 1.10  55.75 0.57

1.15 56.74 0.23

Usando os valores da tabela ao lado determine pelo método dos
minimos quadrados ponderados o valor de My,s que corresponde
a Agps=55.2 uHz.

E4.6) Indique para as seguintes fungdes y(x), aproximadoras de uma tabela de pontos {x;, f;}, como pode linearizar
o problema para aplicacdo do método dos minimos quadrados;

a) y(x) = ¢

B+x

b) y(x) = & eP*
E4.7) Seja f(x) uma fungdo real que descreve o comportamento de um sistema fisico. Por experimentagio
mediram-se os seguintes valores: f(—1)=0.736, f(0)=1.99 e f(+1)=5.44. Sabendo que se espera um compor-

tamento para f(x) do tipo « P~ determine a melhor aproximacao recorrendo ao método dos minimos quadrados
para calcular os valores de @ e 3.
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Capitulo

Calculo numérico de derivadas e integrais

Por vezes precisamos de calcular propriedades de uma fungdo, tal como a sua derivada num
ponto ou o seu integral num intervalo, conhecendo apenas alguns pontos da fun¢do. Para tal
temos mais uma vez de recorrer a métodos numéricos que nos permitam estimar o valor des-
sas quantidades usando apenas a informacdo disponivel. Nesta Secc¢do consideramos alguns
desses métodos para o célculo de derivadas e integrais de funcdes tabeladas.

5.1 Calculo numérico da derivada de uma funcao

Comecemos por considerar a defini¢do de derivada de uma fungio real f(x) num ponto x:

. +h)—f(x)
/(x) = lim LX) 5.1.1
f(x) = lim . (5.1.1)
Se considerarmos a expansio da fun¢ido em torno de x temos que
1
fleth) = () + 1/ () ht 5 "(E) I (5.1.2)
em que & €[x,x+h]. Daqui, tiramos que
h)— 1
Py = LN /)l fe) 1@, (5.13)
De onde resulta que
h)—
£y = LA 21 ) (5.1.4)
€ uma aproximacao do valor da derivada, com um erro
1
82’2f//(§)h‘0<h. (5.1.5)

Isto é, podemos usar a expressdo (5.1.4) para estimar a derivada tal como definida em (5.1.1)), tendo entdo um erro
€ que € proporcional ao valor de A, usado.

Exemplo 5.1.1: Conhecemos o valor de uma fungio f(x) nos seguintes pontos: {(0,0),(1,2)}, e
queremos determinar o valor da sua derivada em x=0. Recorrendo a expressdo (5.1.4), temos que
(para h=1-0=1)

_ f(0+h)—f(0) 2-0

o= TS S0,

€ uma estimativa do valor da derivada, cujo erro é €o<h.
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Figura 5.1: Representacéo da derivada da func@o f(x) em x, estimada através do valor da fungio em
x e em x+h. Isto é, recorremos a secante da fungdo em x e x+h para estimar o declive da tangente
em x.

5.1.1 Foérmula das diferencas centrais de segunda ordem

No entanto podemos tentar reduzir o erro na estimativa da derivada caso disponhamos de mais pontos da funcdo.
Para tal comecemos por considerar a expansdo dada em (5.1.2), mas agora até ao termo na terceira derivada;

Fleth) = £+ 70 k3 1)+ (8 I

(5.1.6)
1 1
Fla—h) = Fx) = f' () hot 5700 2 = o f(E)
em que &, &_€[x—h,x+h]. Por subtrac¢do das duas expressdes encontramos que
1
FOcth) = flah) = 2f' () it [f" (&) + (G
1
= 2/ h+3f"ER (5.1.7)
com & €[x—h,x+h], de acordo com o teorema do valor médio.
Temos assim, a partir desta expressao, uma nova forma de estimar a derivada;
x+h)—f(x—h
f(x) =~ flth)—fla—h) )2hf( ) , (5.1.8)
cujo erro é agora dado por
1
€= ‘6f’”(§)h2 o< h?. (5.1.9)

Como a dependéncia em & € agora quadrética, temos que o erro pode ser bastante menor, do que no caso anterior

(5.14), se h é pequeno.

Exemplo 5.1.2: Conhecemos o valor de uma fungédo f(x) nos seguintes pontos: {(—1,—1),(1,2)},

e queremos determinar o valor da sua derivada em x=0. Recorrendo a expresséo (5.1.8)), temos que
(para h=1—0=0—(—1)=1)

oy L0100 220 3

€ uma estimativa do valor da derivada, cujo erro é eoch?,
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etk -k
ke 0

- x %+ 14 %

Figura 5.2: Representagdo da derivada da fungdo f(x) em x, estimada através do valor da fungéo
em x—h e em x+h. Isto é, recorremos a secante da fungdo em x—#h e x+h para estimar o declive da
tangente em x. Também & representada a aproximacdo discutida na Fig. @

Exemplo 5.1.3: De forma a ilustrar a importancia do erro consideremos a seguinte fungéo,
fx) =e',

e calculemos a sua derivada em x=0. Sabemos que f’(0)=1; vamos entdo agora comparar as esti-
mativas que se encontram, para diferentes valores de /, usando a expressdo (5.1.8);

/ ~ — f(0+h) —f(O—h) . e+h _ efh
F0)~Dy= o i iy

obtendo-se que
h: 10° 10°! 102
Dy : 1.175201 1.001668 1.000017

Isto é, como £o<h?, para valores de 1 menores temos um erro menor, obtendo-se uma estimativa para
a derivada mais préxima do valor exacto.

5.1.2 Formula das diferencas centrais de quarta ordem

Consideremos uma vez mais que adicionamos mais informacéo sobre a fungio f(x). Neste caso, passamos a
ter quatro valores desta nos pontos {x—2h,x—h,x+h,x+2h}, e queremos determinar a derivada em x. Para tal,
escrevemos mais uma vez as expansdes da funcdo, em torno de x, para estes quatro pontos

Fleran) = 00+ 00 20 27D 4+ L) 80+ () 160

POty = )+ FO0) A fOE) I+ 704 o O G b (5.1.10)

f(x=h)

) Loy Loyl 4
£~ £ bt 37D () = @) B4 5 )
Fle2h) = F00)— ) 2t 3 F ) 40— 7O () 8 o (G ) Tk

em que &, &, &—,&_€[x—2h,x+2h]. Temos agora de combinar estas quatro equagdes de forma a eliminar
f(x), fP(x) e fG)(x), mantendo o termo em f(!)(x). Para tal basta considerar que
a1 f(x+2h) +ar f(x+h) + a3 f(x—h) + as f(x—2h) =
=0-f(X)+ 1-f D) h4+0- fAx)+0- O () + 2. f (x) h* . (5.1.11)
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Que corresponde a impor as seguintes condi¢des;

ay+ay+az+as =0

2a1+ay —az —2a4 =1 (5.1.12)
day+ay+az+4as =0
8ai+ary—az—8a4=0.
A solucgio deste sistema é
1 8 8 1
e — = — = — = —. .1.1
TR T %TTn “Tn ©-113)
Depois de substituir estes valores, ficamos com
—f(x+2h) +8f (x+h)12— 8f(x—h)+f(x—2h) _ At
h4
3¢ |2V ED+ VG-V E )2 &) (5.1.14)
Usando o teorema do valor médio, e a expansio para f4) (&), temos ainda que
2/ &)+ -G )2V &) = -3Y(E)+3Y (&)
39N (&—Ea) (5.1.15)
onde &, &y, EE€[x—2h,x+2h]. Temos entdo que a expressdo para a diferenga central de quarta ordem é
— 2 — — -2
Fa) ~ f(x+2h) +8f(x+h) —8f(x—h) + f(x—2h) 7 (5.1.16)
12h
com um erro dado por
L) ) 1521 1
e= |3 3ENEG—E)| < | HrOE | = | 359 H| 5.117)
em que §€[x—2h,x+2h].
Exemplo 5.1.4: Conhecemos o valor de uma fungdo f(x) nos seguintes pontos:

Recorrendo a expressdo (5.1.16), temos que (visto h=1)

— £(0+2h) + 8 £(0+h)—8£(0—h) + £(0—2h)
12h
~4+48-2-8-(-1)40 _5

12 3’

f0) ~

€ uma estimativa do valor da derivada, cujo erro é goch?,

{(=2,0);(—=1,—-1);(1,2);(2,4)}, e queremos determinar o valor da sua derivada em x=0.

funcio,

fx)=¢",

se encontra, para diferentes valores de /, usando a expressdo (5.1.16);

— £(042h) +8£(0+h) — 8£(0—h) + f(0—2h)
12h
_e+2h + 86+h _ Sefh + ef2h
12h ’

S

S
2
S
=
I

obtendo-se que
h: 10° 107! 102
Dy 0.962458 0.999997 1.000000

de segunda ordem (ver Exemplo 5.1.3).

Exemplo 5.1.5: De forma a ilustrar a importancia do erro consideremos, mais uma vez, a seguinte

e calculemos a sua derivada em x=0. Sabemos que f'(0)=1; pelo que vejamos qual a estimativa que

Isto é, como £och* temos que para valores de 4 menores temos um erro menor, obtendo-se uma
estimativa para a derivada mais préxima do valor exacto, e melhor do que obtido usando a férmula
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Figura 5.3: Representacdo das contribui¢des do erro de truncatura e de arredondamento para o erro
total no cdlculo da derivada pela expressdo (5.1.8). O valor ideal de & corresponde a0 minimo desta
funcdo; para valores pequenos de & o erro de arredondamento domina, enquanto que para valores
maiores de & o erro de truncatura da férmula € a contribui¢do dominante.

5.1.3 Efeito dos erros de arrendondamento no calculo da derivada

Como no célculo numérico temos sempre de ter em conta o efeito dos erros de arrendondamento, é importante
notar que nao basta reduzir o valor de & para melhorar a estimativa encontrada para a derivada, pois eventualmente
teremos um resultado que € dominado pelo erro de arredondamento cometido no célculo.

Vejamos entdo qual serd o valor éptimo para /, no caso da formula das diferencas centrais de segunda ordem. Se

fOeth)—f(x—h)

fx) = - +Efrog, , (5.1.18)
temos que
Erroyos = Errog + Errogy . (5.1.19)
J4 vimos em que,
Errog < ﬁ M, onde M= _max |f"(&)]. (5.1.20)
-6 Eclx—hx+h)

Se os valores de f(x) tém um erro de arredondamento de &,, entdo do uso da expressdo (5.1.8) resulta um erro;

£
Errog, < ;“ . (5.1.21)
Substituindo, temos que
h2
Erro < 2+ M. (5.1.22)
h 6
O minimo desta expressao corresponde a
dErrog € , 2h
-0 =~ -2 M=0 5.1.23
7 2t e ) ( )
cuja solucgdo € o valor
3¢ 1/3
hideal = (M) . (5.1.24)

As duas contribui¢des para o erro total na estimativa da derivada estdo representadas na Fig.[5.3] onde também se
indica o valor de % a que corresponde o minimo.
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Como exemplo, temos que para £,=10"" e M=1, o valor ideal é hjgeq~3x107%.

Enquanto que no caso da formula das diferengas centrais de quarta ordem o valor ideal de h, se tivermos em
consideracdo os erros de arredondamento, serd diferente. Pois, como

—f(x+2h) +8f(x+h) — 8f(x—h) + f(x—2h)

flx)= o + Errog , (5.1.25)
temos entao que
Erroyo; = Erro + Errogy - (5.1.26)
Mas agora, usando (5.1.17),
h4
Errogy < — M onde M= max ‘f(s)(é) , (5.1.27)
3 Eelx—2hx+2h)
enquanto que para o erro de arredondamento da expressao (5.1.25)), temos que
3¢,
E < —. 5.1.28
Mour < 5 ( )
Substituindo, obtém-se que
3e, W
E <—+—M 5.1.29
MOt = - + 3 M ( )
cujo minimo € dado por
dErrotot 3£g 4h3
=0 ——+——M=0 5.1.30
dh TR ’ ©-1.30)
a que corresponde o valor
9g \ /5
hideal = <8M) : (5.1.31)

De forma a compararmos com a expressio anterior, vejamos mais uma vez, como exemplo, o caso de £,=10""! e
M=1. Para estes dados temos que o valor ideal é agora hjge,~6 X 1073,

5.1.4 Calculo da derivada recorrendo a interpolacao

Podemos facilmente generalizar as expressdes obtidas em (5.1.8)) ou (5.1.16)) recorrendo a interpolagdo polinomial,
para estimar o valor de derivada de uma fungdo f(x) num ponto usando uma tabela de valores que ndo estdo ne-
cessariamente igualmente espacados.

Seja {(xi, fi) }!_, uma tabela de n+1 pontos cujo polinémio interpolador € y(x). Entdo
f1x) =Y (x). (5.1.32)

O erro da estimativa para a derivada é agora dado acusta da derivada do erro de interpolacdo, tal como encontrado

em (3.2.31).
No caso de termos trés pontos, o polindmio interpolador (parabola) é dado por

ox)le—x) o (xo)emx) o (xx) (x—x)

= 5.1.33
YW =so (xo—x1)(xo—x2) 7 (x1—x0)(x1—x2) 7 (x2—x0)(x2—x1) ’ ( )
cuja derivada nos dd que
, , 2X—X1—X2 2x—xp9—Xx2 2x—x0—X1
o (x) = 5.1.34
P =y =fo (o—x1)(x0—x2) ' (xi—x0)(x1—x2) % (xa—x0) (x2—x1) ( :
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Figura 5.4: Representaciio da derivada da fungiio f(x) no ponto x,, e da estimativa dada pela
parébola interpoladora da fungdo nos pontos {xo,x1,x2}.

Exemplo 5.1.6: Mostremos que no caso de x; —xo=x,—x;=h, a expressdo (5.1.34) dd uma esti-
mativa para a derivada em x; que é equivalente a obtida em (5.1.8). Substituindo, temos que para

(.1.34),
—h Lf h—h ey h H—fo
1 2 = -
(=h)(=2h) " (h)(=h) "7 (2h)(h)  2h
Enquanto que para a expressdo (5.1.8) temos que

Fn) ~ f(x1+h)2—hf(xl—h) _ fzz—hfo 7

f(x1) = fo

que corresponde a expressdo obtida acima, como queriamos provar.

Exemplo 5.1.7: Consideremos o caso de termos os pontos {(xo, fo); (x1,/1)}, de uma fun¢io cujo
comportamento esperamos que seja da forma;

y(x) =ao+ae*.

Pretende-se estimar o valor de f”(xg). Comecemos por determinar a fun¢io inteproladora nos pontos
conhecidos: y(xp)=fo e y(x;)=fi. Obtendo-se que,

_ fifo
a; = :
e'1—e'o
Assim, como
/ x / / et
y(x)=aie*, temosque ['(x0) =)y (x0)= oo (fi—fo) -

Esta expressdo permite-nos assim estimar o valor da derivada recorrendo a fungdo interpoladora de

f(x).

Este método pode também ser usado para estimar as outras derivadas da funcdo. Por exemplo se pretendemos
estimar a segunda derivada basta usar a expressdo (5.1.34) para escrever que

S (x) =y (x) = 20 + 2h + 2/2 . (5.1.35)

(xo—x1)(x0—x2) ~ (x1—x0)(x1—x2) = (x2—2x0)(x2—x1)
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b

gjm,l\, A Vik — o Vourall

Figura 5.5: Representacédo da drea definida pela fungdo f(x) e o eixo dos x’s. O integral da fungéo
no intervalo [a,b] corresponde ao valor da drea indicada, tal que dreas abaixo do eixo tem uma
contribuicio negativa.

Exemplo 5.1.8: Voltemos a considerar o caso de x;—xo=x,—x;=h, e usemos a expressio (5.1.33)
para estimar o valor da segunda derivada da funcdo em x=x;. Substituindo, temos que

2fo 2f 2f  _ L2t fo

' (x) ~ (k) (—2h) + ) (=) + (2h)(h) h2 )

nos da a estimativa pedida.

5.1.5 Calculo da derivada recorrendo a splines

Outra op¢do é obviamente a utilizacdo de splines como fung¢do interpoladora. Se usarmos uma spline de grau m=3,
entdo por construgdo vimos que os pardmetros M; da spline nos dé a segunda derivada nos nodos, enquanto que os
valores de m; correspondem ao valor da primeira derivada nos nodos. Para qualquer outro valor de x podemos ainda
calcular os valores das derivadas recorrendo a spline parcial S;(x) que corresponde ao valor de x. As derivadas sdo
entdo estimadas, recorrendo a expressdo @), calculando-se os valores da primeira derivada de acordo com,

2 2
- X L f h:
(o) = i) = —Mpy S gy, O Sty 5.1.36
f(x) z(x) i—1 2hz + M; 2hz + hi ( i i 1) 6’ ( )
e da segunda derivada de acordo com,
f"(x) =87 (x) = Mi-y xih_ S x_;i" (5.1.37)
i i

5.2 Calculo numérico de integrais

Por vezes precisamos determinar o valor do integral de uma funcio num intervalo, conhecendo apenas alguns pon-
tos da fungdo nesse intervalo. Para tal temos de desenvolver uma forma de estimar o valor do integral usando, da
melhor forma, a informac@o disponivel sobre a funcgao.

O integral I de uma fungdo f(x), num intervalo [a,b], é escrito como
b
IE/ £(x) dx. (5.2.1)
a
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Figura 5.6: Representacio da integral da fungdo f(x) e do integral do polinémio interpolador nos
pontos (x;, f;). Desta forma é possivel estimar o valor de /, calculando o valor de I,, se apenas
conhecemos os pontos x; da funcio.

Este corresponde a calcular a drea definida pela funcdo e o eixo do x’s, tal que zonas abaixo do eixo t€ém uma
contribuicao negativa.

No entanto se da fungdo, no intervalo [a, b], apenas conhecemos os pontos {(x;, f;) }?_, entdo para calcular o valor
do integral precisamos substituir a fungéo por outra que seja uma representagio de f(x), e que seja analiticamente
integrdvel. Tal pode ser feito recorrendo-se a uma fungéo interpoladora de f(x) na tabela de pontos dada. Assim,
se y(x) é, por exemplo, o polinémio interpolador de f(x) nos pontos x;, podemos usar a seguinte expressdo para
estimar o valor do integral

b
[~ = / V(x) dx, (52.2)

pois um polinémio é sempre integravel.
Usando a formula de Lagrange (Eq.[3.2.20) para o polinémio, temos que
n
yx) =Y filix), (5.2.3)
i=0

onde os /;(x) sdo dados por (3.2.19). Substituindo, encontramos que

b n n b n
l= / Y fili(x)| dx =} [fi / li(x) dX} =) fili, (5.2.4)
a |i=0 i=0 a i=0
onde definimos .
Aiz/ Ii(x) dx . (5.2.5)

Temos assim uma forma de estimar o integral / da fungfo a partir do valor de /,,, calculado a custa do polinémio
interpolador y(x) que usa a informagédo disponivel sobre a fun¢@o (ver Fig. .

O erro cometido ao substituir f(x) pelo polinémio interpolador no célculo do integral é obtido obviamente a custa
do erro de interpolagdo, sendo dado por (ver por exemplo [3.2.59)

b n
& = / S0, x1, o xn,x] [ [(x—xi)dx| . (5.2.6)
a i=0
Se [T (x—x;) ndo muda de sinal em [a, b], entdo pelo teorema do valor médio podemos escrever que
b n
& = | f[X0,X1,5 %0, M) / [J(x—xi)dx| (5.2.7)
a =0
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onde 1 €la,b]. Mas, como vimos em (3.2.63), existe um & €[a, b], tal que

_ M)
S0, X150, %0, M] = W ) (5.2.8)
de onde resulta que
Mn+1 /b L
& < x—x;)dx| , 5.2.9
onde
M,41 = max ‘f“””(é)‘ : (5.2.10)
E€la,b]
Temos assim uma forma de estimar o erro cometido, se conhecermos M, 1.
No caso de
b n
/ [[G—x)dx =0, (5.2.11)
a

i=0
entdo € necessario considerar um ponto x,+1€[a, b], tal que H:’iol (x—x;) ndo mude de sinal em [a,b], escrevendo

nesse caso que
f[x()axla"‘vxnvx] :f[x07x17'~'7xn;xn+l] +f[x0,x1,..‘,xn,xnﬂ,x](x—xnﬂ) ) (5212)
de onde segue que

n

b
/f[x07x17~-~7xmxn+l] (x—x;)dx+
a

& =
i=0
b n+1
—|—/ FIX05X1y oevy Xy Xt 1,X] H(x—xi)dx (5.2.13)
a i=0
Como o primeiro termo € nulo (como decorre de|5.2.11)), temos que
b n+1
& = / FIX%0, X1, vy Xy Xp 1,X] H(x—x,-)dx , (5.2.14)
a i=0
de onde resulta que
Mn+2 /b s
£ dx 5.2.15
n > <n+2)' ; g(x xl) y ( )

neste caso particular. Isto €, quando se verifica (5.2.11).

5.2.1 Regras simples de integracao

Usemos entdo a expressdo geral dada em (5.2.4) para definir algumas regras simples de integracdo numérica de
funcgdes.

Regra do rectdngulo: suponhamos que apenas temos um ponto xp da fungio no intervalo [a,b]. Nesse caso

I = foAo , (5.2.16)
com
b b
AO:/ lo(x)dx:/ ldx=b—a. (52.17)
a a
Logo a regra do rectangulo corresponde a
I~1 = fo(b—a) . (5.2.18)

Neste caso o erro de integragdo (ver[5.2.9) é dado por

b M M
& <M, / (x—xo)dx’ = 71 (b—x0)*—(x0—a)*| < Tl(b—a)z . (5.2.19)
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No caso particular de xo=a temos o rectangulo a esquerda
I~1,= f,(b—a), (5.2.20)
enquanto que, se xo=>b, temos o rectingulo a direita

[~1y= fy(b—a). (5.2.21)

Exemplo 5.2.1: Integremos a fungdo e* no intervalo [0,1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=+/e—1=0.6487), usando primeiro a regra do rectangulo a esquerda. Temos entdo, de (5.2.20),
que

Ia =€ (1/2—0) = 0.5000.

Enquanto que o resultado para a regra do rectangulo a direita, usando (5.2.21)), é
Iy =e'/? (1/2—0) = 0.8244.

Para o erro de integragdo, em ambos os casos, temos que

Era < ? (1/2—0)>=0.21.

Regra do ponto médio: neste caso temos a regra do rectdngulo mas aplicada ao ponto médio do intervalo [a,b],
que € dado por

_atb

0= (5.2.22)
Logo,
I~ =f (“;b) (b—a) . (5.2.23)

Para este caso temos que

b
/ ( _";b> =0, (5.2.24)

pelo que temos de recorrer a expressao encontrada em (5.2.15). De forma a garantir que H?:OI (x—x;) ndo muda de
sinal em [a, b], usamos como ponto adicional x=(a+b)/2. Resultando que

M, 3
< b 5.2.25
Em S 24 ( a) s ( )

o que significa que esta ¢ uma melhor aproximacdo para o célculo do integral do que a defenida pela regra do
rectangulo.

Exemplo 5.2.2: Integremos novamente a fungio e* no intervalo [0, 1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=+/e—1=0.6487), usando desta vez a regra do ponto médio. Temos entdo, de (5.2.23)), que

Im = '/* (1/2-0) = 0.6420 .

Para o erro de integracdo temos que

<,

€ 3
< —_— — T = . .
&m < 5 (1/2-0)* =0.009

Regra do trapézio: vejamos agora o caso de dispormos de dois pontos da fun¢do; {(a, f,), (b, f»)}. O polinémio
interpolador € agora

YX) = fa la(x) + fo - Ip(x) (5.2.26)
de onde se obtém que
I = faAa + fpAb - (5.2.27)
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| A \/ \/{{ m — IPM: NM;’L} (b-<)

Figura 5.7: Representagio da estimativa do integral da fun¢do f(x) no intervalo [a,b] obtida pelas

regras do rectangulo - a direita e 2 esquerda (5.2.20}f5.2.21)), e do ponto médio (5.2.23).

%M 1r
IZ — T-= fj’m dx

Bﬂ_ — T, - b_zi (ﬁf-ﬁ)/w

/4
/
/

Figura 5.8: Representacéo da estimativa do integral da fun¢do f(x) no intervalo [a,b] obtida pela

regra do trapézio (5.2.29).

Das expressdes para /;(x) e de (5.2.5) temos que

b x—b b— b x—
Au:/x dx:Ta e Abz/udx
a a

a—b b—a

Substituindo, temos a regra do trapézio na seguinte forma;

I~1 = l% (futfo) -

Neste caso o erro da estimativa é dado por (ver[5.2.9)

pois

(5.2.28)

(5.2.29)

(5.2.30)

(5.2.31)
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Exemplo 5.2.3: Integremos novamente a fungdo e* no intervalo [0, 1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=+/e—1=0.6487), usando desta vez a regra do trapézio. Temos entdo, de (5.2.29), que

1/2-0
I= /T (0+e72) =0.6622.
Para o erro de integracdo, usando (5.2.30), temos que

& < g (1/2—0)* =0.018.

Regra de Simpson: consideremos agora que temos o valor da fungéo em trés pontos {(a, 1), (Xm, fm), (b, f5)}, em

que x;,; é o ponto médio do intervalo [a, b],

a+b

Xy = - e S = fxm) - (5.2.32)
O polindémio interpolador € agora
Y(x) = fala(X) + fin Ln(x) + fo - 1p(x) (5.2.33)
de onde resulta que
Is = foAa + fmAm + fpAb - (5.2.34)
Os coeficientes sdo agora dados por
A, = /b (x—xn) (x—b) dy— b—a
a (a—xy)(a—D) 6
b (x—a)(x—b) b—a
Aw = / dr =2 5235
" a (xm—a)(x,—b) 3 ( )
4, = /b (x—a)(x—xm) by — b—a
a (b—a)(b—xy) 6
Temos entdo que a estimativa para o valor do integral €, neste caso, dada por
b—a
T (fa+4fm+fb). (5.2.36)
Mais uma vez temos que recorrer a (3.2.13)), pois
b
/ (x—a) (x—x) (x—b)dx = 0 (5.237)
a

Usando como nodo adicional x=x,,, de forma a garantir que (x—a)(x—x,,)?(x—b) tem sempre o mesmo sinal para

x€la,b], temos entdo que

(5.2.38)

Exemplo 5.2.4: Integremos novamente a fungio e* no intervalo [0, 1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=1/e—1=0.6487), usando desta vez a regra de Simpson. Temos entdo, de (5.2.36), que

1/2-0
I = /T (e0+4 e1/4+e‘/2) —0.6487 .

Para o erro de integragéo, usando (5.2.38), temos que

Ve 5
<7 — = . .
& < 2880 (1/2—-0) 0.00002
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Figura 5.9: Representacéio da estimativa do integral da fun¢do f(x) no intervalo [a,b] obtida pela

regra de Simpson (5.2.36).

5.2.2 Regras compostas de integracao

O facto do erro de estimacdo do integral pelas regras que obtivemos na Sec¢@o anterior ser proporcional a uma
poténcia de (b—a), sugere-nos que tentemos reduzir o erro final da estimativa através da reducéo desta largura do
intervalo. Isto é, usamos as regras atrds descritas mas para intervalos de muito menor amplitude de forma a reduzir
tanto quanto possivel o erro com que estimamos o valor do integral. Obviamente que estamos sempre limitados
pela informagdo que dispomos/podemos dispor da fungéo f(x).

Consideremos entdo que introduzimos a seguinte tabela de pontos (ordenados) da fungdo f(x) no intervalo [a, b]

{(x,;fi)}rlo com hi = xi—xi_1 para i=1,2,...n, (5.2.39)
com xp=a e x,=b. Entdo
b n Xi
1= / fde=Y [ f(x)dx. (5.2.40)
a i=17%i-1

Usemos agora as regras de integracdo apresentadas antes para estimar o valor do integral em cada um dos intervalos
[xi—1,x;], tal como representado por

Xi
I; z/ f(x)dx. (5.2.41)
Xi—1
Nesse caso, o erro de integracdo, passa a ser dado por
n
e=) &, (5.2.42)
i=1

em que & € o erro cometido para cada um dos intervalos, cuja largura é agora h;, podendo ser portanto muito menor
do que o erro inicial que era proporcional a b—a.

Regra do ponto médio composta: comecemos entdo por considerar que usamos a regra do ponto médio (5.2.23)
para estimar cada um dos integrais /;;

L~hf (x‘;x) , (5.2.43)
com um erro (ver[5.2.23)) y
.
&< 4’ . (5.2.44)

Assim, obtemos que

1= lme =Y {hi f (x‘l;)‘)] , (5.2.45)
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Figura 5.10: Representacdo do efeito de aplicar a regra do ponto médio composta (5.2.45) para
estimar o integral da fun¢do f(x) no intervalo [a,b]. Para comparagdo, também se indica a regra
simples do ponto médio para o mesmo intervalo.

com um €1ro

Eome < - Mai

n . (5.2.46)

No caso particular de h;=h (para todo o i=1,...,n), entdo

Xi—1+x;
Tome = hZf ( ! > , (5.2.47)
com um erro
hg “ nh M2 2
Epme < 2 Zle =M= 1 (b-a), (5.2.48)

ja que b—a=nbh.

Exemplo 5.2.5: Integremos a fungdo e* no intervalo [0,1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=+/e—1=0.6487), usando desta vez a regra do ponto médio composta para quatro intervalos igual-
mente espagados; h~=1/8. Temos entdo, de (5.2.47), que

1
Lome = 3 (e1/16 +&3/10 4 3/16 4 e7/16) =0.6483 .
Para o erro de integragéo, usando (5.2.48), temos que

Epme < g (1/8)%(1/2—0) = 0.0006 .

Regra do trapézio composta: se recorrermos agora a regra do trapézio (5.2.29) para calcular o valor de /; temos
que

n hz
[~ = ZE (xi_1)+f(x)] - (5.2.49)
i=1
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Regra do Trapézio Composta

l ‘dados.txt’ > Ler {z,, f;}7_; de ‘dados.txt’

Iy = (m2_x1) X fl + (xn_xn—l) X fnl

I=y/2

................................

.................................................

Figura 5.11: Algoritmo para implementagdo do regra do traézio composta que permite calcular o
integral 7 = [ f(x) dx, a partir da tabela {x;, fi}7_ .

Logo, temos que
n—1
e =< [hlf (x0) Z h +hz+1 xt)"‘hnf(xn)l ) (52.50)

cujo erro é majorado por
M21

Ec = Ze, < Z (5.2.51)
Mais uma vez, para pontos igualmente espacados (h;=h), temos que
h n—1
I = 5 Slxo)+2 Z SO+ f(x) ], (5.2.52)
i=1
© 3 n 3
h h M, 2
< — Y My; < —nMy=—(b— 2.
& < 12; 2% S 15 Mo 12(19 a)h”, (5.2.53)

sendo que M2 = max,:e[xO’xn] |f”(é)| = maxie[l,n] M2,’.

Exemplo 5.2.6: Integremos novamente a fungéo e¢* no intervalo [0, 1 /2] (cujo resultado sabemos ser
I=+/e—1=0.6487), usando desta vez a regra do trapézio composta para quatro intervalos igualmente
espagados; h=1/8. Temos entdo, de (5.2.52)), que

1
he = 7¢ (€7 42¢!F 20/ 4 26/8 4 ¢1/2) = 0.6496 .

Para o erro de integragdo, usando (5.2.53)), temos que

Ermic < g (1/8)*(1/2—0) = 0.0012.
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Figura 5.12: Representacdo do efeito de aplicar a regra do trapézio composta (5.2.50) para estimar
o integral da funcéo f(x) no intervalo [a,b]. Para comparagio, também se indica a regra simples do
trapézio para o mesmo intervalo.

Regra de Simpson composta:  se recorrermos agora a regra de Simpson (5.2.36)) para calcular o valor de /; temos
que

I~ — Zi % [ Fxi1)+4f (x”;x" ) + f(xi)} : (5.2.54)
Logo, resulta que
I = é [hl f(xo) +Z: (hithisy) £(xi +4Zh f (x’ “Lx’) +hy f(xn)] : (5.2.55)
cujo erro é majorado por
Ee = Zsl < Z 2]‘;;’0 K (5.2.56)

Mais uma vez, para pontos igualmente espacados (h;=h), temos que

h i1+
1sc6[ X0 +2fo, +4Zf(x ! x’)+f(x,,) : (5.2.57)
com o erro dado por
B 3 My 4
e < o Y Myi = ——— nM. b—a)h 5.2.58
e = 2880; b5 = g5 ™Ms = g5 (b-h". (5:2.58)

sendo que My = maxeg ¢y x,]

A (5)’ = maX;c(1 ) Mai.

107



108 METODOS NUMERICOS

- o,
- b Sitmprom a0 Amltws Zal‘[’.]
oy S oo el B

— (ol o K MO D G ARl Qg (a3 _.,
)} ! / ‘

- R )
v

3
i
[V

% %
ath
2

Figura 5.13: Representacdo do efeito de aplicar a regra de Simpson composta ((5.2.55) para estimar
o integral da func@o f(x) no intervalo [a,b]. Para comparagio, também se indica a regra simples de
Simpson para o mesmo intervalo.

Exemplo 5.2.7: Integremos novamente a fungio e no intervalo [0, 1/2] (cujo resultado sabemos ser
I=4/e—1=0.6487), usando desta vez a regra de Simpson composta para quatro intervalos igualmente
espacados; h=1/8. Temos entdo, de (5.2.57), que

L. = % { 049 (61/8+el/4+e3/8) 14 (el/16+e3/16+65/16+e7/16) +e1/2}
= 0.6487.

Para o erro de integracdo, usando (5.2.38), temos que

Ve 4
< 1 1/2-0) =0. .
TN (1/8)*(1/2—0) = 0.00000007

5.2.3 Calculo do integral recorrendo a splines cibicas

Nao precisamos recorrer unicamente a polinémios interpoladores de forma a substituir a fun¢ao no integral. Tal
pode ser também feito por outras fungdes (e em particular por splines) que também sejam integraveis.

Seja entdo {(x;, f;) }'_, uma tabela de pontos de uma fungdo f(x) (com a=xq e b=x,). Se a spline ctibica interpo-
ladora de f(x) nos pontos desta tabela é S(x), com as splines parciais dadas por

(xi—x)* (x—x-1)°
S; = M M;
) en MTen T
W2\ xi—x 2\ x—x;_
+<ﬁ1—M,~1 6) - +(f,~—M,~ 6) - L, (5.2.59)
1 1

para x€[x;_1,x;] (com i=1,2,...,n), entdo podemos usar esta fungio interpoladora para estimar o valor do integral

de f(x);
/ " Si(x) de = il,- . (5.2.60)

Xi-1 i=1

IE/abf(x)dx:/abS(x)dx:ii
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Substituimos a expressdo (5.2.59), de forma a obter que

% h N
1,-5/ Si(x) dv = 2 (fior ki) = 56 (Mio1+M;) . (5.2.61)
Xi|

De onde concluimos que
2

e
{fz 1+f) —( i—1+M;) (5.2.62)

| S

%

¢é a estimativa que temos para o integral de

\N

(x) no intervalo [a, b], quando usamos splines.

Exemplo 5.2.8: Consideremos a tabela de trés pontos para uma fungio real, {(0,1),(1,0),(4,2)},
cujo integral em [0, 4] pretendemos estimar usando agora uma spline ctbica natural. Como jé calcu-
lado no Exemplo 3.3.4, os parametros da spline cuibica natural que interpola a fung@o nestes pontos
sdo My=0, M;=5/4 e M>=0. Podemos ento calcular o valor de integral recorrendo a (5.2.62),

o2
[ ~ 20 [(1+0) 0 (o+5/4)}+

+4;21 {(0+2) -

(4—1)?

(5 /4+0)} ~2.5729.

5.2.4 Calculo do integral recorrendo a outras funcgoes interpoladoras

Qualquer fun¢do interpoladora da tabela de valores para os quais queremos determinar o integral pode ser usada de
forma a estimar o integral. Desde que seja uma fungdo interpoladora integravel analiticamente temos vantagem em
a usar, pois esta descreve o comportamento esperado da funggo f(x) pelo que a estimativa do integral da fungio
serd mais aproximado do valor real.
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5.3 Exercicios

E5.1) Conhecem-se os seguintes valores tabelados de uma fungdo real f(x) em trés pontos; f(0.0)=—0.5, £(0.8)=0.0
e f(2.0)=1.0, bem como um valor da sua derivada; f(2.0)=0.0. Estime o valor de f’(1) tal que o valor encontrado
seja exacto se f(x) € um polinémio de grau 2 ou inferior.

E5.2) Conhecem-se os seguintes valores tabelados de uma funcdo real f(x) em trés pontos: f(xo=—1)=0.5,
f(xl :0):00 c f(szl):_Ol

a) Considerando que o valor aproximado da derivada de f num ponto x pode ser dado por uma relagdo do
tipo

f'(x) ~a(hy, h) - fx1) +b(hy,ha) - f (x2)

onde h;=x—x; (com i=1,2), calcule as expressdes para os coeficientes (a,b) que tornam esta expressio
exacta pelo menos para polindmios de grau um ou inferior.

b) Utilize a expressdo obtida para determinar uma estimativa para o valor de f'(0.4).

E5.3) Conhecem-se os seguintes valores de uma fungdo f(x) em quatro pontos: f(xp=0)=0.0, f(x;=1)=1.5,
F(x2=2)=0.5 e f(x3=3)=0.0. Escrevendo a derivada de f como;

f'(x) ~alx) fxo) +b(x) f(x1) +c(x) f(x2) ,

calcule as expressdes dos polinémios (a,b,c) de forma a que esta relagdo seja exacta para fungdes polinomiais do
maior grau possivel. Utilize-a para calcular o valor de f(1.8).

ES5.4) Pretende-se aproximar f”(x) por uma férmula do tipo;
f"(x) ~ a1 f(x+h) + b1 f (x+h) + ar f (x—h) + ba f (x—h) .
Quais os valores dos coeficientes para que a férmula seja exacta para polinémios do maior grau possivel?

ES.5) Utilizando a tabela de valores dados ao lado para a funcdo

X X
f(x)=sinh(x) calcule f'(0.4) recorrendo a férmula de diferencas /)
centrais de 2¢ ordem para h/=0.001 e /=0.002. Compare os resulta- 0.398 0.40859
dos. 0.399 0.40967

0.400 0.41075
0.401 0.41183
0.402 0.41292

ES.6) Deduza a seguinte férmula de aproximagao para a segunda derivada obtida a partir do polindmio interpolador
nos pontos xp, X| € X2, em que x; —xo="h e xp—x1=0h;

2 [ f(xo) f(xl)jL fx2)

) ~ P2 1+a o | a(atl)

Mostre que para ot=1 se tem a férmula das diferencas centrais.

E5.7) Seja g(x) uma fungéo real definida em RR.

a) Construa o polinémio interpolador de g(x) nos seguintes pontos: g(—1)=—0.1, g(0)=0.0 e g(3)=-0.2,
usando a expressdao de Newton.

b) Caélcule o erro na determinacdo de fah g(x)dx se for usada a regra do ponto médio, no caso de g(x)
representar uma pardbola. Em que condicdes o valor dado pela regra do ponto médio coincide com o valor
da regra do trapézio?

¢) Mostre que no célculo aproximado da derivada através da férmula de diferenca central de segunda ordem
o resultado € exacto se a fungd@o for uma pardbola. Represente graficamente a aproximagao 4 derivada que
tal férmula fornece no caso de uma funcao geral.
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E5.8) Empregue a regra do trapézio para calcular o integral

1 2
I:/xefx dx .
0

Compare o resultado obtido para / com a soma resultante da aplicacdo da regra composta a N intervalos; Zi,vzl 1,
nos casos de N=2 e N=4.

ES.9) Pretende-se calcular pela regra do trapézio o integral

1
I:/eedx,
0

com erro inferior a 10~*. Quantos pontos se devem usar?

E5.10) Pretende-se calcular o valor de [ f f(x) dx sabendo-se apenas os seguintes valores: f(a) = fi, f'(a)=0¢

f(b)=fa.

a) Construa o polinémio interpolador de f(x), usando toda esta informag@o, pelo método de Aitken-Neville.
Mostre igualmente que este pode ser escrito como,

b—x x—a x—a\?
=fi— (1+—2 i I
Y =fi— ( + b_g) + /2 (b_a>

b) Aproximando a fungéo f(x) por y(x) no integral, mostre que se obtem a seguinte estimativa para o seu
valor,

b 2fi+f2

[ 1 aen 2 p-a).
a

¢) Calcule o valor no caso de ter (a,b)=(0,1) e (f1, f2)=(1.0000,1.7183). Compare com o valor obtido
se usar a regra do trapézio (ignorando neste caso o facto de saber a derivada da funcdo em a), e comente a
diferenca.

E5.11) Seja I(x)= [3 ¢~"*dt, uma fungdo real definida em [0, 4-c0].

a) Dividindo o intervalo [0,x] em N intervalos de dimensdo A, use a regra do trapézio para calcular
I(ti+h)—I(t;) (com i=0,..,N—1 e t;=i-h) e mostre que a regra do trapézio composta para N=(b—0)/h
intervalos d4 a seguinte aproximagio para I(b);

b h Nl
1(b) E/ e dt ~ 3 1+2) e 4 b
0 i=1

b) Calcule o valor de j(;x’ e”zdt, com um erro inferior a 0.05, sabendo que o erro ao estimar o valor de
lim,_,. I(x) pela regra do trapézio composta (com 2=0.4) é majorado por 0.03.

E5.12) Seja g(x) uma fungéo real definida em R.

a) Construa o polinémio interpolador de g(x) usando os seguintes pontos: g(—1)=— 1.1, g(0)=0.2 ¢
£(2)=0.0. Indique para o caso geral de se ter n pontos, em que condi¢des o polinémio aproximador (no
sentido dos minimos quadrados) coincide com o polindmio interpolador nesses pontos.

b) Mostre que no cdlculo de jfg(x)dx a regra de Simpson é exacta se g(x) representar uma parabola.
Porqué?

¢) Mostre que o mesmo também acontece para o célculo aproximado da derivada através da férmula de
diferenca central de primeira ordem. Represente graficamente a aproximagdo 4 derivada que esta féormula
fornece no caso geral.

E5.13) Seja f(x) uma funcéo real que descreve o comportamento de um sistema fisico. Por experimentacdo
mediram-se os seguintes valores: f(—1)=0.736, f(0)=1.99 ¢ f(41)=5.44.
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a) Calcule o valor aproximado de I= [ fll x? f(x) dx recorrendo 4 regra de Simpson para o célculo de inte-
grais. Represente graficamente o valor calculado para /.

b) Sabendo que o erro absoluto no cédlculo do integral pela regra de Simpson € majorado por 0.004 e que
os valores medidos para f(x) tém um erro relativo associado de 10~3, determine o erro relativo com que
determinou o valor de / na alinea anterior.
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Capitulo

Resolucdo numérica de equagoes diferenciais

Nem sempre é possivel determinar a solugio analitica de um sistema de equagdes diferenci-
ais. Nesse caso torna-se necessario recorrer ao calculo numérico dessas solugdes impondo
condicdes iniciais ou condi¢des fronteira. A titulo de exemplo, nesta seccao, vamos consi-
derar um dos métodos mais simples de resolver sistemas de equagdes diferenciais sujeitos a

condicdes iniciais ou a condi¢des fronteira.

6.1 Problemas de valor inicial

Consideremos o caso simples de conhecermos um ponto da func¢do a determinar (valor inicial) a partir do qual

podemos construir a fun¢do usando uma equagio diferencial que nos descreve o modo como esta varia.

6.1.1 Uma equacao diferencial de primeira ordem

Consideremos uma equagdo diferencial para uma fungdo u(r);

du
a :f(t7u<t)) )

sujeita a condi¢do inicial: u(zp)=uy.

Resolver a equag@o significa determinar o valor da fungéo u para t#ty. Isto é, calcular
" du
fo dé

Logo € necessdrio estimar numericamente o valor de

)= uto) + [ G5 48 =uo+ [ F(Eu(E)) G

!
Au(t) = u(t)—u(to) = | f(&,u(&))d .
0
Recorrendo por exemplo a regra do rectdngulo a esquerda podemos escrever que

Au(t) ~ f(to,u(to)) - (t—19) .

6.1.2 Método de Runge-Kutta de segunda ordem

Tentemos entdo usar uma melhor forma de estimar Au(). Consideremos a regra do trapézio para obter que

[ 7(& @) a = 52 (£ t0.u0) + 0,00
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Figura 6.1: Exemplo do significado de usar a derivada da fungio u(r) em fy para estimar o valor que
esta toma em u(¢). Isto corresponde a resolver a equagdo diferencial (6.1.1) recorrendo a estimativa

dada por (6.1.4).

de onde segue, definindo-se h=t—ty, que

ult) = o+ 2 (0, u0) + £ (1ult))] (6.1.6)

No entanto ndo podemos usar esta expressio pois necessitamos de u(¢) no lado direito para obter o valor pretendido.
Assim, é necessdrio substituir u(f) na expressdo da direita por uma estimativa. Tal é feito recorrendo a (6.1.4), de
forma que

up = g+ h- f(to, uo)

u(t) ~ up+ g [f(t0,u0) + f(2,up)] - (6.1.7)

Temos assim uma expressdo para estimar o valor de u(¢) que é melhor do que a obtida em (6.1.4)), pois af o erro
(no célculo do integral) era proporcional a (t—ty)? enquanto que para a (6.1.7) o erro é proporcional a (t—to)?.

A implementag¢do do método de Runge-Kutta de segunda ordem pode ser resumida da seguinte forma; seja u(z)
uma fun¢do que obedece a seguinte equacdo diferencial,

L ) . (6.1.8)

Se temos que u(t;)=u;, entdo para determinar u;j=u(t;11), com h=t;;|—t;, procedemos da seguinte forma;
calcula-se,

B = f(ti,u;)
(6.1.9)
B = f(ti+hui+hF)
de onde se obtém que
h
Uit] = Ui + §<F1+F2) . (6.1.10)
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Figura 6.2: Representacdo grafica do método de Runge-Kutta de segunda ordem que permite esti-
mar o valor da fungéo em 7 a partir do valor desta em #) e da sua derivada tal como dada por f(¢,u).

Exemplo 6.1.1: Consideremos a seguinte equacdo diferencial,

du

— =t-ult
dt u()?

com a seguinte condi¢@o inicial: #(0)=1, cuja solu¢do sabemos ser u(t):e’z/ 2, Usemos o método
de Runge-Kutta de segunda ordem para estimar o valor de u(0.1). Como f(¢,u)=t-u, recorrendo a
(61.9p.1.9) temos que (com h=0.1)

Fi=£(0,1)=0
P> = f(0+h, 14+h0) = h,

de onde se obtém que
h h
u(0.1) ~ u(0) + E(F1+F2) =1+ §(O+h) =1.005 .

O valor exacto & u(0.1)=e*%%=1.0050125.

6.1.3 Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Podemos no entanto reduzir o erro envolvido na resolucdo da equagao recorrendo a uma melhor forma de estimar
o integral dado em (6.1.3). Tal corresponde, por exemplo, a usar a regra de Simpson - isto ¢

4 t—1

f(&,u(§))dg ~ TO [f (10, u0) +4f (tm, u(tm)) + f(t,u(1))] , (6.1.11)

onde t,,=(t+t9)/2 coresponde ao valor médio do intervalo [fy,?]. Mais uma vez temos o problema de usar uma
expressdo deste tipo pois desconhecemos o valor de u(z,) e de u(¢) para substituir na expressdo obtida para o
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Figura 6.3: Representacdo grafica do método de Runge-Kutta de quarta ordem que permite estimar
o valor da fungdo em ¢ a partir do valor desta em 7 e da sua derivada tal como dada por f(z,u).

integral. Assim recorremos a estimativas destes valores escrevendo, para h=t—ty, que

fO = f(l‘()ﬂ/lo)

f(tmvu([m)) :fml Ef (tm;M0+I;'f0>
6.1.12)

f(tmau(tm)) ~fm=f <tmau()+g'fml>
f(t,u(t)) = fi = f (t,uo+h fu) -

Temos assim estimativas para usar em (6.1.11) obtendo que

u(t) ~ up+ t%o [fo+ 2fm+2fm) + fi] - (6.1.13)

Como estamos a usar a férmula de Simpson para estimar o valor do integral, temos que o erro associado a este
método de integragdo da equagio diferencial é proporcional a (t—to)°.

Mais uma vez, a implementacgdo deste método (Runge-Kutta de quarta ordem) € simples, podendo ser resumida da
seguinte forma; seja u(f) uma fungio que obedece a seguinte equagio diferencial,

d
o fur)) . (6.1.14)
dt
Se temos que u(f;)=u;, entdo para determinar u;j=u(t;y1), com h=t;y|—t;, procedemos da seguinte forma:
calcula-se,
Fi = f(ti,u;)
h h
h=f li+§,ui+§Fl
o (6.1.15)
B=f <ti+2,ui+2Fz>

Fy = f(ti+h,ui+hF3) ,
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de onde se obtém que

h
Uit] = Ui+ 8<FI+ZF2+2F3+F4) . (6.1.16)

Exemplo 6.1.2: Consideremos mais uma vez a seguinte equagao diferencial,

du_

E_t'u(t)7

C . o 2 c
com a condigdo inicial: u(0)=1, e cuja solucio ji sabemos ser u(r)=e' /2. Usemos agora o método
de Runge-Kutta de quarta ordem para estimar o valor de u(0.1). Como f(¢,u)=t-u, recorrendo a

(6.1.15) temos que (com ~=0.1)

h h? n*
Fy= 1+h—= (1 =h [1+—(1+—
o= 0+, +h2(+ )) h[+2(+4)],

de onde se obtém que

h
u(0.1) =~ u(0)+8(F1+2F2—|—2F3—|—F4)

n? h# n?
1+€ {2—&- <1+4> (H-Z)] = 1.0050084 .

O valor exacto é u(0.1)=e*0%=1.0050125.

Uma das formas de diminuir o erro na estimativa do valor de u(z) é recorrermos a integra¢do da equagéo diferencial
por passos, pois o erro na utilizacdo da regra de Runge-Kutta é proporcional a uma poténcia de 4. Isto &, a
integracdo entre ¢ e ¢ pela regra the Runge-Kutta de quarta ordem pode ser substituida pela integracd com a Regra
de Runge-Kutta de segunda ordem de #( a (r+1y)/2, seguida da integracéo de (t+1)/2 at.
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Exemplo 6.1.3: Consideremos novamente a mesma equagao diferencial,

d
dltt =t-u(t) com u(0)=1,

e estimemos o valor de #(0.1) recorrendo ao método de Runge-Kutta de segunda ordem, mas para os
intervalos [0,0.05] e [0.05,0.1]. Recorrendo a (6.1.9) para calcular 1(0.05) temos que (com 4=0.05):

Fi=£(0,1)=0
Fy = f(0+h,1+h-Fy) = h-(1+h-0) = h,
de onde se obtém que
2

h h h
u(0.05) ~ u(0) + E(Fl +FR) =1+ 5(0+h) =1+ 5 = 1.00125.

Voltemos agora a integrar novamente para obter u(0.1) a partic de u(0.05). Temos que
h=0.1-0.05=0.05, com

h? n?
F=f (o.os, 1+2> =0.05 (1 + 2)

K2 h? W
B=f <0.05+h, 1+2+h~Fl> = (0.05+h) [1+2+0-05h <1 + 2)]

= (0.05+h)(1+0.05-h) <1+h22> :

de onde se obtém que

h
§(F1+Fz)

- h2> T [0.05 <1 + h;) +(0.05-+1)(1+0.05h) (1 + h;ﬂ

u(0.1)

1
=
o
)
W
~—
_|_

h? h h
1+ ) {1 +0.055 + (0.05+h)(1+0.05h)2} =1.0050109 .

2

O valor exacto € u(0.1)=e"%%=1.0050125.

6.1.4 Duas equacoes diferenciais de primeira ordem

Em geral podemos ter varias equagdes diferenciais que envolvem diferentes fun¢des a determinar, conhecendo-
se apenas os seus valores num ponto. Neste caso podemos mais uma vez recorrer ao método de Runge-Kutta
adaptando-o ao facto de que temos agora varias equagdes diferenciais.

Vejamos a titulo de exmplo o caso de termos duas equagdes diferenciais para duas fungdes u; (¢) e up(f);

du
5 = N1m@),u0)
(6.1.17)
2 = (1))
dr = J2\}l, U] s U2 ;
que pretendemos resolver, calculando u; (f) e up(r) a partir das seguintes condigdes iniciais para r=fy,
ul(t()) =ujg e uz(l()) = Uy . (6.1.18)

Aplicando o método de Runge-Kutta de segunda ordem (ver Sec¢do[6.1.2)) para resolver este sistema de equacdes
diferenciais temos, para h=t—tq, que

Fi1 = fi(to,u10,u20)

Fi2 = f>(to,u10,u20)
(6.1.19)
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Figura 6.4: Representagdo grafica de como usamos duas equacdes diferenciais do tipo (6.1.17) para
estimar o valor das func¢des em ¢ a partir do valor destas em #y e das suas derivadas tal como dadas
por f] (l,u] s uz) € fz(t,ul ,uz).

1 = fi (to+h,uio+hFi1,ux0+hFiz)

2 = fo (to+h,uro+hFi1,ux+hFis)
de onde se obtém que;
h
uy (to+h) = u1o + §(F11+F21)
(6.1.20)

h
up (to+h) = uzo + §(F12+F22)

Temos assim uma estimativa do valor de ambas as fun¢des no ponto ¢.

Exemplo 6.1.4: Consideremos o seguinte sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem.

du1

—_— = = t

3 e =hlu,n)
du2 o

—_— == t

% 2 ot ur,uz)

em que a=0.1. As duas condi¢es fronteira de que dispomos sdo: u;(0)=1 e up(0)=0. Usando

o método de Runge-Kutta de segunda ordem (dado em [6.1.19] ¢ [6.1.20)), determinemos o valor das
duas fungdes para t=0.1 (sendo portanto h=0.1);

{Fll—fl( ,1,0) =
Fi2 = f>(0, )=—01
f(0
£(0

= +/’l 1+hF11,0+hF;) = —0.1h
Fy = h,1+hF11,0+hF1y) = —0.1
Temos entdo que
0.1
up(0.1)=1+ T(O—O.Ih) =0.995

0.1
u(0.1) = 0+ == (~0.1-0.1) = ~0.01
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De igual modo, se usarmos desta vez o método de Runge-Kutta de quarta ordem (ver Sec¢do[6.1.3), com h=t—ty,
temos que

Fi1 = fi(to,u10,u20)

Fi2 = f>(to,u10,u20)

h h h
= — —F _F
21 = f1 (lo+27u10+2 1171420+2 12)
o= fo (1042 ot 2y w0+ o
n=fa{tot5,mot5 im0t 5o
(6.1.21)
Fy=f LN L
31= /i | fot5 w0t For unt+ 5 Fo
h h h
=1 <10+2,u10+2F21,M20+2F22)
Fu1 = fi(to+h,uio+hF), ux+hFs;)
Fy = fo(to+h,uio+hF31,ux+hFs)
de onde se obtém que
h
u (to+h) = uo+ 8(F11+2F21+2F31+F41)
(6.1.22)

h
ua (to+h) = upo + 8(F12+2F22+2F32+F42)

Mais uma vez temos as expressdes que permitem estimar o valor das duas fungdes em ¢.

6.1.5 Uma equacao diferencial de segunda ordem

No caso de um equagdo diferencial de segunda ordem, podemos usar o método descrlto acima, transformando a
equacdo num sistema de duas equagdes de primeira ordem. Isto é, consideremos a equagao diferencial (2¢ ordem);

d?v dv
5 =8{Lv, 6.1.23
dr? g( " dt) ' ( )
com as seguintes condi¢des iniciais,
d
v(to) =vo e d—:(to) =y - (6.1.24)

Definindo as seguintes fungdes,

d
w()=v(e) e  w()= d—: : (6.1.25)
temos que a Eq. (6.1.23)) pode ser escrita como,
d
% = g(t,ur,u2) . (6.1.26)
Temos assim um sistema de duas equagdes diferenciais para u; e up, dado por,
du1
@ el
(6.1.27)
duz _ (t,ur,up)
dr =g\L,uy,uz),

cujas condigdes iniciais, para t=tg, sdo u; (fo)=vo e u (to)=v;,. Este sistema ¢ equivalente ao definido em (6.1.17),
pelo que podemos usar novamente o método de Runge-Kutta descrito na Seccdo anterior para calcular a funcio

v(t).
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Figura 6.5: Representacdo grafica de como dispondo de condi¢des fronteira ndo nos € possivel
usar directamente um método do tipo Runge-Kutta para calcular as solucdes a partir das equagdes
diferenciais.

Exemplo 6.1.5: Vejamos o caso da trajectéria de um corpo no campo gravitacional gerado por um
corpo central de massa M. Se r(z) é a distincia a que o corpo se encontra no instante 7 do objecto
central, entdo a aceleracio a que estd sujeito é dada por:

d?r GM

a2
Sabendo a posicdo (rp) e a velocidade (v9) que o coropo tem no instante r=f,, podemos usar esta

equacdo diferencial para calcular a trajectdria deste usando o método de Runge-Kutta. Para tal
basta-nos definir a funcao velocidade, como sendo

_ dr

v(t) = e

Pelo que passamos a ter um sistema de duas equacdes diferenciais de primeira ordem:

dr dv GM

='W oe TT TR

com condigdes iniciais: r(f9)=rg e v(tp)=vo.

6.2 Problemas com condicoes fronteira

Neste caso ndo dispomos de todas as condigdes iniciais que nos permitem definir a solu¢do num ponto #y. Temos
sim condi¢des que t€m de ser impostas em pontos distintos. Isso significa que ndo podemos de uma forma directa
usar um método que parta de um ponto e use as expressoes das derivadas para chegar a outro. E necessario encon-
trar um método que nos permita usar simultaneamente todas as condi¢des impostas (condi¢des fronteira) mesmo
sendo estas vélidas em pontos diferentes.
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Vejamos o caso de termos duas equagdes;

du
TII = fi (tvul (l),uz(l))
(6.2.1)
duz
ar = fZ(tvul (l),uz(t)) )
1
cuja solucdo € especificada pelas seguintes condi¢des;
w(a)=u, e  wp(b)=uy, (6.2.2)

onde a#b. Neste caso temos o problema de que as condi¢cdes que especificam a solucdo sdo dadas em pontos
diferentes. Pelo que ndo temos toda a informacgdo necessdria num ponto - a partir do qual podemos estimar o
valor das fungdes noutro ponto, sendo agora necessario utilizar simultaneamente as duas condi¢des fronteira nesse
célculo.

Exemplo 6.2.1: Consideremos a fungio f(x), tal que

_Fw

7=

e para a qual sabemos que f'(0)=1 e f(1)=0. Usemos a regra de Runge-Kutta de segunda ordem
para estimar o valor de f(0). Primeiro convertemos a equagdo de segunda ordem num sistema de
equagdes de primeira ordem, definindo v(x)=f"(x). Neste caso as equagdes sdo:

dv  v(x) df _

a:erf(x) e dr v(x),

cujas condigdes fronteira sdo f(1)=0 e v(0)=1. Usando o método de Runge-Kutta de segunda
ordem temos que (h=1):

B = o + f(0)+hFi2 =2+2£(0)
Fo =v(0)+hF =1+1=2

de onde obtemos que

v(1):v(0)+%1+f(0)+2+2f(0)}:1+%[1+f(0)} e f(l):Of_vf(O)—i—%(l—i—Z).

Da segunda equagio temos que f(0)~—3/2, como queriamos determinar.

6.2.1 Método “‘shooting”

Um exemplo simples de como podemos encontrar a solu¢do é o método “shooting”, que nos permite recorrer aos
métodos anteriores, através do uso de técnicas que permitem calcular zeros de fungdes de forma a encontrar a
solucdo procurada.

Para aplicarmos este método comecamos por introduzir dois pardmetros
ui (b) =Gy € up (a) =C,, (6.2.3)

que correspondem aos valores desconhecidos das duas fungdes u; (¢) e uy(¢) que néo sio fornecidos pelas condi¢oes
iniciais.
Caso disponhamos de valores para C, e Cp, € possivel usar um dos métodos de Runge-Kutta para calcular a solucdes,

quer a partir de =a quer a partir de =b. Pois em ambos os casos dispomos agora dos valores das fun¢des nesses
pontos.
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Figura 6.6: Representagéo gréfica de como dispondo de condigdes fronteira em {a,b} e estimativas
C, e Cp, entdo ja podemos usar o método de Runge-Kutta para calcular a solugdo, partindo de a e/ou
de b.

Sejaty€la, b], e integremos as equagdes (recorrendo a C,) de a até 7, onde obtemos

ure =ui(ty) e ure =u(ty) . (6.2.4)
Fagcamos o mesmo, agora a partir de b (recorrendo a Cp) até ¢, onde obtemos desta vez os valores

urg = ui(ty) e urg = up(ty) . (6.2.5)

Se os valores C, e Cp, correspondem a solucdo procurada, entdo teremos necessariamente que Uj,=uUiy € Uoe=U24.
No entanto como estes valores sdo desconhecidos a partida, apenas podemos ter “palpites” do seu valor, pelo que
os valores a esquerda néo serdo iguais aos valores a direita (ver Fig.[6.6). Isto &, o vector

A= {“1"_“”] , (6.2.6)
Upqg—U2e

€ ndo nulo. Tal como foi calculado, temos que A:A(Cu,cb), pois foi a custa destes valores que calculamos A.
Por construcdo, temos ainda que a solucao do sistema de equagdes diferenciais corresponde a ter A=0.

Temos entdo um problema simples, que nos permite determinar a solucdo. Basta para isso recorrer a um dos
métodos para o cdlculo de raizes de forma a determinar os valores de C, e C;, que correspondem ao zero de A.
Usemos por exemplo o método iterativo de Newton: seja C= (C4,Cp), entdo pela expressido de Newton temos que
se Co é uma estimativa do zero, uma melhor aproximacao serd dada por

o m w . dA L
A(C+68C) = A(C) + CCITE .8C, (6.2.7)

onde 6C é a correccao dada pelo método de Newton ao valor da raiz, e

VAN B VAN,
dA ac, G,
— = , 2.
dc dL, I, (6:2.8)
2C, 2C,

€ a matriz que dd a derivada de Aem funcao dos parametros C, e Cp.

Como queremos que ﬁ(6+56):6 entdo podemos usar o sistema de equagdes dado em (6.2.7) para calcular a
correccéo 8C, bastando para isso resolver

1

- =

~.6C=-A(C). 6.2.9
s (©€) ( )

De forma a termos a matriz (6.2.8) necessitamos de recorrer a um dos métodos, discutidos na Secgdo 5, sobre o
calculo numérico de derivadas.

‘ o
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Um processo destes para a resolucio de um sistema de equacdes diferenciais com condig¢des fronteira pressupde
que os “palpites” iniciais de C, e C}, estdo suficientemente préximos da solu¢io de forma a garantir a convergéncia

do método iterativo usado para calcular o zero de A.
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6.3 Exercicios

E6.1) Pretende-se calcular o valor de fol f(x)dx sabendo apenas que
£(x) = (1=-4x) f(x) + (L4x)e

e f(x=0)=1. Obtenha o valor aproximado do integral usando a férmula de Simpson e a regra de Runge-Kutta de
segunda ordem.

E6.2) Sabendo que uma fungéo f(x) é tal que
(%) = cos [/ (x)] + >/

com f(x=0)=0, recorra 4 regra de Runge-Kutta de segunda ordem para a integragéo de equagdes diferenciais e 4
regra do trapézio para o cdlculo aproximado de integrais, de forma a estimar o valor de

/lef/(x)dx.

E6.3) Seja f(x) uma funcéo real definida para x € R.

a) Sabendo que f(x) é tal que
F'(x) = cos [zf (x)] + >/
com f(x=0)=0, recorra 4 regra de Runge-Kutta de segunda ordem para a integragéo de equagdes diferen-

ciais e 4 regra da diferenca central de segunda ordem para o cdlculo aproximado de derivadas, de forma a
estimar o valor de f7(0.2).

b) Mostre que a regra de Runge-Kutta de segunda ordem quando usada para calcular o ff f(x) dx, para
qualquer fungdo f(x), fornece o mesmo resultado que a regra do trapézio.

E6.4) Seja f(x) uma func@o real definida para x € R. Sabendo que f(x) é tal que
f'0) =xf'(x) + f(x)

com f(x=0)=0 e f'(x=0)=1, recorra 4 regra de Runge-Kutta de segunda ordem para a integragio de equagdes
diferenciais para estimar o valor de f(1).

E6.5) Seja f(x) uma fungdo real da qual se conhecem os pontos (x;, f;)€ {(0.0,1.0);(0.1,0.5)}. Sabendo que a
funcdo obedece a seguinte equacgao diferencial;

. a

1) == f) e

recorra a0 método de Runge-Kutta de 2¢ ordem para estimar o valor de & que reproduz os pontos conhecidos da
funcao.

E6.6) Scja
TG
f (X)_x+1 +e

uma funcdo real definida para x€[0,+ec]. Sabendo que f(1)=2, estime o valor de f(0) recorrendo a regra de
Runge-Kutta de segunda ordem.
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Apéndice

Trabalhos praticos

Neste anexo apresentam-se diversos trabalhos praticos que requerem a utilizacdo do compu-
tador para a resoluc@o de problemas especificos de ciéncias e/ou engenharia.

A.1 Analise de um modelo da estrutura interna do Sol

Pretende-se estudar a estrutura interna de uma estrela recorrendo a uma modelo estelar tabelado. Este foi obtido
a partir de um sistema de equagdes diferenciais ndo lineares que descrevem o conjunto de relagdes fisica que
determinam o funcionamento de uma estrela, cujas caracteristicas sao:

R - raio da estrela (distincia da superficie ao centro da estrela),
M - massa da estrela (massa contida na esfera de raio R),
L - luminosidade da estrela (energia total emitida por unidade de tempo na superficie).

Da tabela que descreve a estrutura (em ficheiro disponivel no servidor das “Aulas na Web” da FCUP) constam os
seguintes valores:

r/R distancia relativa ao centro da estrela,

log;o P logaritmo da pressdo P (em unidades CGS),

m/M massa relativa contida numa esfera de raio r,

L,/L energia relativa que por unidade de tempo atravessa a esfera de raio r,
dlog,o T . _ N -

v=S0810 gradiente logaritmico da temperatura 7 em ordem a pressao P,

dlog;o P
log ok logaritmo da opacidade k do gas (unidades CGS).

Utilize a tabela para obter os seguintes dados sobre esta estrela: o Sol!

a) Uma das quantidades fundamentais que descrevem a distribui¢ao do gds no interior da estrela € a densidade

[T 1)

p. Esta estd relacionada com a massa “m’” através da seguinte equacdo diferencial:

dm

— =4nr’p.

dr e
Obtenha o comportamento de p=p(r/R), e represente graficamente log,, (p/p) como fungéo de r/R, sendo
__ 3M
P=inr®

b) Uma estrela apenas consegue estar em equilibrio porque produz a energia que € continuamente perdida a
superficie na forma de luminosidade. O processo de producgao de energia recorre a reac¢des de fusdo sendo
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a emissividade € (energia produzida por unidade de massa e por unidade de tempo) dada por:

dL,
dm

Determine em que locais da estrela se produz energia, calculando a partir da tabela a funcdo e=¢(r/R), e
representando-a graficamente.

¢) Uma das quantidades que é fundamental para se perceber a forma como uma estrela produz e transporta
energia no seu interior é a temperatura 7. Recorra a tabela dada para determinar o comportamento da
temperatura, representando graficamente log,o 7 em funcdo de log,, P. Para tal considere que a superficie
(r=R) se tem que T (R)=T.4=5777.538 K.

d) Em interiores estelares a interac¢do entre a radiacdo e o gas leva-nos a esperar que a opacidade se comporte
de acordo com,
ko TP,

Encontre, por aproximagio numérica “local”, os valores de 8 que séo representativos das diferentes regides
no interior da estrela.

e) Partindo da tabela original construa uma tabela (por interpolagéo) de [log,yp , log;ok] com entradas
espacadas de 0.5, e que vdo de log;, p=—10 até log,, p=1.

f) Devido a dificuldade em modelar a forma de transporte de energia que a estrela usa perto da superficie,
existe uma incerteza de +5% na fungéo V para 1.0 > r/R > 0.95. Estime a incerteza com que, nestas
condig¢des, podemos estimar o valor da temperatura no centro da estrela, T.=T (r = 0), recorrendo a tabela
dada.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolucdo usado nas vdrias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

A.2 Monitorizacao das populacoes de coelhos e raposas

Pretende-se introduzir numa ilha onde existem coelhos uma populagio de raposas de forma a obter um equilibrio
nas populacdes de ambas as espécies. Pelas condi¢des disponiveis os coelhos ndo tem limite de alimento (a ilha é
himida, logo rica em erva), no entanto as raposas dependem quase exclusivamente da populagdo de coelhos para
se alimentarem. Através de estudos inciais em populagdes controladas de coelhos e/ou raposas procurou-se medir
os parametros que definem o comportamento destas duas espécies de forma a se poder determinar as melhores
condicdes de equilibrio na ilha, assegurando assim o sucesso da introdu¢do das duas espécies.

a) Comecou-se por estimar a capacidade dos coelhos se reproduzirem quando sujeitos a caca por um grupo
de raposas. Para uma populagéo inicial de coelhos y.(0)=100, determinou-se qual seria a sua evolugdo na
presenga de duas populagdes distintas de raposas (y,) por um periodo de doze meses:

Numero de raposas y, : 40 60

Numero de coelhos y. parat=12 : 1100 10

Incerteza : 95 2

Considere que a variagdo do nimero de coelhos é descrita por uma equacao diferencial do tipo;

d
%:yc : (Ca —Ce yr) )

onde “C,” descreve a velocidade de reproducdo dos coelhos, e “C.” o efeito que a caca das raposas tem na
populagdo de coelhos. Nesta descri¢cdo o valor de y, é considerado constante no tempo.

Recorrendo aos dados registados determine os parametros (C,, C,) que descrevem a evolugao do nimero de
coelhos, estimando a incerteza dos valores obtidos.
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b)

c)

d)

Com objectivo de se estimar a forma como a variagdo da populacdo de raposas depende da populacio de
coelhos, fizeram-se varios testes em que partindo de um mesmo niimero de raposas e fixando o nimero de
coelhos disponiveis por cada raposa, se determinou de que forma a populacdo de raposas variava. Os dados
obtidos foram os seguintes:

N° de coelhos/raposa: 5 10 15 20 25 30 35 40
Variacao das raposas (%): —65 —-22 -9 -1 5 11 15 21

Construa um c6digo que permita estimar o valor de uma fungdo por interpolacdo de uma tabela de n+1
valores, usando uma func¢éo da forma:

H0 =Y a; ).
j=0

Recorra a este codigo para estimar o nimero “C;” de coelhos por raposa, que corresponde a ter um
populagdo constante de raposas. Para tal recorra a interpolagdo polinomial e ainda a interpolagao por fungdes
do tipo y (x)=x"*, comparando os resultados obtidos.

De forma a se determinar a capacidade das raposas de aumentar a sua populacdo fez-se um estudo do seu
ciclo reprodutivo ao longo de 12 meses. Este estudo consistiu em, garantindo a alimentagdo suficiente,
medir mensalmente a variacdo da populacdo tal como dado pelo nimero de novos individuos adultos que
surgem na populacdo. Os valores obtidos foram;

Meés:

1
Taxa de variacao (%): 2

2345 6 7 8 9 10 11 12
1 1 1 5 10 15 20 20 20 10 5

112 2 5 2 3 5 4 3

—

Erro: 1

Construa um programa que a partir de uma tabela de n+1 pontos {x;, f;}}_, permita encontrar, usando o
Método dos Minimos Quadrados Ponderados, a funcao que melhor aproxima essa tabela;

k
fe@) =Y ajw(x).
=0

Recorrendo a tabela dada para a populagio de raposas, e considerando que a taxa de variagdo da populagdo
pode ser descrita por uma fun¢do do tipo;

R.(t) =Cp[l +cos(wt—9)],

determine os melhores valores de “C,,” e “¢” que descrevem o comportamento registado. Para tal considere
que a frequéncia @ corresponde ao periodo de um ano: w=27/12.

Para modelar a interac¢@o de duas espécies podemos usar um modelo matematico simples que consiste no
seguinte sistemas de equacdes diferenciais para as populagdes de coelhos (y.) e raposas (y,) em fungdo do
tempo (¢ € medido em meses):

d
% = Y (Ca —Ce yr)

d =9
% = yr{_Cb I:]+COS(27'C12):|+Cc<yL_Cdyr)} .

Considere ainda que no caso em questdo C,=1.0 e C,=10.0 (estes valores medem a dependéncia da variacdo
da populacdo no nimero de individuos dessa populagdo), enquanto que C,=0.02 (medindo o impacto que
tem na populacao de cada espécie a interac¢do com a outra). Considere ainda que o parametro C;=20
(indicando o nimero minimo de coelhos que € necessdrio existirem por raposa para que estas nao passem
fome).

Para um grupo inicial de 20 raposas encontre o numero minimo de coelhos que deve adicionar para ga-
rantir que ambas as populagdes ndo se extinguem (a extingdo de uma espécie ocorre quando o niimero de
individuos € menor que 2).
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e) Obtenha os graficos que mostram a evolugao (por trés anos) das duas populacdes para os seguintes valores
iniciais das populagdes:

Niuimero inicial de coelhos: 100 100 100 200 400 1000
Nuimero inicial de raposas: 100 50 20 40 20 100

f) Sabendo que as populagdes de coelhos sofrem, frequentemente, surtos de uma doenga que reduz em 80%
a populagdo existente, determine ap6s que periodo de tempo ?#; tal pode acontecer sem comprometer a
sobrevivéncia das duas espécies - para tal considere o caso em que partimos de populacdes iniciais de 20
raposas e 300 coelhos. Obtenha os grificos com a evolugdo das populacdes por dois anos, nos casos de ¢
menor e ¢ maior que esse valor limite.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolucao usado nas vérias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

A.3 Lancamento de projécteis

O projéctil disparado por um canhdo descreve, quando sujeito 4 for¢a de gravidade e ao atrito do ar, a seguinte
trajectoria 7=(d, h) (onde d € a distincia na horizontal e & a altitude), ao longo do tempo ¢:

h(t;vg,6p,C) C(vp+80) (1—6_‘/C) —gCt

Cvy (1 fe_’/c) )

A velocidade inicial dada ao projéctil é VE(vd,vh):(vo cos 6y, vp sin 00), onde 6y € o angulo com a horizontal
(20°<6y<80), sendo a aceleragio da gravidade g=9.75x 1073 km s~2. A “transparéncia” do ar é medida por C,
e o canhio estd localizado na origem (0, 0), disparando em =0. O tipo de muni¢des disponiveis sdo:

d(t;vg,60,C)

Tipo Vo Alcance maximo
(km/s) (km)
A 0.5 ~5
B 1.0 ~ 10
C 2.0 ~21

Pretende-se construir um cédigo que indique as condi¢des que se devem usar para se poder atingir um ponto no
terreno. Este cddigo serd desenvolvido para um canhdo colocado num planalto que controla um vale onde o inimigo
de move. A regido em causa é descrita por uma malha (x,y) de pontos onde se conhece a altitude relativa ao ponto
onde estd instalado o canhéo: (0,0). Estes dados estdo disponiveis por download.

a. De forma a determinar qual o atrito do ar na zona de disparo, efectuaram-se varios testes no planalto esco-
Ihendo a velocidade vy e o angulo 6y. Para diferentes tipos de muni¢cdes mediu-se os seguintes valores da
distancia na horizontal d,, a que o projéctil atingiu o solo.

Vo 6o d,
(km/s) () (km)

0.5 40 4.86
0.5 50 4.14
0.5 60 3.24
0.5 70 2.22
0.5 80 1.13
1.0 70 449
1.0 80 2.28

Construa um programa que a partir dos valores de (vo, 6p) e a distincia a que o projéctil atingiu o solo d,,
determine o tempo 7, que demorou a atingir o solo e o valor C que caracteriza a transparéncia do ar no local.
Use os valores da tabela para estimar o valor médio de C para o local de disparo.
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Note que no instante em que o projéctil atinge o solo no planalto se tem que h(#,)=0 (com ¢,>0), e ainda
d(t,)=d,.

b. Construa um programa que a partir da malha que descreve o terreno determine por interpolacdo (a duas
dimensdes - em x e y) o valor da altitude z=z(x, y) no terreno para qualquer ponto (x,y) da regido. Determine
o perfil do terreno, representando-o num grafico, quando nos deslocamos em linha recta entre o ponto em
que se encontra o canhdo e a posicdo x=13 km e y=9.0 km.

c. Construa um programa que determine, ap6s escolha da velocidade do disparo (tipo de muni¢do), qual o
angulo 6y de disparo que se deve usar para atingir um alvo cuja localiza¢do no terreno é: (x,,y,). Use esse
codigo para determinar o valor de 6 para os seguintes alvos (especificando qual o tipo de muni¢@o que deve

usar):
Alvo X4 YVa

(km)  (km)
1 1.03 3.17
2 3.04 521
3 5.52  0.51
4 6.11 9.52
5 10.11  2.78
6 17.03 2.04
7 12.15 8.09
8 19.10 8.99

Represente graficamente o trajecto do projéctil para quatro dos alvos indicados na tabela, mostrando simul-
taneamente o perfil do terreno ao longo desses trajectos.

Dada a localizagio do alvo (x4, Y, ), pode definir o valor de d,=+/x2+y2 € h,=z(x,,y4) (note que nas tabelas
fornecidas z é dado em metros enquanto que x e y sdo dados em quilémetros).

Escolhido o valor de vy (tipo de muni¢do), pode usar as equagcdes do movimento para determinar qual o
valor de 6y necessdrio para atingir esse ponto. Para tal deve usar o valor de C estimado na alinea a).

d. [Pergunta de valorizacao - facultativa!] Face a incerteza em estimar o valor de C, e na precisdo com que
pode calcular a altitude do alvo, encontre uma forma de estimar o erro com que é possivel apontar o canhdo
nestas condicdes.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolucio usado nas vérias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

A.4 Sismologia do Sol

No estudo da estrutura interna do Sol, recorre-se aquilo que sdo conhecidas como as oscilacdes solares. Para todos
os efeitos sdo o equivalente a sismos na Terra, e tal como cd, também no Sol podem ser usados para inferir a estru-
tura nas camadas internas da nossa estrela. Esta informacdo vem sob a forma de frequéncias de oscila¢do () cujo
valor estd associado a modos préprios caracterizados por dois (pressupondo simetria esférica) nimeros qunticos -
isto é, duas dimensdes espaciais. Estes sdo o grau (£) do modo e a sua ordem (n). Dai que cada valor de frequéncia
seja da forma @y (n).

Uma das informagdes que se pode extrair diz respeito a base da zona exterior convectiva (zona de “ebuli¢do” do
gas). Em particular onde esta se localiza e suas caracteristicas principais. Tal pode ser feito através do estudo do
sinal periddico, originado por esta regiao do Sol, presente nas frequéncias de oscilagdo que € facilmente extraido
através da seguinte fungao:

d? @y

dn%

Sa(wp) =

Esta funcéo pode ser calculada para todos os conjuntos de valores que t€m o mesmo grau /.
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— Recorra ao cdlculo numérico para obter os seguintes resultados;

a. Célcule os pardmetros M; da spline ctbica natural que interpola a seguinte tabela de valores;

x: 00 15 20 35 40 50 6.1 7.0 82 9.0
y: 20 10 00 05 08 20 00-10 0.0 0.0

De forma a poder utilizar o programa nas alineas seguintes garanta que este € suficientemente geral para
poder ser utilizado para qualquer tabela de n+1 pontos.

b. Obtenha os valores de S;(@y), recorrendo a interpolagdo por splines polinomiais ctibicas naturais, para
cada subconjunto de valores de @y(n) (dados nas tabelas anexas) com o mesmo valor de ¢. Represente
graficamente todos os valores de S, (@) obtidos para as duas tabelas dadas (SM e OM).

c. Através da descricdo tedrica da origem deste sinal detectado na alinea b) € possivel determinar que este tem
uma forma do tipo

Si(w) = ap+a 3000 +ap cos (aa 3000) +a3 sm( m)

+
+7aa)? 5 cos(ocb 2060)+ a)? 5 s1n( LO)
(2000) (2000)

onde o,~85.2 e a~18.35. Recorrendo ao método dos Minimos Quadrados obtenha a melhor funcdo
aproximadora, calculando os coeficientes a, nos dois casos em estudo; SM e OM. Represente graficamente
os pontos usados e as fun¢des aproximadoras obtidas para ambos os casos. Conclua se os dois modelos do
Sol em estudo sdo iguais usando os valores obtidos para os parametrso a; nos dois casos.

Todas as Tabelas estdo disponiveis em formato electrénico.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolugdo usado, e inclua também a listagem do(s) programacs)
construido(s) bem como os resultados obtidos (ndo esquecer os graficos pedidos).

A.5 Planeamento de uma pista de ski

Na estacdo de ski de que se junta o plano de pistas pretende-se construir uma nova pista passando nos pontos A — H
assinalados.

Para projectar o trajecto desta pista, e devido ds restricdes na curvatura que € necessario impor na sua construgao,
deve-se recorrer ao uso de splines ciibicas como funcéo interpoladora.

a. Construa um programa que dada uma tabela de pontos {x;, f;}_, calcule, num ponto x, o valor da spline
ctibica completa que interpola os pontos da tabela.

b. As cotas dos pontos indicados no mapa sio;

Ponto d h
A 0.0 0.0
B 2.9 1.1
C 7.0 1.4
D 10.4 2.0
E 13.8 2.4
F 15.0 3.8
G 16.3 5.6
H 18.0 6.2
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Recorra ao uso de uma spline ciibica para determinar o trajecto que necessariamente passa nos pontos
indicados e exigindo que a pista seja horizontal tanto na zona de partida como de chegada. Obtenha as cotas
do trajecto assim calculado para os seguintes valores de d: {1.0,8.0,14.0,17.0} .

c. Esboce o grifico da nova pista, indicando também os pontos calculados na alinea b).

Apresente um pequeno relatério descrevendo as propriedades da funcéo interpoladora usada e método de calculo
desta. Inclua também a listagem do programa construido bem como os resultados obtidos/pedidos.

A.6 Trajectoria de um cometa

De acordo com a primeira lei de Kepler um cometa deve ter uma 6rbita eliptica, parabélica ou hiperbdlica (igno-
rando as forcas de atracg@o gravitacional dos planetas).

A posi¢do do cometa é dada, em coordenadas polares, pela equagdo
r=pB—elrcos(d)],

onde B é uma constante e e é a excentricidade da 6rbita, sendo e<1 para uma 6rbita eliptica, e=1 para uma pa-
rabdlica e e>1 para uma hiperbdlica.

Pretende-se estimar a posi¢ao de um cometa a partir de dados obtidos por observagao.

a. Escreva um programa que calcule os coeficientes da combinacdo linear de um conjunto de fungdes da-
das {®; (x)}’}’:() que melhor representa, no sentido dos minimos quadrados, uma tabela de N+1 pontos

{xi, y,-,Ay,'}f/: o» onde Ay; sdo os erros cometidos na medigio dos valores y;.

O programa deve calcular o valor dessa combinacdo num ponto x dado, o residuo nos pontos tabelados e o
erro médio quadratico.

b. Suponha que se fizeram as seguintes observagdes de um cometa desconhecido:

¢: 1.00 1.13 132 137 154 .72 1.89 2.04 2.19 2.26
r: 1.01 108 120 125 142 1.65 195 230 275 3.00
Ar: 0.04 0.03 005 0.02 0.02 0.01 0.01 0.05 0.03 0.04

Usando o programa escrito determine o tipo de 6rbita do cometa e calcule aproximadamente a sua posi¢do
quando ¥=4.6 (radianos). Esboce um grafico com os pontos medidos, as barras de erro e a fungdo aproxi-
madora encontrada.

Apresente um pequeno relatério descrevendo o método de resolucdo usado. Inclua também a listagem do programa
construido bem como os resultados obtidos.

A.7 Alinhamento de astros

A posicao da projec¢ado de corpos celestes no céu € definida por duas coordenadas angulares denominadas declinacao
(6 - medida em graus: 0°-360°) e ascencdo recta (o - medida em horas: 0"-24M) que cobrem assim toda a esfera
celeste. Definindo a origem, qualquer corpo celeste pode ser encontrado se forem fornecidas as duas coordenadas

(a,9).

Trés astros estéo alinhados (isto é, definem um circulo maior) quando as suas coordenadas (¢, d,), (0, 0) €
(0, 8,) satisfazem a seguinte equag@o:

tan(8,) sin(ap—0) +tan(p) sin(o.—0o) +tan(d,) sin(oz—0og) =0.
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Consideremos entdo duas estrelas com as seguintes coordenadas:

Castor (¢ Gem) : o, = 7" 34™M 16.40°
5, =31°53'51.2"
Pollux (B Gem) : oy = 7" 45™ 00.10°
8, =128°02/12.5".

Construa os seguintes programas;

a. Que calcule o valor de sin x usando o facto de

0 x2i71

sinx= Y (=1)"" i1

i=1

com erro inferior a €. Obtenha os valores nos casos de x={7/4,7/2, 7} usando e=107°.

b. Que determine a hora, com erro inferior a €=0.05°, em que Marte esteve em alinhamento com as estrelas
dadas acima, no dia 1 de Outubro de 1994 (¢ € [1,2]). Para tal considere que nesse dia o deslocamento de
Marte na esfera celeste é descrito por:

a.(t) = (2m25.67%)t+7"58™23.32¢
S.(t) =—(550.7")t+21°3528.9

onde ¢ € o tempo em unidades de dias, contados a partir do inicio de Outubro.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolucdo usado nas vdrias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

A.8 Construcao de um oleoduto

Pretende-se construir uma conduta de petréleo entre um planalto e a planicie (ver figura). Para tal € necessario
definir os pontos do trajecto que esta deve seguir. Duas propostas foram feitas tendo em consideracdo a acessibili-
dade dos nodos da conduta e custos de construcao.

Notando que a curvatura da conduta é determinante na capacidade de transporte de petréleo bem como na re-
sisténcia desta, estabeleceu-se como critério de selec¢ao entre as duas propostas, que fosse escolhida aquela que
apresentar um menor maximo da curvatura em todo o trajecto.

— Construa os seguintes programas;

a. Que resolva um sistema tri-diagonal de N equagdes lineares. A resolucdo numérica do sistema ndo deve
recorrer ao uso de matrizes N X N, aproveitando por isso, o facto da matriz operadora ser tridiagonal. Utilize
o programa no célculo de X, tal que

2 1 0 0 ~1
12 300 o (12
0 -1 0 1 | 12
0 0 23 -1/2

b. Que dada uma tabela de n pontos calcule os pardmetros da spline ctibica natural que os interpola. Consi-
dere a seguinte tabela, e usando o programa desenvolvido calcule os valores dos parametros M; da spline
interpoladora nos pontos da tabela;

x: 0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100

y: 20 1.0 00 15 18 20 10 —-10 00 05 0.0
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¢. Que dado um trajecto determine o médximo da curvatura em todo o percurso, usando como modelo para
a conduta uma spline cubica. Use o programa para determinar qual o trajecto a escolher, entre os dois
fornecidos, face ao critério definido.

Trajecto 1 Trajecto 2
x(km) h(m) X (km) h(m)
0.0 0.0 0.0 0.0
5.0 5.0 9.0 8.0
26.0 25.0 20.0 30.0
355 80.0 30.0 35.0
440 105.0 36.0 80.0
50.0 109.0 41.0 116.0
60.0 100.0 53.0 106.0
60.0 100.0

Apresente um relatério descrevendo o método de resolucdo usado nas vérias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

A.9 Control da dosagem de um farmaco

O atracurio ¢ um farmaco que produz bloqueio neuromuscular, sendo correntemente utilizado em Anestesia para
induzir um relaxamento muscular em pacientes durante intervengdes cirdrgicas.

O modelo que descreve a relagdo (dindmica) entre a quantidade administrada u(¢) (por via endovenosa na situagdo
presente) e a concentragdo de efeito induzida C,(¢), é referido por "Modelo Farmacocinético”. Para o atractrio, e
nas dosagens habitualmente utilizadas na pratica clinica, o modelo é razoavelmente bem descrito por um sistema
linear de 3° ordem, com uma resposta impulsional do tipo,

C.(t)=ay e Mt gy e Rt + a3 e Mt a,b>0.
O efeito induzido pelo atracirio r(¢) (o nivel de bloqueio neuromuscular) esté relacionado com a concentragdo de

efeito. O modelo que descreve esta relacdo € designado por "Modelo Farmacodindmico”. Para o atractrio, este
modelo pode ser descrito pela relacdo ndo linear (equagdo de Hill):

100
r(t) = W 3 Cpso, 7> 0.
1+ [e }
Cpso

Nestas equagdes os pardmetros (aj,daz,as, A1,A2,A3,Csp,¥) sdo (muito) diferentes de individuo para individuo,
sendo ainda de admitir que possam variar de forma significativa ao longo de uma intervencao cirdrgica. Reparar
que numa situagéo de auséncia total de relaxamento, C,(¢)=0 e r(#)=100. Enquanto que numa situagéo de grande
relaxamento, C,(¢)>>1 e r(¢)~0. Na pratica clinica é corrente induzir um relaxamento alto (r(¢)~0) no inicio de
uma intervengdo cirdrgica para uma intubacao fécil. Este efeito é obtido através da administragdo rapida (por via
endovenosa) do farmaco (dose tipica para o atracirio = 500 u g/kg).

— Usando os resultados de um teste ao doente, fornecidos em anexo, proceda aos seguintes calculos;
a. Construa um programa geral que dado (n+1) pontos {x;, f;,e;};_. onde e; s@o os erros na medida f;, e
(m+1) fungdes [@o, @i, ..., O], encontre a melhor combinacdo linear destas no sentido dos minimos qua-
drados pesados que aproxima os pontos dados. Construa o programa de forma que os coeficientes sejam

calculados para valores normalizados dos x;, isto é, a partir destes que seja a tabela {x/, f;, ei}?:o que é usada
no cdlculo dos coeficientes, tal que x;€[—1,1].

Aplique ao caso de: @p(x)=1, ¢ (x)=x e ¢2(x)=(3x>—1)/2 e os pontos dados na tabela;

137



138 METODOS NUMERICOS

Xi fi e;
0.0 0.0 0.1
5.0 5.0 0.2
260 250 04
355 80.0 0.2
44.0 1050 1.1
50.0 109.0 0.8
60.0 100.0 0.5

AN R W = O~

b. Obtenha no caso do doente cujos valores sdo fornecidos, a fungéo C,(¢), sabendo que
(M1,42,43,Cp50,7) = (0.315,0.035,0.100,0.652,4.25) ,

no sentido da aproximacao definida na alinea anterior.

Apresente um relatério descrevendo o método de resolu¢do usado nas vdrias alineas. Inclua também a listagem
dos programas construidos bem como os resultados obtidos.

e Tabela de valores disponivel electronicamente.

138



A. TRABALHOS PRATICOS 139

139



(©2015 Universidade do Porto, Portugal



	Sumário
	Erros numéricos
	Introdução
	Erro absoluto
	Erro relativo
	Algarismos significativos

	Erros de arredondamento
	Regras de arredondamento
	Representação dos erros

	Erros de truncatura
	Critério da série alternada
	Critério de d'Alembert
	Critério de Cauchy

	Avaliação de funções
	Funções de um parâmetro
	Funções de vários parâmetros
	Exemplos: soma e subtracção de valores

	Soluções de funções implícitas
	Exercícios
	Resolução numérica de equações
	Localização das raízes
	Números de Rolle
	Método gráfico

	Método das bissecções sucessivas
	Método iterativo simples
	Condições de aplicabilidade
	Convergência e expressão para o erro do termo de ordem n
	Ordem de convergência

	Método iterativo de Newton
	Condições de aplicabilidade
	Convergência e expressão para o erro do termo de ordem n
	Algoritmo de Horner
	Variantes: declive fixo, secante e falsa posição
	Resolução de equações dadas por funções implícitas

	Exercícios

	Interpolação numérica
	Função interpoladora
	Interpolação polinomial
	Polinómio interpolador na fórmula de Lagrange
	Erro de aproximação usando interpolação polinomial
	Polinómio interpolador por recorrência: fórmula de Aitken-Neville
	Polinómio interpolador por recorrência: fórmula de Newton

	Interpolação por splines polinomiais
	Splines de grau 0, 1 e 2
	Splines cúbicas (grau 3)
	Resolução de sistemas de equações lineares

	Outras funções interpoladoras
	Exercícios

	Aproximação numérica
	Função aproximadora
	Método dos Mínimos Quadrados
	Aproximação por monómios
	Aproximação por bases ortonormais de polinómios
	Aproximação por outras funções
	Mínimos Quadrados ponderados

	Aproximação de funções
	Exercícios

	Cálculo numérico de derivadas e integrais
	Cálculo numérico da derivada de uma função
	Fórmula das diferenças centrais de segunda ordem
	Fórmula das diferenças centrais de quarta ordem
	Efeito dos erros de arrendondamento no cálculo da derivada
	Cálculo da derivada recorrendo a interpolação
	Cálculo da derivada recorrendo a splines

	Cálculo numérico de integrais
	Regras simples de integração
	Regras compostas de integração
	Cálculo do integral recorrendo a splines cúbicas
	Cálculo do integral recorrendo a outras funções interpoladoras

	Exercícios

	Resolução numérica de equações diferenciais
	Problemas de valor inicial
	Uma equação diferencial de primeira ordem
	Método de Runge-Kutta de segunda ordem
	Método de Runge-Kutta de quarta ordem
	Duas equações diferenciais de primeira ordem
	Uma equação diferencial de segunda ordem

	Problemas com condições fronteira
	Método ``shooting''

	Exercícios

	Bibliografia
	Trabalhos práticos
	Análise de um modelo da estrutura interna do Sol
	Monitorização das populações de coelhos e raposas
	Lançamento de projécteis
	Sismologia do Sol
	Planeamento de uma pista de ski
	Trajectória de um cometa
	Alinhamento de astros

	Construção de um oleoduto
	Control da dosagem de um fármaco






