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Resumo. Apresenta-se um Método de Elementos Finitos (MEF) com umaufacdo de
Petrov-Galerkin para a resolugdo numérica da equaggmgularized Long WavéRLW). O es-
guema proposto recorre a discretizagdo por elementos fimtoespaco e no tempo. Introduz-se
uma correccdo da dispersdo numérica bem como um mecanigsipativo altamente selec-
tivo, atraves de termos adicionaipwindnas funcdes de peso. A integracdo no tempo recorre
a um esquema do tipo predictor-corrector com trés passoctores. A formulacéo permite
uma precisdo de quarta ordem na forma linear, sendo condalioente estavel. llustra-se

a apresentacdo com trés experiéncias numericas, cujotae®s sdo comparados com casos
similares presentes na literatura: propagac¢édo de uma omditésia; colisdo de duas ondas so-
litrias; propagacéo ebreak-upde um impulso de Maxwell. Conclui-se que o esquema possui
boas propriedades conservativas e elevada precisao.
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1. INTRODUCAO

A equacao RLW foi inicialmente proposta por Peregrine [Yhpaodelar a propagacao uni-
direccional de ondas superficiais na dgua, fracamente néaréis e fracamente dispersivas.
Posteriormente, Benjamet al. [2] propuseram a utilizacdo da equacdo RLW como uma alter-
nativa vantajosa a equacao de Korteweg-de Vries (KdV) g podelar uma classe mais geral
de fendbmenos fisicos. Abdulloev et al. [4] mostraram nuca@nente o comportamento inelas-
tico da colisdo entre duas ondas solitarias modeladas foegeacdo. Este comportamento
resulta do facto de apenas trés grandezas serem consgredmlasodelo RLWI[5].

Varios autores propuseram solu¢des numéricas da equadicc®ih base no Método das
Diferencas Finitas |1,16, 7] 8]. No que diz respeito ao Métdds Elementos Finitos (MEF)
as formulacdes publicadas utilizam geralmente técnicssdukas emaplines[9, (10,1112} 13,
14,[15,[16]. Luo e Liul[1l7] propbem a uma formulacdo de elepefihitos mistos. Estas
formulages do MEF recorrem usualmente a aproximagdes oatmaidadeC"!.

O esquema apresentado baseia-se numa formulacdo de Betevkin, com discretizacéo
pelo MEF no espaco e no tempo, e com continuidatleAs funcdes peso sdo derivadas das
propostas por Yu e Heinrich [18] para problemas de convedg@asdo. O método pode ser
estendido as equacdes do tipo Boussinesd [19, 20].

Na Seccapl2, descreve-se a equacdo RLW. Na SEccéo 3, apresarformulagéo de Petrov-
-Galerkin utilizada. Na Seccdd 4, descrevem-se e comesgalrés experiéncias numeéricas:
propagacdo de uma onda solitaria; colisdo de duas onda&drisasli propagacéao lereak-up
de um impulso de Maxwell. A evolucdo temporal das grandeaasarvadas, bem como das
normas do erro, é comparada com as registadas na literafimalmente na Seccdd 5 sdo
enumeradas as conclusoes.

2. O MODELO MATEMATICO
A equacao RLW pode ser escrita como
Uy + Vg 4+ S Uty — 1% Uggy = 0, (1)

ondev € a celeridade assimptotica das ondas longas,.esao respectivamente os coeficientes
de nao linearidade e de dispersividade. Uma versao adioratsia equacadl(1) pode ser obtida
através da mudanca de variaveis:

X
r——, t——, u—au, (2)
K RV
ondex é 0 numero de onda € € a amplitude da onda. Redefinindo os parametros de néo

linearidade e de dispersividade, respectivamente, coma §/v e o = ku, ter-se-a:
Up + Uy + EUUL — 0 Ugye = 0. (3)

Na equacad{3), os dois primeiros termos &8d ), o terceiro termo & (¢) e o quarto termo é
O (¢?%). Considerar-se-do apenas problemas fracamente nacehnefiracamente dispersivos,
para os quais ~ o2 < 1.
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3. ESQUEMA DE PETROV-GALERKIN

Seja@ = Q2 x T o dominio espaco-temporal de interesse, dnde [0, L] € o dominio espa-
cial eT = [0, 4+o00[ € 0 dominio temporal. Consideremos uma discretizac@p el® elementos
finitos, no espaco e no tempo. S&jaim espaco funcional constituido por funcdes polinomiais
continuas, bilineares por bocados, e sgjam espaco de fun¢des polinomiais descontinuas,
lineares por bocados no espaco e quadraticas por bocadespo.tA formulagéo de Petrov-
-Galerkin do modelo[{3) sera: determinar a fun¢da;,t) € V, tal que, qualquer que seja a
fungdoy (z,t) € S, se tenha

t+At L .
/ / U (G + Gy + 0l — 0% llgy) dzdt=0. (4)
t 0

A solucdo numérica é interpolada em cada elemento por:

=Y N, (5)

T t T t

N:<1——> T T A (L

! Az < At) C T Az ( At) ’ ©)

Tt T\t

N. N, = (1 - —) -

’ ! Az) At
Nas funcdes de form&l(6),é a coordenada espacial locdl@a coordenada temporal local. O
elemento tem comprimentdsr e At.

As funcdes de pesa;, sdo descontinuas, lineares no espaco e quadraticas no. teistas

funcdes sao definidas em cada elemento apenas para os nop&@&ds quais = At, sendo

Ax Ax At

bi(z,t) = ¢ +a 5 (@i), + 8 1 (@)t » (7)

onde as fun¢des bage séo

T ot t TNt t
py =6 — (1 — =6 (1- ) 2 (1-1).
7 =0, At( At) e =6 ( Ag;) At( At) ®

Funcdes peso deste tipo foram originalmente propostasyperheinrich [18] para problemas
de conveccao-difusdo. As fungGese o4, € as suas derivadas parciais estdo representadas na
Figurall.

O coeficientes é escolhido por forma a eliminar o erro numérico dispersivongis baixa
ordem, enquanto o coeficienteestabiliza o esquema introduzindo um termo numérico dissi-
pativo de ordem elevada.
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Figura 1. Fung@es de peso bgsee ¢4, e suas derivadas parciais.

Expandindo a funcédo peso na expres§&o (4) conduz a

At eLom Az . AxAt . Az, .
qut+a7§0$ut+ﬁ (pxtut+(p(1+€u)ux+a7§0$ (1+Eu)u$
t 0

4
Az At | . o T . N Ax At | .
+ﬁ 4 Pt (1+5u) uaﬁ_(pojuxxt_a?wa:ojumct_ﬁ 4 (pxtozua:a:t
drdt =0, 9)

e apos integracédo por partes e algum rearranjo algébrioayafacao de Petrov-Galerkin torna-
-se: determinar a funcéo(z, t) tal que

t+AL L
/ (Pl + @iy + PGy + 07 Py liy) dudi
L
Az , . o o L
/ 7(¢xut+¢xum T EYrQy +0'2Q011Umt)dl’dt
0
t+At Al‘At
+/ / B— (ot @ + Put Uiy + € PutGn + 07 Pt Uy ) dar
t 0

t+At A Ax At L
- / [UQQﬁmt +()57x02 Pa a:vt +ﬁ x4 02 @mt ﬁmt dt = 07 v@a (10)
t 0
ondeg = 4?/2, e no interior de cada elemento
4 42
=) N,—. 11
g z; 5 (11)

4
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Tendo em conta que:

(a) a segunda derivada espacial das fungbgs,é identicamente nula;

(b) senda3, Az, e At assumidos como constantes no interior de cada elementiegrahdo
produto de duas derivadas parciais em ordem ao tempo € saaipre

alguns dos termos no segundo, no terceiro e no quarto ihtegraquacao(10) sdo sempre
nulos. Desta forma, a formula¢cdo10) pode ser substitiddedeterminar a funcao (x, t) tal
que

t 0
t+At L Al‘
t 0
t+At L Ax At o o
+/ / 15} 1 (Pt Uy + € Put G) dxdt
t 0
t+At A L
—/ {o—%axﬁa;a?%am dt =0, V. (12)
t 0

3.1. Integrac&o no tempo

O método dos elementos finitos no espaco e no tempo des@itdyz a um esquema de
integracdo no tempo a um passo. No entanto, devido a predengan termo ndo linear na
equacao RLW, é necessario recorrer a um processo iter®iapde-se um esquema do tipo
predictor-corrector com trés passos correctores.

Passo predictor: reescrevendo a equacaagl(12) numa forma matricial, nAdmadws termos
de fronteira, no passo predictor havera lugar a resolucdeglante equacéao:
(M +0?K) Aug = f". (13)
M e K séo as matrizes de massa e difuséo, respectivamente, emffuamvector solicitacao
no instante,,, € dado por
At Ax

f"=—-AtC (0" +e¢q") — g K@u"+eq"), (14)

ondeu™ € o vector dos valores nodais da fun¢acalculados para o instantg eq™ é o vector
dos valores nodais dé# /2 para o mesmo instante. O vector dos incrementos naflais, &
Aug = uftt —u". (15)
O indice, indica os valores calculados no passo predictor.
Passo corrector: o sistema de equacdes a resolvekrgsimo passo corrector €
(M + 0’ K) Auy, = £ £, (16)
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onde
Auy, = uptt —u". (17)

Os vectores solicitaca® e f**! para os instantes et,., sdo, respectivamente:

At A At A
f”:—TC(u"—l—aq")—%(ak—xCT—i—ﬁk xK) u”

2 4
At Ax At Ax (18)
G =K - S K (0 e )
e
At A At A
= = C (g +eat) - (ak 7”3 C' + B — d K) ut 1)
19
At Az At Az
+0 — eKql| —ay K (uit] +eqpt)) ,

ondeC é a matriz convecc¢ao e o indigéndica os valores calculados kReésimo passo correc-
tor.
As matrizes globais de massa, difuséo e convecgao séo:

2 1 1 -1
M= 27 1 4 1 K- | 212 a1 |,
6 Az
i 12 i -1 1
11
1
C=3 10 1 . (20)
11

3.1.1. Precisao e estabilidade do esquema

Num trabalho prévio, Avilez-Valente e Seabra-Saritos [2d¢@deram a uma analise de es-
tabilidade e precisdo do esquema de elementos finitos teddificou-se que os coeficientes
« e § devem assumir diferentes valores em cada iteracao.

Assim e desde que ~ Az, 0s autores mostraram que fazendo

1
1—Cr21202° W

=0, (21)

ap=Cr, a1 =0, ag =

bo=0, === 22)

0 esquema na sua forma linear tem uma precisdo de quarta er@suoa estabilidade é garantida
com um termo dissipativo de quinta ordem.
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Figura 2. Regido de estabilidade para o terceiro passootorre

Em (22),Cr é o nimero de Courantéé uma razdo entre a dispersividade do meio e a
discretizacéo espacial do dominio. Estes dois numerosadionais definem-se como

At o
Cr=+ eG—w@ZE. (23)
A estabilidade é no entanto condicional e sé esta garanéidags combinacdes dé- e ¢
tais que
2+ Cr?+40°
1—-Cr?2+4262
Pode-se mostrar que esta condicao é satisfeita para todatooss de) > 1 desde que'r <
0.8 (cf. Figural®).

—-3Cr>0. (24)

3.2. Modelo RLW dimensional

Para a equacao RLW dimensioridl (1), a formulacédo de Petaberin € ligeiramente mo-
dificada. Neste caso escreve-se: determinar a fua¢ao) € V, tal que, qualquer que seja
Y (z,t) € S, setenha

t+At L
/ / lp(ut—l—uux—l—éuux—uzumt) drdt =0. (25)
t 0

A funcéo pesa) define-se para os nés 4 como

> . Az | Az At |
Vi (z,t) = @i+ a 75 (i), + 08 10 (i) gt - (26)

As fungdes base; ndo se alteram. O numero de Courant e o parametro de disG@izia

7
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malha s&o redefinidos como
7]
Cr=v— e 0=+vV6—. 27
"IV AR Ve Az 27)
Finalmente, para o esquema predictor-corrector, as mesxpasssded (21) €(22) devem ser
usadas para, e [, respectivamente.

4. EXPERIENCIAS NUMERICAS

Procedeu-se a trés experiéncias numéricas: propagacanalenda solitaria; colisdo de
duas ondas solitarias; propagacdweak-upde um impulso de Maxwell.

4.1. Onda solitaria

Com as condigfes fronteira — 0 quandor — Z4oo, a solugéo tipo onda solitaria da
equacaol(l) é
u (x,t) = 3¢ sech? [k (x — vt —x0)] (28)

ondev = 1 + dc € a celeridade da ondaxredado por

oc
= 2
K \/ngv, (29)

€ 0 numero de ond&xr/x representa um comprimento da onda.
O modelo RLW conserva apenas trés grandezas: massa, @uintie movimento e energia
[5], as quais para a equacdid (1) sdo

+o0o +oo +oo
11:/ u dz, 12:/ [w® + p? (um)Q] dz, 13:/ (u® +3u?) de.
—0oQ — 0o — 0o (30)
A variacdo destas grandezas ao longo das simulacdes edegpsira verificar as propriedades
conservativas do algoritmo numérico. As normae L.,

N 1/2
n n 2
Ly = |[u®®—u"|, = (A:U Z |uSe — | ) : (31a)
1
Leo = [[u®®— ||, = max |u$®"— u?| | (31b)
J

medem as diferencas média e maxima, respectivamente asrgoducdes analitica e numérica,
mostrando a capacidade do esquema de elementos finitosrpaea @ amplitude e a posi¢cao
da onda solitaria, ao longo do tempo.

Para comparacdo com resultados anterioréd [12, 18, N15oh6du-sev = § = 2> = 1. O
dominio de célculo é < [0,100] comAz = 0.125 e At = 0.1, pelo queCr = 0.8 e = 8/6.
A condicao inicial é dada pela expressgd (28) com= 40, ec = 0.1 pelo que a onda tem
amplitude0.3. A simulacdo estende-se até- 20. Na FigurdB regista-se a evolucdo da onda
numeérica e da sua primeira derivada espacial. E 6bvia a rii@esia de oscilacdes de origem
numerica, nem qualquer degradacéo do perfil da onda.

8
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Método Tempo I I I Ly x 10° Lo x 103
MEF Petrov-Galerkin (proposto)
0 3.979927 0.8104625 2.579007  0.00000 0.00000
Cr=0.8 4 3.979944 0.8104625 2.579007  0.01549 0.00695
8 3.979947 0.8104625 2.579007  0.03000 0.01343
6 =86 12 3.979946 0.8104625 2.579007  0.04306 0.01868
16 3.979939 0.8104625 2.579007  0.05464 0.02292
20 3.979909 0.8104625 2.579007  0.06493 0.02643
MEF minimos quadrados (quadratico)|[15]
0 3.97993 0.795990 2.57901 0.000
Cr=0.8 4 3.98182 0.801095 2.59677 0.089
8 3.98337  0.806211  2.61453 0.350
6 =86 12 3.98555 0.811733 2.63362 0.783
16 3.98807 0.817630 2.65395 1.397
20 3.99046 0.823457 2.67399 2.157
MEF minimos quadrados (lineaf) ]13]

0 3.97993  0.810461  2.57901 0.002 0.007
Cr=1 4 3.98041  0.810111  2.57785 1.090 0.487
8 3.98085  0.809749  2.57666 2.109 0.892
0 =10v6 12 3.98128  0.809390  2.57547 3.049 1.224
16 3.98169  0.809030  2.57428 3.905 1.510
20 3.98203  0.808650  2.57302 4.688 1.755
MEF Galerkin quadratico corB-splineqLZ]
0 3.97992  0.810463  2.57901 0.000 0.000
Cr=1 4 3.97993  0.810464  2.57901 0.046 0.017
8 3.97993  0.810465  2.57901 0.090 0.036
6 =10v6 12 3.97992  0.810463  2.57901 0.135 0.054
16 3.97992  0.810463  2.57901 0.179 0.071
20 3.97989  0.810467  2.57902 0.220 0.086

MC B-splinescibicos|[16]
0 3.979926 0.8104621 2.579007  0.00000  0.00000
Cr=0.8 4 3.979947 0.8104603 2.579000 0.05633 0.02293
8 3.979968 0.8104625 2.579009 0.10864 0.04575
0 =86 12 3.979982 0.8104610 2.579002 0.16235  0.06634
16 3.979983 0.8104601 2.578999  0.21245  0.08553
20 3.979958 0.8104596 2.578999  0.26086 0.10299
MC splitted B-splinestbicos|[16]
0 3.979926 0.8104621 2.579007  0.00001 0.00001
Cr=0.8 4 3.979954 0.8104622 2.579005 0.04570  0.01783
8 3.979976 0.8104618 2.579007  0.09042 0.03583
6 =86 12 3.980005 0.8104624 2.579006 0.13554 0.05340
16 3.980018 0.8104624 2.579006 0.17892  0.06960
20 3.980016 0.8104624 2.579006  0.22050  0.08448
MC splitted B-splinegjuadraticos/[116]
0 3.979926 0.8104646 2.579007  0.00000  0.00000
Cr=0.8 4 3.979930 0.8104626 2.578998  0.01757  0.00693
8 3.979924 0.8104606 2.578994  0.02249  0.00887
6 =86 12 3.979926 0.8104621 2.578997  0.03355 0.01072
16 3.979918 0.8104624 2.578999  0.04075  0.01224
20 3.979890 0.8104625 2.578999  0.04315  0.01321

Tabela 1. Invariantes e normas do erro para uma onda salitériplitude= 0.3,0 = 1, . = 1.
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Figura 3. Evolugao da onda solitaria e da sua derivada edpecet = 0,t =4,t =8,¢t = 12,t = 16 et = 20.

3E-05

2E-05

H
m
o)
&

-1E-05

Uexacto — Unumérico

-2E-05

-3E-05

o
=
o

20 30 40 50 60 70 80 90 100

xT

Figura 4. Oerro= solugéo exacta solu¢cdo numéricparat = 20.

O erro absoluto para= 20 (cf. Figurd4) permanece abaixo 8le 10~° em todo o dominio
de célculo mostrando uma boa captura da posicéo e da aneplitudrista da onda. E também
cerca de 100 vezes menor que o mesmo erro para as formulachEsdbaseado em minimos
quadrados, lineares [13] e quadratidos [15].

Na Tabeld1l, a evolugdo com o tempo dos invariahte$, e I3, e das normas do ertb,

e L., € comparada com trabalhos anteriofes [12,[18B, 16]. Podetse que a formulagéo
de Petrov-Galerkin do MEF apresentada, permite obtertezkg superiores em termos de
conservacao e precisdo: a variacadd dearat = 20 esta abaixo d&0—3 %, enquantd, e I; Séo
exactos até ao ultimo algarismo significativo registadare maximo, normd. .., toma o valor

10
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Figura 5. Coliséo de duas ondas solitarias: 120, t = 160, t = 200, t = 240, t = 280, t = 320, t = 360,
t =400, t = 440 et = 480.

0.026 x 10~3 enquanto a normé, vale0.065 x 1073, A formulacdo de Galerkin quadratica
do MEF [12] e o método de colocacdo (MC) cdrsplinescubicos [16] tem propriedades
de conservacao similares, mas com erros, normas L., de grandeza mais elevada, o que
poderéa indicar uma menos eficiente resolucdo da celeridadedb. Somente o método de
colocacacsplittedcom B-splinesquadraticos[[16] consegue resultados similares em termos d
propriedades de conservacao, registando simultaneaereosede menor grandeza.

4.2. Colisdo de duas ondas solitarias

A equacdo RLW néo tem solugdes analiticas para 2 ou maiée®[?2]. De facto, devido
a ndo existéncia de mais do que trés leis de conservacaectmaj-se sobre a ndo elasticidade
da colisédo entre duas ondas solitarias governadas pelgdgdW. Abdulloev et al[]4] ve-
rificaram a existéncia de uma cauda oscilatéria de amplitudeé—3 na colisdo de duas ondas
solitéarias de grande amplitude (10), o que foi confirmado por Gardner e Gardneri [11]. Por
outro lado, Eilbeck e McGuire 7] ndo encontraram evidéwlasta inelasticidade. Alexander
e Morris [9] relatam a producdo de uma terceira onda sd@itda colisdo entre duas ondas
solitarias, mas a sua condicao inicial ndo sdo duas ondiédrisd distintas, pelo que as suas
conclusdes ndo sao correctas.

Nesta experiéncia, estuda-se a colisdo de duas ondasiaslitégidas pela equagdo RLW
@) comv = § = p? = 1. A condigdo inicial é

u(z,t) = 31 sech® [k (v — 21)] + 3o sech® [ky (z — 22)] (32)

come; = 03ec = 0.1, 1 = 16/k; € €xy = 22/Kk1 + 6/K2. O dominio de calculo é

11
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Figura 6. Colisao de duas ondas solitadrias — cauda oscdgiarat = 16, ¢t = 280 et = 480.

r € [0,1000], comAz = 0.5 e At = 0.4, resultanda’r = 0.8 e = 2/6. A simulagéo
prolongou-se até = 600. Na Figurd’b mostra-se a evolucao das ondas durante a celit&o

os instantes = 120 et = 480. As ondas parecem recuperar a sua forma original, mas uma
ampliacado do perfil das ondas mostra a existéncia de uma oaaittdria de amplitude final

10~3. A formacao desta onda é praticamente coincidente comio itdocolisdo (cf. Figural6).

Na TabeldR regista-se a evolucdo do valor numérico dosnv@siantes. \erifica-se quk

€ constante até cinco algarismos significativos, enquangéal/; sofrem uma reducéo relativa
inferior a5 x 1075,

Parametros Tempo Iy I I3
0 11.4740 5.51438 19.3056
Cr=0.28 50 11.4740 5.51222 19.2969
100 11.4740 5.50991 19.2880
0 =2V6 150 11.4740 5.50760 19.2790
200 11.4740 5.50543 19.2704
250 11.4740 5.50525 19.2677
300 11.4740 5.50881 19.2768
350 11.4740 5.50186 19.2559
400 11.4740 5.49885 19.2450
450 11.4739 5.49652 19.2359
500 11.4740 5.49423 19.2270
550 11.4739 5.49194 19.2181
600 11.4739 5.48965 19.2092

Tabela 2. Invariantes para a colisdo de duas ondas sdlitaria

4.3.

Estuda-se a propagacao de um impulso de Maxwell e a suadrareagfao num conjunto de
ondas solitarias, para diversos valores do coeficientespediividade,?> = 0.04;0.01;0.001;

Impulso de Maxwell
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Figura 7. Impulso de Maxwell com? = 0.04 — solugdo para = 9.

comv =1ed = 1. A condicao inicial é
u(z,0) = e @D (33)

O dominio computacional tem comprimenty paray? = 0.04 e u? = 0.01, e compriment0
paray? = 0.001. Em qualquer dos casos utilizou-4e = 0.01 e At = 0.008, logoCr = 0.8.

A evolucdo do valor numérico dos invariantgs I, e I3 esta registada na Tabéla 3, onde é
comparada com a registada na referéncia [11].

Paray® = 0.04, e portantod = 20+/6, a experiéncia decorreu até= 9. Verificou-se
que o impulso se transformou numa onda solitaria (cf. Fiff{@d), com uma pequena cauda
dispersiva cuja amplitude maxima é de cercd.d6 parat = 9 (cf. Figurg[7(0)). O invariante
I, manteve um valor constante, enquahite I5; tém variacées relativas inferiored@°. Para
0 mesmo caso, Gardner e Gardnetr [11] apresentam variagaggagum pouco inferiores a
10~* para qualquer um dos trés invariantes.

Paray? = 0.01, logo# = 10+/6, prolongou-se a experiéncia até= 12. O impulso de
Maxwell desdobra-se em trés ondas solitérias (cf. Figwa}) 8(al como verificado por Gardner
e Gardner{[11], verifica-se a presenca de uma cauda dispersivuma amplitude méxima de
cerca de).015 (cf. Figurg8(0)). Quanto aos invariantés permanece constante durante toda a
simulacéo, enquanth e I; ttm uma variacéo relativa de cercalde*. O método desplines
cubicos [11] regista variacoes relativas erfie® e 5 x 10~ nos trés invariantes.

Finalmente, para’> = 0.001 e # = 3.16 /6, a experiéncia decorre até= 25. O impulso
inicial deu origem a nove ondas solitarias (cf. Fidura]9(@p resultados sdo consistentes com
os de Gardner e Gardnér[11], incluindo a presenca de umapa@steira dispersiva (cf. Figura
[B(b)). No entanto, a amplitude da esteira € menor no presabtho, o que podera indicar uma
dependéncia do método numeérico ou da discretizacao d@izdo que concerne a evolucdo dos
invariantes/; permanece constante, enquafite /3 sofrem uma diminuicdo monotdnica cujo
valor relativo é inferior & x 1073, a qual pode ser devida ao caracter dissipativo do esquema

2
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Figura 8. Impulso de Maxwell com? = 0.01 — solugdo para = 12.
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Figura 9. Impulso de Maxwell com? = 0.001 — solugéo para = 25.

numeérico. O método dasplinescubicos [11] regista variacdes relativas inferiord$)a® para
I, e I, e uma variagdo relativa maxima 8ex 10~* parals.

5. CONCLUSOES

Apresentou-se um esquema de elementos finitos com uma Bgdwube Petrov-Galerkin
para a equacdo RLW. Esta formulacdo é condicionalmenteetstdas apresenta caracteristi-
cas superiores de precisao e estabilidade. Combina prdois@ar de quarta ordem com um
mecanismo numérico de dissipacdo de quinta ordem. As éxps numéricas efectuadas
permitiram verificar que os resultados obtidos comparamréelmente com outros presentes
na literatura, tanto em termos de precisdo como em termoogegdades conservativas.
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Tempo MEF Petrov-Galerkin MEF GalerkBysplinescubicos|[11]
I I I I I I
0 1.77245 1.30345 4.78326 31.7725 34.8484 40.1006
2 1.77245 1.30344 4.78325 31.7730 34.8492 40.1019
4 1.77245 1.30344 4.78324 31.7733 34.8501 40.1029
6 1.77245 1.30344 4.78324 31.7737 34.8507 40.1037
8 1.77245 1.30344 4.78324 31.7739 34.8509 40.1039
0 1.77245 1.26585 4.78326 31.7725 34.8108 40.1006
2 1.77245 1.26579 4.78308 31.7725 34.8108 40.1010
4 1.77245  1.26572 4.78287 31.7724 34.8106 40.1011
6 1.77245 1.26571 4.78283 31.7721 34.8102 40.1006
8 1.77245 1.26571 4.78282 31.7719 34.8097 40.1000
10 1.77245 1.26571 4.78282 31.7718 34.8095 40.0996
12 1.77245 1.26571 4.78282 31.7718 34.8094 40.0994
0 1.77245 1.25457 4.78326 31.7725 34.8016 40.1426
4 1.77245 1.25270 4.77671 31.7724 34.8016 40.1426

8 1.77245 1.25192 4.77335 31.7724 34.8017 40.1439
12 1.77245 1.25127 4.77039 31.7724 34.8016 40.1423
16 1.77245 1.25063 4.76746 31.7724 34.8016 40.1469
20 1.77245 1.25000 4.76455 31.7725 34.8017 40.1540
24 1.77245  1.24937 4.76164 31.7725 34.8018 40.1477

Tabela 3. Invariantes para o impulso de Maxwell.
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