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Resumo. Um método de elementos finitos com uma formulacao de Petrov-Galerkin é
aplicado para a discretizagao a duas dimensoes horizontais das equagoes de Boussinesq.
Este modelo rege a propagacdao de ondas de superficie fracamente nao lineares e disper-
siwas em aguas de pequena profundidade. O esquema utilizado neste trabalho recorre a
discretizacao bilinear no espaco e linear no tempo com condicoes de continuidade C°. O
esquema de integracao no tempo é do tipo predictor-corrector, a um nivel, com precisao e
estabilidade condicional de terceira ordem. A wutilizacdo de fungoes de peso bilineares no
espaco e quadrdticas no tempo permite a introducao de termos de correcgcao da dispersao
numérica e de um mecanismo dissipativo altamente selectivo, mantendo a consisténcia
da formulagao e garantindo as suas propriedades conservativas. Os resultados numéricos
para configuragoes batimétricas a duas dimensoes horizontais sdo comparados com resul-
tados experimentais e com outros resultados numeéricos, nomeadamente para a propagacao
de uma onda solitdria num canal, contornando um pilar cilindrico, e para a oscilacao em
massa de uma bacia quadrangular. Conclui-se que o modelo proposto é estdvel e preciso,
com caracteristicas optimas de convergéncia.

1 INTRODUCAO

A resolug@ao numérica de modelos de propagacao de ondas do tipo Boussinesq recorre geral-
mente ao método das diferencas finitas (e.g. programa Funwave [1][2][3]). Estes esquemas
utilizam filtros numéricos para garantir a sua estabilidade e ao método de Runge-Kutta
de elevada ordem para assegurar a precisao. Recentemente foram publicados varios tra-
balhos onde o método dos elementos finitos (MEF) ¢é usado para a discretizacao espacial
de modelos do tipo Boussinesq (e.g. [4][5][6]), nalguns casos com recurso ao método de
Runge-Kutta para a integragao no tempo. Por outro lado, as formulacoes de Bubnov-Ga-
lerkin para o MEF sao conhecidas por produzir solugoes com elevada dispersao numérica
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[7]. Além disso, em modelos nao lineares sem dissipagao, a acumulagao de energia nas
mais pequenas escalas que a malha de calculo consegue resolver, e o eventual efeito de
transferéncia de energia por efeito de aliasing podem causar ruido numérico e em tultima
instancia tornar o esquema instavel [8]. Os algoritmos numéricos para as equagoes de
Boussinesq devem ser estaveis e ter uma precisao de terceira ordem [9]. A aplicagao de
filtros numéricos é uma das técnicas utilizadas para garantir a estabilidade dos esquemas
numéricos [10], no entanto a sua aplicacao com esquemas de elementos finitos a 2DH
é bastante complexa, conduzindo geralmente a solugdes demasiado dissipativas [11]. A
formulacao apresentada neste trabalho recorre a um esquema de Petrov-Galerkin para o
método dos elementos finitos espago-temporais. E uma extensdo a duas dimensdes ho-
rizontais de trabalhos prévios [12][13][14]. A funcdo peso da formulacao de elementos
finitos é definida por forma a garantir uma precisao de quarta ordem na celeridade de fase
linear e um mecanismo dissipativo altamente selectivo de terceira ordem. Devido a pre-
senca do termo nao-linear, recorre-se a um esquema predictor-corrector para a integracao
no tempo, sendo os coeficientes da funcao peso definidos para cada um dos passos deste
esquema.

Na Seccao 2, decreve-se o modelo de Boussinesq, bem como a formulacao de Petroc-Ga-
lerkin utilizada. Na Secgao 3, descrevem-se e comentam-se duas experiéncias numéricas
destinadas a analisar a precisao e convergéncia do esquema proposto. No primeiro caso, é
simulada uma onda solitaria que se propaga em torno de um cilindro num canal, e os re-
sultados numéricos obtidos sao comparados com resultados experimentais disponiveis na
literatura [4]. No segundo caso é simulada a oscilacdo em massa de uma bacia portudria
e as propriedades de conservacao e de convergéncia do método sao estudadas. Na Seccao
4 sao apresentadas as conclusoes.

2 FORMULACAO MATEMATICA
2.1 Modelo de Boussinesq a 2DH

Para o caso bidimensional e considerando fundos de variagao suave, o modelo de Boussi-
nesq na forma vectorial é dado por:

ou ou ou U 2*U 03U

A A Y By~ B, —— +B,—— +CU=0, 1

or Ty TR, TP gy TP g e o T Pw e T (12)
definido no dominio espago-temporal @ = Q x T, com Q C R? ¢ T = [0, +o00[. O vector
U e as matrizes A, , A, , B,,, B;,, By, e C sao dados por:

¢ u h+¢ 0 v 0 h+(
U= |u|l, A,=|g @ 0|, A,={00v 0 |,
v 0 0 U g 0 v
0O 0 O 0 O 0
h? h?
Bm:§-0—1o,Bw:§ 0 0 -1},
0O 0 O 0O -1 0
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oh  Oh

2[00 0 0 o o
By, =5 (00 0. C=100 0f, (1b)

00 —1 0 0 0

onde ((x,y,t) é a elevagdo da superficie livre, u(z,y,t) é a média vertical da velocidade
horizontal instantanea, h(z,y) é a profundidade, e g é a aceleragdo da gravidade. O
quadrado da celeridade de fase linear do modelo de Boussinesq, Cgoy, ¢ um aproximante
de Padé de ordem [0,2] do quadrado da celeridade de fase do modelo de Airy, quando
kh — 0, sendo k o nimero de onda:

Chon=—""—7 (2)

Nestas condigoes, o modelo de Boussinesq é valido apenas para kh < 7/2, ndo represen-
tando correctamente a propagagao de ondas em aguas de profundidade relativa elevada.
2.2 Formulagao de Petrov-Galerkin

A formulacdo de Petrov-Galerkin para o modelo (1) baseada numa discretizagao em ele-
mentos ﬁnitosA no espaco e no tempo, consiste em encontrar a funcao vectorial aproximada
U(x,y,t) = ((,1,0) definida em ]0, L[x]t™, t™*+D[ que satisfaz a equacio:

~ ’ ’ ’ 3/\
[ /W.(g_g+Aﬁ_U+A oV, p,, >0
(n)

t(n+l
ox Y oy 02 ot

U U

B,-~- 4B
T B o oyt T W ot or

+CU> dQdt =0, YW(z,y.t). (3)

Os elementos finitos adoptados sao blineares no espago e lineares no tempo. As solugoes
aproximadas (, @ e ¥ sao interpoladas sobre cada elemento e (ver Figura 1) por '

é.(xayat) = N (.’L’ y’ﬂC@] +N2(.’L' yaaCerl]_'_NB(x yaa z+1]+1
+N4(:C y?ﬂC@]—}—l +N5(x y7£> (n+1 +N6(:C y7f><‘zz<1i>;
—me%agﬁ;ru%@%afﬁi, (4a)

(e, y,t) = Ny(2,5,8) 0" + No(z,5,8) a0y ; + Na(@,5,5) a4 41
+ No(, 5, 1) @,y + Ns(7,5,8) 4™ + No(z,5,1) a1

+ Ny(z,5,0) i, + Ne(z, 9.0 alty), (4b)

IPara ilustracio do processo optou-se por utilizar uma malha uniforme de elementos finitos.
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Figura 1: Discretizagao espaco-temporal para o caso de elementos bilineares no espaco e lineares no
tempo.
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T 7y t
Ny =~ 2 -
T y ot
Ng = - ) L - h
® ( Ax)AyAt’ (5b)

onde Z, g e t sao coordenadas locais sobre o elemento e Ax = 2,11 j—%; j, AY = Yi j+1— Vi,
e At =+ — ¢,

As fungoes de peso para a formulacao de Petrov-Galerkin sao fungoes vectoriais, bilineares
no espago e quadréticas no tempo, definidas em cada elemento por [15]:

Ax

Ar TP LAY
20

Q

¢
Ox Y20, Ta ( y) dy (6)

Wi (2,y,t) = P + ap —— Tq (AL)

Ax At T 0°P; Ay At ‘
e T (82)" 5o 0 1Cy 17 (4) Ay ot
Az Ay At s OPP;
e By ) Y Ry
TTRW3 P oz agar

Na equacao (6), P; = (P, P,, P,)", as matrizes A’ e Al sdo

0 h O 0 0 h
(AD)=19 0 0 e (A))=1]00 0 (7)
0 00 g 00
e os tensores T, T e T, sao dados por
2 00 1 00 0 0 0
To=10 0 0], Tg=({0 1 0| e T,=10 v O0]. (8)
000 0 01 0 0 33

As funcoes peso escalares P; sao apenas definidas para os nds para os quais ¢ = At, onde
a solugao é calculada a cada passo de tempo. Ter-se-a [16]:

O AR N

T 7 t t

P=6— |1— 2> ) — |[1——

¥ GA:E( Ay) At( At)’ (9b)
T Yy t t

Pr=010 Ay &t (1 At)’ (9c)
_TNEt (T

P8_6<1 A:c) Ay At (1 At) (5d)
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Os coeficientes escalares 3, e, sao escolhidos por forma a eliminar os erros de dispersao
numeérica de segunda ordem, enquanto os coeficiente o, e «, introduzem termos dissipa-
tivos de terceira ordem nas equagcoes de conservacao da quantidade de movimento, por
forma a garantir a estabilidade do esquema numérico. Finalmente a formulacao de Petrov-
-Galerkin pode ser escrita como um sistema de trés equagoes escalares, apds a integracao
por partes dos termos dispersivos (para detalhes ver [12][15]).

2.3 Esquema de integracao temporal

Para a integracao no tempo e devido a presenca de termos nao lineares no modelo de
Boussinesq,recorre-se a um esquema iterativo do tipo predictor-corrector. Este esquema
tem dois passos correctores, sendo os dos coeficientes escalares o, oy, Bz, By, Y22 € V33
escolhidos em cada passo por forma a garantir uma precisao de 4* ordem na celeridad de
fase, e um termo dissipativo de 3* ordem no segundo passo corrector (para detalhes ver

[17]).

2.4 Analise da precisao e da estabilidade

Os coeficientes o e  sao definidos por forma a garantir a estabilidade e a precisao da
formulacao e do processo iterativo. Recorrendo ao método da equacao diferencial equiva-
lente [18], Avilez-Valente [15] determinou as expressoes para o, &, Bz, By, Y22 € Y33, que
conduzem a uma formulacao estével, com termo dissipativo de 3* ordem em kAx, e/ou
kAy, e celeridade de fase com precisao de 4% ordem. As equacoes diferenciais equivalentes
do modelo de Boussinesq a 2DH sao:

. Op.  Op, 1 Pa B
Dy _ _ 2 CyAx AL (Cry — gu, _gv
ot o Ty T T CoArAtCr=30) | 55+ 5,
——hC Ay At (Cry —3,) 83A il + O(e (kAz)?, € kAx) (10a)
120y Y Yo\ ay3 8x8y2 ’ ’
oi 9G K2 o [ Pa 0% e 5 ¢
dJu e M9 — SO ArAL (38, —
ot Tor 3 or <8x8t+8y8t) 12 DTALEBA =) (8953 T o )
1 ' O
_E(]()Ax3 (1 —C’ri) * Hpd + —CoAx Cr2 a, 9230y
1 3 Ay o' o0
T Co A (2 Az O + O ozm) <8x2 y? * 8x8y3>
+O(e (kA2)%, & kAT) (10b)
00 04 K0 [ Pa 0% e s
SN S — — SOA AL (35, — g g%
o "oy T3 oy (8:70875 +8y8t> o SYALBA = Cn) (6:}028y+8y3>
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—1—12 Co Ay3 (1 — C’rz) Qy giyi + 1—12 Co Ay3 C?ﬁ Qy %(;;3
+1—12 Co Ay (g i_:" Cryras + Cr2 ay> ( afj %y + axa24§y2)
+O(e (kAz)?, € kAx) . (10c)
sendo € o coeficiente de nao linearidade, € = a/h, E:
Co=+/gh, crz:coﬂ e cry:coﬁ, (11)

Ax Ay

em que Cj ¢ a celeridade para uma onda longa nao dispersiva, e Cr, e Cr, sao os numeros
de Courant direccionais. Através da anélise das equagoes (10), é possivel concluir que para
garantir uma precisao de 4% ordem e a estabilidade do esquema numérico os coeficientes

Bz € By, ag e ay sao:

Cr, Cry Cr? Cry
z — ) = a5 x = = = ) 12
P =3 =3 “TiZor Y T iZoe (122)

e, admitindo a irrotacionalidade do escoamento, i.e. dv/dx = du/dy,

4 4
Yoo = —3 Cry ay e Y33 = —3 Cryay. (12b)

A condicao de estabilidade foi estabelecida heuristicamente, dado que diferentes defini¢oes
podem ser estabelecidas para o, e oy, e para 3 € 733, sendo: Cr, < \/5/2 eCry < \/5/2
[15]. No entanto, a utilizacao de um esquema de integragao no tempo do tipo predictor-
-corrector pode conduzir a resultados diferentes. Um estudo via método de Von Neumann
[18] permite estabelecer expressoes para o, y, Bu, By, Y22 € Y33 para cada passo predictor-
-corrector, embora neste caso o estudo seja restringido a versao linearizada das equacoes
(10) [17]. Resulta entdo:

Bewy =0+ By =0 Qg =01y, = Oy, (13a)
Cr, Cr
ﬁ$(1) = T P ﬁy(l) = Ty , O[m(l) =0 , ay(l) = O’ (13b)
Cr, Cry Cr? C’ri
ﬁz@) = T ’ 6?;(2) = T ) az(g) = m ) Oéy(Q) = m . (13(3)
z Yy

3 TESTES COMPUTACIONAIS

Para analisar a precisao e convergéncia do esquema numérico descrito sao realizados dois
teste computacionais. No primeiro teste, simula-se a propagacao de uma onda solitaria em
torno de um pilar cilindrico, e os resultados numéricos sao comparados com os resultados
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+ 2 T 0125
+3 T 0.045
| | Lo | |
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2.025 2.195 0.100.10  0.375 0.400

Figura 2: Canal de ondas e posi¢ao das sondas.

‘ Sonda H 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘
x (m) || 2.025 | 4.220 | 4.320 | 4.320 | 4.420 | 4.795 | 5.195
y (m) | 0.275 | 0.275 | 0.170 | 0.045 | 0.275 | 0.275 | 0.275

Tabela 1: Posicao da sondas no canal do IMG.

experimentais obtidos por Antunes do Carmo et al. [19], no canal de ondas do Institut
Mécanique de Grenoble (IMG). O segundo teste consiste na simula¢ao da oscilagdo em
massa de uma bacia quadrada fechada. Este teste permite verificar as propriedades de
conservacao da massa do esquema numérico. Por outro lado, utilizando diferentes malhas
e passos de tempo, ¢é feita uma analise de convergéncia do algoritmo, considerando duas
ondas: uma onda quase linear; uma onda onda com nao-linearidade mais elevada permi-
tindo averiguar qual a influéncia da nao linearidade nas propriedades de convergéncia do
modelo.

3.1 Propagacao de uma onda solitaria em torno de um cilindro

Instalacao e dados experimentais

O canal de ondas tem 15 m de comprimento e 0.55 m de largura. O cilindro de 16 cm de
diametro foi colado no ponto de coordenadas (4.320,0.275) m (ver Figura 2). Os registos
experimentais foram obtidos em sete sondas de profundidade (ver posi¢oes na Tabela 1).
A aquisicao de sinal foi feita a uma frequéncia de 15 Hz. A profundidade da dgua em
repouso é h = 0.15 m, e a amplitude da onda registada na sonda 0 foi @ = 0.03528 m, a
que corresponde o coeficiente de nao linearidade € = a/h = 0.235. A celeridade desta onda
éc=+/g(h+a) =136 m/s. O batedor encontra-se situado em x = 0, propagando-se a
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onda no sentido positivo do eixo OX.

Canal numérico e condigoes fronteira

O canal numérico tem 4.59 m de comprimento e 0.55 m de largura. A malha de elementos
finitos utilizada nas simulacgoes é constituida por 3800 elementos bilineares e 4030 nos.
A discretizacao temporal utilizada foi At = 0.004 s, a que corresponde um ntmero de
Courant direccional maximo C7yps = Cry . = 0.746. No modelo computacionacl, a
fronteira de barlamar coincide com a secgao transversal que contém a sonda 0. Na fronteira
de montante foram impostas condigoes na elevacao da superficie livre e na velocidade
longitudinal:

C(t) = (o(t), paraz=0, (14a)
u(t) =c #(é))(t) para x =0, (14b)

onde (y(t) corresponde ao sinal registado na sonda 0. Nao foi imposta qualquer condigao
para a componente transversal da velocidade, v. Verificou-se que neste caso nao foi
necessaria a imposicao de qualquer condicao na fronteira de sotamar, tendo a onda saido
do dominio sem qualquer reflexdao. Considerou-se que ¢ = 0 s no instante em que a
crista da onda coincide com a posicao da sonda 0. O calculo iniciou-se para t = —1.5
s e prolongou-se até t = 5.5 s. As paredes do canal e do cilindro foram tratadas como
totalmente reflectoras.

Resultados e discussao

Séries temporais: na Figura 3 estao representadas as séries temporais obtidas nas
sondas 0 a 6. Da andlise dos graficos conclui-se que de uma forma geral os resultados
experimentais sao bem reproduzidos. Esta caracteristica é particularmente evidente nas
sondas 5 e 6, situadas a sotamar do cilindro. As sondas 2 e 3 registam as maiores
discrepancias na amplitude de pico da onda e na sua cauda dispersiva. As sondas 2 e
3 situam-se entre a parede do canal e o cilindro, pelo que este efeito pode ser devido as
caracteristicas reflectoras das paredes do canal e/ou do cilindro. Um efeito semelhante
verifica-se na sonda 1, colocada junto ao cilindro e barlamar deste. Na sonda 4 essas
discrepancias sao ja menores.

Espectros de poténcia: na Figura 4 estao representados os espectros de poténcia
para as Sondas 1 a 6. Para esta analise foi utilizada uma janela temporal de 4 s, entre os
instantes t = 1.5 s et = 5.5 s. Os espectros de poténcia mostram que, para as Sondas 1 a
4, os registos expeimentais tém energia nas frequéncias mais elevadas, que nao se encontra
presente nas simulacoes, e que provavelmente explica o facto de ser a cauda dispersiva
mais acentuada nos resultados experimentais. Nas frequéncias mais baixas parece ter
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Figura 3: Onda solitdria em torno de um cilindro vertical. Ensaio numérico (—) e ensaio experimental
(= —). Sondas 0 a 6.
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Figura 4: Espectros de poténcia nas Sonda 1 a 6. Ensaio numérico (—) e ensaio experimental (— —).
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4 4 4 4

Figura 5: Oscilagao da superficie livre para a Onda 1. (a) t =0s; (b)t=1s; (c) t=2s; (d) t =3s; (e)
t=4s;(f)t=>5s.

havido transferéncia de energia da Sonda 2 a Sonda 3, e vice-versa na gama média de
frequéncias, o que deverd estar ligado as discrepancias verificadas na amplitude maxima
da onda registada nestas sondas. As Sondas 5 e 6 nao apresentam desvios significativos
entre os espectros de poténcias experimentais e numéricos.

Conclusao: pode-se concluir que este ensaio, embora pouco exigente por nao incluir
efeitos de refraccao e de empolamento da onda, mostrou que o modelo reproduziu con-
venientemente a difraccao da onda em torno do pilar. Por outro lado, as caracteristicas
reflectivas do canal e do cilindro nao parecem ter sido correctamente reproduzidas nas
condigoes fronteira do modelo numérico, tendo levado a algumas discrepancias nos regis-
tos das sondas colocadas entre o cilindro e as paredes do canal.

12
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3.2 Oscilagao de uma onda numa bacia quadrada fechada

O tratamento dos termos de derivadas cruzadas no modelo 2DH, a convergéncia do es-
quema numérico e as suas propriedades conservativas, podem ser analisados no caso da
oscilacao de uma onda numa bacia quadrada fechada. Os resultados obtidos sao compara-
dos com os obtidos pelo modelo Funwave nas suas versoes cartesiana [1] e com coordenadas
curvilineas [2].

As dimensoes da bacia sao L, x L,, com L, = L, = L = 7.5 m, e a profundidade
é h = 0.45 m, constante. As fronteiras sao paredes totalmente reflectoras. A condicao
inicial é uma sobrelevacao da superficie livre, com velocidade nula em todo o dominio. A
sobrelevagao é uma superficie gaussina, centrada no centro da bacia (zg, yo):

o) = Ho exp { —5 [l = ) + (0= )]}, (15)

onde Hj é a amplitude da sobrelevacao, o = 0.5 é o coeficiente de forma e a superficie esta
centrada em (g = 0,yp = 0). Estuda-se o comportamento do modelo para duas ondas:
Onda 1, fracamente nao linear com Hy = 0.045 m, a que corresponde € = 0.1; Onda 2
com nao linearidade média: Hy = 0.0225 m, € = 0.5.
Os modos proprios de oscilacao da bacia, lineares, tém nimeros de onda

T

Bon = N+ (A = (2) (7 4 m?) (16a)

com

A= (16b)

T
T
As frequéncias naturais correspondentes sao dadas pela relacao de dispersao linear do
modelo de Boussinesq:

knmh
w?zm = GRnm 3 - (17)
(knmh)
1+

Na Figura 5 pode-se ver a evolucao da superficie livre para a Onda 1, nos primeiros 5 s
de oscilacao. Neste caso a discretizagao recorreu a elementos bilineares regulares, Ax =
Ay = 0.15 m, e At = 0.05 s. O periodo de ressonancia mais baixo, correspondente ao
modo de oscilagdo simétrico relevante para a forma da condicao inicial, (2,2), é T, = 2.64
s. Desta forma o nimero de Courant direccional é Cr, = Cr, = 0.70. A correccao das
condicoes fronteira pode ser testada verificando a conservacao da massa no interior do
dominio. Correndo o modelo até t = 100 s verificou-se uma variacao da massa de agua
inicialmente contida na sobrelevacao da ordem de 107!, muito inferior ao erro da ordem
de 1072 do programa Funwave registado em [1] para as mesmas condigoes de calculo. Este
resultado é certamente devido a melhor integracao das condigoes finitas no método dos
elementos finitos, quando comparado com o método das diferencas finitas. A utilizagao
de filtros pelo programa Funwave pode também contribuir para o pior resultado deste.
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Figura 6: Convergéncia com o refinamento da malha.
Convergéncia

Para as duas ondas, Onda 1 e Onda 2, foi analisada a convergéncia do esquema, em fungao
da discretizacdo espacial. A discretizacao espacial foi estudada numa sequéncia A, /i =
Ay/i, com Az =030mei=1,...,8 A discretizacao temporal foi mantida constante
com At0.0125 s, em todas as simulacoes. A raiz quadrada da diferenca quadratica média,
RMS, das superficies livre calculadas para t = 5 s, entre duas simulacoes com i — 1 e 7 é
calculada para os mesmos nés computacionais: nés da malha com ¢ = 1:

I A (St A

sendo N; o nimero de nés da malha com ¢ = 1. Da analise da Figura 6, conclui-se que
o logaritmo de RM S decresce de uma forma praticamente linear com o refinamento da
malha, o que presume uma razao de convergéncia praticamente constante. A razao de
convergencia de Cauchy é dada por

Ri = .
lOg (Al’Z,l/Al'l)

(19)

Verifica-se que o valor médio de R; para estes dois casos é subéptimo, R = 2.7 tanto para
a Onda 1 como para a Onda 2, sendo muito préximo do valor 6ptimo de 3.

A convergéncia foi também analisada para a variacao da discretizagao temporal. Utilizou-
-se uma sequéncia At/i, com At = 0.05 s e =1,...,8 A malha espacial manteve-se
constante com A, = A, = 0.15 m. A variagao da convergéncia com a discretizagao
temporal pode-se observar na Figura 7, para o instante ¢t = 5 s, sendo bastante semelhante
aos resultados obtidos para o refinamento espacial. A razao de convergéncia de Cauchy

14
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Figura 7: Convergéncia com o refinamento da discretizacao temporal.
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Figura 8: Velocidade de convergéncia para o refinamento simultdneo de Ax e At.

apresenta neste casos os valores médios de R = 2.8 e R = 2.9 respectivamente para as
Ondas 1 e 2, valores sub6ptimos, muito préximos do valor 6ptimo de 3.

No entanto, a flexibilidade espacial do método dos elementos finitos faz com que seja
possivel criar malhas, tais que o nimero de Courant se mantenha constante em todo o
dominio. Desta forma, é conveniente o estudo da convergéncia do método para o re-
finamento conjunto da malha espacial e da discretizagao temporal. Recorreu-se a uma
sequéncia de pares (Az/i, At/i), com Ax = 0.3 m, At =0.1s,ei=1,...,8 O ntmero
de Courant mantém-se constante, Cr = 0.70 para o modo de oscilagdo (2,2). O estudo
é feito para o instante t = 5 s. A convergéncia esta representada na Figura 8, e a razao
de convergéncia de Cuachy toma os valores médios R = 3.3 ¢ R = 3.4, para as Ondas 1

15
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e 2, valores super-6ptimos, superiores aos obtidos pela versao do programa Funwave em
coordenadas curvilineas [2].

4 CONCLUSOES

Apresentou-se um esquema de elementos finitos para a resolucao das equagoes de Boussi-
nesq a duas dimensoes horizontais. Este esquema tem uma precisao teérica da celeridade
fase linear de 4* ordem e esta associado a um mecanismo dissipativo altamente selectivo
de 3'¢*% ordem.

Os testes numéricos efectuados permitiram concluir que a convergéncia do método com
uma malha regular pode atingir razoes de convergéncia superiores ao valor tedrico.
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