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1 Introducao

1.1 Objectivo

A Geometria Descritiva € uma disciplina que visa, entre outros objectivos,
(i) o Aperfeicoamento da capacidade de abstraccdo e visualizacdo a trés
dimensdes, (ii) a Compreensdo de métodos de representacdo bidimensionais
e (iii) o Desenvolvimento de metodologias de resolucdo de problemas em
geral.

A aplicagdo de meios informéticos concebidos especificamente para o
estudo dos problemas tratados na disciplina podera, na opinido do autor,
contribuir para o desenvolvimento destas capacidades da seguinte forma:

i. Aperfeicoamento da capacidade de abstraccdo e visualizacdo a trés
dimensdes - existe jJa& um vasto conjunto de programas que permitem o
desenvolvimento de modelos geométricos tridimensionais. Este tipo de
programas pode ser usado com fins didacticos, permitindo a
clarificacdo de algumas das operacdes necessarias a resolucdo dos
problemas.

ii. Compreensdo de métodos de representacdo bidimensionais - a
possibilidade de comparar modelos tridimensionais completos,
incluindo todas as construcdes auxiliares elaboradas, com as
respectivas projeccfes ortogonais permite uma melhor compreensao
do Método de Monge.

iii. Desenvolvimento de metodologias de resolucdo de problemas em geral
- uma das mais importantes contribuicdes da Geometria Descritiva para
a formacdo de um engenheiro sera, porventura, contribuir para o
desenvolvimento de um raciocinio metddico, visando sempre a
resolucdo de um problema. A capacidade de generalizar um problema,
enquadrando-o num conjunto de solucdes-tipo familiares é
fundamental para o tratamento eficiente de problemas. A enumeracéo
de diferentes problemas-tipo, bem como o acompanhamento da sua
resolucédo, contribui para a adop¢édo de uma abordagem sistematica aos
problemas.

Embora sejam ja conhecidos alguns programas [1], [2], [3], [4] que actuam
sobre os dois primeiros objectivos citados, eles baseiam-se exclusivamente
na geometria analitica e ndo nos métodos abordados na disciplina, conforme
se podera ler adiante. Assim, sendo ferramentas Uteis no apoio a elaboracao
de construgcbes geométricas no espaco, nado terdo sido concebidas
especificamente para tratar problemas a partir das construcdes tipicas do
Método de Monge.

1.2 Problemas comuns no ensino da Geometria Descritiva
De acordo com o referido no ponto anterior, hd que distinguir entre (i)

guestdes que se relacionam com a “natureza fisica” do problema a tratar e
que sdo assim independentes do método de representacdo a empregar na
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sua resolucdo e (ii) questdes que decorrem do método de representacdo a
utilizar.

Com efeito, se é verdade que um problema ndo pode ser resolvido se a sua
natureza ndo for compreendida, é também evidente que o0 correcto
tratamento de um problema implica um conhecimento satisfatério das
ferramentas disponiveis. Tradicionalmente, procura resolver-se o primeiro
dos problemas referidos com recurso a modelos tridimensionais fisicos, a
perspectivas ou, mais recentemente, a modelos informéaticos usando
programas de desenho assistido por computador. Se a capacidade de
abstraccdo que permite a correcta compreensdo do problema constitui uma
dificuldade a contornar, constata-se frequentemente que a componente do
processo de resolucdo cujo dominio € mais trabalhoso € o conhecimento das
construcfes adequadas ao problema em estudo.

Estas questdes sdo inerentes a natureza da Geometria Descritiva ao procurar
métodos graficos para a resolucdo de problemas que poderiam ser resolvidos
de uma forma mais eficiente pela via analitica (ver 4). Naturalmente, esta
via ndo estaria de acordo com os objectivos enumerados em 1.1, pelo que se
pode afirmar que a questdo da eficiéncia é, neste caso, um problema que
ndo se deseja ver resolvido, justificando-se assim o desenvolvimento de
métodos de apoio a aprendizagem para lidar, em simultdneo, com as
questdes (i) e (ii) referidas neste ponto.

1.3 Métodos informaticos no ensino da Geometria Descritiva

Na ultima década, tem-se vindo a assistir a um novo impulso no ensino do
Desenho Técnico e da Geometria, impulsionado pelos sistemas de Desenho
Assistido por Computador [4]. Com efeito, tém-se multiplicado as
conferéncias e as publicacbes periddicas relacionadas com este tema,
surgindo também algumas aplicacGes informéticas provenientes de meios
académicos, concebidas especificamente para o ensino superior.

Os meétodos informaticos sdo contributos interessantes para o0 ensino da
Geometria Descritiva, servindo de apoio a preparacdo de apresentacfes e
textos de apoio as aulas, bem como de auxilio a resolucéo de problemas. E
possivel enumerar um conjunto de argumentos que evidenciam o potencial
dos métodos informéticos neste contexto:

i. A capacidade da generalidade dos programas comerciais de desenho
assistido por computador para gerar imagens tridimensionais complexas
existe ha véarios anos.

ii. O hardware permite que estas imagens sejam rodadas e ampliadas de
forma rapida e suave.

iii. A dimensdo dos computadores portateis e dos projectores modernos €
hoje idéntica a de um qualquer livro, pelo que constituem uma solucéo
pratica para a realizacao de apresentacfes a qualquer nivel.

iv. A apeténcia dos alunos para utilizar e estudar software especializado
como complemento dos manuais escolares € clara. Esta hipotese foi
testada em aulas de Geometria Descritiva de licenciaturas de
Engenharia Civil, Arquitectura e Matematica com alguns resultados
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interessantes [3]. Os alunos terdo sido separados em grupos, tendo
assistido a 24, 12 ou nenhuma aula com apoio de computadores. Em
seguida foram sujeitos a uma avaliacdo de conhecimentos. Os autores
terdo concluido que as classificacbes dos alunos ndo diferiam
significativamente entre os grupos de alunos da mesma licenciatura,
mas que a aprendizagem dos alunos que utilizaram computadores
durante as aulas tera sido mais rapida, tendo ainda sido menor a
intervencdo dos docentes nestas turmas. Estas observacfes sugerem
que, por um lado, a utilizacdo de ferramentas informaticas pode ser
benéfica na aprendizagem, revelando caracteristicas especialmente
interessantes para o0 ensino a distancia. Por outro lado, admite-se que
a incapacidade dos novos métodos de aprendizagem testados em
produzir melhorias no desempenho final dos alunos merece alguma
reflexdo, incluindo uma eventual analise ao formato das aulas com
apoio informético.

v. A reducgéo generalizada do peso curricular das disciplinas de Geometria
Descritiva torna mais importante o estudo dos alunos sem o apoio do
docente [4].

Ainda assim, ndo é vulgar o emprego de solucdes informéticas no estudo da
Geometria Descritiva. O desenvolvimento de modelos tridimensionais, Uteis
para demonstrar as diferentes operacdes a estudar, € trabalhoso quando se
recorre a programas comerciais “generalistas” de desenho assistido por
computador (AutoCAD, Microstation, etc.). As aplicagbes concebidas
especificamente para o tratamento de problemas geométricos sao
convenientes para a elaboracdo de modelos geométricos, mas 0s programas
conhecidos ndo permitem a realizacdo das operacfes auxiliares necessarias
a resolucado de problemas segundo as técnicas abordadas na disciplina, isto
€, 0s problemas ndo sdo tratados com recurso as construcdes usuais do
Método de Monge.

1.4 Meétodos numericos vs. Métodos graficos

No texto presente, tem-se vindo a fazer referéncia aos programas que
empregam métodos numéricos ou a geometria analitica. Dado que os
métodos computacionais se baseiam em algoritmos (logo, todos os
programas dependem de métodos numéricos), importa clarificar o sentido
das expressdes empregues. A generalidade dos programas utilizados efectua
as operagbes geomeétricas elementares (unido, intersecgdo, etc.)
directamente a partir dos dados fornecidos. Assim, a interseccdo de uma
recta com um plano, por exemplo, sera um problema cuja solucdo sera
determinada a partir de um sistema de equacdes lineares. O output grafico
resume-se, portanto, a solucdo calculada, ndo havendo lugar a marcacéo
das construcdes auxiliares necessarias a resolucdo manual do problema. Este
tipo de metodologia possui vantagens Obvias, especialmente no que toca a
simplicidade, a eficiéncia e a robustez dos algoritmos. Os métodos analiticos
apresentam um conjunto de vantagens significativas relativamente aos
métodos graficos, nomeadamente:
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e Maior apeténcia para a generalizacdo e programacao - a reducdo do
problema a um conjunto de funcdes matematicas € claramente mais
favoravel para a sistematizacdo e optimizacdo de processos de
resolucdo. Com efeito, constata-se que o recurso a metodologias de
resolucéo simples e robustas usando a geometria analitica se torna
vantajoso para fins de programacdo. Pelo contrario, 0 recurso a
métodos graficos € dificultado pela frequente ocorréncia de ‘“casos
particulares” que importa identificar e tratar.

e Maior rapidez - o recurso a métodos analiticos traduz-se numa clara
economia de tempo de processamento relativamente aos metodos
gréficos.

e Simplicidade e clareza de resultados produzidos - os resultados
produzidos pela via grafica sdo normalmente camuflados pela grande
densidade de elementos auxiliares representados. Refere-se,
contudo, que esta desvantagem dos métodos graficos pode ser
anulada se forem empregues meios informéaticos que permitam
representar apenas 0s elementos geométricos considerados
relevantes.

Por outro lado, embora este procedimento, seja util para a compreensao da
natureza do problema, ndo permite atender as situacdes particulares que
poderdo dificultar a resolucdo manual. De facto, um importante obstaculo
encontrado pela generalidade dos alunos de Geometria Descritiva consiste
na variedade de *“casos particulares” que dificultam a generalizagcdo dos
problemas. E possivel encontrar multiplos exemplos de problemas cuja
resolucdo ndo pode ser reduzida a uma “sequéncia de operacdes” simples,
por resultado da eventual posicdo particular dos elementos geométricos
intervenientes.

E neste contexto que se procura, neste trabalho, seguir uma abordagem
distinta, adoptando as técnicas abordadas nas aulas de Geometria Descritiva
para representar todas as construcfes auxiliares necessarias a resolucéo de
um dado problema. Os algoritmos foram desenvolvidos de modo a prever
todas as situagBes particulares, inerentes ao meétodo de representacao
escolhido (o Método de Monge), para uma dada operacao.

Assim, neste texto, os métodos de resolucdo serdo apelidados de graficos
guando procuram simular uma resolu¢cdo manual e de numéricos quando 0s
resultados finais sdo obtidos pela aplicacdo de algoritmos, sem atender a
posicao particular dos elementos geométricos.

1.5 Programa apresentado

O programa GD-FEUP foi concebido tendo em conta os objectivos descritos
anteriormente. As suas organizacdo e apresentacdo procuram corresponder
ao programa da cadeira de Geometria Descritiva do primeiro ano da
licenciatura em Engenharia Civil da Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto, leccionada até ao ano 2002/2003. O GD-FEUP foi
desenvolvido em paralelo com a preparagcdo das aulas de Geometria
Descritiva, podendo ser util:

10
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Para os alunos desta disciplina, tanto no que toca a resolucdo dos
problemas tratados nas aulas praticas [9] como no acompanhamento
da matéria das aulas teoricas.

Para os docentes, na preparacdo de apresentacdes para as aulas e na
resolucao rapida e rigorosa de problemas.

1.6 Organizacao do trabalho

Apresenta-se em seguida uma descricdo sucinta de cada um dos capitulos do
presente trabalho:

Capitulo 1 - Introducdo - Sdo apresentadas algumas caracteristicas
que tornam os métodos informaticos particularmente convenientes
para o ensino da geometria. E apresentado um programa desenvolvido
para o efeito.

Capitulo 2 - Definicdo de elementos geométricos - A adopcdo de
métodos numéricos na resolucdo de problemas geométricos implica
uma adequada definicdo de cada elemento geométrico interveniente.
Faz-se, neste capitulo, uma breve revisdo das expressdes mais
vulgarmente empregues para definir pontos, rectas, segmentos de
recta, planos, elementos planos triangulares e superficies.

Capitulo 3 - Geracédo Automatica de Malhas - As malhas de elementos
planos sdo referidas no capitulo 2 como uma forma conveniente de
definir, de forma aproximada, uma superficie complexa. O processo

de geracdo destas malhas é estudado com maior detalhe neste
capitulo, sendo apresentado um conjunto de algoritmos para o efeito.

Capitulo 4 - E efectuada uma revisdo de alguns algoritmos
correspondentes a operacdes geométricas diversas.

Capitulo 5 - Operacdes a Realizar - Método de Monge - Enumera-se
um conjunto de operacdes a realizar empregando métodos graficos (o
método de Monge), procurando generalizar o seu processo de
resolucgéao.

Capitulo 6 - Apresentacdo do programa GD-FEUP - Apresentacéo
detalhada do programa desenvolvido, incluindo um pequeno conjunto
de exemplos de aplicagéao.

Capitulo 7 - Conclusdes

11
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2 Definicado de elementos geometricos

Os problemas geométricos devem ser resolvidos através de um conjunto de
operacgOes elementares aplicaveis a elementos geométricos.

Este capitulo procura identificar os tipos de elementos geométricos a
considerar, bem como a forma como estes devem ser definidos no espaco.
Neste documento, é dado um especial relevo ao caso particular das
superficies complexas (2.7), tema onde se tém verificado alguns
desenvolvimentos recentes ao nivel dos métodos computacionais. Dada a
natureza particular dos algoritmos usados na definicdo deste tipo de
superficies, optou-se por reservar um capitulo proprio para o tema “Geracéo

Automatica de Malhas™ (3).
2.1 Ponto

O ponto é o mais simples dos elementos geométricos, sendo possivel definir,
ou pelo menos aproximar, qualquer outro elemento a partir de um conjunto
finito de pontos. Um ponto € definido directamente pelas suas coordenadas
cartesianas X, Y, Z.

2.2 Recta

Uma recta pode ser definida por:
i. dois dos seus pontos Po e Py;

ii. um ponto e informacdo acerca da sua posicdo particular, ou seja, por
um ponto e pela direccéo da recta.

A conversado da primeira para a segunda defini¢do é simples:

Pk) = 50+ k(ﬁ —30) com k real, ou ainda,

RN —

— -B,

P, -P,

e ﬁ)’zﬁoﬂﬁ,

onde u, €& um versor com a direcgdo da recta, e P(t) € um vector com as

coordenadas do ponto da recta a uma distancia relativamente a Py igual ao
modulo de t. Esta forma de definir uma recta pela sua equagcéao paramétrica
€ a mais versatil, sendo valida em qualquer espaco de dimenséo n [10]. Por
este motivo, é a mais indicada para aplicacdes a 3D.

No programa desenvolvido, o utilizador pode definir uma recta a partir de
um dos seguintes conjuntos de dados:

i. dois pontos;

ii. um ponto e informacdo que permita definir a direccdo das projeccdes
da recta.

Na sequéncia do referido no ponto (ii) acima, o programa aceita como
informacéao para definir uma recta:

13
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i. indicacdo da eventual posicdo particular da recta relativamente aos
planos de projeccéo;

ii. indicacdo da eventual posicdo particular de uma ou de ambas as
projeccOes da recta relativamente as projec¢des do mesmo nome de
uma outra recta existente (por exemplo, a projeccdo horizontal de
uma recta r a definir pode ser paralela a projeccéo horizontal da recta
s e a sua projeccao frontal pode ser perpendicular a de t, sendo s e t
duas rectas de projeccdes previamente definidas).

Esta possibilidade torna mais simples a introducdo de dados na resolucéo de
problemas académicos.

Qualquer que seja a forma escolhida para definir a posicdo de uma recta,
ela é registada na base de dados de rectas por um conjunto de dois pontos,
sendo a sua equacdo paramétrica desenvolvida sempre que for necessario
encontrar pontos adicionais sobre a recta. Esta abordagem tende a conduzir
a um output grafico menos denso nos casos em que € necessario definir
pontos pertencentes a recta.

Posicdo Particular de Rectas

A posicdo particular relativamente aos planos de projeccéo é registada na
base de dados como propriedade de cada uma das rectas definidas. A
identificacdo da eventual posicdo particular de uma recta é efectuada do
modo descrito na Fig. 5.

2.3 Segmento de recta

A definicdo de um segmento de recta pode ser realizada a partir dos seus
pontos extremos Po e Pi:

% = 50+k(51—50), com k e [0,1]

2.4 Curvas

Uma curva podera ser, no caso geral, definida por um conjunto de equacgdes
do tipo f(x,y,z)=0. Este tipo de abordagem, sendo adequado para

aplicagdes numeéricas, onde o utilizador seja capaz de determinar as
equacoes definidoras da curva, ndo € manifestamente indicado para a
generalidade das situacdes que se deparam a um aluno de Geometria
Descritiva. Nestas condi¢des, considera-se que o problema podera ser
contornado de forma satisfatéria, aproximando a curva por um conjunto de
segmentos de recta.

Uma importante excepgdo a considerar € a circunferéncia. As
circunferéncias podem ser definidas por condi¢cdes simples e podem ser
representadas de forma rigorosa em projeccao ortogonal desde que estejam
contidas em planos paralelos ou perpendiculares aos planos de projeccgéao.

O programa permite definir circunferéncias cujos centro e raio podem ser
definidos a partir dos elementos anteriormente representados. Assim, torna-
se possivel desenhar, por exemplo, a circunferéncia de centro coincidente
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com uma das projeccbes de um ponto conhecido e de raio definido pelo
utilizador.

2.5 Plano

Um plano pode ser definido por:

i. trés pontos nédo colineares;

Ii. duas rectas concorrentes ou paralelas;
iii. uma recta e um ponto exterior;

Iv. um ponto e um vector normal ao plano.

Uma forma usual de definir um plano a partir de trés pontos ndo colineares
€ a seguinte:

Dados trés pontos Vo, Vi e V2 ndo colineares € possivel determinar dois
vectores u e v e um vector n tais que:

—_— — _ —

u=V,-V,, v=V,-V, e n=uxv

O vector n sera assim normal ao plano definido. Qualquer ponto P deste
plano satisfara a condigéo:
n-(P-v;)=0
que, para n= (a,b,c), P= (x,y,2) e d= —(ﬁ-\ﬁ) resulta na equacao usual:
ax+by+cz+d=0

Note-se que os coeficientes (a, b, c) definem um vector normal ao plano. E
usual definir n como um versor.

u

T

Fig. 1 - Definicdo de um plano [5]

No programa desenvolvido, o utilizador pode definir um plano a partir dos
seguintes conjuntos de dados:

i. Duas rectas concorrentes ou paralelas;
ii. Trés pontos nado colineares;
iii. Uma recta e um ponto exterior;
iv. Uma recta de maior declive ou de maior inclinacao;

15
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Caso se pretenda que o plano a definir seja projectante (frontal ou
horizontal), sera suficiente identificar uma das rectas ndo projectantes
pertencentes ao plano.

Independentemente da forma como o utilizador define o plano, o programa
regista-o na base de dados como um conjunto de duas rectas concorrentes
ou paralelas. Desta forma, € possivel obter duas rectas do plano sem
recorrer a marcacao de tragos supérfluos. Dado que, tal como foi referido
em 2.2, as rectas sdo definidas por dois pontos, torna-se facil obter um
ponto do plano sem recorrer a tracos adicionais.

Posicéo particular de um plano

Para além dos elementos definidores do plano, a base de dados de planos
contém informacdo acerca da eventual posicdo particular do plano. Esta
posicdo particular é identificada, aquando da definicdo do plano, da forma
descrita na Fig. 6.

2.6 Figuras planas

As figuras planas ndo sdo mais do que uma por¢do de um plano delimitada
por uma curva fechada. No presente trabalho, da-se especial relevo as
figuras planas triangulares, que podem ser definidas a partir de trés vértices
Vo, V1, V2, conforme o indicado na Fig. 2.

V2

Fig. 2 - Definicdo de figura plana triangular

A Fig. 3 ilustra um conjunto de elementos necessarios a definicdo de um
ponto P, interior a figura plana triangular.

Fig. 3 - Ponto interior de uma figura plana triangular
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De acordo com a figura apresentada, o ponto Py, pertencente ao segmento
de recta definido pelos pontos Vi e V2, pode ser definido pelas expressdes
indicadas em seguida:

EX :\Z+a(sa+t\7)
E; =\70 +U+kw
Nas expressdes indicadas, w=v—u, s[04], te[01] e k «[0,].

Um ponto P, definido por P :\Z+SG +tv, pertence a figura plana triangular
se a>1.

Do conjunto de expressdes apresentadas resulta que P pertence a figura
planase s+t <1.

Assim, uma figura plana triangular pode ser definida por:

P=V,+s-u+t-v, sef01], tef01], s+t<1,

—_— _ —

onde G:\Z—VO e \7=V2 -V, .

2.7 Superficies complexas

Na geometria, o termo superficie é aplicavel tanto a elementos muito
simples, como é o caso dos planos, como a alguns elementos geométricos
ndo regrados, como as superficies topograficas, por exemplo (Fig. 4).
Superficies complexas sdo aquelas que sdo formadas por um conjunto de
elementos geométricos - de elementos planos, nomeadamente - justapostos.
Neste texto, serd empregue o termo superficie complexa para indicar
superficies em geral, distinguindo-as das superficies planas. Considera-se
que esta designacdo €, neste contexto, conveniente, dados o0s
procedimentos adoptados para definir e para realizar operacdes onde
intervém as superficies.
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Fig. 4 - Superficies complexas - exemplos [28]

Embora este tipo de superficies ndo seja, caso geral, objecto de estudo no
ambito das disciplinas de Geometria Descritiva, importa considera-las por
um conjunto de razdes:

18

Ao nivel do ensino, importa ndo limitar o universo a um conjunto
limitado de elementos geométricos (pontos, rectas e planos). Para
além de adicionar alguma profundidade ao programa da disciplina,
uma referéncia as superficies podera levantar questbes praticas que
suscitem o interesse dos alunos.

Este tipo de superficies surge com cada vez maior frequéncia nos
edificios modernos, 0 que se tornou viavel gracas aos avangos na area
dos materiais, mas também na area do calculo estrutural, onde
programas de calculo automatico com base no método dos elementos
finitos permitem analisar o comportamento de estruturas com
superficies complexas.
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e As estruturas antigas exibem frequentemente anomalias que alteram
a sua geometria original. Assim, as superficies complexas fazem parte
da morfologia da generalidade destas estruturas.

e As superficies topograficas exibem irregularidades que as tornam
complexas.

Faz-se, neste capitulo, um breve estudo das superficies complexas e dos
métodos utilizados para as definir.

2.7.1 Tipos de Superficies

As superficies no espago Rz sdo por vezes designadas por superficies 2DY,
distinguindo-as assim das superficies planas, ou 2D [12]. As superficies 2Dz
podem, por sua vez, ser divididas em:

e Superficies regradas, geradas a partir de dois elementos geométricos
(pontos, rectas, curvas).

e Superficies geradas por translacdo de uma recta ou curva ao longo de
uma outra curva.

e Superficies cilindricas geradas por revolucdo de uma curva em torno
de um eixo.

e Superficies ndo regradas, cuja geometria ndo € definida pelas formas
enumeradas anteriormente.

De uma forma geral, qualquer que seja o tipo de superficie, ela podera
sempre ser definida, de forma aproximada, por um numero finito de
elementos planos adjacentes que constituem uma malha. E com esta malha
gue se pode realizar operacfes geométricas diversas, conforme se refere em
4. Naturalmente, é possivel tirar partido das particularidades conhecidas de
uma dada superficie para simplificar o processo de geracdo da respectiva
malha.

2.7.2 Andlise e tratamento de superficies complexas

Pretende-se efectuar a analise e tratamento de superficies complexas. Isto
consiste (i) na definicdo da superficie complexa propriamente dita, (ii) na
realizacdo de operacbOes geomeétricas de incidéncia e perpendicularidade e
(iii) na resolucédo de problemas métricos.

Considera-se que, na Optica da Engenharia Civil, a forma mais corrente de
definir a superficie consiste em realizar uma extrapolacdo a partir de uma
nuvem de pontos conhecidos. E este o processo seguido no caso das
superficies topograficas, por exemplo, que sdo geradas a partir de dados
obtidos a partir de levantamentos topograficos. Assim, procura dar-se neste
trabalho algum relevo a diferentes técnicas de geracdo de malhas
adequadas a esta situacgao.

A partir do momento em que a superficie complexa se encontra discretizada
em elementos planos, torna-se possivel a realizacdo de operacoes
geométricas diversas com recurso aos métodos abordados na disciplina de
Geometria Descritiva. Refere-se ainda que este tipo de operacdo pode ser
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realizado de forma manual, escolhendo criteriosamente a disposi¢cdo dos
elementos.

2.7.3 Obstaculos a considerar

A maior dificuldade que se depara num problema no qual intervém
superficies deste tipo consiste na definicdo da sua malha. De facto, as
superficies a tratar ndo sdo, no caso geral, definidas por um conjunto de
fungbes conhecidas, continuas em Rs. Normalmente é conhecida uma
“nuvem de pontos”, definida em projecto ou obtida por levantamento
topografico, que procura aproximar a superficie a representar. Torna-se
necessario, portanto, definir uma superficie a partir da nuvem de pontos
conhecidos.

Depois de definida a superficie complexa, o seu tratamento com recurso as
técnicas habitualmente empregues na Geometria Descritiva revela-se
frequentemente um problema trabalhoso onde intervém um grande namero
de operacdes. Os desenhos resultantes sdo normalmente densos, o que
dificulta a sua andlise. Este conjunto de factores inviabiliza a anélise de
superficies complexas em aulas de Geometria Descritiva. Assim, considerou-
se que seria (til o desenvolvimento de um conjunto de ferramentas
informéticas que permitissem o tratamento expedito dos problemas e que
procurassem simular uma resolucéo “manual” dos mesmos.

2.8 Solidos
Um solido é um volume delimitado por um conjunto de superficies. No

presente trabalho ndo sédo feitas referéncias a sélidos, embora seja possivel
efectuar operacdes sobre sélidos usando operacdes com superficies planas.
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3 Geracao Automatica de Malhas

O presente trabalho procura tratar as superficies complexas com recurso a
sua prévia discretizacdo em elementos finitos, de acordo com o referido em
2.7.2. Este tipo de abordagem permite o tratamento indistinto dos varios
tipos de superficies descritos anteriormente (ver 2.7.1) e é particularmente
indicado para a definicdo de superficies a partir de nuvens de pontos.
Naturalmente, a geracdo de malhas por métodos manuais revela-se
inadequado a generalidade dos problemas praticos devido a elevada
dimensdo das malhas a criar. Assim, embora ndo sejam de desprezar 0s
métodos semi-manuais com algum grau de intervencdo humana na
discretizacdo das superficies e no tratamento das malhas geradas por
processos automaticos, estes ultimos sdo claramente preferiveis na
abordagem a maior parte dos problemas.

Enumera-se neste capitulo um conjunto de métodos aplicaveis a geracao
automatica de malhas para superficies 2D% [12] e faz-se um estudo da sua
implementacéo e da sua viabilidade.

3.1 Malhas - introducéo

Uma malha é uma discretizacdo de um dominio geométrico em elementos
geométricos simples, tais como triangulos e quadrilateros, em 2D, ou
tetraedros e hexaedros, em 3D [16].

3.1.1 Caracteristicas de uma malha a 2D ou 2DV

Importa definir um conjunto de caracteristicas importantes de malhas de
elementos planos. Estas caracteristicas podem ser divididas em:

e Obrigatdrias - indispensaveis para a validade geométrica da malha;

e Desejaveis - a ndo verificacdo de uma ou mais destas caracteristicas
podem torna-la inviavel para uma determinada finalidade. Caso geral,
as caracteristicas desejaveis numa malha estdo relacionadas com a
qualidade dos seus elementos, conforme sera definido adiante.

Caracteristicas obrigatorias

Enumera-se em seguida um conjunto de caracteristicas obrigatorias de uma
malha de elementos planos [16]:

e Todo o dominio a discretizar deve estar coberto por elementos, ou
seja, auséncia de vazios entre elementos;

e A interseccdo de dois quaisquer elementos sera um ponto, um lado,
Ou 0 conjunto vazio;

e Cada lado de um elemento plano nédo pode ser partilhado por mais de
dois elementos;

e Todos os elementos devem pertencer ao dominio a discretizar.
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Caracteristicas desejaveis

Conforme se referiu anteriormente, as caracteristicas desejaveis de uma
malha dependem do fim ao qual esta se destina. Frequentemente, as malhas
sdo geradas com o fim de serem utilizadas em célculos com recurso ao
método dos elementos finitos ou para efeitos de representacéo gréafica.

Uma malha a ser utilizada para calculo estrutural com recurso ao método
dos elementos finitos devera respeitar um conjunto de condicdes
geométricas desejaveis. Segue-se um conjunto dessas caracteristicas:

e Auséncia de angulos obtusos em elementos triangulares.
e Pequena variacao entre dimensdes dos lados de elementos vizinhos.

A nao verificacdo deste tipo de caracteristicas pode conduzir a resultados
indesejaveis durante o calculo, incluindo a divergéncia do processo [16].

Diferencas de caracteristicas desejaveis em funcédo do fim em vista

Dependendo da finalidade com que se procede a analise de uma dada
superficie complexa, os métodos a empregar poderdo diferir. Na sequéncia
do referido em 2.7, o estudo de superficies complexas, mais concretamente,
o estudo de métodos de geracdo de superficies a partir de um conjunto de
elementos geométricos dados, revela-se importante perante uma variedade
de contextos distintos:

e Engenharia Civil e Arquitectura - As superficies complexas resultam
das formas dos edificios e de levantamentos topograficos. No caso
geral, as superficies topograficas, resultam da andlise de pontos
definidos, regularmente espacados ao longo da superficie. As
descontinuidades verificadas neste tipo de superficies sao,
frequentemente, mais moderadas do que as que podem surgir no
caso dos edificios, onde a geometria € marcada por corpos
salientes, reentrancias e arestas vivas. Por outro lado, o aspecto
dos elementos gerados para as superficies topograficas é
relativamente irrelevante, ao passo que, no caso de modelos
geométricos a utilizar em calculos estruturais com recurso ao
método dos elementos finitos, deve procurar-se obter uma malha
cujos elementos apresentem dimensbées semelhantes, havendo
ainda que levar em conta outras consideracbes geométricas
referidas. Esta relativa suavidade das superficies topograficas,
aliada a auséncia de consideracdes relacionadas com o aspecto dos
elementos individuais, permite a utilizacdo de algoritmos de
geracdo de malhas mais simples.

e Computacdo grafica - O leque de actividades que recorre a métodos
tridimensionais gerados por computador é, hoje, muito vasto. Para
além da arquitectura, também areas tao distintas como a industria,
a medicina e o entretenimento empregam modelos de elevada
complexidade, onde a aproximacdo de superficies curvas com
elementos planos pode néo ser admissivel. Nestes casos, as malhas
geradas sédo transformadas por funcdes de transporte que lhes
conferem uma aparéncia mais suave. Este procedimento é
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particularmente interessante no caso de se pretender efectuar
animacdes tridimensionais, o que pode ser feito de forma
claramente mais eficiente a partir de uma malha de elementos
planos aos quais sdo aplicadas as referidas funcdes de
transformacdo. Ndo se pretende, neste trabalho, fazer um estudo
da geracdo de superficies deste tipo a partir de malhas de
elementos planos, sendo sugerida a consulta de bibliografia
especializada [25].

e Ensino da Geometria Descritiva ou Desenho Técnico - A aplicagao
dos métodos abordados nestas disciplinas inviabiliza a obtencao de
malhas com caracteristicas geométricas desejaveis, tal como estas
foram enumeradas e definidas anteriormente. De facto, embora
seja possivel especificar as caracteristicas de cada elemento da
malha, recorrendo a métodos auxiliares, o estudo de uma malha,
mesmo com um numero reduzido de elementos, conduz
frequentemente a desenhos extremamente densos. Assim, as
malhas devem ser geradas por processos manuais, de forma mais ou
menos intuitiva, abdicando de fixar algumas caracteristicas
geométricas dos elementos individuais.

Malhas estruturadas e ndo-estruturadas

E importante distinguir as malhas em duas categorias, com respeito a forma
como 0s nos da malha estdo ligados com os vizinhos. No caso de malhas
estruturadas, as ligacdes entre nos sdo conhecidas a priori, sendo possivel
identificar a posicdo relativa de cada né a partir dos seus indices, ou
nameros de ordem [12]. Este tipo de malhas pode ser aplicado, de forma
eficiente, a superficies de geometria conveniente, sendo necessario estudar
cada caso particular a fim de averiguar a sua aplicabilidade. Muitos dos
programas de célculo automatico actuais utilizam este tipo de malhas para
discretizar superficies de contorno poligonal planas. Dado que se pretende
apresentar, neste trabalho, um conjunto de algoritmos tdo genéricos quanto
o0 possivel, aplicaveis a superficies 2DY2 irregulares, ndo serdo aqui
estudadas as malhas estruturadas. Sugere-se, para este efeito a consulta de
Farrashkhalvat, Miles, 2003 [26].

3.2 Classificacdo de métodos de geracao de malhas

Actualmente, a generalidade dos métodos de geracdo de malhas
correntemente utilizados sdo do tipo *“advancing front” ou usam
triangulagdo de Delaunay. Estes tipos de méetodos sdo considerados robustos
e eficientes na geragdo de malhas 2D, sendo claramente menos aptos para
malhas de dimenséo superior [14].

Na geracdo de malhas de superficies 2DY%2, € frequente adoptar-se uma
solugdo simples que passa pela geracdo prévia de uma malha plana,
recorrendo-se entéo a funcdes que deformem a malha de forma a aproximar
a superficie 2D%. Esta operagdo possui, contudo, um inconveniente 6bvio
guando realizada sobre malhas de elementos finitos: os métodos referidos
para malhas planas procuram gerar elementos regulares que, ao serem
deformados, perdem as caracteristicas geométricas desejaveis. Deste modo,
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um método adequado para a geragdo de malhas 2D% a partir de uma malha
2D deve procurar, em alternativa [15]:

e Alterar a malha criada por um qualquer método para que a sua
deformacéo produza elementos de formato aceitavel, ou,

e Alterar o algoritmo de geracdo de malhas planas, de modo a
conseguir malhas formadas por elementos ndo regulares que, sejam
transformados em elementos regulares por deformacao da malha.

Para além dos dois processos citados, refere-se que € também possivel
deformar a malha 2D, formando uma malha 2DY2, sem atender a eventual
perda de qualidade dos seus elementos. Esta malha 2D% pode ser depois
sujeita a um conjunto de operacdes geométricas com o fim de melhorar a
sua qualidade (ver 3.4.3).

Faz-se no presente sub capitulo um estudo dos métodos de geracdo de
malhas referidos, sendo propostos algoritmos para cada um deles.

3.3 Métodos da classe “advancing front”

Os métodos de geracdo automatica de malhas do tipo “advancing front” déao
origem, quando aplicadas a superficies 2D ou 2D%, a malhas formadas por
elementos triangulares. A estratégia a seguir passa por definir um conjunto
de elementos geométricos fronteira que constituem a “frente” ou contorno.
A partir desta frente inicial sdo criados elementos triangulares internos. A
frente é entdo actualizada de modo a considerar os elementos introduzidos.
O processo iterativo continua enquanto existirem elementos na frente. De
um modo figurado, pode considerar-se que a malha surge como uma
“implosdo” da frente inicial.

Os métodos da classe “advancing front” apresentam um conjunto de
vantagens, entre as quais a facilidade de se adaptarem a qualquer contorno
e a possibilidade de implementar um controlo da qualidade dos elementos a
medida que sdo gerados. As operacdes envolvidas na geracdo da malha sdo
relativamente intuitivas, pelo que ndo é de estranhar que constituam a
primeira solucéo para a geracao automatica de malhas de dominios de forma
arbitraria [12]. Refere-se, contudo, que este tipo de meétodos tende a ser
pouco eficiente na geracdo de malhas a partir de um numero elevado de
pontos, pelo que tem vindo a perder popularidade para a triangulacado de
Delaunay.

Representa-se na Fig. 7, de forma esquematica, um algoritmo genérico da
classe Advancing Front, aplicavel tanto a malhas 2D como 2D%, de
elementos triangulares ou ndo. E de referir que a condicdo “Frente vazia”
indicada na figura é verificada, no caso de malhas de elementos triangulares
geradas a partir de uma nuvem de pontos, se a frente for constituida por
trés segmentos de recta e se no interior da frente ndo existirem pontos
pertencentes a nuvem.

Refere-se ainda que, como se descreve em 3.4, aquando da geracao de uma
malha, podem coexistir numa dada altura mais do que uma frente,
aplicando-se a cada uma o procedimento descrito na Fig. 7.
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Frente inicial

Analise da frente

Frente "vazia"

Sim Nao

Avaliacdo de
condicdes
geométricas

Criacdo de elementos
geométricos internos

Actualizagdo da
frente

Fim

Fig. 7 - Representacéo esquematica de um algoritmo genérico da classe Advancing Front

Descreve-se de forma sucinta, nos pontos seguintes, dois algoritmos do tipo
Advancing Front, seguindo-se, em 3.4, um estudo pormenorizado de um
terceiro algoritmo da mesma classe, aplicavel a malhas 2D%%.

3.3.1 Geracédo de uma malha sem definir frente inicial

E possivel, em alguns casos, gerar automaticamente uma malha sem realizar
a definicdo prévia da sua fronteira, recorrendo a uma variante do método
advancing front esquematizado acima. Este método tem sido aplicado com
sucesso a superficies 2D, mas também a algumas superficies 2D% definidas
por um grande conjunto de pontos dispersos de forma relativamente regular
pela superficie e em que as condi¢cbes fronteira ndo sejam demasiado
importantes (isto €, o formato do contorno da malha ndo tem de ser
definido com exactiddo e a superficie ndo contém vazios). Estas
caracteristicas surgem no caso da generalidade dos levantamentos
topograficos, por exemplo, onde os dados fundamentais a registar se situam
no interior da superficie registada e ndo no seu contorno.

O algoritmo é descrito nos pontos seguintes:
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e S&o seleccionados os dois pontos P: e P> mais proximos pertencentes
a nuvem, definindo-se o segmento de recta que os une. Os pontos P
e P> sdo excluidos da nuvem de pontos.

e Determina-se qual o ponto Pz da nuvem mais proximo deste
segmento, unindo-o as suas extremidades. Os trés segmentos de recta
assim definidos constituem uma espécie de frente inicial. Actualiza-
se o ficheiro de resultados com o novo elemento triangular definido
pelos vértices { P1 P2 P3 }. O ponto Pz € excluido da nuvem.

e Sdo adicionados novos elementos a frente de forma semelhante ao
mencionado no ponto anterior: para cada segmento pertencente a
frente, encontra-se o ponto da nuvem mais préximo, definindo-se
assim um novo elemento E.

e Verifica-se a viabilidade do elemento E (ver 3.4.2). Caso o elemento
seja viavel, apaga-se o ponto incluido no novo elemento da nuvem de
pontos e actualiza-se a frente e o ficheiro de resultados. O
procedimento é repetido enquanto a nuvem ndo estiver vazia.

Caso se pretenda atender as condi¢Bes particulares do contorno da
superficie, devera fazer-se uma correccdo manual posterior a geracdo da
malha. Na pratica, esta correc¢do resume-se a definicdo dos elementos
existentes junto ao contorno, operacdo semelhante a definicdo explicita de
um contorno necessaria as variantes tradicionais do método “advancing
front™.

3.3.2 Geracdo de uma malha por deformacéo de uma malha plana

Uma forma corrente de gerar uma malha 2D% € por deformacdo de uma
malha plana. E, pois, importante descrever um processo genérico de
geracdo de malhas planas da classe advancing front, estudando-se depois
um método que permite transformar esta malha, aproximando-a a um
conjunto finito de pontos de coordenadas conhecidas, designado de nuvem
de pontos.

Geracdo de malhas planas ndo estruturadas a partir de um contorno
conhecido

A descricdo que se segue aplica-se ao estudo de superficies 2D, mas pode
ser estendida a 2D%2, com algumas alteracOes. Refere-se ainda que algumas
das consideracdes que se seguem sdo directamente aplicaveis recorrendo a
métodos analiticos, podendo ndo o ser quando se pretende empregar apenas
métodos graficos. O angulo de dois segmentos de recta, por exemplo, ndo é
determinado de forma simples utilizando o Método de Monge. Torna-se,
pois, claro que ndo é, no caso geral, viavel exigir o cumprimento de algumas
das “condicdes desejaveis de uma malha” enumeradas anteriormente se nao
se pretender empregar métodos analiticos de todo.

s

Considerando que a frente inicial € definida pelo utilizador como um
poligono fechado formado por trés ou mais segmentos de recta, a primeira
operacdo a realizar sera a de avaliar as condi¢cdes geométricas da frente.
Neste contexto, a condicdo a verificar resume-se ao angulo formado por dois
segmentos consecutivos pertencentes ao contorno:
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e Para angulos menores de 90°, os dois segmentos tornam-se lados de
um novo elemento triangular a criar (Fig. 8).

Zona

discretizada 6 <90°

Novo elemento

Zona nao
discretizada

Fig. 8 - Criacao de um novo elemento para angulos de segmentos consecutivos da frente
inferiores a 90°

e Para angulos de 90° a 120°, utiliza-se um ponto interno P (existente
ou a definir) para, juntamente com os dois segmentos considerados,
gerar dois novos triangulos. O novo ponto interno sera, idealmente,
aquele que dara origem a elementos triangulares tdo regulares
quanto for possivel. Este ponto situa-se sobre a bissectriz do angulo
considerado. A localizacdo do ponto é definida pela sua distancia ao
ponto comum dos segmentos de recta, que é calculada da seguinte

forma:
4 2dpp +2dpp +dpp +dpp
PP, 6
Caso algum dos angulos o ou g, definidos na Fig. 9, se encontre fora do

intervalo [%,ZE—Z}, € definido apenas um elemento, definido de

acordo com a construgéo descrita no ponto anterior [12].
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Zona

discretizada P3 90°< 9 <120°

P P4

Zona nao P
discretizada

Fig. 9 - Criac&o de novos elementos para valores de 8 pertencentes ao intervalo
T 21
23

e Para angulos superiores a 120°, utiliza-se um ponto interno P
(existente ou a definir) e um dos segmentos considerados para gerar
um novo triangulo, de preferéncia equilatero.

Zona 0>120°
discretizada

P>
10
P |
1
1
N ]
~ Nol/o elemento
So 1
. !
~ 1
\\\ 'l
\\ 1
~
P

Zona nao
discretizada

Fig. 10 - Criacdo de um novo elemento para valores de 8 superiores a 120°

Os elementos gerados por um dos processos descritos nos pontos anteriores
sdo acrescentados ao ficheiro de resultados caso sejam viaveis (ver 3.4.2).
Neste caso, a frente € também actualizada.

Se algum dos elementos criados contiver um ponto pertencente a nuvem (o
gue podera ser detectado pelo facto de existirem pontos da nuvem que nao
estejam contidos na definicdo de pelo menos um dos elementos listados no
ficheiro de resultados) esse elemento sera dividido em trés, sendo criados
trés novos segmentos que unem o ponto aos vértices do novo elemento (ver
Fig. 11). Esta verificacdo é efectuada depois da criacdo de uma malha global
e devera ser feita sucessivamente até que todos os pontos definidos nos
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dados do problema participem na definicdo de, pelo menos um dos
elementos da malha.

Fig. 11 - Divisdo de um elemento em trés de modo a incluir um ponto P da nuvem

Obtencdo de uma malha 2D%2

Apos a definicdo de uma frente inicial para o problema, deve ser adoptado o
processo descrito em seguida:

Define-se uma direccdo para o eixo Z da superficie. Caso a superficie
seja topogréafica, a escolha da direccao deste eixo sera, naturalmente,
definido pelo angulo zenital. Caso contrario, podera definir-se esta
direcgdo como perpendicular a um plano =z, que pode ser definido, em
alternativa, a partir dos pontos pertencentes a fronteira inicial ou a
partir do conjunto de todos os pontos pertencentes a nuvem. O plano
7, construido a partir de um qualquer conjunto de pontos, € o plano
cuja média das distancias a cada um dos pontos é minima. Este plano
pode ser calculado pelo método dos minimos quadrados e é
indeterminado caso o conjunto de pontos conhecidos conte com menos
de trés elementos.

Projecta-se a frente ortogonalmente sobre o plano perpendicular ao
eixo Z. Esta projeccgdo constitui a nova frente inicial do problema e
serd empregue para gerar uma malha plana.

Gera-se uma malha a partir da frente actual, aplicando o procedimento
definido anteriormente para superficies 2D. Note-se que nesta fase néo
sdo considerados os pontos pertencentes a nuvem, pelo que nao se
coloca a questdo de existirem pontos da nuvem que nado participam na
definicdo de nenhum dos elementos da malha, ou seja, dispensa-se a
altima verificacdo descrita no processo de geracdo de malhas planas
referido anteriormente.

Introduz-se a 32 dimensdo no problema de uma forma semelhante a
gue foi descrita no processo 2D para incluir na malha os pontos que néao
participam na definicio de nenhum dos elementos definidos,
deformando em seguida a malha plana obtida de modo a que os pontos
de cota conhecida pertencam a superficie gerada. Desta forma,
bastara proceder do seguinte modo para cada um dos pontos dados:
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1. Definir a projecgédo ortogonal de cada ponto P sobre o plano
perpendicular ao eixo Z e analisar a posicéo desta projeccao:

e (Caso esta se encontre no interior de um dos elementos de
vértices ABC, esse elemento sera substituido por 3 novos
elementos: ABP, ACP e BCP (ver Fig. 11);

e (Caso esteja sobre um dos lados (AB) do triangulo, substituir o
elemento por dois novos elementos: ACP e BCP;

e (Caso esta coincida com um dos vértices A do triangulo,
substituir o elemento ABC pelo elemento BCP.

Obtém-se, deste modo, a projeccdo da malha a gerar sobre o plano
perpendicular ao eixo Z.

2. Colocar os “pontos ficticios”, véertices dos elementos da malha 2D
ndo pertencentes a nuvem de pontos, nas posicdes respectivas na
malha 2D%. Para tal, deve ser aplicada, a cada um destes pontos P,
uma translacdo relativamente ao plano 7 perpendicular ao eixo Z.
Esta translacdo é efectuada segundo a direc¢do do eixo Z, a uma
disténcia definida por uma fungao interpoladora h(x,y). A funcéo h
permite estimar a distancia de P a = segundo a direccdo definida
pelo eixo Z, ou seja, a altura de P em funcado das alturas hpi de um
conjunto de pontos P; vizinhos.

v. Para melhorar a qualidade da malha 3D, € possivel aplicar um conjunto
de processos descritos em 3.4.3.

3.4 Implementacdo de um algoritmo de geracdo de malhas da
classe Advancing Front

Com o objectivo de possibilitar o tratamento de superficies complexas, foi
implementado, no programa GD-FEUP desenvolvido, um algoritmo de
geracdo de malhas da classe advancing front que se descreve no presente
capitulo. Este algoritmo é baseado no trabalho de Silva, C. T e Mitchell, J.
S. B. [17], tendo sido significativamente alterado, quer ao nivel da analise
dos elementos gerados, quer ao nivel dos processos de melhoria da
gualidade da malha.

Sao indicadas as operagfes basicas realizadas pelo programa, as verificagbes
efectuadas aos elementos triangulares gerados e os processos de melhoria
da qualidade da malha. Apresenta-se em seguida uma descricdo mais
pormenorizada do funcionamento do algoritmo e, finalmente, um conjunto
de resultados experimentais.

3.4.1 Operacdes basicas

As operacg0Oes realizadas para gerar novos elementos e para alterar a frente
sao as seguintes [17]:

Ear Cutting

Esta operacgéo consiste na criacdo de um novo elemento a partir de trés
vértices consecutivos do poligono da frente.
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Fig. 12 - Criacdo de um novo elemento por Ear Cutting. (1) Frente anterior, (2) Novo
elemento contendo trés vértices sucessivos da frente.

Note-se que uma operacao de Ear Cutting bem sucedida resulta em:
1. Reducdo da area interna da frente;

2. Simplificacdo da frente, sendo reduzido em uma unidade o
namero de vértices pertencentes a frente.

Greedy Biting

A operacédo de Greedy Biting consiste na criacdo de um novo elemento
por unido de dois vértices consecutivos da frente com um ponto
pertencente a nuvem de pontos ou a frente.

Fig. 13 - Novo elemento gerado por Greedy Biting. (1) Frente anterior, (2) Ponto
pertencente a nuvem de pontos, (3) Novo elemento.

Uma operacdo bem sucedida de Greedy Biting resulta em:
1. Reducdo da area interna da frente;

2. Aumento, em duas unidades, do numero de segmentos da
frente;

3. Possivel divisdo da frente em duas (ver Fig. 14).
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Fig. 14 - Operacdo de Greedy Biting resulta na divisdo da frente em duas. (1) Frente
anterior, (2) Ponto pertencente a frente, (3) Novo elemento, (4) Nova frente n°1, (5)
Nova frente n°2

Edge Splitting

Esta operacao resulta na divisdo de um segmento pertencente a frente
em dois ou mais segmentos menores. Apesar de tornar a malha final
mais complexa, a criteriosa introducédo de novos pontos na frente pode
melhorar a qualidade dos elementos a criar.

Fig. 15 - Edge Splitting - divisdo de um segmento de recta da frente. (1) Frente
anterior, (2) Novo ponto sobre a frente, (3) Divisdo de um elemento criado previamente
contendo o segmento de recta a dividir.

Embora trabalhos anteriores [17] sugiram a divisdo dos segmentos de
recta da frente em dois segmentos de igual comprimento, € proposta,
em 3.4.3, uma divisdo que resulta em elementos de maior qualidade.

3.4.2 Analise de elementos triangulares

Os elementos triangulares definidos pelas operagfes descritas em 3.4.1
devem ser analisados com o fim de avaliar a sua viabilidade e a sua
qualidade.
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Viabilidade de um elemento triangular

Neste contexto, um elemento é considerado viavel se, simultaneamente:

1.
2.
3.

N&o tiver sido previamente definido;
A sua area for néo nula;

A sua criagdo ndo resultar numa sobreposicdo da frente (ver Fig. 16 e
Fig. 17);

As projeccbes de todos os pontos do elemento sobre um plano
horizontal estiverem contidas no poligono resultante da projeccéo da
frente sobre o mesmo plano (ver Fig. 18);

Ndo existir qualquer ponto pertencente a nuvem de pontos, cuja
projeccado sobre um plano horizontal esteja contida na projeccédo do
elemento sobre o mesmo plano e cuja distancia ao elemento medida
na vertical exceda um valor de tolerancia «.

Fig. 16 - Elemento nao viavel criado por Greedy Biting. (1) Frente, (2) Ponto
pertencente & nuvem de pontos, (3) Elemento néo viavel.

\1

Fig. 17 - Elemento néo viavel criado por Greedy Biting. (1) Frente, (2) Ponto

pertencente a nuvem de pontos, cuja projeccgado esta contida no poligono definido pela

projeccédo da frente, (3) Elemento nédo viavel.
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Fig. 18 - Elemento ndo viavel criado por Ear Cutting. (1) Frente, (2) Elemento nao
viavel.

Note-se que, de acordo com a condicdo 5 indicada anteriormente, este
algoritmo nao resulta necessariamente numa malha em que todos os pontos
da nuvem participem na definicdo de pelo menos um elemento da malha.
Assim, caso um ponto P da nuvem esteja suficientemente proximo do
elemento E, intersectado pela vertical que passa em P, este ponto podera
ser ignorado.

Qualidade de um elemento triangular

A qualidade de um elemento triangular pode ser medida pelo seu “indice de
compacidade”, funcdo da area A do triangulo e dos comprimentos lo, 11 € |2
dos seus lados:

4J3A

2 2 2
"+ +1,

Este parametro assume valores entre 0 e 1, correspondendo estes valores
limite a triangulos degenerados e a triangulos equilateros, respectivamente.
Assim, a qualidade do triangulo sera tanto maior, quanto maior for o valor
do indice C.

Dado que este indice deve ser calculado um grande numero de vezes
durante a geracdo de uma malha, mesmo que a nuvem de pontos
correspondente contenha apenas uma ou duas dezenas de elementos, torna-
se vantajoso substituir a expressdo anterior por uma outra expressao, fungéao
das coordenadas dos vértices do elemento.
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Vo

Fig. 19 - Designacdo dos vértices de um elemento triangular e definigdo dos vectores
necessarios ao calculo do indice de compacidade respectivo

De acordo com a Fig. 19, é possivel definir os seguintes parametros:

u=V,-V,; w=V, -V, ;v=P-V,
P=ku+V
b-h

2
=HUH: = =HU+M\

Como u-v =0, é possivel obter a seguinte expressao para h =

-

~v-v):

Assim, a area A do elemento e o seu indice de compacidade C, podem ser
obtidos pelas expressoes:

_w)z)

—12 > -
+(a-w)

O indice de compacidade pode, pois, ser definido como:

_ w/?pia-b—dzi

a+b+d

Nesta funcéo, os parametros a, b e d assumem os seguintes valores:
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12
a:Hu :
—2
bzuw ;
d=u-w

Note-se que este procedimento evita o calculo dos modulos dos vectores u
e w dado que,

—12 - -
Hu =u-U.

Esta forma de calcular os parametros a e b é conveniente dado que evita a
utilizacdo da funcéo raiz quadrada, mais exigente em termos de tempo de
processamento, necessaria a determinacdo do médulo de um vector.

3.4.3 Melhoria da qualidade da malha

No decorrer do processo de geracdo de uma malha, deve ser adoptado um
conjunto de procedimentos com vista a garantir a obtencdo de uma malha
de boa qualidade. Naturalmente, a definicdo de qualidade de uma malha ira
depender da finalidade com que é criada.

Considera-se, no presente trabalho, que a qualidade de uma malha sera
tanto maior quanto maior for a qualidade dos elementos que a compdem.
Note-se que as malhas geradas pelo programa desenvolvido néo se destinam
a qualquer fim especifico, pelo que ndo faz sentido classificar uma malha
como inviavel ou desadequada com base em critérios relacionados
exclusivamente com a qualidade dos seus elementos.

Assim, considera-se que € licito lancar mao aos indices de compacidade dos
elementos gerados com o fim de construir uma medida de qualidade da
malha. E importante, a este respeito, fazer um conjunto de reflexdes,
identificando defeitos e virtudes de uma medida com estas caracteristicas:

E corrente definir a qualidade de uma malha com base num conjunto de
indices qualitativos do elemento de menor qualidade. Nao ha um parametro
universalmente aceite como sendo o mais indicado para ser empregue em
analises numéricas nem para o desenho assistido por computador, pelo que
se procura, caso geral, verificar simultaneamente um conjunto de
parametros ou, em alternativa, usar um indice que mec¢a, em simultaneo,
um conjunto de caracteristicas geométricas relevantes para a qualidade de
um elemento. Entre os indices usualmente empregues contam-se o angulo
interno minimo de um elemento triangular e o didmetro maximo das
circunferéncias onde estdo inscritos. E também comum empregar-se
relacbes entre a area de um elemento e a soma dos quadrados dos seus
lados, ou seja, semelhantes ao indice de compacidade apresentado. A
medicdo da qualidade de uma malha a partir de valores de qualidade
extremos dos seus elementos apresenta, contudo, um forte inconveniente:
qualquer alteracdo efectuada na malha que néo interfira com o elemento de
menor qualidade, ndo produzira alteracdes na qualidade da malha. Dado
que um algoritmo da classe advancing front constréi uma malha pela adi¢do
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sucessiva de elementos de qualidade varidvel, importa saber se cada
operacdo realizada resulta ou ndo num acréscimo da qualidade da malha
como um todo. Uma medida que permite a analise da qualidade global de
uma malha é a soma dos raios das circunferéncias inscritas nos elementos da
malha. Embora esta medida permita estender a analise da qualidade da
malha para além do elemento de menor qualidade, apresenta como
inconveniente, neste contexto, o facto de variar em funcdo do numero de
elementos da malha, ou seja, cada elemento adicionado a malha resulta
num acréscimo do valor desta medida. Assim, em complemento com a
identificacdo dos valores extremos de qualquer um dos indices qualidade
descritos, considera-se util analisar um parametro que meca a qualidade
média da malha em cada instante.

A implementacdo mais imediata de uma medida de qualidade média de uma
malha com base nos indices de compacidade dos seus elementos sera a
média destes indices. Este procedimento conduz a expressdes simples, que
permitem a avaliacdo da qualidade da malha em passos intermédios do
processo de geragdo, possibilitando ainda estimar a influéncia que uma
qualquer operacdo tera sobre a qualidade da malha. Estas caracteristicas
sdo particularmente importantes num algoritmo do tipo apresentado, que
apresenta como inconveniente a dificuldade em alterar, num dado
momento, a malha gerada previamente. Por outro lado, este tipo de
abordagem pode conduzir a resultados discutiveis, em especial quando
aplicada a malhas de pequena dimensdo, conforme o exemplo apresentado
em seguida:

O elemento representado na Fig. 20 apresenta um indice de compacidade
reduzido, dividido em dois por uma operacdo de edge splitting, segundo a
linha representada a traco interrompido. Note-se que, cada um dos novos
elementos terd um indice de compacidade que, embora significativamente
superior ao do elemento original, ndo sera particularmente elevado.

Fig. 20 - Divisdo de um elemento de reduzido indice de compacidade

A média dos indices de compacidade antes da divisdo do elemento sera dada
por,

| a
M=—
n

onde n representa o niumero de elementos da malha e o € o somatodrio dos
indices de compacidade:

o= Zn:Ci .
i=1
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Se se representar os indices de compacidade do elemento original e de cada
um dos novos elementos por Cx, C1 e Cp, respectivamente, a média dos
indices de compacidade da nova malha sera:
_a-C, +C +C,

n+1 ’

IMl

Assim, a malha original seria preterida em favor da nova malha se 1,,, > 1,,,
ou seja:

C, +C, >%+CX.

A decisdo de dividir ou ndo um elemento dependera, pois, ndo apenas dos
indices de compacidade dos elementos intervenientes, mas também dos
indices de compacidade dos elementos que ndo serdo afectados por esta
operacdo e pelo niumero de elementos existentes na malha. Note-se que
para malhas de grande dimensdo (valores de n elevados), a substituicao
tende a ser mais vantajosa do que para malhas com poucos elementos.
Desta forma, a analise da influéncia da realizacdo desta operacdo na
gualidade da malha, podera conduzir a resultados opostos conforme seja
efectuada numa fase preliminar do processo de geragdo (quando a malha
contém um pequeno numero de elementos, geralmente de boa qualidade)
ou numa fase mais avancada, em que existe um grande numero de
elementos de qualidade diversa. Pode afirmar-se que o inconveniente
descrito resulta na introducdo de uma elevada resisténcia a introducdo de
elementos de fraca qualidade na malha, pelo que se considera que a
adopcdo de uma medida deste tipo contribui para a obtencdo de malhas
formadas por elementos de mais elevada qualidade.

Uma segunda alternativa para medir a qualidade de uma malha seria a
média dos indices de compacidade, ponderada pelas areas das projeccoes
dos elementos sobre um plano horizontal. Esta solucdo permitiria evitar o
problema descrito anteriormente, contudo, considera-se que ndo constitui
uma medida adequada dado que os elementos de reduzida qualidade
apresentam, caso geral, uma é&rea reduzida quando comparados com
elementos de elevado indice de compacidade. Desta forma, considera-se
gue o peso dos elementos de fraca qualidade ndo seria convenientemente
retratado pelo indice descrito.

Uma forma corrente de medir a qualidade de malhas geradas a partir de
pontos obtidos por levantamento topografico € um histograma de indices de
compacidade dos elementos que compde a malha [17], [19], [20]. Uma outra
representacao grafica da qualidade de um elemento, proposta por Niepal et
al. [21], permite uma rapida leitura da distribuicdo de indices de
compacidade (ver Fig. 21).
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Fig. 21 - Representacao gréafica da qualidade de elementos triangulares [20]

O procedimento a seguir para a determinacdo da qualidade de um elemento
triangular usando um diagrama deste tipo € a seguinte [20]:

i. Ordenar os lados do triangulo por ordem crescente de comprimentos,
de modo a que |, <1, <1,.

ii. Multiplicar os comprimentos dos lados do triangulo por Il de modo a
2

obter um triangulo cujo maior lado apresenta um comprimento
unitario.
iii. Rodar o triangulo resultante das operacdes anteriores de modo a que o

lado maior fique sobre o eixo dos xx e o lado menor seja representado
do lado direito do diagrama.

iv. O ponto P, vértice do triangulo que ndo pertence ao seu maior lado,
fica marcado na area a sombreado do diagrama para qualquer triangulo
T, podendo o seu indice de compacidade ser lido na escala
apresentada.

Embora seja interessante para uma andlise global da qualidade da malha,
este tipo de medida é, obviamente, pouco adequado para efeitos de
programacao.

Optou-se assim por adoptar a média dos indices de compacidade dos
elementos que constituem a malha como medida de qualidade da malha a
controlar durante o processo de geracao.

Divisdo de elementos existentes

De acordo com o referido anteriormente, a qualidade de uma malha sera
tanto maior quanto maior for a qualidade dos elementos que a constituem.
Assim, considera-se que a operacdo de edge splitting deve ser realizada de
forma a que a média dos indices de compacidade dos elementos que
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resultam da divisdo de elementos existentes seja tdo elevada quanto
possivel, ou seja, pretende-se maximizar a funcao:

f(k)=C,(k)+C,(K),

onde C: e Cz sdo os indices de compacidade dos elementos que resultam da
divisdo de um elemento existente e k é positivo e menor do que um. O valor
de f(k) €, pois, o dobro da média dos indices de compacidade Ci(k) e Cz(k). O
significado destas variaveis é ilustrado na Fig. 22.

Fig. 22 - Divisdo de um elemento triangular

De acordo com o referido em 3.4.2, os indices de compacidade dos

elementos 1 e 2 sdo dados por:
c - k-/3(ab—d?)

Yoak?+dk+b

c_ (1-k)-y/3(ab—d?)
2

Cak?+(d—ak+(a+b+d)’

Assim, a funcdo a maximizar sera:

ok a(l-k)
f(k)= ,
(k) akz+dk+b+ak2+(d—a)k+(a+b+d)

onde, ke[01] e

o =w/3iab—d2i.
O valor de k que maximiza f pode ser obtido por:
f'(k)=0
ou seja,
—ak?+b ak? —2ak —b—-2d
2 + 2
(ak? +dk+b)f  (ak?+(d —a)k +(a+b+d))

A equacdéo é resolvida usando um qualquer método numérico, iterando entre
os valores limite referidos para k. Obtém-se assim a divisdo de um elemento
gue conduz a elementos de qualidade superior.

=0, com k €[0,1].

A titulo de exemplo, apresenta-se na Fig. 23 o valor das funcbes f e f’
correspondentes a um elemento de vértices Vo, Vi1, V2, onde,

42



Jodo Pocas Martins

V, =(0,0,0),
V, =(1,05,0),
V, =(311).

Os parametros a, b e d assumem os seguintes valores:
a=11;b=1.25;d =-3.5;
O indice de compacidade deste elemento, Co, € de, aproximadamente, 0.24.

Este valor sugere um elemento de fraca qualidade, pelo que se pretende
dividir o triangulo em dois.

Fig. 23 - Funcgoes f(k) e f’(k) correspondentes ao exemplo dado

A funcado f(k) assume um valor maximo de cerca de 0.82 para k ~0.33. A
média dos indices de compacidade sera, neste caso, de aproximadamente
0.41. Note-se que, caso a divisdo do elemento tivesse ocorrido para k =0.5,
ou seja, a meio do lado maior do triangulo, conforme foi implementado num
estudo anterior [17], a média dos indices de compacidade seria de apenas
cerca de 0.36.

Alteracao de elementos gerados a partir da frente inicial

E frequente definir-se a frente inicial como um conjunto de quatro pontos
gue definem um rectangulo cuja projeccédo contém as projeccdes de todos
0s pontos da nuvem de pontos (ver Fig. 24).
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Fig. 24 - Frente inicial definida pelos pontos A, B, C e D e nuvem de pontos dispostos
de forma aleatéria

Dado que os primeiros elementos da malha sdo gerados a partir da frente
inicial e que, regra geral, os pontos desta frente se encontram muito
afastados entre si relativamente ao que sucede com o0s pontos da nuvem,
seria de esperar que os elementos gerados a partir da frente inicial fossem
alongados, apresentando um indice de compacidade reduzido. Assim, o
algoritmo proposto teria tendéncia para realizar um grande numero de
tentativas de gerar um elemento por greedy biting, apenas para concluir
gue todos os elementos viaveis seriam de fraca qualidade. Esta tarefa seria
demorada, dado que o numero de pontos da nuvem €, geralmente, elevado,
mas seria fundamentalmente inatil, uma vez que ndo resultaria
provavelmente na geracdo de qualquer elemento com as condigbes
desejaveis impostas. Acrescente-se que este problema teria tendéncia a
propagar-se em direccdo ao centro da nuvem, a partir dos elementos
alongados da frente. Para evitar este inconveniente, faz-se uma analise
prévia da frente inicial, dividindo-a de modo a que seja mais provavel a
obtencédo de elementos de boa qualidade junto a frente inicial.

Uma forma possivel de dividir a frente inicial sera, naturalmente, analisar a
posicdo dos pontos proximos da frente, definindo em seguida a posicdo de
pontos a criar sobre a frente de modo a que os elementos resultantes sejam
de boa qualidade. Para levar a cabo esta tarefa, torna-se necessario:

1. Determinar quais os pontos préoximos da frente a considerar para
efectuar a divisao;

2. Definir pontos sobre a frente que resultem em tridngulos viaveis
e que ndo venham a dar origem a triangulos de fraca qualidade.

Assim, foi dada preferéncia a um segundo método, mais simples, que define
a divisdo da frente em funcédo do numero de pontos da malha, n:
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1. Calcular o comprimento ci de cada um dos | segmentos de recta

|
da frente e o perimetro pt = Zci .
i=1

2. Definir o numero m; de divisdes de cada segmento de recta da
frente:
pt
Dme =7 <
©IGWn-))

m; € o valor mi’ arredondado para o inteiro imediatamente
inferior.

3. Definir os pontos a introduzir no segmento i:

PO =P+ F =), 1=12.m, -1

Po e P1 s@o 0s pontos extremos do segmento i.

0 ® o
O < @) (e} \
D pt Pontos da

= frente original
™1 -) &

 Xe) o oo\

Novos pontos
da frente

@) o) @)

o L4 O

Fig. 25 - Divisdo de frente inicial em funcdo do niamero n de pontos da nuvem - pontos
distribuidos ao longo de uma grelha rectangular, n =9

Ap6s a geragdo da malha, faz-se uma analise aos elementos de fraca
qualidade gerados a partir da frente inicial. Faz-se uma tentativa de dividir
estes elementos em dois, de forma semelhante ao que sucede aguando da
realizacdo de uma operacéo de edge splitting.

Alteracado da configuracdo da malha - Edge Flipping

E frequente serem criados elementos triangulares alongados, de fraca
qualidade, que podem ser melhorados ap6s a geracdo da malha da forma
indicada na Fig. 26.
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(1) (2) (3)

Fig. 26 - Processo de substituicdo de um par de elementos com o fim de melhorar
gualidade da malha - Edge Flipping

No programa desenvolvido, esta fungdo foi implementada de forma a actuar
apés a completa geracdo da malha com recurso as operacfes bésicas
referidas nos pontos anteriores. Sdo identificados os triangulos cujos indices
de compacidade séo inferiores a um valor determinado, sendo ordenados em
funcdo deste parametro. ldentifica-se, para cada um destes triangulos, o
seu maior lado e, caso exista, o elemento triangular que partilha esse lado
com o triangulo. Averigua-se entdo se ha ou ndo vantagem em alterar a
configuracdo do par de triangulos, realizando-se, em caso afirmativo, a
respectiva modificacdo. O processo € repetido até que ndo exista nenhum
triangulo com um indice de compacidade inferior ao valor especificado ou
até que se constate que ndo existe nenhum par de triangulos cuja média de
indices de compacidade possa ser melhorada por este meio. A operacédo
descrita é habitualmente designada por Edge Flipping.

Tal como foi referido em 3.4.2, h& vantagens em optimizar o processo de
calculo referido, procurando-se reduzir o nUmero de operagdes necessarias a
analise de cada par de triangulos. Considera-se que haverd vantagem em
alterar a configuracdo do par de triangulos se:

C.+C, >C, +C,,

onde C; e C, sdo os indices de compacidade do par de triangulos que se
pretende alterar e Cs; e C;i representam os indices de compacidade dos
tridangulos a criar, tal como se pode observar na Fig. 27.
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Fig. 27 - Identificacdo de triangulos 1, 2, s e i de uma malha

Identifica-se, na Fig. 28, um conjunto de vectores empregues no calculo dos
indices de compacidade dos triangulos referidos.

Fig. 28 - Identificacdo de vectores U, W, e W, que dizem respeito a configuracéo

original e de s, t; e t, nanova configuracéo

—

Ainda de acordo com a figura anterior, é possivel exprimir os vectores s, t,
e t, de uma forma mais conveniente:

_ —  — _ —

S=W, —W, ; t,=-w,;t,=-Uu-w,

Assim, é possivel exprimir o somatorio dos indices de compacidade na
configuracgéo original por:

C,+C, =431,

onde,

[Va-b-d? +\/a-c—e2
a+b+d a+c+e

1

Na nova configuracdo, o somatorio sera:
C,+C, =+3-1,,

onde,
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_ \/C-bi—fzJr\/(b+c—2f)-(a+b+2d)_(e_dJr f by

b+c—f a+b+c+d-f

2

Os parametros a a f incluidos nas expressées anteriores sdo dados por:

2 2 2

—

a=|u

—

W,

—

W,

;b=‘

;c:‘

d=u-w,;e=u-w,;f=w-w,.

Desta forma, € possivel exprimir os indices de compacidade dos quatro
triangulos referidos a partir dos seis parametros indicados. Qualquer um
destes parametros é obtido pelo produto interno de dois vectores, o que
significa trés produtos e duas somas por parametro. Note-se que 0s
parametros a a f indicados sdo os mesmos que seriam utilizados para o
calculo dos indices de compacidade dos triangulos 1 e 2 apenas, pelo que
ndo é necessario definir vectores adicionais. Dado que ndo se pretende,
neste contexto, determinar o valor dos indices de compacidade, mas apenas
averiguar se a alteracdo da configuracdo do par de triangulos resulta ou ndo
numa malha de maior qualidade, ser& suficiente verificar a condicao:

I, >1,.

3.4.4 Melhoria da eficiéncia do processo

O método implementado tem-se vindo a revelar conveniente para a geracao
de malhas de relativamente pequena dimensdo (na ordem das dezenas de
pontos na nuvem), embora seja igualmente aplicavel a conjuntos maiores de
pontos. As malhas geradas apresentam, regra geral, uma qualidade elevada
de acordo com as medidas de qualidade referidas, independentemente do
numero de pontos a tratar. Refere-se, contudo, que o processo se torna
pouco eficiente no tratamento de malhas de grandes dimensbes, dada a
grande quantidade de verificacdes efectuadas.

Uma forma de reduzir o nimero de operacdes realizadas em cada iteragdo
consiste na limitagdo do numero de pontos intervenientes em cada passo,
isto é, na definicdo de um subconjunto de pontos da nuvem que:

e Contenha um numero de pontos tdo pequeno quanto o possivel;
e Permita avaliar a viabilidade de um novo elemento;
e Permita a defini¢cdo de elementos de boa qualidade;

O algoritmo proposto reduz o numero de pontos intervenientes de duas
formas distintas:

1. Elimina os pontos da nuvem cujas projeccdes horizontais sejam
exteriores ao poligono da frente;

2. Limita o nimero de pontos disponiveis para a realizacdo de operacoes
de Greedy Biting.

A eliminacdo de pontos da nuvem pode ser realizada sempre que se inicia
uma frente ou sempre que a frente sofre uma actualizacéo.
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A limitacdo de pontos disponiveis para operacbes de Greedy Biting é
efectuada de modo a ignorar os pontos cujas projeccdes horizontais ndo
estejam contidas numa regido proxima da projeccdo horizontal do segmento
de recta PP, da frente, a partir do qual se procura gerar um novo
elemento. A regido referida é definida de forma semelhante a indicada para
o diagrama de Niepal (ver 3.4.3): E definida uma superficie cilindrica
fechada, no interior da qual estdo contidos todos os pontos que irdo intervir
na operacdo. Esta superficie resulta da interseccdo de dois cilindros cujos
eixos, verticais, contém os pontos P: e P2, respectivamente. O raio dos
cilindros € igual ao comprimento do segmento P;P,. Caso ndo exista
qualquer ponto nas condi¢cbes referidas, limita-se a nuvem ao ponto mais
proximo do segmento P1P,.

Assim, um ponto P serd considerado relevante para uma determinada
operacao de Greedy Biting em que se procura gerar um elemento a partir do
segmento P:P; da frente se:

dist2D(P, P,) < dist(P,,P,) e dist2D(P, P,) < dist(P,, P,)

As fungoes dist(R,,P,) e dist2D(P,,P,), medem as distancias entre os pontos

P1 e P2 e as distancias entre as suas projeccdes sobre um plano horizontal,
respectivamente.

3.4.5 Exemplo

O algoritmo proposto foi aplicado a um conjunto de 100 pontos dispostos de
forma aleatéria. Foi dada preferéncia a geracdo de elementos com indices
de compacidade superiores a 0.8. Indica-se em seguida uma analise dos
resultados obtidos:
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Fig. 29 (a) e (b) - Malha gerada pelo algoritmo da classe advancing front proposto

Representa-se, na Fig. 30, um histograma dos indices de compacidade dos
elementos que compdem a malha gerada.
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Fig. 30 - Qualidade da malha obtida - histograma de indices de compacidade

Numero de elementos 274
Média dos indices de compacidade 0.78
Minimo dos indices de compacidade 0.09
Maximo dos indices de compacidade 1.00

Tabela 1 - Resultados da geracdo da malha

3.5 Triangulacdo de Delaunay

De acordo com o referido anteriormente, a triangulacdo de Delaunay € uma
das formas mais populares para representar superficies definidas por um
conjunto finito de pontos. Uma triangulagcdo 2D diz-se de Delaunay se

respeitar a seguinte condicao:

Qualquer elemento triangular da malha pode

dos vértices do elemento.

ser

Fig. 31 - Condicao de Delaunay

inscrito numa
circunferéncia que ndo contém, no seu interior, nenhum ponto para além
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Esta condicdo tende a criar elementos inscritos em circunferéncias de raio
tdo pequeno quanto o possivel o que por sua vez resulta em malhas de boa
qualidade, formada por elementos compactos (ver 3.4.3).

Uma triangulacdo de Delaunay tem um conjunto de propriedades
interessantes, entre as quais:

Num problema a duas dimensdes, 0 menor dos angulos internos de um
par de triangulos que partilham um lado comum é maximo [12], o que
resulta em elementos de boa qualidade;

7

O contorno exterior de uma triangulagdo de Delaunay é o menor
poligono convexo que contém todos os pontos da nuvem;

E possivel prever o nimero de elementos da malha em funcido do
namero de pontos da nuvem e do nimero de pontos sobre o contorno,
recorrendo a formula de Euler para poligonos fechados:

T-E+V =1,

onde T representa o nimero de elementos triangulares, E o niUmero
de arestas e V o numero de vértices, ou seja, de pontos na nuvem. O
valor de E é dado por:
3T +k
E= ,
2

onde k representa o niumero de arestas no contorno que, para um
poligono fechado, é igual ao nimero de pontos sobre o contorno.

A expressao pretendida sera, pois:
T=2V-k-2

Para além das caracteristicas geométricas apresentadas, a condicdo de
Delaunay pode ser adaptada ao espaco a trés dimensdes, substituindo os
elementos triangulares por tetraedros e as circunferéncias por esferas.

Fig. 32 - Menor poligono convexo que contém um conjunto de pontos

Uma triangulagdo de Delaunay esta directamente relacionada com o
diagrama de Voronoi, tal como sera descrito adiante. O diagrama de Voronoi
€ construido a partir de um conjunto de n pontos, ou sitios, e divide o
espaco em n regides que contém um sitio cada. Qualquer ponto contido no
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interior de uma determinada regido, ou célula, estd mais préximo do sitio
correspondente do que de qualquer outro sitio do conjunto de pontos
original.

Fig. 34 - Diagrama de Voronoi

Existe um grande numero de algoritmos conhecidos para a geracdo de
triangulacdes de Delaunay. O mais simples resulta directamente da condicéo
de Delaunay. Esta condicéo € verificada para todos os triangulos que podem
ser gerados a partir de uma nuvem de pontos. Este processo ndo é
particularmente eficiente, mas € robusto, sendo a sua implementacéo
bastante simples.

Uma outra forma de gerar triangulacdes de Delaunay € directamente a
partir do correspondente diagrama de Voronoi. O algoritmo mais popular
para gerar diagramas deste tipo é, provavelmente, o algoritmo de Fortune
[22]. Este método é claramente mais eficiente do que o algoritmo descrito
anteriormente, embora a sua implementagdo seja também mais dificil.
Dadas as vantagens evidentes deste método sobre o0 mencionado
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previamente, descreve-se, em seguida, o algoritmo de Fortune, aplicado a
conjuntos de pontos 2D. As figuras apresentadas neste texto séo geradas por
uma aplicacdo informética que cria animacdes do processo de geracdo de
diagramas de Voronoi [24].

3.5.1 Geracéo de diagramas de Voronoi

O algoritmo de Fortune é do tipo sweeping line, isto €, o espaco a
triangularizar é varrido por uma linha recta. A area percorrida pela linha
contém o diagrama parcial a construir, a zona a percorrer contém apenas 0s
pontos conhecidos da nuvem, designados por sitios. O nidmero de pontos
relevantes para a construcdo do diagrama em cada passo €, assim, muito
reduzido, o que contribui para a eficiéncia do algoritmo.

Um dos obstaculos a criacdo de um algoritmo do tipo sweeping line aplicavel
a geracdo de diagramas de Voronoi é a constatacdo de que eventos
posteriores a passagem da linha por uma dada area tém influéncia no
diagrama gerado até entdo. O algoritmo descrito contorna esta dificuldade,
construindo uma frente intermédia composta por arcos de parabola.
Recorda-se que um arco de pardbola contém todos os pontos equidistantes
de uma recta e de um ponto dados. Assim, se for gerado, para cada sitio
varrido pela linha, um novo arco de parabola, os pontos onde este arco
encontra os arcos vizinhos sdo equidistantes dos sitios que deram origem aos
arcos. Um ponto nestas circunstancias pertence, potencialmente, a uma
linha do diagrama de Voronoi. A medida que a linha varre o espaco, as
formas e os comprimentos dos arcos de pardbola sdo alteradas, tendendo
para um comprimento nulo. Nesta altura, intersectam-se, no mesmo ponto,
trés pardbolas consecutivas, o que indica que os trés sitios sdo equidistantes

deste ponto. Um ponto com estas caracteristicas é, potencialmente, um
vértice do diagrama de Voronoi.

Assim, o algoritmo deve percorrer o espaco (usualmente por ordem
decrescente das coordenadas y), registando dois tipos de eventos distintos:

e Novo sitio - ocorre quando a linha passa num sitio pertencente a
nuvem de pontos dada. Resulta na criacdo de um novo arco de
parabola. No momento da sua criagdo, o arco de parabola é
degenerado (Fig. 35).

e Novo vértice - resulta da interseccdo de trés arcos de parabola
vizinhos, de acordo com o referido anteriormente. Recorde-se que o
ponto | de interseccdo dos trés arcos é equidistante dos trés sitios
que correspondem aos arcos. Assim, existira uma circunferéncia de
centro | que passa nos trés sitios referidos. O evento ocorre quando a
linha passa no ponto da circunferéncia de menor coordenada y e
resulta na supressdo de um dos arcos de parabola e na criagdo de um
novo vertice do diagrama de Voronoi.
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Fig. 35 - Evento do tipo novo sitio

As operacdes referidas séo ilustradas em seguida:

*

E definida uma tabela Q, contendo o conjunto de eventos, ordenados por
ordem decrescente de coordenada y dos pontos correspondentes. Recorde-
se gue os eventos a considerar sdo novo sitio e novo vértice, sendo
conhecidos, na fase inicial, apenas as posicbes dos eventos novo sitio.
Assim, o vector Q comeca por conter o conjunto de sitios ordenados por
ordem decrescente dey.

Fig. 36 - Conjunto de pontos e sweeping line na posi¢éo inicial

ApoOs n eventos de novo sitio, a frente de arcos parabdlicos, ou beach line, é
constituida por até n arcos. O algoritmo ndo regista os arcos, mas apenas 0S
sitios que lhe dao origem. Assim, num dado momento ilustrado na Fig. 37, o
vector T contém uma lista dos sitios que originam 0s arcos que constituem a
beach line, ordenados pela sua coordenada x:
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T={pi1pjlpk'pl}

*

Fig. 37 - Frente parabdlica, ou beach line
Novo sitio

Quando a linha passa pelo sitio seguinte, € introduzido um novo arco na
frente parabolica (Fig. 35), cuja posicdo deve ser determinada, ou seja, €
necessario conhecer o arco que é intersectado pela vertical que passa no
novo sitio. Esta determinacdo é efectuada sem necessidade de definir os
arcos parabdlicos que compde a beach line. Para tal, é necessario:

1. Determinar os pontos de interseccdo de todos os arcos da frente
parabdlica. Conforme o referido, ndo serdo definidos os arcos. O
vector T contém todos os arcos da frente, ordenados da forma
descrita anteriormente. O ponto onde dois arcos consecutivos se
intersectam € equidistante dos sitios correspondentes e da frente
recta. Desta forma, existe uma circunferéncia tangente a frente
recta, que contém os sitios referidos. O centro desta circunferéncia é
0 ponto de interseccdo pretendido. Definir um vector X contendo as
coordenadas x dos pontos de interseccdo determinados, pela ordem
em que sdo encontrados, ou seja, por ordem crescente de x.

2. Inserir a coordenada xs do novo sitio no vector X de forma a respeitar
a ordem crescente das coordenadas. A posicdo em que xs € colocada
no vector X é também a posicdo do arco que se pretendia conhecer
no vector T.

O novo arco é inserido no vector T, alterando a sua configuracdo anterior.
Ao ser introduzido na frente, o novo arco ira quebrar o arco determinado no
passo anterior em dois. Assim, supondo que o novo sitio ps fica sob o arco
originado por pj, este sera quebrado, sendo alterado o vector T para:

Tz{pivpj’pij’pk’p'}
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Sabe-se agora que as regides correspondentes aos sitios p; e ps sdo vizinhas,
podendo esta informacdo ser tabelada para posterior representacdo do
diagrama de Voronoi. Uma forma possivel para armazenar os dados é sob a
forma de um conjunto de tabelas. E criada uma tabela D de arestas, com os
campos:

e Designacdo - Composta pelos nomes dos sitios correspondentes as
regides que se encontram ao longo desta aresta. Neste caso, 0S novos
campos serao pjps e pspj- Os campos inseridos sdo, para cada regiéo,
um vector que defina a aresta que a separa da regido vizinha. Os
vectores terdo as mesmas direc¢cdo e comprimento e sentido oposto.
Isto ird permitir definir, para cada regido, uma sucessao de vectores
que a limitam, ordenados em sentido directo. Os vectores designados
por pjps € psp; séo apelidados de gémeos.

e Vértices inicio e fim - Pontos que definem o vector, ou seja, veértices
do diagrama de Voronoi. Neste momento, ndo é ainda possivel
introduzir estes campos na tabela D.

e Proximo vector - Designacdo do vector seguinte, respeitando a
ordenacao referida anteriormente.

e Gémeo - Gémeo do vector, neste caso pspj € pjps para 0s vectores pjps
e pspj, respectivamente.

A tabela D é relacionada com uma tabela V de vértices. A tabela V contém
todos os vértices conhecidos do diagrama de Voronoi e, para cada um, o
conjunto de vectores que passam no Vvértice e as suas coordenadas
cartesianas. Nesta altura, ndo é possivel actualizar a tabela V.

A Gltima tarefa a realizar, no tratamento de um evento do tipo novo sitio,
consiste na averiguacao de possiveis futuros eventos novo vértice:

e Analisam-se os dois novos conjuntos de trés arcos consecutivos de T,
isto €, {pi,pj,ps} e {ps,pj,pk}. O conjunto {pj,ps,pj} nao é
relevante, dado que contém apenas dois sitios distintos, sendo
portanto insuficiente para definir uma circunferéncia.

e Verifica-se, para cada um dos dois novos conjuntos definidos no passo
anterior, se a circunferéncia que passa nos trés sitios correspondentes
intersecta a frente recta. Em caso negativo, 0 evento deve ser
ignorado, dado que a frente ndo pode retroceder.

e \Verifica-se se o0 evento ja existe em Q. Em caso afirmativo, o evento
devera ser ignorado.

e Adicionar o evento a tabela Q, atribuindo-lhe uma designacéo pv. Este
ponto é o ponto de menor coordenada y da circunferéncia,
registando-se as suas coordenadas cartesianas. Adicionar ainda o
conjunto de trés sitios que deram origem ao evento, ou seja,

PP, p.f e 1P, P P,
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Fig. 38 - Criacdo de um evento do tipo novo vértice

Novo vértice

Quando a frente recta encontra um evento do tipo novo vértice py, por
exemplo, devera ser seguido o seguinte procedimento:

Pesquisar T de modo a determinar o arco «;, intersectado pela
vertical que passa em py. O procedimento a seguir para o efeito foi
descrito anteriormente.

Adicionar o vértice a V, introduzindo também os dois vectores que
passam em py. As designacdes destes vectores sdo obtidas a partir do
correspondente registo na tabela Q que contém os nomes dos sitios
gue originaram o evento. Assim, se o evento for originado, por
exemplo, pelos sitios {pj, Py, p,}, 0s vectores a associar a py Serdo pjpx

€ PkpI.

Actualizar D, introduzindo nos campos vértice inicio, ou vértice fim
correspondentes aos vectores referidos no ponto anterior. O valor a
introduzir nestes campos sera, naturalmente, py.

Acrescentar a D dois novos vectores gémeos, com inicio ou fim em py,
pip1 € pipj, estabelecendo a necessaria correspondéncia entre estes e
pv na tabela V.

Eliminar de Q todos os eventos do tipo novo vértice associados com o
arco ai.

Eliminar de T o arco «;.

Averiguar, da mesma forma descrita para eventos novo sitio, se a
supressdo de «i resulta em dois novos eventos do tipo novo vértice
envolvendo os dois novos conjuntos de trés pontos consecutivos de T.

Fim do algoritmo

Quando Q nado contém qualquer evento, deve verificar-se se T contém ainda
arcos. Estes elementos correspondem a arestas do diagrama de Voronoi de
comprimento infinito, que dividem as células que contém os sitios
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pertencentes ao contorno da nuvem de pontos. Estas arestas podem ser
limitadas, por exemplo, por um rectangulo que contenha o conjunto de
sitios dado.

Geragéao de uma triangulagéo de Delaunay

A estrutura de dados descrita permite a construcdo de uma triangulacédo de
Delaunay que resulta da unido dos sitios vizinhos, identificados em D.

Fig. 39 - Relacdo entre um diagrama de Voronoi e a triangulacdo de Delaunay
correspondente

3.6 Implementacdo de um algoritmo de geracdo de malhas da
classe Triangulacédo de Delaunay

Foi implementado no programa GD-FEUP um algoritmo simples de geracao
de malhas da classe Triangulacdo de Delaunay. O algoritmo resulta da
verificacdo da condicdo de Delaunay para todos os triangulos possiveis e
para todos os pontos da nuvem. Em resumo, propde-se sucessivamente todos
0s conjuntos de trés pontos pertencentes a nuvem, sendo estes ignorados
caso se verifiqgue que ndo definem um elemento compativel com a condicéo
de Delaunay (ver Fig. 40).
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Inicio

Escolher novo conjunto de trés
pontos distintos {A, B, C}
pertencentes a nuvem de pontos

Determinacéo do ponto P, centro
da circunferéncia que inscreve o
triangulo formado pelos trés
pontos e da distancia d; entre as

projeccOes horizontais de P e A

Escolher um novo ponto Q; da
nuvem e determinar a distancia
d, entre as projeccBes
horizontais de Q; e P

{A, B, C} é ultimo
trio de pontos?

Sim

d,<d; ?

Sim

Néo

Vv

Q; é o ultimo ponto

da nuvem?
V

Sim

v

ABC é um elemento da

Fim

malha: enviar para
ficheiro de resultados

Fig. 40 - Algoritmo simples de geracéo de malhas - triangulacdo de Delaunay

7

Este processo ndo €, conforme se referiu anteriormente, particularmente
eficiente, mas a sua implementagdo é muito simples. E possivel, contudo,
reduzir significativamente o numero de verificacbes a efectuar e assim,

melhorar a eficiéncia do algoritmo se:

i. Os pontos da nuvem estiverem ordenados por ordem crescente da sua

coordenada x;
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ii. A nuvem de pontos a verificar, para cada trio de pontos {A, B, C},
estiver reduzida ao conjunto de pontos Q cujas coordenadas Xgi
pertencem ao intervalo |x, —d,,x, +d,[, onde xr é a coordenada x do

ponto P. O significado de P e de d: € indicado na Fig. 40.

Refira-se ainda que € possivel, apds a geracdo da malha, proceder do
mesmo modo descrito em 3.4.3 para melhorar a sua qualidade, embora néo
tenham sido registadas melhorias significativas nas malhas geradas por este
processo.

3.6.1 Exemplos

Segue-se um conjunto de dois exemplos em que foram geradas malhas a
partir de duas nuvens de 104 e de 1000 pontos, respectivamente. Note-se
gue a primeira nuvem de pontos contém todos os pontos da nuvem utilizada
para gerar a malha referida em 3.4.5, sendo os restantes quatro pontos o0s
mesmos que foram empregues, no mesmo exemplo, para definir a frente
inicial. Pretende-se, deste modo, gerar uma malha comparavel a gerada
usando o método advancing front proposto.
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Exemplo 1 - Nuvem de 104 pontos
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Fig. 41 (a) e (b) - Malha gerada pelo algoritmo Delaunay testado
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Fig. 42 - Qualidade da malha obtida - histograma de indices de compacidade

NUmero de elementos 202

Média dos indices de compacidade 0.65

Minimo dos indices de compacidade 0.04

Maximo dos indices de compacidade 1.00

Tabela 2 - Resultados da geracdo da malha

De acordo com a formula de Euler apresentada anteriormente, o numero de
elementos triangulares que compdem a malha poderia ser determinado
directamente a partir dos dados do problema:

V=104 e k=4,
T=2V-k-2=202
Note-se que a qualidade da malha gerada é inferior & obtida pelo método
advancing front proposto. Uma razédo possivel para justificar esta diferenca
consiste na tendéncia para gerar elementos alongados junto ao contorno da
malha. Recorde-se que, no método advancing front proposto, este problema

é contornado fazendo uma prévia divisdo da frente inicial, o que se traduz
também num acréscimo do numero de elementos gerados.
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Exemplo 2 - nuvem de 1000 pontos
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Fig. 43 - Malha gerada para um conjunto de 1000 pontos dispostos de forma aleatoria
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Tabela 3 - Qualidade da malha obtida - histograma de indices de compacidade

Numero de elementos 1979

Média dos indices de compacidade 0.72

Minimo dos indices de compacidade 0.03

Maximo dos indices de compacidade 1.00

Tabela 4 - Resultados da geracdo da malha

Os 1000 pontos sdo dispostos de forma aleatoéria, ndo tendo sido definidos
pontos adicionais com o fim de originar um contorno de planta rectangular,
conforme se pode constatar por observacdo da Fig. 43. Com efeito, nédo é
conhecido, a partida, o nimero de pontos pertencentes ao contorno. Nao é
possivel, portanto, recorrer a formula de Euler, do modo descrito no
exemplo 1, de forma a efectuar uma verificacdo expedita da validade da
malha gerada.
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4 OperacOes a Realizar - Geometria Analitica

Para além da definicdo dos elementos geométricos, pretende-se proceder a
um conjunto de operacdes geométricas que os envolvem, nomeadamente,
operacdes de unido e interseccao, de paralelismo e de perpendicularidade.

Segue-se a definicdo de um conjunto de operacdes geométricas, sendo
estudada a sua implementacao com recurso a métodos numéricos (ver 1.4).
Apresenta-se no capitulo seguinte uma abordagem alternativa recorrendo as
construcdes graficas caracteristicas do Método de Monge.

4.1 Ponto pertencente a recta

A determinacdo das trés coordenadas (x, y, z) de um ponto de uma recta
conhecendo uma delas pode ser efectuada a partir da equacdo paramétrica
da recta referida em 2.2. Com efeito, a substituicdo da coordenada
conhecida nesta equacdo resulta na definicdo de um sistema de trés
equacoes lineares a trés incognitas.

No exemplo que se segue, sdo determinadas as coordenadas y e z de um
ponto cuja coordenada x é de 3 unidades. A recta passa na origem e a sua

direccdo € dada pelo vector v, :

3 1 3 0 1 t 3
P=qyer Vi =42¢; qYr=40p+1:02p &>y =16
z 3 z 0 3 z 9

As coordenadas de P seriam, pois (3,6,9).
Este tipo de problema surge frequentemente na sequéncia da validacéo de
hipoteses do tipo “O ponto P pertence a recta r?”.

4.2 Ponto pertencente a plano

A solucdo deste problema, que visa a determinacdo de uma coordenada de
um ponto P pertencente a um plano 7, dadas as coordenadas restantes, caso
exista, é determinada directamente a partir da equagéo do plano (2.5).

4.3 Recta pertencente a plano
Este problema pode ser colocado de formas diferentes, podendo a sua
resolucéo ser efectuada de forma distinta consoante os dados fornecidos.

Frequentemente, sdo conhecidas duas coordenadas de dois pontos da recta,
pretendendo-se determinar a terceira coordenada de cada ponto.

O problema é resolvido a partir das equacdes do plano (2.5).
4.4 Interseccéo de duas rectas ou dois segmentos de recta

E conveniente, na resolucdo de um problema de interseccédo de duas rectas,
definir cada uma delas pela sua equacao paramétrica. E importante verificar
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a ocorréncia de condic¢Oes particulares de paralelismo ou de coincidéncia de
rectas antes de procurar proceder a sua intersecgao.

Considerem-se entdo as rectas definidas pelas seguintes equagbes
paramétricas:

Pi=F +kF-F)e Q0 =0, +1Q -

As rectas serdo paralelas se os vectores que definem a sua direccdo o forem,
ou seja, num problema de dimenséo n:

u. u. .. -

—= =—L, qualquer que seja i, natural, menor ou igual a n.
. V.

i-1 1

,comu=P,-P, ev=0Q,-Q,

As rectas serdo coincidentes se, simultaneamente, forem verificadas as
condicdes de paralelismo e se qualquer ponto de uma das rectas for também
ponto da outra (4.1). Se o problema consistir na interseccdo de dois
segmentos de recta, e se as rectas que os contém forem coincidentes,
podera existir ou ndo um segmento comum aos dois segmentos de recta.
Este segmento podera ser encontrado resolvendo o sistema de equacdes
lineares seguinte em ordem a lp € l1:

Pl = Q(Il)

Determinam-se em seguida, caso existam, ro e r1 usando funcbes de maximo
e minimo:

[rO’rl]: [Iovll]m [Ovl]

Se os intervalos indicados ndo se intersectarem, os segmentos também néao
se intersectam, caso contrario, o resultado da interseccéo sera o segmento
definido pelos pontos Q(ro) e Q(r1).

Caso as rectas ndo estiverem nas condic¢des particulares indicadas acima, a
resolucdo do problema continua: Num espago a n dimensbes, se n=2, as
rectas serdo obrigatoriamente concorrentes. Se n>2, as rectas poderao ser
concorrentes ou enviesadas. De qualquer modo, as suas projeccgdes sobre um
plano serdo concorrentes se as rectas o forem. Assim, o procedimento a
seguir sera semelhante ao utilizado quando se emprega o Método de Monge:

omitindo uma das componentes dos vectores u e v (ndo devendo as
componentes omitidas de ambos 0s vectores serem simultaneamente nulas),
obtém-se as projeccbes das rectas sobre um plano de projeccdo. Estas

projeccdes intersectam-se no ponto T:P(k,):Q(I,) num espago a 2

dimensdes. Tendo obtido k, e I,, as rectas intersectam-se no ponto P(k,)

num espaco a 3 dimensdes se P(k,)=Q(l,), caso contrario, as rectas seréo
enviesadas.

68



Jodo Pocas Martins

Se os elementos a intersectar forem segmentos de recta, deve encontrar-se
a interseccdo das rectas que os contém, verificando depois se o ponto
encontrado pertence ou ndo aos segmentos, isto €, deve verificar-se se:

k, e[01] e I, [0,1].
4.5 Interseccdo de uma recta com um plano

Num espaco a 3 dimensbes, uma recta pode ser paralela a um plano, pode
pertencer ao plano ou pode ainda intersecta-lo num ponto. A determinacao
da interseccédo deve, pois, ser precedida de uma verificagdo das posi¢coes
particulares referidas.

Se o plano for definido por um dos seus pontos e por um vector normal n
(ver 2.5) e se a recta for definida pela sua equagdo paramétrica,

P(k):50+s(ﬁ—30):50+sa, a recta sera paralela ao plano se

ﬁ(ﬁ —§)= 0. Se, para além de ser verificada esta condicdo, qualquer
ponto da recta pertencer ao plano, a recta pertencera ao plano.

Caso a recta e o plano ndo estejam nas condicdes referidas no paragrafo
anterior, a sua interseccao pode ser determinada da forma indicada na Fig.

44. O ponto de interseccao sera m . Considere-se agora a equacao:
P(S) -V, = w-si, com w=P, —V, .
No ponto de intersecgéo, @—\70 sera perpendicular a n, ou seja,
n-(W+s-u)=0
Para s=s, , esta equacado pode ser escrita como:

_—n-\Tv —ﬁ-(ﬁo—%) _ —(ax, +by, +cz, +d)

— — , com ﬁ-ﬁ¢o,
n-u n'(Pl_Po) n'(Pl_Po)

estando as variaveis definidas em 2.5. Note-se que, caso n-u =0, a recta
sera paralela ao plano, o que teria sido verificado anteriormente.

T 0

Fig. 44 - Interseccdo de uma recta com um plano [5]
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Caso se pretenda intersectar um plano com um segmento de recta definido
pelos pontos Po e P1, basta seguir os passos descritos acima, verificando
finalmente se s, €[0,1]. Se esta condigdo nio se verificar, 0 segmento n&o

intersectara o plano.
4.6 Interseccao de dois planos

Num espaco a trés dimensdes, dois planos podem ser paralelos (se forem
paralelos os respectivos vectores normais), coincidentes ou concorrentes
numa recta. Para verificar o paralelismo de dois vectores, deve seguir-se 0
procedimento descrito em 4.4. Os planos serdo coincidentes se, para além
desta condicdo, se verificar que um qualquer ponto de um plano pertence
também ao outro.

Se os planos ndo forem paralelos nem coincidentes, a sua intersecgdo sera
perpendicular as normais dos planos, ou seja, a direccdo da recta de

intersecgéo sera dada por u=n, xn, , tal como se pode observar na [5].

112111}{112/
/

Bastara, portanto, encontrar um dos pontos pertencentes a interseccdo dos
planos referidos. O ponto podera ser encontrado resolvendo um sistema de
duas equacoes lineares constituido pelas equacées do plano (ver 2.5). Dado
gque este procedimento conduz a 2 equagles para 3 incognitas e sabendo
gue a interseccao existe e é uma recta, pode fixar-se a coordenada de um
dos pontos desta recta e resolver o sistema para encontrar as restantes.
Caso geral, faz-se x=0, y=0 ou z=0 (escolhe-se a componente correspondente

a uma qualquer componente ndo nula do vector u). Resolve-se entdo o
sistema:

Fig. 45 - Interseccao de dois planos [5]

, onde x=0, y=0 ou z=0,

aX, +by,+cz,+d, =0
a,X, +b,y, +¢,z,+d, =0

obtendo-se finalmente a equacgdo paramétrica da recta de interseccdo
pretendida:
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XO
P(s)=P, +s-(n;xn,), com P, =1y,
ZO

4.7 Recta perpendicular a plano, passando por um ponto
conhecido

A obtencédo da equacdo paramétrica da recta perpendicular a um plano que
contém um determinado ponto € um problema cuja resolucdo € imediata se
o plano for definido por um ponto e um vector normal (ver 2.5).

Assim, se:
e 0 plano for definido por n= (a,b,c) e um ponto qualquer;
e 0 ponto por onde deve passar a recta perpendicular ao plano for
Py = (%, Yo:20) »
A recta pretendida sera:

P(K) =P, +kn

4.8 Plano perpendicular a recta, passando por um ponto
conhecido

Este problema é o inverso do apresentado em 4.7. Neste caso, a solucdo do
problema sera a equacdo paramétrica do plano, n-(P —vo)zo (ver 2.5),
sendo V, =(X,,Y,,2,) 0 ponto dado e n=(a,b,c) um vector com a direcgio
da recta dada.

4.9 Perpendicular comum a duas rectas

A perpendicular comum a duas rectas r e s é a recta que é simultaneamente
perpendicular e concorrente com ambas as rectas dadas.

A resolucdo deste problema implica um conhecimento prévio da posicéo
relativa de r e s. No caso geral, as rectas dadas serdo enviesadas, podendo o
problema ser resolvido do modo descrito adiante.

Se, pelo contréario, as rectas forem concorrentes, o problema reduz -se a
determmagao do ponto Po, comum ar e a s (ver 4.4) e ao vector p —u ><v

onde U e v sdo vectores que definem a direccdo das rectas r e s
respectivamente. Neste caso, a recta pretendida fica definida pela sua

equacgdo parametrica P(k) = 50 + kB i

Finalmente, se r e s forem paralelas ou coincidentes, a solu¢do do problema
sera indeterminada.

No caso geral, o problema pode ser resolvido por duas abordagens distintas,
com ou sem a utilizacdo de um plano auxiliar, apresentadas em seguida:
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4.9.1 Com recurso a um plano auxiliar

A direccdo da recta pretendida é dada por w=uxv, onde u e v sao
vectores que definem a direccdo das rectas r e s respectivamente.

A definicdo da recta pretendida carece ainda da determinacdo de um ponto
Po que Ihe pertenca. Uma vez que a recta pretendida intersecta as rectas r

e s e tem a direccao definida pelo vector Vv, a posigéo do ponto Po pode ser
determinado a partir do seguinte raciocinio (ver Fig. 46):

i. A recta pretendida pertence a um plano g, definido pela recta r e pelo
vector w.

ii. O ponto Po sera o ponto de interseccdo de s com S, e pode ser obtido
do modo descrito em 4.5.

A equacao paramétrica da perpendicular sera entao:

P(k) = P, + kw

=
=
-

Pob=snp

p>o R

Fig. 46 - Perpendicular comum a duas rectas, p

4.9.2 Sem recorrer a planos auxiliares

O vector w descrito no ponto anterior é perpendicular aos vectores u e v.
Assim,

u-w=0ev-w=0.

Considerando que w=P(s,)-Q(t,) = (50 + sj)—(@ﬂﬁ), conforme a Fig. 47,
as equacoOes anteriores formam um sistema de equacgOes lineares em s¢ e t¢
cuja solucéo é [5]:
_ be—cd = ae—hd
° ac-b?"° ac-b’

com a=u-U;b=u-v;c=v-v;d =G-(§—Q7)e=§-(5—@).
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- 2 74 Ot )

Fig. 47 - Distancia entre duas rectas[5]

4.10Distancia de dois pontos

—_

A distancia entre dois pontos P, =(X,,Y,.2,) € P, =(x,Yy,,2,) é dada por
d= \/(X1 _X0)2 +(y1 - 3’0)2 +(Z1 - Zo)z

E frequente calcular esta distancia como d =vu-u, onde u=P, -P, .

4.11Distancia de um ponto a uma recta

A distancia de um ponto a uma recta € medida sobre a perpendicular a recta
que passa no ponto.

=
W ld
0 u
X X >
r
Po P(k)

Fig. 48 - Distancia de um ponto a uma recta

A distancia d de um ponto P a uma recta r € obtida a partir da construcao
indicada na Fig. 48:

d :‘E—Wj‘:‘Vv—kﬁ‘: Vchos(@)% , com w=P—P,
u

Caso geral, torna-se vantajoso calcular cos(6) a partir do produto escalar dos
vectores u e w:

=
|1

cos(f) = — -

—

c |

=1

O que resulta em:
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—_ —_ u u —_ —_— -
d=|w—-|w-— T:‘W— W-V

Nesta expresséao, v é um versor com a direccao de u.
4.12Distancia de duas rectas

A distancia entre duas rectas é medida sobre a perpendicular comum a duas
rectas. Conforme foi referido em 4.9, esta recta pode ser obtida de duas
formas distintas, podendo a distancia pretendida ser determinada de outros
tantos modos.

Assim, se for utilizado um plano auxiliar, conforme o descrito em 4.9.1, o
problema reduz-se a um problema de distancia entre um ponto, Po, € uma
recta, r (ver 4.11).

O segundo método nao recorre a qualquer plano auxiliar. Nestas condicoes,
a distancia entre duas rectas é dada por (ver 4.9.2):

d =

— -\ (be—cd)u—(ae—bd)v
) o=t

4.13Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto Po=(xo,Y0,20) € um plano z definido por Vo e n
(conforme o descrito em 2.5) pode ser obtida do modo descrito em seguida
(ver também Fig. 49):

ﬁ~(€—\7&) _ ax, +by, +¢z, +d

n‘ va?+b?% +c?

Note-se que este valor é obtido directamente a partir das coordenadas de Py
e dos parametros (a,b,c,d) da equacéo do plano.

d(PRy,7) = ﬁ—\z cosf =

O

Fig. 49 - Distancia entre um ponto e um plano [5]

Refere-se ainda que o valor de d(Po,7) pode ser positivo ou negativo, pelo
gue esta expressao podera ser empregue para determinar de que lado de um
plano se encontra um qualquer ponto Po. Para efeito do calculo da distancia
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de um ponto a um plano, deve tomar-se, naturalmente, o valor absoluto de
d(Po,7x).

4.14 Angulo de duas rectas

O angulo 6 de duas rectas r e s é definido pelos seus vectores ue v. Assim,
a expressdo seguinte é vélida para rectas concorrentes, paralelas ou
enviesadas:

— -

u v
0 =arccoy — - —
I

\Y

(=)

c
N

Fig. 50 - Angulo de duas rectas
4.15Angulo de uma recta com um plano

O angulo 6 de uma recta r com um plano « pode ser obtido a partir do

angulo yw dos vectores v e n que definem a recta e o plano
respectivamente:
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Fig. 51 - Angulo de uma recta com um plano
4.16 Angulo de dois planos

O angulo de dois planos « e f é o dos vectores n e m que lhes sdo normais:

=X
El

0 = arcco

S
3!

=

Fig. 52 - Angulo de dois planos

4.17 Interseccdo de uma recta, ou segmento de recta, com um
elemento triangular

A interseccdo de uma recta com um elemento triangular € uma operacao
fundamental no tratamento de superficies complexas da forma definida
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neste texto. A determinacdo da interseccdo, caso exista, € efectuada em
dois passos:

i. Definicdo de P, ponto de interseccdo da recta, ou segmento de recta,
com o plano que contém o elemento triangular (ver 4.5). Caso a recta
seja paralela ao plano que contém o elemento, a respectiva
interseccdo sera indeterminada. Se o0 segmento de recta néo
intersectar o plano, também néo intersecta o elemento triangular e o
algoritmo termina neste ponto.

ii. Avaliacdo da posicdo de P relativamente ao elemento triangular.
Naturalmente, s6 se pode afirmar que a recta, ou segmento de recta,
intersecta o elemento triangular se P for um ponto interior do
elemento.

Existem diversos algoritmos que permitem avaliar se um ponto pertence ou
ndo a um elemento triangular. Essencialmente, estes métodos dividem-se
em dois tipos, conforme o ponto de intersec¢cédo e o contorno do elemento
triangular sejam, ou nao, projectados sobre um plano coordenado a fim de
determinar a inclusdo daquele neste. Por simplificacdo, estes métodos serdo
designados por 2D ou 3D, respectivamente.

A verificacdo da incluséo de um ponto num elemento pertencentes a um
plano coordenado é, caso geral, mais rapida do que a correspondente
operacdo 3D, mas implica um conjunto de verificagdes adicionais, 0 que
tende a tornar o algoritmo 3D mais eficiente em modelos com alguma
complexidade [5]. Com efeito, antes de projectar o0s elementos
geométricos, ha que averiguar se o plano a que pertencem esta ou nao
numa posicdo particular relativamente ao plano de projeccédo. Caso o plano
do elemento seja perpendicular ao plano coordenado seleccionado, o
elemento triangular sera projectado segundo um segmento de recta, pelo

gue deve ser escolhido um plano coordenado alternativo.

Uma forma eficiente de efectuar a seleccdo de um plano coordenado
conveniente para a realizacdo da operacao referida, evitando a necessidade
de proceder a verificacGes adicionais, consiste na determinacédo do vector

n, normal ao plano do elemento, eliminando entédo as coordenadas de cada

um dos elementos correspondentes a componente de n de maior valor
absoluto. O problema fica assim reduzido a verificagdo da incluséo da
projeccdo de um ponto, na projeccdo de um elemento triangular sobre um
plano coordenado.

De acordo com o referido nos paragrafos anteriores, qualquer um dos
métodos 2D ou 3D descritos implica a verificacdo da incluséo de um ponto
num elemento triangular. As expressdes indicadas em seguida sdo validas
para ambos 0os métodos:

Conforme o referido em 2.5, um plano pode ser definido por dois vectores u
e vV e por um ponto Vo, pertencente ao plano do elemento:

P=V,+s-u+t-v,ou, w=s-u+t-v,

onde,
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_  — —_ — = = —

u=V,-V,, v=V

|
=<
=

I
o

|
<

e \70 \Z e \Z representam pontos do plano.

Fig. 53 - Verificagéo de inclusédo de um ponto P num elemento triangular

De acordo com o referido em 2.6, um ponto P pertence ao elemento se
s>0, t>0 e s+t<1. Estes parametros podem ser obtidos a partir da
equacdo paramétrica do plano apresentado efectuando 0 produto mterno

de ambos os membros pelos vectores nxv e nxu, perpendiculares a vea
, respectivamente:

W-(nxv):s-u-(nxv)+t-v-(n><v):s-u-(nxv);
W-(nxu):s- -(nxu)=t-

que, apos alguma manipulacao, resulta em:

c
<\
<\
=
X
c
~——

-(ﬁxa)vtt-

(U-VWV) (VVWU)
s= At oA
G God)

(U-V W-U)—(U-U W-V)

t= S v Ry e v e .
G Gofy)

Note-se que, nas expressdes indicadas, o denominador sera nulo se o
triangulo for degenerado. Nestes casos, bastara verificar se P pertence a um
dos lados do triangulo VoV1Vs.

4.18Interseccéo de um plano com um elemento triangular

Um plano intersecta um elemento triangular definido pelos pontos Po, P1 e
P> se estes pontos ndo estiverem todos do mesmo lado do plano. Para
determinar de que lado do plano se encontra um qualquer ponto P, pode ser
empregue o procedimento descrito em 4.13 para a determinagcdo da
distancia de um ponto a um plano. Se um dos pontos, Po por exemplo,
estiver do lado oposto do plano relativamente a P; e P., a interseccao
pretendida sera o segmento definido por I e I, onde I. e I séo as
intersecgdes do plano com os segmentos PoP:1 e PoP2, respectivamente.

78



Jodo Pocas Martins
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Fig. 54 - Interseccdo de um plano com um elemento triangular [5]

A interseccdo de um plano com uma superficie complexa aproximada por
uma malha de elementos triangulares sera a reunido das interseccdes de
cada elemento com o plano.

4.19Interseccéo de dois elementos triangulares

A interseccdo de dois elementos triangulares T1 (pertencente a um plano «)
e T (pertencente a um plano p) pode ser determinada a partir da realizagéo
de duas operacdes de intersec¢do de um plano com um elemento triangular
(ver 4.18). Considere-se que T: intersecta « segundo o segmento li1l> e que a
interseccdo de T> com S é o segmento Isls. A intersec¢do dos dois elementos
triangulares sera a intersec¢do dos dois segmentos de recta lil2 e Isls. Caso
algum dos elementos triangulares ndo intersecte o plano que contém o outro
elemento, os dois elementos ndo se intersectam.

A interseccdo de duas superficies complexas aproximadas por malhas de
elementos triangulares serd, naturalmente, definida pelo conjunto das
interseccdes dos respectivos elementos.

4.20Determinacéo da posicdao de um ponto relativamente a um
poligono

A determinacdo da posicdo de um ponto P relativamente a um poligono,
pertencentes a um mesmo plano, & uma verificagdo importante a realizar no
ambito de uma variedade de operacdes geomeétricas, incluindo a geracéo de
malhas (ver 3).

Um algoritmo frequentemente utilizado para efectuar esta verificagéo é
designado, na bibliografia consultada, por método Crossing Number. O
algoritmo referido é composto pela seguinte sequéncia de operacoes:

i. Determinacdo do numero n de intersecgcbes de uma semi-recta
horizontal que passa em P com o poligono.
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ii. Caso n seja par, P ser4d um ponto exterior do poligono, caso contrério,
0 ponto sera interior.

A titulo de exemplo, apresenta-se na Fig. 55, os pontos P1 e P> e um
poligono. Os valores de n correspondentes aos pontos indicados séo de 4 e 3
respectivamente logo, P1 ser& um ponto exterior ao poligono e P> ser4d um
ponto interior.

Fig. 55 - Posi¢éo dos pontos P; e P, relativamente a um poligono

Existe um conjunto de casos particulares que podem surgir aquando da
determinacéo de n (ver Fig. 56), pelo que esta operacdo deve ser efectuada
tendo em conta um conjunto de regras descritas em seguida:

i. Um poligono de n lados é definido por uma sucessdo de n+1 veértices
P1(X1,y1)... Pn+1(Xn+1,Yn+1), onde P1 (X1,y1) = Pn+1(Xn+1,Yn+1).

ii. Dado um lado do poligono cujos pontos extremos sdo Pi(xyy1) e
Pa(x2,y2):

e Se y»>>yi, excluir P2 do lado do poligono;
e Se y»<yi, excluir P1 do lado do poligono;
iii. S&o excluidos todos os lados horizontais do poligono.

iv. S&o excluidas todas as intersecc¢des li(xi,y1) que nédo fiquem a direita do
ponto P, ou seja, se X, =X,. A aplicagdo desta regra tem como

consequéncia a classificacdo de um ponto como interior ao poligono,
caso pertenca a um lado esquerdo do poligono e como exterior caso
pertenca a um lado direito. Define-se, neste contexto, um lado como
esquerdo se um ponto imediatamente a esquerda de um qualquer dos
pontos do lado estiver no exterior do poligono, estando um ponto a sua
direita, no interior do poligono.

Assim, caso se pretenda determinar, por exemplo, a que elemento de uma
malha de elementos planos pertence um qualquer ponto Q, a aplicacdo
deste algoritmo resulta, na escolha de, no maximo, um elemento da malha
(ver Fig. 57).

Regra geral, um ponto pertencente ao contorno do poligono sera interno se
estiver contido num lado esquerdo ou inferior do mesmo, caso contrario,
considera-se que o ponto é exterior ao poligono dado. Analisa-se em seguida
0s exemplos ilustrados nas Fig. 56 e Fig. 57:

Aos pontos P1 a Pe indicados na Fig. 56 correspondem os valores de n
indicados na Tabela 5. Note-se que, de acordo com as regras enunciadas
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acima, a recta

horizontal representada néo intersecta o poligono no ponto

P3, dado que este é o ponto de cota superior de ambos os lados do poligono

gue nele conco
Pelo contrério,

rrem.

considera-se que ocorrem duas interseccdes da recta com o

poligono no ponto Ps, de cota minima dos segmentos de recta que o contém.

No ponto P4, ndo ocorre qualquer interseccéo dado que este ponto pertence
a um lado horizontal que, de acordo com as regras, é excluido do poligono.

Ponto n Posicéo relativa
P1 4 Exterior
P2 3 Interior
P3 3 Interior
P4 3 Interior
Ps 1 Interior
Pe 0 Exterior

Tabela 5 - Determinacgédo da posi¢éo de pontos relativamente a um poligono - exemplo

ilustrado na Fig. 56.

Fig. 56 - Determinacéo de n. Casos particulares.

Elemento Ns Posicédo relativa de S
1 0 Exterior
2 1 Interior
3 0 Exterior
4 0 Exterior

Tabela 6 - Determinacédo do elemento ao qual pertence o ponto S ilustrado na Fig. 57.
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Elemento nt Posicdo relativade T
1 0 Exterior
2 Interior
3 0 Exterior

Tabela 7 - Determinacéo do elemento ao qual pertence o ponto T ilustrado na Fig. 57.
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Fig. 57 - Determinacdo do elemento de uma malha a que pertence um ponto.
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5 Operacdes a Realizar - Método de Monge

Descreve-se, no presente capitulo, um conjunto de operagcBes geométricas
elementares efectuadas na resolugcéo de problemas de Geometria Descritiva
de forma manual. Procurou-se enumerar, para cada operagéo, os diversos
casos particulares que podem ocorrer e que tém influéncia na sequéncia de
operacgOes elementares a realizar. Optou-se por ndo incluir neste capitulo:

e As funcdes de definicdo de elementos geométricos, por exemplo,
NovoPonto(Xx,y,2);

e A generalidade das fungbes auxiliares que ndo produzem output
grafico nem em forma de texto.

Pretende-se que a descricdo efectuada permita, por um lado, compreender
os algoritmos utilizados na programacdo e, por outro, decompor o0s
problemas de Geometria Descritiva em operacdes elementares. Assim, para
cada operacao, sao indicados os campos:

e Funcdo - Designacdo empregue, no programa desenvolvido, para a
subrotina que trata o problema descrito;

e Dados - Argumentos a passar a funcao;
e Resultado - Output produzido pela funcéo;
e Notas - Resumo das operagdes elementares realizadas pela fungao.

Refere-se ainda que a enumeracdo dos problemas-tipo, bem como a
abordagem sugerida para os resolver, resultam do trabalho de programacao
realizado [13], servindo a presente descri¢do para introduzir o programa GD-
FEUP, apresentado no capitulo seguinte.

5.1 Terceira recta de um plano

Funcéao

TerceiraRectaDePlano

Dados

Nome do plano e nome da recta a definir.
Resultado

E definida uma nova recta pertencente ao plano.
Notas

Como se tem vindo a referir, para o programa cada plano € definido
por duas rectas concorrentes ou paralelas. Na resolugédo de alguns
problemas torna-se util conhecer outra recta do plano dado que as
rectas conhecidas poderdo encontrar-se em posi¢des inconvenientes.
Esta funcdo define uma nova recta do plano a partir dos pontos
conhecidos do plano ou, caso algum desses pontos seja comum as duas
rectas, a partir de dois pontos a criar.
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5.2

5.3

84

Ponto pertencente a recta

Funcéao
PontoEmRecta
Dados

Nome do ponto a definir, nome da recta a que pertence, nome da
coordenada conhecida (x, y ou z) e o respectivo valor.

Resultado

E definido, caso exista, um ponto pertencente a recta com as
caracteristicas especificadas.

Notas

No caso geral, o ponto sera definido por interpolacdo a partir das
coordenadas dos pontos conhecidos da recta. Se a recta for de perfil,
recorre-se a projeccdes obliquas para determinar as projeccbes do
ponto pretendido.

Se a solugdo do problema for indeterminada, ou caso ndo haja
qualquer ponto que satisfaca as condi¢bes propostas, 0 programa
emitird uma mensagem de erro e a sua execucao sera interrompida.

Recta pertencente a plano

Funcéo
RectaDePlano
Dados

Nome do plano, nome da recta a definir, nome da projeccdo conhecida
da recta (frontal ou horizontal) e angulo da projeccao definida com o
eixo dos xx. Podera ainda ser definido um ponto pertencente a recta a
encontrar. Se este ponto ndo for definido, a funcédo arbitra um ponto
pertencente a uma das “rectas definidoras” do plano. Entenda-se como
“rectas definidoras do plano” o conjunto de duas rectas registadas na
base de dados do programa, que definem o plano considerado (ver
2.2).

Em alternativa, a recta a determinar podera ser definida a partir das
projeccdes conhecidas de dois pontos existentes.

Resultado

E definida, caso exista, uma recta pertencente ao plano com as
caracteristicas especificadas.

Notas

Caso nao exista qualquer recta no plano com as caracteristicas dadas
ou caso a resolucdo do problema seja indeterminada, o que podera
acontecer, por exemplo, no caso de planos projectantes, o programa
exibira uma mensagem de alerta para o facto. Se a solugcdo do
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5.4

5.5

problema for indeterminada, sera arbitrada uma qualquer recta que
satisfaca as condi¢Oes estabelecidas.

Interseccao de duas Rectas

Funcéo

InRectas

Dados

Nomes das rectas rl e r2, nome do ponto de intersecgdo a definir.
Resultado

1. Posicdo relativa das duas rectas, pos. Esta variavel podera
assumir os valores “Concorrentes”, “Paralelas”, “Enviesadas” ou
“Coincidentes” e € lida pelo programa aquando da resolucdo de
operacdes que envolvam a interseccdo de rectas, permitindo
detectar casos particulares.

2. Caso as rectas sejam concorrentes, é definido o ponto de
interseccao (ver Fig. 75 e Fig. 76).

Notas

Caso as rectas a intersectar sejam de perfil, o resultado € determinado
com recurso a projeccdes obliquas, conforme se pode observar na Fig.
74 e Fig. 76.

O resultado é validado por um célculo analitico.

Apresenta-se em anexo um fluxograma onde se descreve de forma
detalhada o funcionamento da subrotina (Fig. 58).

Apesar da aparente complexidade do algoritmo sugerido, a reducdo do
problema a uma analise de casos particulares permite diminuir o
volume de célculos a efectuar.

Interseccdo de uma recta com um plano projectante

Funcéao

InProj

Dados

Nome do plano, nome da recta e nome do ponto de interseccgao.
Resultado

E definido, caso exista, o ponto de intersec¢do dos dois elementos
geomeétricos. No caso da recta ser paralela ou pertencente ao plano, €
exibida uma mensagem de alerta.

Notas

O programa verifica desde logo se o plano é ou ndo projectante,
abandonando a funcgéo InProj no caso negativo.
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5.6

5.7
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Caso a recta pertenca ao plano ou seja paralela a este, sera exibida
uma mensagem de alerta.

7

O ponto de interseccdo pretendido é definido usando a funcéo
PontoEmRecta (ver 5.2), conhecendo uma das projeccdes do ponto a
encontrar.

Interseccao de uma recta com o 324

Funcéo

InB24

Dados

Nome da recta e nome do ponto de interseccao.
Resultado

E definido, caso exista, o ponto de interseccdo da recta com o
bissector dos quadrantes pares (ver Fig. 78). No caso da recta ser
paralela ou pertencente ao plano, é exibida uma mensagem de alerta.

Notas

Se a recta for de perfil, o ponto pretendido é obtido recorrendo a
projeccdes obliquas, caso contrario a interseccdo da recta com o 324,
caso exista, é o ponto onde as projeccdes da recta se encontram.

O resultado é verificado com recurso a calculo analitico.

Interseccdo de uma recta com um plano qualquer

Funcéao
InRectaPlano
Dados

Nome da recta, nome do plano e nome do ponto de interseccdo a
determinar.

Resultado

E definido, caso exista, o ponto de interseccdo da recta com o plano
escolhido. No caso da recta ser paralela ou pertencente ao plano, é
exibida uma mensagem de alerta.

Notas

Depois de definir um plano projectante vertical que contém a recta,
intersecta-se os dois planos (ver 5.9) e, finalmente, intersecta-se a
recta de interseccdo com a recta dada (ver 5.4) obtendo-se entdo o
ponto pretendido.

O programa verifica o resultado recorrendo a calculo analitico.
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5.8

5.9

Interseccao de um plano com o 324

Funcéao
InPlanoComB24
Dados

“Rectas definidoras” do plano, nome do ponto a definir e posi¢do
relativa dos dois planos. Note-se que o plano ndo €, neste caso,
definido pela sua designacéo. Isto deve-se ao facto de a fungéo néo ser
directamente acedida pelo utilizador (mesmo que este pretenda
intersectar um plano com o P24, esta operacdo € inicialmente
realizada pela funcéo InPlanos descrita em 5.9), mas antes pelo préprio
programa que, ao detectar que um dos planos envolvidos num
problema de interseccdo é o segundo bissector, chama esta funcao,
seleccionando duas rectas adequadas a resolucdo do problema.
Naturalmente, estas rectas poderdo ser diferentes das “rectas
definidoras” do plano.

Resultado

E definida, caso exista, a recta de interseccdo do plano com o 24 (ver
Fig. 78).

Notas

No caso geral, a resolucdo deste problema-tipo reduz-se a unir 0s
pontos onde se cruzam as projeccdes das rectas definidoras do plano,
contudo, em algumas situacbes, a resolucdo ndo podera ser obtida
desta forma. Assim, podera acontecer que: (i) o plano seja paralelo a
B24; (ii) uma das rectas definidoras do plano pertenca a (24, logo a
solucdo coincide com essa recta; (iii) ambas as rectas intersectem o
24 no mesmo ponto ou nenhuma delas intersecte o 24, logo torna-se
necessario determinar uma terceira recta do plano (ver 5.1). Neste
caso, a interseccdo sera paralela as rectas definidoras do plano e
passara no ponto onde a terceira recta do plano intersecta o segundo
bissector; (iv) uma das rectas seja paralela ao 24, seguindo-se entdo
um processo de resolucéo idéntico ao referido no ponto anterior, o que
permite reduzir o numero de operacdes a realizar e,
consequentemente, a densidade de tracos do problema; (v) um ou mais
pontos conhecidos do plano pertengcam ao 24, o que permite reduzir o
nuamero de operacdes a efectuar.

Interseccao de dois planos

Funcéao
InPlanos
Dados

Nomes dos planos pll e pl2. SG&o também fornecidos os dados: planos
auxiliares a adoptar e nome da recta de interseccédo a definir.
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Resultado

1. Posicao relativa dos dois planos, pos. Tal como se referiu em
5.4, esta variavel pode ser lida por outras funcbes do programa
para avaliar o sucesso ou insucesso da operacao.

2. Caso os planos nédo sejam paralelos nem coincidentes, define-se
a respectiva recta de interseccéo (ver Fig. 77), caso contrario é
exibida uma mensagem de alerta.

Notas

Também neste caso, a maior complexidade do algoritmo permite
minimizar a quantidade de operac¢fes auxiliares a efectuar em funcao
das particularidades do problema a resolver. Note-se, por exemplo,
gue caso se conheca uma recta de cada plano, paralelas entre si, sera
suficiente a utilizacdo de um plano auxiliar para determinar a
interseccdo dos planos. O recurso a simplificacbes como a referida
procura aproximar a resolucdo automatica de uma solucéo obtida por
meios manuais.

Apresenta-se em anexo um fluxograma onde se descreve de forma
detalhada o funcionamento da subrotina (Fig. 59).

O resultado obtido é validado por processo analitico.

5.10Recta perpendicular a plano, passando por um ponto

conhecido

Funcéo

RecPerPlan

Dados

Nome do ponto p, nome do plano pl e nome da recta a definir.
Resultado

E definida uma recta com o nome pretendido, perpendicular ao plano
pl e passando pelo ponto p (ver Fig. 79).

Notas

No caso geral, a recta é definida a partir das rectas de nivel e de
frente do plano, sendo perpendicular a estas. Caso o plano se encontre
numa posicdo particular, a determinagcdo da recta perpendicular
podera ser directa (se o plano for projectante) ou podera implicar a
definicédo de rectas adicionais (se o plano for de rampa).

5.11Plano perpendicular a recta, passando por um ponto
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conhecido

Funcéao

PlanPerRec
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Dados
Nome do ponto p, nome da recta r e nome do plano a definir.
Resultado

E definido um plano com o nome pretendido, perpendicular & recta r e
passando pelo ponto p.

Notas

No caso geral, o plano é definido por uma recta de nivel e uma recta
de frente perpendiculares a recta e que contém o ponto p. Se r for de
perfil, sera necessario definir elementos adicionais.

5.12Perpendicular comum a duas rectas

Funcéao

PerCo2Rec

Dados

Nomes das rectas rl e r2 e nome da recta a definir.
Resultado

E definida uma recta com o nome escolhido, perpendicular e
concorrente com as rectas rl e r2.

Notas

Caso as rectas sejam complanares, o problema é bastante simplificado,
bastando encontrar a interseccdo das rectas, fazendo passar por esse
ponto uma recta perpendicular ao plano por elas formado (ver 5.10).

No caso geral, o problema é resolvido da forma indicada em 4.9.1.

5.13Distancia de dois pontos (métodos da substituicdo ou dos
rebatimentos)

Funcéao

Dist2Pontos

Dados

Nomes dos pontos pl e p2.
Resultado

Se os pontos ndo forem coincidentes, a distancia entre eles é
determinada e representada graficamente usando: (i) o método da
substituicdo, tornando a recta definida pelos dois pontos paralela a um
dos planos de projeccéo, ou (ii) o método dos rebatimentos, rebatendo
o plano vertical que contém a recta sobre um plano horizontal que
contém um dos dois pontos. Se a recta definida pelos dois pontos for
desde logo paralela a um dos planos de projeccdo, ndo € necessario
empregar qualquer método auxiliar, sendo entdo a distancia
representada em verdadeira grandeza.
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7

A distancia é representada na folha de desenho em milimetros, com
uma precisao de duas casas decimais (ver Fig. 80).

Notas

No caso da resolugcdo através do método dos rebatimentos, ndo se
representa todos os elementos geomeétricos implicitamente envolvidos,
nomeadamente a charneira de rebatimento, nem a designacdo de
rectas e pontos rebatidos. O desenho inclui apenas as rectas auxiliares
necessarias a operacdo e o resultado pretendido. Caso se pretenda
obter uma representacdo destes elementos, deve ser efectuado um
rebatimento da recta que contém os dois pontos em torno de uma
charneira de frente ou de nivel (funcdo RebatRecta).

5.14Distancia de um ponto a uma recta (métodos da substituicdo

ou dos rebatimentos)

Funcéao

DistPoRec

Dados

Nome do ponto p e nome da rectar.
Resultado

Se o0 ponto ndo pertencer a recta, a distancia € determinada através do
método auxiliar seleccionado. A recta é tornada paralela a um dos
planos de projeccdo, medindo-se entdo a distancia pretendida como se
se tratasse de um problema de Distancia de dois Pontos (ver 5.13).

Caso o0 ponto pertenca a recta, a subrotina é abandonada, sendo
exibida uma mensagem alertando para o facto.

5.15Distancia de duas rectas (métodos da substituicdo ou dos
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rebatimentos)

Funcéao

Dist2Rec

Dados

Nomes das rectas rl e r2.
Resultado

Caso as rectas sejam concorrentes ou coincidentes, € exibida uma
mensagem alertando para o facto, sendo entdo a distancia entre elas
nula. Se pelo contrario as rectas forem paralelas ou enviesadas, a
distéancia é obtida com recurso ao método auxiliar seleccionado e
representada sobre o desenho (ver Fig. 80).
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5.16Distancia de um ponto a um plano (meétodos da substituicdo
ou dos rebatimentos)

Funcéao

DistPoSurf

Dados

Nome do ponto p e nome do plano pl.
Resultado

Se 0 ponto ndo pertencer ao plano, a distancia € determinada atraves
do método seleccionado. Se o plano for projectante, a distancia esta
desde logo representada em verdadeira grandeza. Caso 0 ponto
pertenca ao plano, a subrotina € abandonada, sendo exibida uma
mensagem alertando para o facto.

5.17Angulo de duas rectas (métodos da substituicio ou dos
rebatimentos)

Funcéao

Ang2Rec

Dados

Nomes das rectas rl e r2.
Resultado

Se as rectas forem concorrentes ou enviesadas, é definido e
representado graficamente o seu angulo (ver Fig. 81).

No programa desenvolvido, o angulo é medido em graus, sendo o seu
valor arredondado a unidade. Se as rectas forem paralelas ou
coincidentes, é exibida uma mensagem de alerta.

Notas

Caso as rectas sejam concorrentes ou paralelas e definam um plano
paralelo a um dos planos de projeccéo, o angulo é conhecido a partida.

Se as rectas forem concorrentes ou paralelas mas ndo definirem um
plano paralelo a um dos planos de projeccéo, o plano formado por elas

é colocado na posicdo horizontal ou frontal, reiniciando entdo a
subrotina.

Se as rectas forem enviesadas, define-se uma paralela a segunda recta
definidora do plano que seja concorrente com a primeira, reiniciando
entdo a subrotina de forma a encontrar o angulo formado por elas.

Apresenta-se em anexo um fluxograma onde se descreve, de forma
detalhada, o funcionamento da subrotina (Fig. 60).
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5.18 Angulo de uma recta com um plano (métodos da substituicio

ou dos rebatimentos)

Funcéao

AngRecSurf

Dados

Nome da recta r e nome do plano pl.
Resultado

Se a recta e o plano ndo forem paralelos, nem a recta pertencer ao
plano, é definido e representado graficamente o seu angulo (em graus,
arredondado a unidade), caso contrario é exibida uma mensagem de
alerta.

Notas

Se o0 método auxiliar a empregar for o método da substituicdo, o
problema seré resolvido com trés substituicdes sucessivas dos planos de
projeccdo: (i) o plano é tornado horizontal (ou frontal); (ii) a recta é
tornada frontal (ou de nivel).

Se for escolhido o método dos rebatimentos, (i) define-se uma recta p,
perpendicular ao plano e concorrente com a recta r; (ii) obtém-se o
angulo das rectas r e p; (iii) o angulo pretendido é o complementar do
angulo obtido no passo anterior.

5.19Angulo de dois planos (método da substitui¢ao)
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Funcéao
Ang2Surf
Dados

Nomes dos planos pll e pl2. Deve ser também definida a forma de
resolucéo do problema (ver notas abaixo).

Resultado

Se os planos ndo forem paralelos, é definido e representado
graficamente o seu angulo (em graus, arredondado a unidade), caso
contrério, é exibida uma mensagem de alerta.

Notas

O problema pode ser resolvido de duas formas diferentes: (i)
intersectar os dois planos, tornando depois a recta de interseccao
projectante (2 substituicdes); (ii) tornar um plano horizontal (ou
frontal), tornando depois o outro de topo (ou vertical) (3
substituicdes);
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5.20Angulo de dois planos pela Construcdo de Monge
(rebatimentos)

Funcéao

ConstMonge

Dados

Nomes dos planos pll e pl2.
Resultado

Se os planos forem paralelos ou coincidentes é exibida uma mensagem
de alerta, ndo sendo entdo realizada qualquer operacao, caso contrario
0 angulo é determinado com recurso a Construcdo de Monge, sendo
representado graficamente sobre a folha de desenho (em graus,
arredondado a unidade).

Notas

A construcao a realizar apresenta algumas diferencas relativamente ao
descrito na bibliografia consultada [11], sendo adaptada as restantes
funcbes programadas.

Caso algum dos planos seja paralelo aos planos de projeccédo ou seja de
rampa, ndo sera empregue a Construcdo de Monge, mas antes o
método descrito em 5.21.

5.21Angulo de dois planos considerando um plano auxiliar
(rebatimentos)

Funcéao

Ang2SurfReb

Dados

Nomes dos planos pll e pl2.
Resultado

Se os planos forem paralelos ou coincidentes é exibida uma mensagem
de alerta, ndo sendo entéo realizada qualquer operacgéo, caso contrario
0 problema sera resolvido intersectando um plano perpendicular aos
planos em estudo com esses mesmos planos. O angulo das duas rectas
de interseccéo seré igual ao angulo dos planos (ver 5.17).

Notas

Conforme foi referido em 5.20, esta funcdo serd chamada
automaticamente se algum dos planos for de rampa ou paralelo aos
planos de projecgao.
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6 Apresentacao do programa GD-FEUP

O GD-FEUP foi desenvolvido usando Visual Basic for Applications 6 (VBAG)
para o AutoCAD. Embora grande parte das funcdes seja independente do
AutoCAD, o recurso a esta aplicacdo permite a utilizacdo dos seus poderosos
recursos de tratamento gréafico a trés dimensdes. Para além disso, 0s
desenhos gerados podem assim ser tratados usando ferramentas padréo.

Conforme foi mencionado em 1.5, a organizacdo do programa procura
corresponder ao programa da cadeira de Geometria Descritiva. Como se
pode observar na Fig. 61, entre as paginas em que se divide a interface,
contam-se 0s nomes dos trés principais capitulos que constituem o programa
da cadeira: Incidéncia e Perpendicularidade, Substituicdo dos Planos de
Projeccéo e Rebatimentos.

coree x|

Geral Eontos Iﬂectas | Planoz | IncidiPerp | Sub PP. | Rebat | Diverzoz | Relstdrio |

P” :
XJ
] z
P.f

¥

- Propriedades do ponto

Porto x Y z

% rtroduzir coordenadas & méo

" Usar coordenadas de outros portos j& definidos.
Mawa

" Escolher pontas com rato. ¥ Defaults
Py, Z)
’7 10 20 | a0

Ler ficheiro | Exit

Fig. 61 - Aspecto geral do programa

Para além das paginas, a interface contém ainda dois botdes, na zona
inferior da janela, que permitem ler os ficheiros de dados gerados no
exercicio anterior ou entdo fechar o programa.

Segue-se uma descricdo detalhada de cada uma das paginas e das suas
funcdes.
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6.1 Geral

Nesta pagina é possivel definir um conjunto de opcdes que afectam o
aspecto dos desenhos e do relatorio a apresentar. E de referir que os
elementos que compdem esta pagina dependem da configuracdo do
computador onde o programa € executado.

x|

Geral IEDntDS I Rectas I Planos I InciciPerp I Sub PP, I Rebat I Diverzoz | Relatdrio I
— Diversos

Cesignagio do exercicio I 35

Directdrio de trabalho I £ y30-FELRY
— Dimenzdes e simbolos

Dimens&o I a4 j

Fant | Trebuchet MS j

V¥ Usar letras gregas para planos
— Impresséo

Impres=ara I HF Lazerjet S05M Postscript j Prirtint

Ler ficheira Exit

Fig. 62 - Pagina Geral
Designacao do exercicio

O texto inserido sera incluido no relatério do exercicio e fara parte do
nome de alguns dos ficheiros temporarios criados.

Directoério de trabalho

Pasta onde ficardo gravados os ficheiros gerados pelo GD-FEUP. Por
defeito, esta pasta sera C:\GD-FEUP\.

Dimensao

Formato do papel a usar. Os formatos disponiveis dependem da
impressora seleccionada.
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Font

Tipo de letra usada no desenho para identificar os elementos
geométricos e as respectivas projeccoes.

Usar letras gregas para planos

Esta opcdo permite que os planos sejam designados usando letras
gregas. Esta opcdo néo se aplica, porém ao relatério, dado que este é
constituido por texto ndo formatado (ver 6.9).

Impressora

Lista de impressoras definidas no AutoCAD.
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6.2 Pontos

Nesta pagina sdo definidos os elementos geométricos mais basicos de um
problema, os pontos.

100

co-reup x|
I Rectas I Planoz I IncidiPerp I Sub PP, I Rebat I Diverzoz | Relstdrio I
P
@
P i Ao
s
z
P :
Y
- Propriedades do ponto
Porto 4] * I y I z I
b4 I Q vl Y I F j z I Q@ j
[ = [

I Irtroduzir coordenadas & méo

{+ Usar coordenadas de outros pontos jé definidos.
Mawa

I Escolher portas com rato. ¥ Defautty

’, Coordenadas do porto seleccionado

Ler ficheiro | Exit

Fig. 63 - Pagina Pontos
Lista de pontos definidos

Na janela existente no canto superior direito da pagina estéo listados
todos os pontos ja definidos no desenho. Para alterar a designacédo de
algum dos pontos, basta selecciond-lo e carregar na tecla

correspondente a nova designacdo. Para apagar, basta carregar no
Delete.

Nota: O programa ndo permite que dois pontos tenham a mesma
designacdo. Se isto acontecer, serd dada automaticamente uma nova
designacdo ao novo ponto. A designacéo alternativa sera a da proxima
letra “disponivel” do alfabeto, por exemplo:

e Se num desenho contendo apenas um ponto X se definir um
outro ponto com 0 mesmo nome, O programa atribuird
automaticamente a designacédo de Y ao novo ponto.
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e Se ja tiverem sido definidos os pontos A e B, uma tentativa de
criar um novo ponto A resulta na criacdo de um ponto designado
por C.

e Se a um desenho que contém o ponto 11234 se pretender juntar
um outro ponto com 0 mesmo nome, O novo ponto sera
designado por J.

e A tentativa de criar um ponto Z num desenho que contém ja um
ponto com o mesmo nome resulta na criacdo de um ponto
designado por A.

e Caso j& tenham sido criados todos os pontos A a Z, o ponto
seguinte sera AA.

Ponto

Nome do ponto a definir. O nome efectivamente atribuido ao ponto é
definido pelas regras indicadas acima.

X, Y, Z

Coordenadas do ponto relativamente aos bordos da folha de papel,
conforme o esquema visivel na pagina.

Cinco janelas seguintes

Estas janelas sdo visiveis apenas quando se pretende usar coordenadas
de pontos existentes para definir um novo ponto. Ver “Usar
coordenadas de outros pontos ja definidos” abaixo.

Introduzir coordenadas a mao

Opcdo mais vulgar. Permite definir um ponto directamente pelas suas
coordenadas x, Y, z.

Usar coordenadas de outros pontos ja definidos

Permite definir um ponto a partir de coordenadas de pontos
existentes. No caso apresentado na Fig. 63, o ponto B tera as seguintes
coordenadas: Xg=Xq, Ye=Yp, Zg=Zg.

Escolher pontos com rato

Permite definir pontos directamente sobre o desenho, com o rato. Esta
funcé@o pode ser util se for usada em conjunto com a op¢do OSNAP do
AutoCAD. Define-se em primeiro lugar a projeccao horizontal do ponto
e, em seguida, a sua projeccao vertical. O nome do novo ponto é dado
automaticamente, podendo, se desejado, ser alterado conforme o
descrito no paragrafo “Lista de pontos definidos”. Esta opcéo permite
ainda definir apenas uma das coordenadas (x, y ou z) de um ponto a
definir, podendo entdo o utilizador do programa definir manualmente
as restantes coordenadas.

DefaultX

Esta opgdo altera a forma como funciona a escolha de pontos com o
rato. A ser usada, assume como coordenada x a definida aquando da
escolha da projeccao horizontal do ponto, isto €, o ponto fica definido
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com dois cliques apenas: o primeiro define as coordenadas x e y, 0
segundo a coordenada z.

Novo

Marcacdo de um novo ponto com as coordenadas especificadas, visiveis
na janela “x, y, z”.

Coordenadas do ponto seleccionado

Lista as coordenadas X, y, z do ponto seleccionado na lista de pontos.
N&o permite alterar as coordenadas do ponto.
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6.3 Rectas

Na pagina Rectas, € possivel definir rectas de qualquer tipo a partir de dois
pontos ou a partir de um ponto e da posicdo particular das rectas. No
programa GD-FEUP, qualquer recta é definida por dois pontos, pelo que a
opcao “Posicao particular” ndo faz mais do que encontrar um segundo ponto
da recta que garanta a posi¢céo particular desejada.

CECTEE—— x|

Geral | Portos IPI_anDS | Incid/Perp | Sub PP. | Rebat | Diversos | Relstdrio |

— Recta a partir de dois pontas
Recta 1° Parto 2% Parta

B E e =] e |

— Posigao particular

Recta Tipo Pazsando por
[ - | e = [
Projec;o Horizantsal
IDefinirénguIn j I j I 45

Projeccéo Wertical

I j I j I [ Eectal

— Prolongar recta
Recta a prolongar Recta limite Projecgaon

I j I j I j Proloncar |

= Propriedades da recta seleccionada-gngulo com xxiordenada na origem

Ler ficheira Exit

Fig. 64 - Pagina Rectas
Lista de rectas definidas

A janela do canto superior direito contém a lista das rectas existentes
no desenho, quer tenham sido definidas pelo utilizador ou pelo proprio
programa. Para além das funcdes descritas no caso dos pontos (ver
“Lista de pontos definidos”), existe ainda uma outra funcdo que
permite apagar uma determinada recta e os dois pontos que a
definem. Esta funcdo € acessivel seleccionando a recta a apagar e
fazendo Ctrl+Delete. Esta funcdo deve ser usada com cuidado, dado
gue os pontos poderdo fazer parte de outros elementos geométricos. O
programa ndo emite qualquer alerta para este facto.

103



Métodos Computacionais na Geometria Descritiva

104

Nota: tal como acontecia no caso dos pontos, também aqui ndo é
possivel dar a mesma designacdo a duas rectas diferentes. Caso se
tente atribuir o0 mesmo nome a duas rectas, o programa fornece
automaticamente uma designagcéo alternativa (ver texto em 6.2 -
“Lista de pontos definidos”).

Recta a partir de dois pontos

Dado o0 nome a recta e seleccionados dois pontos nela contidos, define-
se uma nova recta ao escolher “Nova recta”.

Posicéo particular
Define uma nova recta dados:
e 0 nome da nova recta;

e a sua posicao particular (de nivel, de topo, horizontal de frente,
etc.);

e um ponto conhecido da recta (seleccionar a partir da lista de
pontos existentes);

e a forma como serd definida a inclinacdo de cada uma das
projeccdes da recta: (i) “Definir angulo”, isto €, determinar o
angulo que a projeccdo da recta faz com o eixo dos xx, (ii)
“Paralela” ou (iii) “Perpendicular”, sendo entdo a projeccédo da
nova recta paralela ou perpendicular a projeccdo com o mesmo
nome de uma recta existente.

Notas:

1. Dependendo da posicdo particular escolhida para a recta,
podera ndo ser necessario fornecer todos estes dados.

2. As rectas de perfil ndo podem ser definidas usando esta
opcao.
Prolongar recta

Esta funcdo permite prolongar uma das projeccfes da recta escolhida.
A recta sera prolongada até encontrar a “recta fronteira” definida.

Nota: Esta funcédo é semelhante ao comando Extend do AutoCAD.

Propriedades da recta seleccionada - angulo com xx/ordenada na
origem

As quatro janelas visiveis na zona inferior da pagina contém o0s
parametros da recta seleccionada. Para cada uma das projeccdes sao
exibidos o angulo com o eixo dos xx e a ordenada na origem. N&o é
possivel editar estes valores directamente.
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6.4 Planos

Os planos sdo definidos nesta péagina, podendo ser determinados por um
conjunto de formas diferentes conforme se explica em seguida. Note-se
que, apesar de se poder definir um plano usando uma variedade de
processos distintos, na pratica o programa considera sempre que um plano é
definido por duas rectas concorrentes ou paralelas. Se estas rectas nao
forem dadas de forma explicita (por exemplo, no caso de se definir o plano
usando trés pontos ndo colineares), o programa determina-as de forma a
corresponder aos dados fornecidos.

GoFeue x|

Geral | Portos | Rectas II_nc:id.l'Perp | Sub PP. | Rebat | Diverzsoz | Relatdrio |

Dm0 R

— Plano a partir de duas rectas
Plano 17 Recta 2 Recta

I o I a j I v j Mowa Plano I

— Plano & partir de trés pontos
Plano 1° Parta 2° Parnita 3° Parito

I 2 I F j I Q j I A j Mowa Plano I

— Plano a partir de um ponto & uma recta

Flano Rects Parta
I X I El j I Q@ j Movo Plana I
— Plano & partir de recta de maior declive ! inclinagio
Plana Recta Propriedade

I 5 I v j I maiar declive j Havo Plana I

— Plano projectante passsndo por projeccio de recta
Plano Recta Projeccdo

I @ I a j I “ertical j Mowo Plano I

— Rectas do plana f - Topo

[ m E

Ler ficheira | Exit

Fig. 65 - Pagina Planos
Lista de planos definidos

A janela do canto superior direito contém a lista de planos definidos no
desenho. Podem ser aplicadas nesta janela as funcdes explicadas
anteriormente (ver 6.2 - “Lista de pontos definidos” e 6.3 - “Lista de
rectas definidas). Note-se que a designacdo dos planos esta, no caso
apresentado na Fig. 65, representada usando letras do alfabeto grego.
Esta opcéo pode ser desactivada na pagina
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Geral (ver 6.1 - “Usar letras gregas para planos”). Mais uma vez, o
programa evita que dois planos possam ter a mesma designacao.

Plano a partir de duas rectas

Dado o nome do plano e escolhidas duas rectas (concorrentes ou
paralelas), € definido um novo plano ao carregar no respectivo botéo.
Caso as rectas fornecidas ndo sejam complanares, sera exibida uma
mensagem de erro.

Plano a partir de trés pontos

Dados trés pontos ndo colineares, € definido um novo plano com a
designacao escolhida.

Plano a partir de um ponto e uma recta

Escolnendo um ponto e uma recta de listas de pontos e rectas
existentes no desenho, encontra-se um plano com a designacao
proposta.

Plano a partir de uma recta de maior declive/inclinacéo

Dado o nome do novo plano, uma recta e a sua propriedade (maior
declive ou maior inclinacdo), o programa traca a outra recta do plano
(de nivel ou de frente) e define o plano.

Plano projectante passando por projeccao da recta

Define um plano projectante dado o seu nome, uma das suas rectas e
escolhendo se o plano é projectante vertical ou horizontal.

Rectas do plano

Nestas duas janelas € possivel verificar quais as duas rectas que
definem o plano seleccionado. Nao € possivel editar os valores
apresentados.
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6.5 Incidéncia/Perpendicularidade (Incid/Perp)

Esta pagina tem o nome do primeiro grande capitulo abordado na disciplina.
Contém os comandos necessarios para intersectar rectas e planos, definir
rectas pertencentes a planos, pontos pertencentes a rectas e ainda tratar
problemas de perpendicularidade envolvendo rectas e planos.
Naturalmente, a utilizacdo destas func¢des implica a prévia definicdo de
elementos geométricos nas paginas anteriores.

coreue x|

Geral | Portos | Rectas | Planos I Sub PP. | Rebat | Diversos | Relatdrio |

Coord para x=0

— Interzecedes
I Rectas j I Planos j Interseccio |
| o =l = =
— Opgdes
Planos Auxiliares: I Proj Yertical j I Proj Wertical j
Plano contendo: I j I j
Al I a0 I 30

| 150

v Apagar planos auxiliares

| 100

v Pagsar plano por recta

— Incidéncia

— Ponto em recta

I F I & j I z j I 120 Porto em rects |
— Recta em plana

Recta em plano dads uma projecgio ™ Dados 2 portos

[r [ =] [ rovetica =] [P =] [ 30 e ——— |

— Perpendicularidade
Recta perpendicular a plano passando por um ponito

I P I il j I Q j Mova recta |
Plano perpendicular & rects passando por um porito

I £ I 4 =l I & | Wavoplene |
Perpendicular comum & duas rectas

I & I b j I = j Mova recta |

Ler ficheira |

Fig. 66 - Pagina Incid/Perp
Interseccoes

Esta opcédo permite intersectar rectas e planos (rectas com rectas,
rectas com planos ou planos com planos). E possivel, nomeadamente,
intersectar uma recta ou um plano com o 24. Nas janelas superiores
deve seleccionar-se o tipo de elementos geométricos a intersectar,
especificando-se em seguida as designacdes das rectas e/ou planos
intervenientes. A interseccdo é efectuada ao carregar no respectivo
botdo. A forma como a interseccdo sera efectuada pode ser, se
desejado, alterada usando as “Opc¢les” existentes. Nesta zona €
possivel escolher quais os planos auxiliares a utilizar: (i) “Planos
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projectantes”, definidos por uma das suas rectas ou por parametros
geométricos, i.e., angulo do traco do plano com o eixo dos xx e sua
ordenada na origem, ou (ii) “p24”. Os planos auxiliares poderédo ser
eliminados automaticamente, validando a opc¢do correspondente. Os
pontos 5.4 a 5.9 contém detalhes sobre as funcgbes utilizadas para
intersectar rectas e planos.

Nota: N&o € necessario alterar as opcdes padrdo do programa, embora
tal possa ser aconselhavel para reduzir a densidade de tragcos e/ou
evitar que os tracos dos novos elementos caiam fora do espaco do

papel.
Incidéncia
Nesta zona € possivel proceder as seguintes operacdes:

e Ponto em recta - Dado o nome do novo ponto, a recta que o
contém, o nome da coordenada conhecida (x, y ou z) e 0 seu
valor, o programa determina, se existir, 0 respectivo ponto.
Caso o0s dados fornecidos conduzam a uma solucdo
indeterminada, por exemplo, se se pretender definir um ponto
numa recta de nivel dada a sua coordenada z, sera exibida uma
mensagem de erro (ver 5.2).

e Recta em plano - Esta funcdo permite determinar rectas de
planos de duas formas distintas, dependendo da opc¢éo “Dados 2
pontos” estar ou ndo activada: (i) Dada uma projeccédo de um
ponto contido na recta e o angulo que essa projeccao da recta
faz com o eixo dos xx ou (ii) Dadas duas projeccfes de pontos
contidos na recta. Em ambos 0s casos torna-se necessario
escolher o nome da nova recta, o plano em que esta contida e o
nome da projeccdo conhecida do(s) ponto(s) contido(s) na recta
(ver 5.3).

Recta perpendicular a plano passando por um ponto

Dado o nome da nova recta, o plano ao qual é perpendicular e um
ponto nela contido, obtém-se a recta pretendida (ver 5.10).

Plano perpendicular a uma recta passando por um ponto

Dado o nome do novo plano, a recta ao qual é perpendicular e um
ponto nele contido, obtém-se o plano pretendido (ver 4.8).

Perpendicular comum a duas rectas

Define a recta perpendicular e concorrente com duas rectas
escolhidas, dada a designacédo da nova recta (ver 4.9).
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6.6 Substituicdo dos planos de projeccéo (Sub P.P.)

Esta pagina inclui funcdes correspondentes ao método de substituicdo dos
planos de projeccdo, o primeiro dos meétodos auxiliares abordados na
disciplina e, porventura, o mais utilizado. Algumas das funcgdes existentes
nesta pagina permitem a resolugdo imediata e completa de varios
problemas-tipo tratados no &mbito das aulas praticas.

Ao mudar o referencial, o programa procura actuar de forma semelhante
aquela que serd usual numa resolucdo manual de um exercicio. Assim, € a
folha de exercicio que é rodada em cada mudanca de planos, tornando
deste modo a linha de terra horizontal em cada caso.

X

I Rehat | Diversos | Relatdrio |

Geral | Portos | Rectas | Planos | IncidPerp

— Definigéo da linha de terrs

LT activa IFH1 j LI éSmieTEy |
Terminar |

— Definir posic&o de nova linha de terra

| 50 | a0 | Defirir & j | j | j | a0 Mova LT |

IPjIPHjIParalelajlnjIPHjI Movva LT |

™ Definir inicial ' Substituir plano horizontal ' Substituir plana frontal

— Posigies Particulares

Tornar rects I b j I Mivel j Substituir |
Tornar plana I o j I Horizortal j Substituir |

— Disténcias

I Recta j I Ponto j

I v j I P j Disténcia |

[ Usar mudanca de planos para determinar distancia de 2 pontos
— Bngulos

I Recta j I Recta j
I p j I c j Anoulo |

[ Encortrar intersecgén de planos

— Qutros

Dezenhar poligono regular num plano guslgquer j Continuar |

Ler ficheira | Exit

Fig. 67 - Pagina Sub P.P.
LT activa

Revela o0 nome do referencial activo e permite ver o conjunto de
referenciais ja definidos no desenho. Naturalmente, apenas existem
elementos nesta lista apds a definicdo de novos referenciais da forma
explicada nos pontos seguintes.
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LT Anterior

Este botéo permite passar todos os elementos definidos no referencial
activo para o referencial anterior. Com o objectivo de simplificar o
processo de introducdo de dados, o programa, ao efectuar uma
mudanca de referencial, representa todos os pontos, rectas e planos o
que, por vezes, conduz a desenhos algo densos.

Terminar

Este botdo encerra o programa, colocando a folha de exercicio na
posicdo original. Ndo se efectua neste passo qualquer mudanca de
referencial, apenas uma rotacéo do desenho.

Definir posicdo de nova linha de terra

E possivel colocar a nova linha de terra na posicdo pretendida
escolhendo esta opcdo. O programa permite utilizar referéncias a
elementos (pontos e rectas) existentes na definicdo da nova linha de
terra. Esta &rea da pagina esta dividida em duas linhas de comandos a
usar alternativamente, dependendo dos dados a fornecer: (i) fornecer
um ponto de passagem da linha de terra, definindo-o pelas suas
coordenadas x, y relativamente ao espaco do papel. Note-se que
apesar da folha ser rodada ao longo do exercicio, 0s eixos coordenados
mantém-se inalterados, pelo que a utilizacdo desta opcdo pode ser
desaconselhada a problemas que envolvam mais do que uma mudanca
de referencial; (ii) o ponto por onde a linha de terra passa € definido
recorrendo a um ponto existente. Neste caso basta escolher o ponto e
a respectiva projeccdo. O ponto escolhido serd sempre o ponto no
referencial activo.

Os restantes comandos séo comuns a ambos os métodos de definicdo da
linha de terra e dizem respeito a definicdo da direccdo da linha de
terra. E possivel fornecer o angulo que a linha de terra fara com o eixo
dos xx ou, definir esse angulo recorrendo a projeccfes de rectas
existentes. E necessario ainda definir qual o plano a substituir ou, caso
nao exista ainda qualquer referencial definido, escolher um referencial
inicial.

Nota: os comandos disponiveis neste caso sdo, em geral, pouco
utilizados dado que o programa permite efectuar mudancas de
referencial com o fim pretendido, por exemplo, tornar determinado
plano horizontal ou frontal.

Posicdes particulares

7

Esta € a forma mais simples de obter planos e rectas nas posi¢coes
pretendidas. Nesta area da pagina existem duas linhas de comandos
correspondendo a rectas e a planos. Em qualquer uma destas areas,
basta escolher o elemento cuja posicdo se pretende alterar e a nova
posicéo pretendida. As posicdes das linhas de terra séo escolhidas pelo
programa de forma automatica.
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Distancias

Esta area contém comandos que permitem resolver problemas
relacionados com a obtencdo de distancias entre pontos, rectas e
planos. Basta escolher o tipo de cada elemento a considerar e o seu
nome para obter a distancia pelo método da substituicdo (ver 5.13 a
5.16). E possivel escolher o método a empregar na determinacdo de
distancias entre dois pontos.

Angulos

O aspecto desta area da pagina € idéntico ao da area anterior. Mais
uma vez, basta escolher o tipo de cada elemento e o seu home para
obter, neste caso, o angulo por eles formado (ver 5.17 a 5.19). O
programa permite determinar o angulo entre dois planos encontrando
ou nao a sua interseccao.

Outros

Esta lista inclui um conjunto de problemas-tipo relacionados com
substituicdo de planos. Esta opc¢éo foi colocada no programa de forma
a possibilitar a resolucdo de um vasto conjunto de problemas utilizando
as funcdes disponiveis no programa. Com efeito, é relativamente facil
programar novos problemas, incluindo a entrada de dados, recorrendo
a esta opcao (ver 6.11 - “ExWizard”).

A lista dos problemas-tipo ja programados inclui:
e Plano fazendo um angulo com outro plano, contendo uma recta;

e Plano fazendo um angulo com outro plano, dada a sua
interseccao;

e Desenhar poligono regular num plano qualquer;

e Definir pontos de uma recta a uma dada distancia de outro
ponto;

e Plano paralelo a outro plano, a uma dada distancia deste.

Cada um destes problemas inclui um pequeno texto que explica o
funcionamento da respectiva funcéo.
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6.7 Rebatimentos (Rebat)

A pagina “Rebat” inclui as funcdes necessarias a resolucao de problemas que
envolvam rebatimentos sobre planos horizontais ou frontais. Tal como na
pagina correspondente ao Método da Substituicdo, também aqui existe um
conjunto de fungBes que permitem resolver varios problemas-tipo de uma sé
vez.

Ao contréario do que sucede no caso do Método da Substitui¢cdo, no caso dos
rebatimentos os elementos geométricos ndo sdo todos colocados nas suas
novas posi¢cdes de uma sé vez. E necessério seleccionar de forma individual
cada um dos pontos e rectas a rebater.

X

Geral | Portos | Rectas | Planos | IncidPerp | Sub PP, FRebat Igiversns | Relatdrio |

— Rebatimento
Elementos Mome Charneira Sentido

I Parita j I Q j I n j I Directa j Rebater |

¥ Rehater sobre plano harizontal [~ Marcar centro do arco

— Levantamento
Elementos Mome Charneira Plana Sentico

I Ponto j I Q1 j I n j I G j I Directo j LE\‘al'ﬁarl
(l Representar rebatimento de porto suwxiliar

I Ponta j I Recta j

| aQ | | a = oisténcia |

IRecta j I Plano j
o e o e |

™ Usar Construgdo de Monge (se possivel)

— Distancias

— &ngulos

Outros

Dezenhar poligona reqular num plano gqualguer j Continuar |

Ler ficheira | Exit

Fig. 68 - Pagina Rebat
Rebatimento

Nesta area, é possivel proceder a rebatimento de pontos e de rectas.
Os dados a fornecer séo o tipo e a designacao do elemento a rebater, o
nome da charneira de rebatimento e o sentido do rebatimento (directo
ou inverso). E possivel ainda escolher entre rebater sobre um plano
horizontal ou sobre um plano frontal.
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Activando a opcao “Marcar centro do arco”, o centro do arco de
rebatimento é definido como qualquer outro ponto do modelo. Esta
opcao poderd ser util na preparacdo de modelos tridimensionais para
apresentacdes, embora conduza, naturalmente, a figuras mais densas.

Nota: a lista de rectas “charneira” contém apenas rectas paralelas ao
plano de projeccéao.

Levantamento

O levantamento de pontos € efectuado dados: (i) o tipo de elemento a
levantar, (ii) a designacdo do elemento, (iii) o nome da charneira de
rebatimento, (iv) o plano onde o elemento a levantar esta contido e (v)
o sentido do rebatimento (deve ser igual ao sentido arbitrado no menu
“Rebatimento”. O levantamento é efectuado recorrendo a semelhanca
de tridngulos de rebatimento. E possivel optar entre representar ou
nado o rebatimento de um ponto a partir do qual se constroi o triangulo
de rebatimento do ponto a levantar.

Distancias

Este conjunto de func¢des funciona da mesma forma que o menu
“Distancias” do capitulo “Substituicdo dos planos de projeccdo (Sub
P.P.)” (ver 5.13 a 5.16).

Angulos

O aspecto desta area é idéntico ao da area “Angulos” - “Substituicéo
dos planos de projeccdo (Sub P.P.)”, mas algumas das funcoes
empregues sao distintas (ver 5.17 a 5.21).

Outros

Esta opcdo funciona da mesma forma que a opcdo “Outros” -
“Substituicdo dos planos de projeccdo (Sub P.P.)”. As opcdes
existentes sdo as seguintes:

e Desenhar poligono regular num plano qualquer;

e Definir pontos de uma recta a uma dada distancia de outro
ponto.

Também neste caso é possivel programar novas funcdes (ver 6.11 -
“ExWizard™).
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6.8 Diversos

Esta pagina contém varias funcdes Uteis para a resolucdo de diversos
problemas. E possivel, por exemplo, medir distancias sobre a folha de
desenho, criar linhas e circunferéncias auxiliares e intersectar elementos do
desenho.

Portos | Rectas | Planos | IncicPerp | Sub PP | Rekat | 5. Comp.

— Elemertos auxiiares
Deszenhar circunferénoias

1 I P j I Hnriznntalj I a0 Cirgunferéncial

Desenhar linha

1 I Paralels j I =0 Linha |

— Disténciss

Dizténcia entre dois pontos (200 I Dizténcia |
— Dperacies

teromns. | @ = [v ] [erortax]  portes |

Intersecgdo de elementas |ntersecgdon

— Yer Modelo
Zoom All
30 Orhit

Orhit continuo

EE |

Ler ficheira Exit

Fig. 69 - Pagina Diversos
Desenhar circunferéncia

Esta opcdo permite desenhar circunferéncias como objectos auxiliares.
Os elementos auxiliares sdo designados por um numero de ordem.
Neste caso, esse numero de ordem pode ser encontrado no canto
superior esquerdo da pagina. A circunferéncia é definida dados o seu
centro (designacdo do ponto e nome da respectiva projeccgéo) e o raio
da circunferéncia em milimetros. Esta funcdo € especialmente Gtil em
problemas que envolvam a medicdo de distancias, por exemplo, na
definicdo de dois pontos pertencentes a uma dada recta a uma
determinada distancia de um ponto qualquer.
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Desenhar linha

Esta opcdo permite marcar linhas auxiliares. Estas linhas podem ser
definidas de trés formas distintas:

e Paralela - Com o rato, escolhe-se a linha de referéncia e, em
seguida, um ponto da nova linha.

e Perpendicular

e Escolher dois pontos - Ainda com o rato, escolher dois pontos
existentes para definir a nova linha.

Notas: (i) A opgcdo Osnap do AutoCAD permite escolher os pontos com
maior precisdo; (ii) E possivel usar as funcdes de Zoom do AutoCAD
para facilitar a seleccdo dos elementos geométricos.

Distancias

Esta funcdo permite medir a distancia entre quaisquer dois pontos do
espaco do papel. Os pontos sdo seleccionados usando o rato e sdo
medidas no plano XY do modelo. O valor da distancia obtida é exibido
na janela. Este valor pode ser usado em qualquer janela de input do
programa (por exemplo, na definicio de uma circunferéncia)
recorrendo as funcdes habituais Copy (Ctrl + C) e Paste (Ctrl + V).

Marcar pontos de tangéncia

Dada a designacdo de uma circunferéncia e de um ponto exterior a
mesma, esta funcdo determina o ponto de tangéncia de rectas que
contenham o ponto seleccionado. Os pontos definidos sdo objectos
auxiliares, que poderdo ser usados na determinagcdo de novos pontos
usando a opcéo “Escolher pontos com rato” da pagina “Pontos”.

Interseccédo de elementos

A funcao interseccéo permite intersectar diferentes tipos de elemento
(linhas e circunferéncias), fornecendo como resultado um ou mais
pontos. Estes pontos sdo objectos auxiliares. Os objectos a intersectar
sao seleccionados usando o rato.
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6.9 Relatorio
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Rectas | Planos | IncidPergp | Sub PP | Rebat | 5. Comp. | Diverzos

Relstdrio:

A0 50,300

B70,50 900

C[50,150,120)

D(75,552,15)

E(95,55,105)

F(125120,210)

Define-ze o plano Obliquo & pelas rectas Concorrentes & e c.

Define-ze o plano Obliquo b pelas rectas Concorrentes o & 1.

Define-z& o plano de Topo ai pelas rectas Concorrertes me n.

Define-z& o plano de Topo ai pelas rectas men.

Marca-se =obre 3 recta & 0 seu ponta la com igual & 140 582741855795,
Marca-se s=obre 3 recta & 0 seu ponta 1B com igual 5 140.552741955737 .
Marca-se sobre & recta ¢ o seu ponta 1S com igual & 111 448219924753,
Marca-ze zobre a recta d o seu ponta b com igual & 120.454292597093.
Marca-ze sobre a recta d o seu ponta D com igual 5 120.454292997093.
Marca-ze zobre a recta f 0 seuw ponta |E com igual & 129.16361 342258,
Interseccéo das rectas is e b & 0 ponto J.

Define-ze o plano de Topo aii pelas rectas Concorrentes me n.
Define-ze o plano de Topo aii pelas rectas men.

Marca-se =obre 3 recta & 0 seu ponta I com igual & 105 437056466845
Marca-se =obre 3 recta a 0 seu ponta IF com igual & 105 4370564665845,
Marca-se zobre 3 recta ¢ 0 seu ponta I3 com igual & 90 5096606734255,
Marca-se =obre 3 recta d o seu porta IH com igual 5 107 707306965654
Marca-se =obre 3 recta d o seu ponta | com igual & 107 707306965655,
Marca-se =obre 3 recta f o seu ponta 1) com igual & 112 055550055351 .
Interseccio das rectas ic & id & o ponto K.

Define-se & rects i de intersecgdo entre oz planos & e b pelos portos j§ encontrados, K e
J.

Ler ficheira Exit

Fig. 70 - Pégina Relatério
Relatério

As vérias funcdes que compéem o programa produzem output de trés
tipos distintos: (i) resolucdo do exercicio, representada usando o
Método de Monge, (ii) modelo tridimensional do exercicio e (iii)
relatorio escrito (ver 6.12). Esta pagina contém o relatério que é
gerado durante o processo de resolucdo. E possivel editar o texto
directamente. Ao encerrar o programa, o relatério fica registado num
ficheiro de nome relato*.gdf, onde * € a designacdo dada ao exercicio
(ver “Designacao do exercicio”, pagina “Geral”).
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6.10Superficies Complexas (S. Comp)

Esta pagina foi incluida numa versdo final do programa e contém um
conjunto de funcbes que permitem gerar e realizar operagbes de
interseccdo envolvendo elementos triangulares e superficies complexas.

Xl
I Diverzos | Re <| 3

Portos | Rectas | Planos | IncicPerp | Sub PP | Rekat

— Malha
I elam.gdf 04 DL QUALITY:0 6165567 4165] -
1 4 DO QUALITY:0 64662657535
elem.gdf 2 A HK QUALITY:0.45187227305

3 AHL QUALITY:0.33342179755:
4 A 1K GUALITY:0. 639936399606
9 A 1D QUALITY:0.911065939414
BEBRCHK QUALITY:D.9233?4E4BB?E;|

Pi|a | P26 jP3|c | Defini |

— Geragio Automatica

"~ Pontos definidos em: I pontos gof
{® Nuvern de n pontos dispostos de forms alestdria, n= I 15
Algoritmo

" advancing Front, G = ID.B

Fich de pontas:

Mureem: topo.gof Cnntorno:l cont.gelf
o Delaunay
— Operaciies

Intersectar recta I r j Coml elemento j I 2AHKGU.j Intersectar |
Intersectar plano I o j Coml superﬁciej I eletm.gof j Intersectar |

v Usar substituigdo de planos para intersectar planos

Ler ficheira | Exit

Fig. 71 - P4gina S. Comp
O conjunto de trés janelas visiveis na zona superior da pagina permite:

e Definir novas superficies complexas, identificando o nome dos
respectivos ficheiros de elementos;

e Seleccionar superficies existentes, identificando o ficheiro
correspondente;

e Seleccionar um elemento em particular e analisar o seu indice de
compacidade.

Geracao Automética

Contém a interface para o conjunto de algoritmos de geragéo
automatica de malhas disponiveis no programa, nomeadamente,
métodos do tipo Advancing Front ou triangulacdo de Delaunay. As
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malhas podem ser geradas a partir de um conjunto de pontos,
indicando o nome do ficheiro correspondente ou, em alternativa a
partir de n pontos criados de forma aleatéria. Caso o algoritmo
seleccionado seja do tipo Advancing Front, h& ainda que definir um
valor para Q, indice de compacidade “alvo” e o nome de dois ficheiros
onde se listam os pontos pertencentes a nuvem e ao contorno da
superficie, respectivamente (ver 3.3). Note-se que o algoritmo envia
imediatamente para o ficheiro de resultados os elementos viaveis de
indice de compacidade superiores a Q, rejeitando os elementos de
qualidade inferior a este valor, salvo se ndo for possivel encontrar

elementos de qualidade aceitavel.
Operacoes

As operacdes possiveis de efectuar a partir desta pagina consistem na
interseccdo de elementos ou de superficies complexas com rectas ou
planos. Caso um dos intervenientes na operacdo de interseccdo seja
um plano, ha ainda que indicar se a interseccdo deve ou nao ser
efectuada com recurso a substituicdo de planos. Esta opcgédo permite
reduzir consideravelmente o numero de operagfes auxiliares a realizar,
especialmente no caso de se pretender intersectar o plano com uma

superficie complexa formada por um grande nimero de elementos.

6.11ExWizard

A funcdo ExWizard é uma funcao interna do programa que permite elaborar
diferentes interfaces para a resolucdo de problemas-tipo programados. O
funcionamento do ExWizard serd ndo serd descrito neste trabalho, sendo

sugerida a consulta do texto de apoio do programa [13].

Operacin |

— Descrigdo do problema
Desenha um poligono num plana qualquer, dados:
Plana-nome da plana que contém o poligona
M2 Yértices-nimera de wértices do poligono
1% Yértice-Um qualguer veértice do poligono
20 Yertice-Outro vértice
My-Mimero de wértices contados entre os dois vértices dados

Fig. 72 - Exemplo de um formuléario elaborado usando a fungcdo ExWizard
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6.12Resultados obtidos - aspecto geral

A utilizacdo do programa conduz, em qualquer caso, aos seguintes

resultados:

Modelo tridimensional

No modelo tridimensional sdo representados:

1.
2.

Os elementos geométricos definidos pelo utilizador;

Os elementos geométricos resultantes das operacdes
efectuadas, incluindo os resultados finais e o0s elementos
auxiliares;

Os planos de projeccdo, as projeccbes de cada um dos
elementos geométricos existentes no modelo e as respectivas
linhas de referéncia. Podem também ser representados alguns
elementos auxiliares como por exemplo o0s arcos de
rebatimento. Note-se que a posicdo destes planos de projeccédo
é arbitraria dado que a posicdo da linha de terra é desconhecida
nos problemas tratados no ambito da disciplina. Ainda assim, a
sua representacdo, bem como a das projeccdes dos diversos
elementos geométricos, facilita a compreensdo do problema,
tornando claro o significado fisico das representacdes obtidas
pelo Método de Monge.

Modelo bidimensional

O modelo bidimensional é delimitado pelas dimensdes escolhidas para
a folha de papel (ver 6.1). Este modelo pretende assemelhar-se tanto
quanto o possivel a uma resolucdo manual do exercicio tratado. Alguns
elementos geométricos gerados pelo programa surgem representados a
cores distintas, procurando evidenciar resultados de operagbes de
interseccdo, por exemplo. Este modelo contém:

1.

2
3.
4

7.
8.

Os elementos geométricos definidos pelo utilizador;
Os elementos geométricos resultantes de operacdes efectuadas;
As linhas de referéncia dos pontos representados;

Linhas, pontos e circunferéncias auxiliares definidas pelo
utilizador ou geradas pelo programa;

As sucessivas linhas de terra necessarias a resolucdo de
problemas usando o Método da Substituicéo;

Os triangulos de rebatimento e os arcos de circunferéncia
necessarios ao Método dos Rebatimentos;

A representacao grafica do resultado de problemas métricos;

A representacado dos bordos da folha de papel a imprimir.

Relatério

No decorrer da resolucdo de um qualquer exercicio é gerado um
relatorio sucinto onde sdo definidos os elementos geométricos
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representados no desenho e as sucessivas operagdes realizadas. E de
referir que o utilizador pode alterar o relatério directamente,
conforme se pode ler no ponto 6.9.

Ficheiros auxiliares

Os dados fornecidos pelo utilizador e gerados pelo programa sao
armazenados em ficheiros temporarios (extensdo gdf) e ficheiros de
arquivo (extenséo gdx).

Segue-se 0 conjunto de resultados obtidos para um problema de
“interseccdo de duas rectas de perfil”. Representa-se também o plano
formado pelas duas rectas, embora este plano ndo intervenha,
naturalmente, na determinacédo do resultado pretendido:

120

Modelo tridimensional
Notas relativas a Fig. 73 representada adiante:

Os planos representados poderdo ser opacos (conforme a figura
apresentada) ou transparentes, dependendo:

e Do Layer designado por hatch_3D estar ou ndo visivel - Se este
Layer estiver visivel, todos os planos serdo opacos, caso
contrério, a transparéncia do plano dependera da opcao descrita
em seguida;

e Da opcgédo seleccionada no menu Shade do AutoCAD - A opgéo
seleccionada por defeito é Flat. Para obter planos totalmente
transparentes, sugere-se a utilizacdo do modo 2D Wireframe.

Planos transparentes evidenciam as rectas, 0s pontos e o texto no
modelo, embora conduzam frequentemente a figuras mais confusas
devido a maior densidade de pormenores. Pelo contrario, a existéncia
de planos opacos tende a simplificar o resultado final, ocultando alguns
pormenores.

1. As projeccbes obliqguas ndo sdo representadas no modelo
tridimensional. Com efeito, as rectas projectantes empregues na
determinacdo das projeccdes obliquas ndo sdo consideradas pelo
programa como rectas, pretendendo-se aligeirar o0s modelos
gerados.

2. As designacdes das rectas e pontos representados ndo séo visiveis
na figura dado que a sua orientagdo ndo € a mais favoravel para
este efeito. De facto, todo o texto gerado pelo programa é
orientado paralelamente ao plano horizontal de projeccéo.

3. Os elementos representados sdo divididos por Layers no AutoCAD de
forma a facilitar o seu tratamento. Assim, é possivel alterar as
cores ou ocultar temporariamente os elementos pretendidos em
funcdo do seu Layer, por exemplo “representar todas as rectas do
modelo tridimensional a vermelho” ou “ocultar as linhas de
referéncia”. Os Layers que contém elementos do modelo
tridimensional sdo os seguintes:

e aux_ 3D - Projectantes;
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plano_3D - Planos;
ponto_3D - Pontos;
recta_3D - Rectas;
ref 3D - Planos de projeccéo;

hatch_3D - Textura dos planos que lhes confere a
opacidade;

texto_3D - Designacéo dos elementos;

Plano de Projeccao

Fig. 73 - Pormenor anotado de um modelo tridimensional

Modelo bidimensional

Tal como acontece no caso do modelo tridimensional, também o
modelo a duas dimensdes contém elementos divididos por Layers:

auxiliar - Linhas de referéncia e elementos auxiliares
definidos pelo utilizador ou gerados pelo programa: linhas,
circunferéncias ou pontos. Inclui-se também neste Layer os
triangulos de rebatimento;

dist - Representacdo grafica de distancias ou &angulos
gerados aguando da resolucé@o de problemas métricos;

FH - Linhas de terra usadas em problemas que envolvam o
Método da Substituicao;
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¢ limites - Bordos da folha de papel com o formato definido;
e pontos - Projeccdes dos pontos, representadas por um X.

e proj_obl - ProjeccBes obliqguas de pontos e rectas, bem
como as respectivas projectantes e designacoes.

e rectas - Projeccdes das rectas;

e texto - Designacao dos elementos representados;

D

B

Fig. 74 - Interseccgado de duas rectas de perfil - Método de Monge
Relatoério

O relatério serve de apoio a resolucédo, explicando os significados de
cada novo elemento e de cada operacédo realizada. Depois de resolver
0 exercicio, o utilizador pode aceder ao relatério armazenado em disco
conforme o descrito em 6.9. O relatorio elaborado pelo programa para
0 exercicio em epigrafe € o seguinte:



Jodo Pocas Martins

Ex. InPerfil

A(100,120,130)

B(100,20,50)

C(100,70,95)

D(100,180,100)

Recta a, de Perfil passando pelos pontos A e B.

Recta b, de Perfil passando pelos pontos C e D.

Define-se o plano Perfil a pelas rectas Concorrentes a e b.

Ponto B ¢é projectado segundo uma recta auxiliar com
orientacdo 45, -46 dando origem a sua projeccao obliqua,
BIII-

Ponto A ¢é projectado segundo uma recta auxiliar com
orientacdo 45, -46 dando origem a sua projeccao obliqua,
AIII-

a""" é a projeccao obliqua da recta a , passando pelas
projeccdes obliquas dos pontos A e B.

Ponto D ¢é projectado segundo uma recta auxiliar com
orientacdo 45, -46 dando origem a sua projeccao obliqua,
DIII-

Ponto C ¢é projectado segundo uma recta auxiliar com
orientacdo 45, -46 dando origem a sua projeccao obliqua,
CIII-

b*"" ¢é a projeccdao obliqua da recta b , passando pelas
projeccdes obliquas dos pontos C e D.

Ponto 1 ¢é projectado segundo uma recta auxiliar com
orientacdo 45, -46 dando origem a sua projeccao obliqua,

Devolvendo o ponto I a recta a a partir da sua projeccao
""", obtém-se as suas projeccdes ortogonais 1™ e 17",

Interseccdo das rectas a e b é o ponto 1.
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6.13Exemplos

Neste sub capitulo pretende demonstrar-se a forma como o GD-FEUP trata
problemas diversos. Alguns dos exemplos que se seguem sao retirados do
caderno de exercicios praticos adoptado [9] ou de exames da disciplina de
Geometria Descritiva leccionada na FEUP em anos anteriores. Refira-se que
todos os desenhos apresentados sdo retirados directamente do programa,
tanto no caso das representacdes usando o Método de Monge, como no caso
das respectivas perspectivas. A Unica alteragdo introduzida foi a de
desactivar as texturas em alguns modelos tridimensionais. Pretende-se,
desta forma, evidenciar as vantagens e desvantagens da geracdo automatica
de desenhos com um grande numero de elementos geométricos. Caso 0s
desenhos produzidos se destinem a uma apresentacdo em aula, poderado
beneficiar de um tratamento prévio usando as préprias ferramentas do
programa de desenho, de modo a suprimir nomes de elementos geométricos
considerados desnecessarios, a alterar cores e transparéncia de superficies
planas, etc. A leitura das imagens a trés dimensdes pode ser facilitada pela
utilizacdo de meios informéticos que permitam ampliar e rodar o modelo
criado.

/N

N\

Fig. 75 - Interseccado de duas rectas obliquas
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Ib'=Ib"

W\

K

Fig. 77 - Interseccao de dois planos
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B

P

=N a

B" P

Fig. 78 - Interseccdo de elementos geométricos com o B24: (i) recta de perfil, (ii) plano

obliquo.
o
o
K
-
"=G" B K BN

H B
b
X=X"=C"
F =G’ f D
: he
"

B

Fig. 79 - Recta perpendicular a plano
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Fig. 80 - Determinacéo de distancias recorrendo ao método da substituicdo: (i) Distancia
entre pontos com recurso a diferentes métodos, (ii) Distdncia entre rectas enviesadas.

Fig. 81 - Angulo de duas rectas, determinado pelo método da substitui¢io
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"iin="in
"2 "iiX "iX

Fig. 82 - Plano contendo uma recta, fazendo um determinado &ngulo com o plano
horizontal de projeccéo

[=C d D E

o

Fig. 83 - Exercicio de exame - “Incidéncia e perpendicularidade”
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Iy
Iy

Fig. 84 - Exercicio de exame - “Método da substitui¢cdo”
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n"=pl'=x1"

P"=U"=P1"QL"

Vi=2=21"

Fig. 85 - Exercicio de exame - ““Método dos rebatimentos™

LT

Fig. 86 - Interseccao de plano com superficie complexa e respectiva projeccao
horizontal.
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Fig. 87 - Interseccao de um plano com uma superficie complexa - pormenor

Fig. 88 - Interseccao de um plano com uma superficie complexa - intersec¢cdo com um
segundo plano horizontal, de cota superior
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Fig. 89 - Interseccao de superficie complexa com segundo plano horizontal - pormenor
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7 Conclusoes

Procurou definir-se um conjunto de elementos geométricos e um conjunto
de operagBes geométricas a realizar com estes elementos. Dada a natureza
particular das superficies complexas, foi dada uma atencéo particular aos
algoritmos que permitem a geragcdo destas superficies a partir de um
conjunto de pontos conhecidos. Foi estudada a viabilidade de realizar
operacgfes onde intervém superficies complexas com recurso as construcdes
usualmente empregues em aulas de Geometria Descritiva.

Pretendeu-se estudar a possibilidade de realizar as operacdes geométricas
mencionadas com recurso a métodos numeéricos ou, em alternativa, através
de métodos graficos, compativeis com o0s conteludos programaticos das
disciplinas de Geometria Descritiva ou Desenho Técnico. Para tal, foi
necessario  analisar um conjunto de construcdes geométricas
correspondentes a operacfes de unido, interseccdo, perpendicularidade, a
problemas métricos, etc., identificando-se 0s casos particulares que
constituem, invariavelmente, um obstaculo a generalizacdo de um processo
de resolucdo. Em todos os casos, procurou-se que o0s processos de resolucao
propostos conduzissem a resultados semelhantes aos obtidos por “processos
manuais”.

Foi desenvolvido um programa informéatico para validar os algoritmos
propostos, servindo como ferramenta de preparagdo de apresentacdes e
textos de apoio para aulas das disciplinas de Geometria Descritiva e de
Desenho Técnico. Este programa foi testado com sucesso em exames da
disciplina de Geometria Descritiva de anos anteriores e no conjunto de
exercicios propostos aos alunos desta cadeira. Considera-se, pois, que 0
programa podera ser Util no apoio quer a aprendizagem em aula, quer ao
ensino a distancia.

Embora o programa GD-FEUP tenha sido concebido com fins essencialmente
didacticos, os ficheiros de resultados produzidos, em particular os que
dizem respeito a malhas de elementos triangulares, poderdo ser importados
por outros programas, nomeadamente programas de calculo estrutural ou
rotinas de desenho.
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