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Aola 1. (8-2-2014

FISICA T MIEIC. 2015/2016
phgina Web:  http :/deg. ge.vp. P%/zicp’/m’,{;{

Programa. — Mecanica vetorial.
—Mecanica (ag,rqng,(“anq.
~ Stz mas dinamicos.

Mm‘odo’ogia,
Usa-se soﬁware de Agebra Compuﬁc(ana,l (C/%S,
¢m m}(@s ComPu’rzr kgjbm Sagfem)

Maera —  htp:y maxima .sovrcefarge. net

Im?or‘f?mcfa.
- Bases para software de simolagao (compoter
quﬁicg.) J‘o%os) .
— Visvalizagao rapia de dados.
— Desznvo(\/:'mzng; da mFac(dadé de
analisar sictemas e criar mode(os mate-

M ticos
Avaliagao.
2 testes (13 de a\ofll ¢ 1 de ]unﬁo>
examg \t(lm 60’7
Bibliog rafia-

J. Vz late (20}6) Dm&Mtca ¢ Sistemas Dindmicos.
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1.1 Cinemadtica

Capf+ulo 1. Cinematica.

Movimento . Modanga de posigao de om aéfﬁ‘a

£ vm concelto refativo, pargot a posigao
] a’/‘fzrmfz para a’/%rz/enés obseryaderes

T(Po5 DE MOVIMENTOS.
O Dois exzmylos:
© ~ @
/*); D"“? ‘X <7
I° v '
cilindro o rodar QO mesmo c(‘(na[ro/pem
sobre umMma. mgsa dvrada de do[s f(os/
em movi mento Penab[ar
No primeiro caso, a Fra/elSma de drirerentes
7 /o 7y 7
pon‘é; no cilindro & a/ffefm‘é . O centro /Po”“
7(05 no eixo do f/'/r'/m{fo / SZ%:‘/? vnia 7‘/4/2 7(0’7/"4
rets [nea ) mas gs ovtros /90/77‘0; #87 %/zz/‘é’ﬁ“r/&;

)

com Aigerente eiclordes " no. syperficie
7[ /P°A+Qdc Cf(ﬁm(;fo

‘ K Fon’(‘o ,ﬁam

do eixo e

fora da

@) squ,ffe;e



4 Sumdrios

No Zﬂ?élﬂf@ Todas as 7‘/»:/’27[07/‘015 /90/2/;0 ser
obtidas /oz/a sobre PosIEA0 e dbors mavimentos
mars s/mg/es : 0 maviments retrlinee do centro

7L mgy/‘mﬂﬂ%o c/‘/»cy/a'/" VO/}[O/’/V/Q em ﬁf‘ﬂﬂ 4/0 gf/rﬁ
X

4 (L@ S N

~ Diz ~se 6//“7/51/5 ;zz/e o maw‘mzﬂ?é ‘ewr Do/s
CRAUS DE LIBERDADE, porgue basta conhear
como variam dyas varldves no +fempo (X et
para descrenr o movimedlo de goalyuer
/:0;77% nociindro. X = daw Fosfga?) do cenfro
O = Gngvlo gue o cf lindp
i T ‘

0 ggﬁando moviment & ainda majs 5‘/'/)7/9/65,

C /porg,u,e a %myé?[o” ria de fodos os /pom@s Do
cilindro & vy arco de ciredlo fcom ﬁ//}rf/é/f/@
raios) Fodos com o mesmo cenro

. Este maovimerto tem um

\
PN Onico arav de |iberdade.
P U -
S parg ue basta saber comp

,&7/\ varia. 0+ Gngvlo G om

A\ —~
/\\://)\ cungao  do fempo para
conhecer oo tmjetonia de

fryjetorias de {’oo(OS 95 Pon*o; no cilindro.
2 Fo/rfos



1.1 Cinemadtica

SISTEMAS COM 1 GRAUV DT LIBERDADE

s[£ ) — /905/’,@21“0 de vm poﬂ‘o ng/?u,w 70
) ob/'e?[o ) &m funfao dd 7L2/>7/DO.
£ /’/a,m/ para Todos 05 /047‘05 ) PArgus e oé/eyé
com vm Vnico g1 Ae //'AZ//aafe/ as 74/}2/'67497*/215
de fodos o5 /om{os & a mespm corva (fe/m%
o em a//fereﬁ Fes pa rios)
o )‘@Lo/rfas S pode ser o compriment
72 de arco, medido ao /O?p

da /’m/'z’?@’m‘ér/ 1
/\?;;_/ c/t'/%y/a.

DES L OCAMENTO. Piferen;za enfre as posigoes
em dois inS'zLa.eres d(‘fwerrézi

O As = skt;) —s(€) ( admtte-se , por C"""e}

nidicia, gue t, >t

A Pasffio dZPandé 2o POWLO S$=0 g@e Séjq
escolhido  como  origen ) mas o 2os locaments
Nao a’Z/V@/?dé dezsq escolha.
VELOCIDADE MED(A

T = AS _sH)—SH)

A At 'fg_""él
como AS POd,Q san ﬂ@ﬁﬂ:hYO (A—f NEO Po[‘w '&z>’tl)

O etdo T pode ser naﬁaﬁ a .
|o[= RAPIDEZ
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O

Avla 2. 19-2-2016

MAXIMA

Tostalagae: obfer o }mco—& em

hHF: //maxima . Sorcefor ge. nt’f/a(awr\(ﬁ( .
ou (Ubontv,DebianMint ) o pacate DEB na pdging A
Web de Fisica T (def.fe.vppt/eicfpss)

In+ﬁr£aC2§ '\mcfufdas - rmoxima ({ermMa!)} X MaXiMgq

Emacs—> mMaxima, (maxima
£ também necessario instalar a(éuns Pac:o’ﬁes
externos . o 9nup[o-€ (para as ﬂmgcfco;)

o v‘lwm[) (se vsar maxima)

s emacs [se quiser ysar maximoe 0u
cmioxima dentro de Tmacs

* LaTex chd? livetex ou Mf’/afex/efé)

pare Fodzr Jsar (wiaxi

A in+¢%€aﬁe 9,m/frcq WX MaX (M € uvm mjz’fo
fnata?mdem‘z Ae Maxima e Podz ser obtida na
P&ﬂ,fnm desse q)rqijo.

Exemplos.
(%ii) éq_: XA3”15¥XAZ/é-5*)(/3+4—=OB

associa a ZQrWHQEO Ka*%xz—%‘x +4 =0
00 < fmbolo 29



1.1 Cinemadtica

O

| °/052) solve(eg);

re50 Ve o a%,va;;ao associada q ¢4, ricmdo >
(espostas auma [isfa:

%02) CX::Z} K;Z) :‘%]
Pavo SQ(QCC(OMJ* a segumia res{)os’(a,’

(9 0c3> %02 [21; [a NUMLIGE0 Na ((ﬂtacomz/ca em 1)
(o/ooa) =3/
Qv aPanas o valor numérico:

b hs( o022 rhs quar dizer ri
(%i8) rhs(%02[2]); s quur diser 't )
Wha.  equo s
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Aula 3.95-2-2016

Exem Flo de movimento com um grav de libesrdade-
Aotomovel wuma estrada.

to=12h | So=90kn
12h h P
(3 t=13h , Si=30kn

‘i3 t km 30
N k.m ~
c 50 velocidades méedias :

—

Ui <0 (ndica movimesto ;= ?2“9[2 =~ =40 khm
no sentido oFos’fo a0 que _

7 detinido it U7y = 50230 . 49
io(ft ( coma  posttive. ' S Jy_&h
U2 >0 = sentido Pos‘(‘(‘iVo.

—

S

g

U:4\ ASe; = ASO!“'A@@:”O‘OWAS ¢ a &rea

— entre a velocidad
+o £, Asui ¢ o ¢ixo das

ATy 7“’6 abcissas .

ASy = [ A'tm:‘(gb )A See = UT& A’Enz = 20 kn

,,AS"'/ o deve ser uma
- {’un,ca‘o comLfnua/
mas opeAas c;onseﬁui—

com malar Precfs?{o seria: mos medip O

—

(O

n
% —t) AS = Z U’LA’[',—L
=1
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©  YEWCIDADE INSTANTANEA

U’[%)=§Uh;éﬁo continve gue oLLPandQ dot.

t
D
As= lim Uit = | Sp=Se= | Umdt (1)
iAte}-aOZ": L \ U ’on‘ J
W/
integral do of+)
emzo?:d,em at.
o ule)=slim Sea-SE) 5| v=ds L § |
| A0 At dt |

_

eV’
devivada do S&)
em ardemn o €.
As eg’,uagﬁes (N e (2) sao eq,ui«/a.(zn‘@s. A quh‘r
de (2) Pode muH(P[Ecar\&e os dois [ados por
dt in inJre?mr—se desge o condigao inicial ate

o~ mgf[;ao f?s?a{: &
O (ordt Sds = sese={udt
to So to

ACELERAGAO TANGENCIAL

aé = AV _ O::f: —Us aceleragao fon nc(‘qg
M '('—’F —t, média. 7°

acelera gao -{:a,nazna‘al instant Znea :

5 |- de ] (a0 tom de ser continea | )

chama-se ~'fan;,encia(“ ({jo'}”r“’q’ como veramos, € apenas
vMma Pc\r‘te db  aceler ¢ao ’e‘o'fa(.
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— do= a{,d’—f =7 do- = Sa{— dt

‘EXZNP’O. Um cic[fs‘(‘cx com \fz(oa‘aladz Cnictal de
5 mfs aP(ica 0s +mv5es),§>a;tzndo com gue a ve b~
cidade diminya. de acordo com a SUnFaD :

U= *lz‘QIOO‘SZ (g:(:)/ onde s ¢ a Posiﬁbfd/ medidg
desde 0 Pon'fo onde comega o ermgﬂ”- Determine:
@ o aclergio tangencial em gungao da  pasisa

® o tempo que demora ot parar completaman %

Resolvgdo Qlc:%l%‘:d_q—ii:do—u—

=) Ot = (_j{:({oo-—sz)% @3)) (Ji (too - SL)VJ) = - %

(nzgovﬁvq porqueVesta a diminviv).

® vu=ds \
= — —_ —_— d.
> - S voa~se todo o
? ji&{_ - "'d\/ &g‘%refoupmdz de S S
\](O()-Sz num lado da egua.,c@

,in”ﬁzgmﬁg_dasda t=0 ale ’Q)ondl Pcim:
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t5 S

L ds = ds S :PQSFQZQ onde ara
2 § § Toos F

Csta 2quapao tem dvas inc@mhlas/ %{_ 2 Sjc. =
neces Sario outra nz{o\fao eftre -{/—%Z Se quo \em
&0 1(>f>~c'f<> gfma O;C*:o gfua,ndo Jg:éff e 5:54 .

— ,L Q2
2 5 \leo-Sf =0

¢ Resologao no Maxima

(%C4) v: Sg,r%(too-—s/\z)/zjt

(% 12) solve (v=9, S);  (neste case basfava solue(ii

(%02)  [S=49 s=10] ’

Apenas interessa. agui @ solugao com S >0

(%(3) Sf: sobst (%123, s); ( %l2] 436}0‘/)44\

| ﬁif& da [ista
optida n coman?

("/003) 10 anferior
C (hi4) te integrak(v,s,0,t0);
(o o%) % P (1)

(ooi5) cloat (t4);
(995)  2.141592653589%93
A allnga (o) resolvia—se no Maxima ossim'

(% Cé) gmdlZf (s,t, V), @eﬁizeogje%vag%/;d

(%ob) S ‘o expressao V7
o (% i?) at: d.(,pg (V)’t) ;

(#o?)  -%
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Avla ¢ . 2¢-2-2016

.
EQUACOES CINEMATICAS

o= 3 =0 ai=uwde
ds

Em cada uvma esfao incloidas 3 das q,ua:f'c/‘o vari Gvels

t,s, e e . Para ?Qd(u‘ sesolver yvma destas eq uagas
£ neassirio teor wma welagan para vma das 3 variduds
om ,s:ungﬁo das ovtras dvas )pare picar cam vma

O eg(aobg}ﬂa com Avas variaAveis.

PROJECAO DO MOVIMENTO NUM EIXO
rd (*E 0 1@ Gax
o) = K (prejesz )

Pro)‘ega‘o da vz(aj

U =X cidade no ecixo X

> X

Qx = Ux

C As 2 eq,uw;'b"es cinemdticas para. o ijeg@ do
moviménto  s&o sszﬂanJ(zs as do mavimento na
Jrro»y% reov’

o=k 0x=Ux  Ox=Ux das
o X
Tambdm Podﬁ Proja%af—se num eixo vertical: Yl
C Bz BB B %2
M Neste caso, Wi uma relagmo entre X/ e yﬁ%/forgu
e.

o movimento tem um Unico 9gray de liberda
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© £m a(guns cas9s, o Froj‘zgao do mouiman‘fc 79042
resy Hor wais comF\icach do que o mavimento
ori?(na(.

EXW\EM . Movzmarrfo circdlar unfforme num clrculo
du oo T=L} com  velocidade canﬁzan"@ U=41

S = com })ri menfo de avco medid
desde o Porr(“o onde se

\ t=0 encontre em t=o.
O =4 =ds
. + o
— :df o s :d;_g_-\
,,7&432 7 s=t  Qe=d%-o0

_Pro}ega‘o do movimento gm X

ﬂ>0 X =4cos® = OOS(S)::cos(ﬁ}
Q ﬁ'ﬁ- ‘t‘-g*)(
AN i
g = —c0s (4) S —> ¢
\ 14
x({-)*"wsovimzﬁc harmdnico SfMF(-;S]. \,\/
ACELERAGAO DA GRAVIDADE

Um objete langado no e d ¢ b _‘:__
ar na horizomta(} ,,Ho
seque uma trajefaria %
7
plana gue Fode ser .
de com Qsh nos profecots ! .
pasta s pros 1,

o horizontal ¢ wrtical

[
4 Ga(i[zu,lé%’
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Galilev dascobriv gruﬂ) se o TchijLo’r(‘oL for culta,

a resisténcia do nar & o{esPrezdvz/ 2 0 movimenrb
ha projegzo horizontal € com velocidade constant:
na ]tfg(um, EB) b_c/ C_O()EZ sto ¢s du(ocamem‘a;

horiaoﬁah em intervalos de «l—zmvpo (hﬁay(/al-s
ab =bc = cl =de => Ux =constanl
X t
%d){:@'}(dt— jd)<=&K§d.f

)Q:U‘x‘t (sz X=0 em '{::o) Ax =0

(mavimento un ?fov me)

Na Proj?g&'o v’zrﬁca‘ ) Ga(ifcu obszrvou g,ua o5 des-

locamentys ”55} 7?) ;l) In estae na Pm,oorga\a
1)3)5)%) -

QU seja, @ coordinada Y ¢ meOfcioﬂa( a t#

C $bo,df eh,. . T-»84,49,...}
Y= -%’bz (onde 9 é uma cond‘an—(z)

POSI\‘HV&
(920, em t=0)

M M (MOV?MiﬂCfZ(%n' grw)emzlfg

O valor observade para o w[emgg‘o da
grav(dade 9 c ckfroximadaman'@:

‘ ( para fodos
= 3.8 I%Utvﬁas nde endu}
- A it o pesh
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ExﬂmPlO- Adira-se yma on{m desde uma Pam‘é a. 5m
por cima de vm rio, com velgcidade de |5 MA gm
diregan inclinada 36.9° por cima da horizontal. Detor-
ming o velocidade com gue o dra entrard nat &g
e a altura mAxima oa sum mj&ﬁm‘ox} medida. desd,
o supergicie do rio (admita que o resisténcia do ar
pode ser desprezada).

v - Posigao inicial:

15 M/s ’y N Xo=0 , Yo=5m
26.9° N
h \\ Velocidade inicial:
bm \ R
3/ \ Uox = 15005369 % 1210

'VRio/////7X Uay = 15 sin%.9% 9 m

Acelerogao em qm( guen instaie ou fosf;c‘a?: :

Quando entra na a/?uo\/ W(:lz(cons{an\@) 4 UB wdCU[a%}e

o Farh‘r\ do- o 0%
-9.83 = Uy 4&%3 - —9.8Jc(y =j-uy du-
5 9

= Ujy= - 1338 =\uitof = 18.0 10
No ponfo de altura mixima, y=h e Uy=o0

h
=) -9?5 dg = §009 d(jj = 9.8(5‘-\(\),: —-%
5 3

= h=9.13m
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Avla 7. 3-3-201€

CINEMATICA VECTORIAL
Em frés dimensaes, as a Y Dado
coordenadas cartesianas /\\
definem -5e e far mo- j\’?

quando os dedos / TS
irww’[b direita radam
do 2ixo X para ¢ €ixoy,

O 0 Polégaf oxPamLa no sentido do zixo 2.
Em vez de resolver as equo.¢es cinematicas das
?mszwS K,Y ¢ Z por S¢Pa/ad_0) ¢ convenienla
combinar as B?mjagaﬂs num VQ’{‘ar.

\lmLor Posigﬁo
Cada posigaa no espag

(porte P). RaPrzstrwSz
Par ym vQ{”oV wuL val

desae O ot P

¥ = vetor poSig a0 A

7 P

Os versores (wtores unttarios) € 35 e 2 oLFom[oLm

now direg@o positiva dos gixes x4 ¢ Z.
,,——;‘F’:xﬁng)r%’li} X

0 deslocamento de um PomLo) nuvm M{‘erva(o ff,/tj
¢ AT = V(&) -Tlt) = T +ay] +82T
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Obsavejz qu [ dz?ende dow posigao da origem,
MAS Ar nao.

Vetor velocidade trajetria

A cado {astante ’C/
o vetor velocidade ¢

B lim Clts9-T()
A0 viye

— = . A oAl o ton I‘f&
O = = O,"-E = Xt 1‘&‘)’!‘2‘?—) r i’mje%f‘f&.

Vetor aceleragao
bf = “M W)
A0 N

\;ét: g = Ux? +5’7j\+f)§ﬂ?: 7'<"C+gjf—%

0 m@iu[o dow vz(oddaie ¢:

@
15 = 4Bl = sl |3 = [F= o
dt d-£
mas @ modulo do once(zm,ea'o) (57{ nao ¢ c’ﬂu&!
oo valor a{osolﬁo de At .
As 3 equagoes QK:URO_%’% | &y :ug%f, , a%:%%
Fombém Fod.em combiy\m"se numoa. Unica zg((/agz@
v@’erTa(/ o di = T d mos [sso f(-Ca_ qu
o 0 C&Pﬂ'c/lo 6. Neste CCLPH‘U[O/ gruando szja nesessanry

25 SAs zgfuagﬁes serdo resolvidas por sepamdo.
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o As (,x[)ress’o‘eg Fw‘& U e & sdo ZQJ/?V&IZIF{"ZS a’

> t
[Gdt = (4F = T@Mjéﬁ
* 4.

ty >, ' T2
(3 de- (7 o a—zzmgmﬂ
-

. o t

0s ;mLZﬂmiS podem ser calcolados guando se
o conhece “a eppress@o para B (o0 3) em punga det.

Exemplo 2.1.
A expressao do velocidade de vma Pmr{‘c’a/(a} ZWT—\
,PJngZZCO do 't'ZW\PO 'f?/ ¢ )

T :(;-—t?—@"t/g)‘f+(3~€ 'Z)j\ (s)
a Faﬂ‘fcu\a passa Pdﬂ siga (2T+5]) em t=9,
Determine ’F’)f?fzi em t=15s, ¢ quardy t for
muito elevads.” Trace o ?fofqa«‘co da tra J’Z%‘w‘a v raith
05 _primeiros 60 segondss. J
No Maxina , o5 vetores Fo&zm ser refresmﬁw(os
oc listas " Neste CAso, (;sfas com dois z(zmem“(‘os/
em q,m Q Pm‘mec’ro N cow:ponczﬂ?zx Z 0 szgumlo
O\'COMFOHKW y
i t) i [s5-tazxesp(-t/5), 3-exp(-t/1J];
iz) a: dige(vt);

- -t -t
(%02) [Mg-ztm /5) Jo_é_éi]
5 |2
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) - >
O vetor posigao  Th), obtém-se MlegmMo V().

of & i ’(‘ i) R a b
(62) asme 298 (Ueaiey pedescs Segehs

(0/954) r:l2,5]4 im‘zﬂmdz(\,,'&,oﬂe);
(6 %) Tt ((5t 250 76" 4 5+ +-

O comando expand redv isto nUma. £arma mais
5?/‘/\‘)[25?

O 6/055) v exPand(r);
(105) [5t? g 7"+ 5ot 58 P i pe Brot-24g
12 9,8 25t -7]
Em t=19,

(%6 ) float (subst (t=15 Tryv,dd);
(00¢) [[-62.202..,+143..] [-6.20.., 2.2 [or4.. ,0.023. 1]

F=pr20 +4l 4] F=—l20T4271] | T=075T+0.024]
O Quandoe £ gor mvito e(evado (ianfm i‘(‘o))
(9.0%) limif (Tr,v 03, €, inf); I
0 . s — | N

(/000 [['”WC/"W]I [5)31/[0/0:(] ('\;4 513} ) x> o>
Grogico do %rajz%r?a.’

(70 (',8’) PlO%Zd({P&fﬂMﬂﬁk) r[i]/ Y‘EZ:Q}[‘(:/O/éOJ D([Qbe(/ uxgj
1%Q 7 ~—— [‘3 11196‘) iy lg)),,

(20 T
O )
60 T

¢ -[Qo X 0] €0
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MOVIMENTOS PEPENDENTES

EK@M‘)\O Scﬁ“l‘ﬁhﬂa com om HOCO sobre Uma mesa
¢ un clindro o descer na vertical.

S L
%io )
—
— |
- vloco T
O 7T S S S S
/
4
/ cilindro

O movimen+o bor?aonjml do b(oco e o movimerz{b
vertical do cilindro ¢estao  relacionades.
DPora. deserevaer esses dois movimentys sxo rece-

e 550((\10\5 dUd.S vmrtavus X e 3 med:da,s* 0(@90(-4

Aais YomLoS )(‘IXOS Por LX@mpla

Y LLLLL
X = distancia desds

o bloco 0\“(‘50

\<— e Y g
. fim do. mesa
/7{ = /L — —1 = distancia &OSJO
0 cilindro afz o
suPOFG do ffo.

@) As ve OC(daé(l9 do bleco ¢ do cilindro sao
enFA O >< (4
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Mas come  as variaveis X 23 qs’(a’a TZ(QC[O/\(Z.CLCLS

este gstoma TGm ai)znas um  gray de liberdade

2 bﬂf{o\ Sm{oﬁf uma (JULS VZ(Oc[dao(,Qs qu iaﬂ/‘«
minar o vtra.

A w;(a;m entre x ¢ & zncon‘h\a*se escrevendo a
M\Frﬁﬁfi’é do £OmPrimzrrF0 do »f-fO) L) em funfad
Yo
L= X+C +[y-C-C¢)
+Cz +(Y-Cy)

L = )(-f'z_(j +C+Cy —C;“QC;,

Como L,C,,Cs ,C3 e Cq permanecem cons‘l-q/ﬂ%s.
)~y =2 )3 P 1
dorivando em +  ordem a0 'I’zmpo obtém~se

>2 +2ﬁ =0 :>\%[oc<>: AZUZ?“M(I‘J
o sinal nzgodrivo indica gt s¢ o cilindro desce
(Vzilindro >o>) o bloco desloca-se para. a direita
(VLloeot0)

Decivando novam m’(’i )

o

% =-29

neahuma das dvas ace-
AL bloco = = 2Rk ilind ro szﬁ'525 & ‘9/'““( 65}'
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hola 6. 4-3-2016
© OPERAGOES ENTRE VETORES
@ ?%x S r/,a,?”i
,g a
/ "

e AR *-p’
20 //13’7 G 2
ky L'&i >0) b ¥ g

sama subtragao
o ?r't;du*‘o escalar 2B = Ia»] 18| cos@
” a/ = escalar Q}JMzro guval em
P qualq e rzge/maal)
/
& // {i(cose = projegao ded na diregan de B
/// \’B"‘ coSG = Proj‘egbfo de T na diregao de a

;S Proaw't'o zsca(af Z a ijzgﬁ;‘o de um dos vm‘vrej
no dingdo Ao 0(/1L(‘o) vezes o modvlo desse ovtro wetor
£ wm }’roc&ﬁo comoﬁ‘mLil/O/ associativo ¢ distribotivo em
A (0\_;(&0 X soma.

tr=tp =FK =0 [Popq,uz cosﬁoo:o>
T j‘ =fl=1 (porgrcu c0sQ=1 ¢ [T|= lﬂ:ﬁ?‘:i\)

&a"@:(ax?vagTM éﬁ){b&ﬁ%-bﬂ‘«-b{f?) = Qb + Qy l?j +Azba

@|=\T-@ =\atrairaF

=

—~

ﬁn?u{o entre os vetores @ e B
8= cos [ Bxbxtdyb,t+aabe
O | (o2 taf+af)(b2+bi +h2) >
No Maxima vsa-se um porito para. 0 Pmd,u’fo escalar

entre dvas lista 5, ¢ acos( ) para o cosseN9 ‘inverse.
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¢, MOVIMENTO RELATIVO

. o = velocidade produzida
== " pelo motar ge(afcem a0 ar

Ya
Sis{'ewux que se o&s(owk com O anr
(sem rodar)

sié’&vma 1ci;(o no. Terroo

@
Ye Posigao do avizo em relagdo
. -2
K€ a0 sistema do ar: Va
e Posicas do avido em relagao
< —
?; / o Terrot I
— —
¢ _ -2
a/ r‘t — ra,/é + r&
Derivando o5 dots lados, em ordem ao tempo,
@ 01_ = Ug + U’%‘} - U'a,/f
2 A = U;.
\ N >
yeloc. do vel. do velocidade o
aviae reldiva a(vi(&o ato(ctfr,
~ felati vk relativa
o Terra an ar a Teryon
v 2 —— -
Derivando  aovamente, Exzmgl 0 Se o avide esk
M= Dt X da livre
Op = Oot o e gueaa ivee,

- awido/terra = G

¢ « actleragzs de um

Po&ea.g,el'm em (‘Q(OL;;EO a Terra é fambem ¢=
-

= =0 (o ?Assagz('m 7c/z77lm s PZSO/ no aviao)

->
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Aula 7. (0~3201¢
©  MOVIMENTO CURVILINEO

2 L.
—t ~ ’h‘aje]{‘o'na
A Q 123
Qe
0 6 "
en % ?Z

Em cada fovrfo da trajetécia, definam-se o versar
o fangencial, 2 yFangeite o frajetério ¢ no senfido
?OS(JrEVo da S}Z 0 versar noﬂma[) ?n) zr?czndicu{an
~ .

wﬁ) ¢ no sentido

a CL,no Flano da {'ra)‘e%r?a (hesse

) T po
om guﬁ a wtmjd’{‘orwu s¢ crva.
Em Q% estd indeginido (tajefgria reta) e em P
W& dois versores 2¢ ¢ dois varsores Cn ¢ O € nece~
ssariamei ) nla

e dsy A7 = Pt odt) - ¥[E) = 0{526
@ ch\’mﬂ& —| T=dP _ 3¢
) =) U=Ar" = 3¢,

dt

D= 4B 5P o A (g B depundede

-~
v =0¢L

T
- \ ~\ [ A
s Z :i =) vd@é dz'én/\ _ . 2\\
’ “Ie tae = 2ugE=0
> AN
= Q(f_é; ¢ Fﬂféndic{/(ar/\a. Eé R
O Pclt) d2e = Cltrdt) —2e (L)

f_\.\@;({'*‘d’f) ara svbtrair os dois

Qrgorfs/colocam ~Se o mesmo
po ol
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arco de cfrculo com raio= 4

& 2¢ voda vm Gngulo do , descrevendo um
arco e comPrtmwﬂ'o: rdﬁ =do
J&\{: = 402, =) daé = é é\n
de

sz veloci dade cmgo(aj

aa:& €+U’é'2n :a-(:/@\é-‘c-anlz\n

O Para determirar a weloadade a%u(au‘) observa~se gue
do 2 fmm/\kém o amgvlo gue Cn roda:
s Qt C=contro de cyovatura o cal ( ode ser
di{zrmte a cada l'nﬂi;r?@).
R = raio de corvatura
ds = des locamento na ﬁujzﬁm‘q
C =arco com roio R g 6&\9{/(0 d-e
= ds=Rd® —» de=ds

N L 4 ™Y R
— 2 —
O =3 = =|a, = U | acleragan normd,
_{ R R o cen\erquLa.

Coma ¢ & ?aryendfcd(ctr a En}en{-aTo
{'5? l*: W af + CU%

Exemplo. A posicao de vma particyla,em fUFaD
do Jcempo.i’, . r=5t7 2407 +2() *’62)72 (sT)
em 0441 . Determing @ olt) @R({) © »9(%)

O @ 0 desbcamerfo ao longo JA'X-MJ’A*&M 1o intervab

oLtil,
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Sumadrios
() @_\;: g’: 5C +5'6‘/)\—'4”{:/E
VU= ‘ﬁ\;‘z = B0 = 25 2542
Arbitrando sentido POfI‘LiVC’ desdle ﬁ") ale ?(i))
@i:g =3)-4¢2  [@(=\9+l6 =5
C Oe=do = d (5ee)) = ZE
ot %E( (1€ ) \ r+¢2
Ap = "’L.‘T:. _25t% Z5 =2
n \ha( ac %2’5 +£2 I+t |+£+
2
" (WT

@ é’:”\z:: M — !
R 5 (1 t2) 7> |+t
C
@ \r:%{g = 5wz dt =ds

AS ‘ \
5&9 - ggmzd% =2 (7 +In(yz4)) & 5.239

Observe~se QKML/ como '5? VA conS'Fm’Téz ) q,'(*f‘on “Z'(‘a'-f‘lb\
(\Qét (Asa & vma PwﬁEO[&} com ¢ixo panm elo a
T=37-4k ¢ vértice no Pon"fo onde =0
_;
= |5 —zzfsol =2 Vi = 22T+ 22)
32

O -2
&
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©  PRODUTO VETORIAL

LS Tro = Vz‘fortferf)éndxcd(ai’
g 4 indo a
@%a // 2 do MZo )d(r\giﬂk ole
'\e @ JEZIPNO\ _Q? ¢ Cam W\de/[
J Bx2 |= (2] sintr

@MZF / do paralel
/ HZ” sinG = ;;}2&&0(09 Panz ef(yimmo

£ o,ssoamﬁrvo/dis‘fm{?t/”ILIVO Zm r@[apgo X soma €

arrﬁconmu'f‘w‘*(m (‘E’K?z ==-q x@)
‘Xt :ij\_qzxt =T (porgue sin0=0)
’txj\;ﬁ T ’PM»J) ch~—7<\

¢ GAB = (atreg)raeR)x(bleby] tba¥)
= 0 (byR-bo]) +ay (- +bs) +z (b - b, T)

T Tk
O (7\3 P
bx bj b?:

Caso Faertcular vetores & ¢ 1’3 no ]o[cmo Xﬂ

0[: g; B = (0sky-ayb) B

—

_}

=
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Aula €. V1-3-201¢

HOVIMENTO CIRCULAR

C fixo e R constanTa o
ds = Rde
= ()SSdS:RgGJ\‘e E‘a

l S= R@i (SZ 4 =0 gruando S_\.o()is

velocidade an 3(/[6”‘ ' w:é \ resalyan~se

@ iguval g
Qce (QVCL,G&E qngdlal’ L=w) a‘?e;uf;?%
.
- o = W % do CaFn[o’(oi_
Mq viman(‘o circolar um‘,’porme Tol=0 =) Lozconﬂ(avné
.==§ “e' = 'eo + w’t
quando avmento 21, w”f:Zl) o particila da
umoe  volfa comp[e-/a.
O = Pczm’oa(c) = T"—:%UE-—
ROTAGAO DOS CORPUS RiGIDOS
O
B — — —
Ug = U + U—A/B
A 2T, em q,ual quer instaile , o ve locidade

de um Pm’l’('o B no corpo,em

relagad a 0vTro Porﬁ‘o B no mesme %on%o

o tem de ser perpondicylar o Ty porgue || -
PWMM\ZC@ conS‘Fm/I{a.
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® >
S B/" £ como todas as disjtancias \re(a—

fap P Yivas enbre ?onj\‘os do corpe
permanacem constai s ) todos

K 05 Pon{'os no s%mzﬁ'o AB
tem velocidades %o mesmo

M ¢ plano (plang de FoWi’o) e

@ -2 ?roI)orci onals & disthncia ofi A
\ y— distancia doy P

LTp/A = W d? : M‘e’ozixg

COY\’S‘FQJL'CQ ~ velocidade

angolar do cone

A Vdocidade angular w ¢ o )D[au)o do mh}&d’o
ST ‘\guaie iﬁdzﬁanoﬁemmeI do Porﬂ[‘o A escohido
camo re,’wre,naa.

é 6Jril r@?ms@m[ur W comd vd‘or D\J) Pzr?rzno((cu(ar
0O P(Mo ’_(_J;e ro+a9&"o)z se.g,uinalo a regra da

v
o mio_direita no sentido oy
cotogan . Como fal,

) _ >

Rohu;iio P‘ana: w Pode mudar de médylo mas
n&o ke diregao (plano da (‘OJW&EO (XO>.
2~ dw. — vetor Pam(e{o aw

= - dE ﬁ
C amB/»: = CL__ELF A = ;Z X?g/ﬁ + WX .‘Ui;/

ﬁ—CZI. {'a.néeﬂcfa( aca(z\ra.g‘cao normq(
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© MOYIMENTOS DE TRANSLAGAO E ROTACAO
DEPENDENTES

Exemplo:
| cilindro de raie Rarodar
S N
/_> S sobre uma sv perficie, cem
S des (izar.
] /’ct - o
{ (Cle
Svpe'f 2 s = deslocamento na superfice
v O
o W vor(avts) o — a/\%ﬂ(o Ao roﬁ,é’@ do
) clindro

Se s gor © deslocamento
do cntro C, = S=Ut
N ® /N
Ve = S @¢

— 7\
L)’P/‘C _ - RUU@{:
Mas o porfo P esth em  repovso em elogao
N sa{)zrwcfcie N&o dﬁslfza)I
A

- o
© o= U+ 05, = (5-Rw)ee =0

- |[$=Ré&] o
(e, e i gra¢) | (06 =R«]

Exemplo, biela B I/mamve(a
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NO mecanismo bica-wanivela do Figura, 0 moviment
Qsci(a{-Srio do Prsjraa 2 rodar ‘o manjvela.
Defermine as vz[oddaii anﬂwdlﬁreg da biela ¢ da
Mﬂni\/d,[a] no m;ﬁnf] em a wlocidade do
pista & \PO%F 122 (pwror a diru‘"fat)/ sabendo g
@:ZOOMM) BC=75mm & a manivela est

inclinada 40° em wlagan a harizontal -

— - —_ - or ua\
o N‘ﬁ UB/C = Whaniv. X CB =Us (()EZC :7%/
° —>
4~€‘>< | 5 Wwaniv.= (A)m/k desh)
=0 OB = 7% (—cos+09 Ty sin Q’Ooj\> (em(inm’/

= Tp= wRx (-5?. ¢5T +48.217) = —48.21 Wy -5245uy,}
'B _ —_— PN oA
200 25 AB :@02- 482> 1T +48.21)

A C =94.100C + 48.217
Up = k—)jg/A +Up = WK xAB + 120007
= (12000 - 42.21WL) T + 19E10W, T
— (12000 - 48.21 Wh = =48,2] Wy
(9410 Wp =-57.45 Wm
W= 56.85 5~ (roda em sentido o posfo aos Pom‘ei@
O :=7§ C Ao m(agio

Wiy = =192 s (na sentido dos Pon’fu‘ros Ao rL(O}iO)
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Sumdrios

Avla 9.1%-3-2016

LEIS DE NEWTON

LELT . Todo corpo mantém o sz ¢stado de repoUso |
ou de movimento uniforme segundo vma linha reta,

se @0 por compelidy a mudar o sev estado porporgas
Lnefz Tmpressas.

(também chamada (ei da inGreia).

Rq’emncia\ inercial: sistema de referéncio em que
oS objﬁjﬁs PLIMANCLM 2 [2POUSO OV mavi mento un{farmz,
se n& hoover £argas guue altzrom gsse estado.
E_)gmpr@i Comboio com velocidade redi(inea € ONTEOIE.
Numa curve ,ov g(uow\do o combaio atcé(zra/ J’& N0 ¢

ranciad inercial.
%‘"ﬂ necessirio para. mudar o ¢stado depende da. massa do objfy
Ler . & mudanga na g{uamcfo(ao(g & movimeno &

proparcional o parga mofora. impressa £ faz-2 na diteg
da linha refo sz?un(io a gya( ouwcor;o;"tmabm & ap(rcaa(a.

g{uamtt' dade d¢ movimento: | oG
(fambém chamada momentz linear )

Uma ,%Ofpa E(f),ajcuamdo dvraitle o ilarvalo Eé,/fzj
Produ—;} aumcvrfoﬁ oo q,l/an{’t'o(ada de movimants :
€.

(v dimmuigm)

— = 5=m5;"
FZ‘)P‘ :JFosz ("”’zm@)




1.4 Mecdnica vetorial

O \Fl
modulo do im pulso (1%-71)
'6\ ’6& é

-
Se houver vArids %ar;as) F ser& a.(\j%%()dz'f‘odas elas.

A {orma difaranc(ot( da 2g.ua g do arterior € :
P{? - %fi (forsa resultante no instanGt)

O
S¢g a MAssa m FQ/‘MCLMCZ conﬂ‘ﬁnf‘e,
- —
? = mdU’ = F = WIZ
At

Unidade ST de for¢a
IN=1 _1%%"_ = um newton.

peso = forga de atrogao daymuﬂ‘(co\ = P=m ;
O Um O\D]Z'{‘O com massa do ikg tem Fzgo de 9.8N.

Exemg(o:

Bloco em Diagromo. e Carpo
Pepovse sobre yma livie:
me so
—>

i ‘ = ﬁ—g
O i: l'VL’—_3 = FZSO do b(OCO
) Ra = reagno normal da. mesx sobre o bloco

= -

- - -
,\+?:o 5 Feo . Se0e=0 = U (6=0
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© |Lex M. A +oda 0480 wpde sempre uma fgyw&‘ (RALTA -

Tsto &) as agoes mitvas de dois corpos um sobre o
outro sdo sempre igais e gPomLas.

(Fambém chamado- (ei de agaa ¢ reagao).

E}_Q_@_(LIQ.S_ 2%/ 2mfk
@ £, —y € admitindo que
o £9rea do (o
, nosfm{fns em gg:ljéz:{
prodvz «‘mpulso dw];reg&
Vel

}é/o

4
te %‘ Fsobret Frsobre 2
NS X e o >
le/, |=| f./z ’

Astorpas que cada patinador exerce sobee o outro
() Jae Tguals mas e sentidos opostos

pp==Bp2  m(2-(4) = 2m(-2-(-))
@ '\"_J_—_gonshf&

'Dfo.g,mmas dsa Corpo Jvee

cavalo . Raaaul
\olgCO il %ﬁiﬁ‘;’i‘?
P S Y el caral)
4 pese JF=0
6o ploco ! s&o cavalo

R T T’”
Qa\ fﬂ/{q’({emao) _}?- i oh @‘;3

P‘ fa. 2 ?a-

3
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Aula 10, 18-3~2016

FORGA DE ATRITO
Com?onan'@ 4—an9¢nc«a( da forga e cOnJﬁ:w& entre
as SUParf:Clﬁs de c{o&s corPas m?w(os

") R Fa
CL/ Cy R// o "‘F(( (-ﬁa
P { "
/ /Pé corpo 4. carpo 2

Ra =veagas noAmal

Fa = porga de atrivto

« Atrito es+a+ico Quando as guPzrff'cEzs nao
des (izam. Pode +er gf(/a quer diregas no plano
Jrow\jmfe as suPzr@azs ¢ madulo menor ov i }"“[
A Fael Me Rn} Jle = coecicief og

a PI+O ZS’(;C\"’(CO.

'A+r¢+o cinético. Quondo as suParf[c:zs des (i 2am.
£ E cempre no sertido oPoﬁo da velocidads relatin
entre as SUP@f{(cﬁ% e com modvlo WQ a:

M= coef . de atrito cinetico

(Mc/-/“f
f@@—?—(——— 2 duas mco/a,nr{ng-
@ F ’3 Rn ¢ Foe
\/——:: Fauz od_e sef
posd-(vo\ ou0eg.

&
bloco de massa m, em rePouso com Uma. farga 4)(fwna .
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O —
@ ,_\?’ \5 ’Fq,c :McRn
% >
" Re
“ K
bloco o deslizar
avm plano inclinado Duas {nco’ﬁnZwLo\s: Rhe @ @m(er.)
¢ dwas egrvagoes:
Rn= Py =0
C? Px —_/L‘,C.RV\: m
©,
E
—
Faez
Faet
et 4 incégnitas: Ry Re, ooy
&)tc«o(ﬂ\ o SUIO?P vma Faes
¢ tampa, com V2 locidade cons= ¢ apenas 2 equagoes
’;'0\7\-& =0
oL Ex
2, Fy=0
No CifﬁLU(o seavinte cxthr—sev’. como calewlar 72"/?2
¢ (Toes +Fazg\?ﬂ
@Saubmove( Cm}- venstailc avma curve o _raio R, nwm
estrada hori zonta | vetor pa
vist. (ot ta (a f\ (\ Tgo )
ve~[-or ara
ﬂ Ca i«folha A CUrva
O R ‘l’ Rt
R ¥y Fa
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© Ra+ReatRp+Ra =P
Fo=mMhy = m%_z ({—orga de atrifo ed‘afjr(ca)

=9 m\)’z L Mc(?mi’R\b";Em“\’?zL)

U £ \I /{eg,R (o dLPendﬂ da maSsa>

O FORGA DE RESISTENCIA NOS FLUIDOS
[vido (l:gvcdo ov ?as>

-l

e & Of‘g&( de (‘ZS(S'{‘ZY\C(@ nNo SQV\'("dO 0P05+Q
a velocidade . Pcpendlf da porma do o objete.

Fo avmenta com o aumento de U-e dLFendL
do valor do nimero de Regnolds -
O Ng = A U/(_,> 'S= massa volUmica do f (vido
n e coeqacwﬂi dt viscosidade
L = +amanho do Obje'{‘o

® Nimero de Re nolds prox'mo e 2—er0(bo.s+cu com
a,(u. seja manor grup,lOO =P fluxo laminar.

Em ¢ a.gao oo Obje'fb/ 0 flutdo
desloca~se com velocidady ~G
O {,md,o weola-se' a super icie
o do obj ot & forga msu%

pelo des (izamerfo enfre o
par'(} do ¢ (vido Proxwm do o‘o)mLo e
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© s do fluido que passam wais longe do objels,
ajis asfdcw(,df AT 4 )
fador deferminante do valor di T ¢ a visosidady

a0 ((;(Un‘do. MO asa OCQ uMac ¢5,f¢r&d4_ i 0 R:

\ F.= 617YR U’] forga dicetamente
?raf)orcfonal U

@) Nomero de RanO(dg elevado:  Ng =>100
L Aoviscosidadt i& nao €& tao im ortaita . O fo.{‘m
© ja o
mals impartantt £ o awmento da pressao do
4o(u?alo chmnﬁ a0 ob]f{‘o ¢ a dimiavigao
da pressao atras doobjeto. A dicorenga de |
PrQS’SF% Produ?, ,f()r‘;;a ?POPocmona( a U2 N9 cao
de uma esra do raio R

i

Para  deferminar g(ua( das dwas ¢xpressoes
deverd ser (/sada) ))odfi camegar=se  par vsar
a Lmessio aro Ngz\colwzrmma—se U~e Ng;
se o valor obtido paso Ng. for elzvmo/ a
expressac para T deverk ser shstifvida Pe(a
CqUALTO  para Npelevado e v- dowrd ser
cdcvlado. rovameitz

o No caso o ar (3= 0k M= \'8’“0-%%)) Ne.
cresce rapdamile em fungio de U~ ¢ pode admiting
que N2 109, |

( )
i
J
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Avla ((. 3(-=3-2016

FORCAS NUM CORPO RiGIDO

livro
— P"’
v ( i
1% Rr

zgfai(«’brio es{“a'vé{ e@rui(fbrgo MsWL&vel) ?Q"f)”
T)a .’E _gPZSO P ¢ a eagao narma
’ Ra nao atvam na mesma

)]

O linha. |
Vetores deslizanJres, f’( -E
2

. M6AU[O

» diregao - -

-sen-@?o(o . - L

.linha de &G40 ?9\ *,\

lalflpzlg‘{:}‘ -

_

as +res fargas F,Fee 5

tém & mesma di r{gié —g 5@9_‘!?49
O mas T nao ¢ e\quaigt %’Fz,
(’ﬁ 3im g’gﬁ(/t\/q(m a ;)

ADICAO DE FORGAS.
@ Forgas concorrentes Qs linhas de agdy crvzanm-sy

e — nUm gu v&rios, ponfos.
T Fe

A B

. A (—
-%:fﬁ—%.

. /
TNAD
SN y A:Z;M b
] W - ‘ﬁf"

Fs ‘

t

1% o
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o
@ Forgas Pam(z(as
? 4 sz adicionam—se duvas ,)aorpag

”L..,JB e ﬁe—?—?,zm Ae B)com

o mesma  [inha oo afdo.

— —
f Fe Tsso nao alfera nada porgee
/
fs’{_i“,_ | . -F T2 -F anvlam-se.
N A Y 2 Em A semam~s¢ Ee ﬁ)e
o 3 l . + em B somum-se -Fe Ty
B A As  gorgas ob#o{as/f;e
N / —
Ao I/ B B sxo concorreﬂ“(?QS
N f, _
v A forga cesultaile &:
-2 = = =2 -
7 Fe=Fth = (Fo)1(®F
b, T b2 =) ?{a = f:*‘?z,
v/—\-A———\\ n
A \Je.‘ C—: 4}&,\’ B E atva num Fonf‘() C que
_ N est&d a vma distncia
O \\t’.(/ \)( de A ¢ ‘DZOL( B.

b4
b, tant = by fande

Mas o> &ng,v(os 9 2 s&'oi-aﬂ(oém os &n;wb«
Nno. somMma das ,fOV‘FG/S _s_‘_f? ¢ ~T+F

F' tandi=Fr Fz.@ tand, = B2
F A = =
O = b= F bA Let das alavancas
’ M \O«: bmﬁo di?:

b2> ‘PI"CLQO d,e -'Ez
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Estz revltado pode intecpretar-se assim:

@ ﬁM‘ WA s
- e NE Em relagzo ao parto de
+ t b, kz]\ g e P
A B

c
o forga T produve-
uma +endencia. & rodar no sentido dos Pon‘@?w

&P[icagﬂ da resvltant ()

do N{a-??O)COM valor Fb, =M,. A farga 1—% Pf‘oduz

donddncion o rodar no sentidae o os’(‘o/ com valor
ML:FZbL. Q Pon+o do ct?ifca_goTo do resvtant

¢ & o prfo onde Mi=Me (Rb=Tzkb)

MOMENTO DE UMA FORGA

/”: Momento de F em relagss
P ¢ // o P
oy, m Mp= Fb
/ b= brago= distincia entre

Pea linha de agaw de F
O Neste caso, M ¢ no sentido oPos’fo aos Pon‘f?iros do

m[é'?io
BINARIO
O procedim et ysado _para_somar gorgas Para(e/a;

folha gr(/ando F=-F (v seja, A+ =3) pOrgue
a5 mome«rfas Mi¢ Mz nao se anvlam em rehpq‘o

o nenhum po nto .

— R De fac’b} N¢sse caso o

T, '{ 4 ’Fz momente total (M,H/}Q tem
B Q_Mgsmo _ valor em relagas 4
O ol gval guer porto £

M= MtMe= Fd= Rd  (F=m)
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© Esse sistema de dvas forgas ﬁ+€=3 com linhas
de . agin ?Ma(zlas chama~se vm BINARIO e
corresponde o vma rotagas | sem translagae, com
p J /
valor: M = wiomento oo binario
F=wmddvlo dt F, ¢
ol= distancia entre as
linba s AGAO-
- -
@ Adigao de g(uaisngr 2 B T2
C ,F.Qr;:as) om %Ud.l %U—Qf POWFO: ‘A— C.$
Yoo somar TT;( e?} no ?mﬁ‘o ¢, desloca-se cada
forya para ¢, vsande 0 sSequiile P!‘Océo{imen\{v:
=
Nio alkera nada i
( — M':F\OL —m
Ovu seja Fiem & substitvi-se por F em CLWMD

om bindrio Mi=Fd, . Em C somam-se TtFo e M1,
Obtendo-se assim uma forga vesu Rad @ ¢ um bindrio.
VETOR MOMENTO.L

F @P :?ng

PY: P0$f§247). da
Q
A

- forga E e /a{ﬂfa
p X p

<_ 7 E um vetor para. & da o“fza/

b ‘/\/ g(u,e e PrZSZMLa roﬁ,(&‘o N0 sentid

andi ~hard m‘o[ regra da map ob‘/‘@[%a)
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Aule 12. §-4-20l¢

o -~ -
" CORPOS RIGIDOS EM EQUILIBRIO

Quando um corpo rlgido 514 em agruil( brio, nay € nea-

ssiria nenhuma f£arga. adicional nem bindrio em nenhon
_q -

?orr\‘o | Pﬂfb\ Mauf(lr WMMM—(E- Tsso IMPl(ca g’,uﬁ

o SOMA vH‘orTa( das /fOT;MS/@ 0 seUbindrio em

g(ua(g(uﬁr?ovrb deverao ser nulos.

2 3 :7 =) a =0 movimevr(’o de '!fmns b;@/
SLM =0 =0 \/ﬂf,fOrméj ov "e}nuj‘g
(em qyafgr(,wr Paﬁ%)

EXQMP‘Q 0 avtomével na figura tem
' so deo 9000 N ¢ 0 contro
de gravidade ests o 0.4 m
dos preus da ,f-‘mn”ﬁ/a (.om
N daclive 5% dos phevs do afras ¢ @ 0354
O d-Q au-ura‘
'Dmte MIng as rza;{o'zs normais nos 4 pnevs ¢ as
Forgas do atriko: Q) quando o avtomive( estd parado
© guande o avtomive( tem velocidade wng‘(imﬁ
Resolugao: forgas s C
M%: pes?, no Pon{”o (0.4) 0.35)

R
) g A R soma dds reagoes nos
2 prevs da prenfe ) no.
i\ 7 Fa origem.

o Rg, . rmgb‘es normais nos 2’})”20)
trazeires V)orrﬂb (1.6,0)=p
S atrifo fos pnews , em
(1.6.0) ou na origem.
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@ Obggpugﬁsg q“Q Qs {‘ZOL?OQS ﬂOfmaIS FOC{,U’V] ser dQS(OCﬂJ{af
pam. © centro aL.o/axf{v‘move{ ¢, admitindo QUL sejam lgsais,
no ?POC{U%@’K binario:

O

C
9000k 100
é—:_? SOy 10025
10025 P = (, 45000 _ 9x105
“0025/ \
Soma. de binarios pa orf%m: )
‘ -
TexP o+ xR, =0
O : CY Rl ot von
¢ \oozs -¢500p —900000 O o R,0
_ 0.4 0.35 e o _,
\10025" |-45000 ~30000 0 R,
6R, = OAX00W0IZAEND [ R,=7MIN]
\I 10025 |
Soma de bindrios no Pcm{‘o P
— - - — -
(?C‘PP)XP *\—(6-(‘?))( R;”\‘O
) -1. . -1.6 O
C \ 1.2 0.35 \ L e ) -0
10025 |-45000 -90000 o R
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(6 R, = 12X90000 + 035X 45000

© | (0025 77%2&940(\[{

obserye-se gue RitR,= Py
Soma de comPonerrfzs K das pargas:

Foa = - 45000:0 = h:a:‘\"HN!
“0925

stlgos&a; a teagdo normal € 3420 N nos pneys d&{r@nﬁ

¢ \074.5 nos peeus frazeiros. A sorga de afrito fotal
O & 449N. Quando o avfomivel estiver em paoviments

o resisténcio do ar foz diminvir a ,forgm de atrito

¢ produ momento vo sentido dos Povrf‘ewos do M(%
que fa avmentar Ry ¢ diminvie R,

ROTAGCAO EM TORNO DE UM EIXO FIXO

forga resolfante sobre N peguan
Pad@o do carpo, com massa dm:

dT = (R« - RW8r) dm

C’ () S~
Rn versor Q¢
A . perpendic.  yersor desda
eixo eshatico &t ek 0 eixe até dm
R=distancia desde dm até o eixg
Bindrio no ¢ixo: dih = Fxdf  (R=RE+3R)
lﬂlZ - = R 0o — 2
componarz & dM \—wa Ry dm = R dm
=) Mcixo = S‘dM = ol g RZdW\ \ NCIXO = j.—ef;(&<J
o~ (p2 ~\\(r2 dydz <ma§sct vezes dist.
Teixe SR dm jggk}\? dx 2y %0 guadrads

massa “volvmica
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46
Avla 13, Z-4-2014
© .
Volante de inércia (zm Il\?(b ) 1c(bz,w‘nez()
disco de =L mr?
Massa M 1= me‘
eraig v . - -
mmp\o. r—(&acm/m l.éy

= T=0.0218 kg-m*

0 ehito no eixo prodwz ym binario M, que conduy
o o ace(zm;;ﬁp r\zg,a('i va of = — Me
raio do T
Se o gixo for muito menar gue v € m ¢elevada

. : . . ~ N
oL & muito baixa (a resisténcia do ar [ m :faba/,m)
ambEm

CENTRO DE MASSA

olemente \'n,FMhLessiMa(/com voluwme

MASSA m
dxdgde/ L MASSA:
. dm = $ dxdy 42 {gf\"l‘gﬁfj?m
| nM =§0\M =S§S§d)<dgd%

volume
&o corps

’Dzjc‘mz‘sc o CENTRO DE MASSA no ?on*f‘o na posigay
Kem =% fgxwx dy dz
NO }.

Yem = 'n"'“ﬂg ySdxdydz
Zom =L S\é}??dxdﬂc&z

Nos carpos Siméjrrfcosj o <.m. CS{”'{ no centro de
< metrio.

—Y?cm =L g?ﬂ O{VY\ =)

m

O
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O
Se & gravidade g for constante, o c.m. &
o mesmo CENTRO DE GRAVIDADE.
17 ?Og(rzﬁf& “C"xm( L
pendvradv N " cm = m‘czrszpao
NG das dvas
e-\/er’hca{'l i ‘?\ VZh(tCazS
Vel
o Velocidade ¢ O\Cdzm_;za“o do centro da massa:
O -o(rm _ Jdrdm _ 4 g‘@dm
"4l
-— -~
(lcm;-o[\Tcm A (4T dwm = Lgadm
= m
d£ i Sdf val.
A ,,:orQaL ﬂst +amLZ no © z[‘p ¢ %U&/ a MQSQ
m \ezes o aceleragao Jé antro” de massa:
<
Demonstragzo . AT =2 dm (gor tal
& i 1= oy ({ L@Mjo , dxdjcl-z)
= val o 2
gd‘F ZE + E‘,meemrug “re
VO‘ (=t a —
—_ ZF‘ S"O‘ AM = M Qewm
(=1 Yol. -
£xemple! barra langada Qer= &
Eﬁﬁx barra roda mas ﬂgm’—m'_ o %0
O 0 cszrro MASSA Segur c("‘/ d Xsm

uma A(‘a ola  povqul
ST Cmg h Fr 7T
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MOVIMENTOS SEM ACELERACACO ANGULAR

Qo on dngrquE do zero ) mas ol (aceleragas ou\}u(a/}
nla  (w=cashaite ov nula). Pode demonstrar-se

a soma de bindrios no antro de massa (unicama&)
£ nla. Assim sendo) as equagaes o movimento

S’Q_O: ' — -_—
2:[:_:. =m Qem

@ 2 Mem =0
TCOREMA DOS EIXOS PARALELOS
KO eixo ﬁ?;?lifomios Quando o Cor po roda com

passando 0 ¢ixe A& fixe:

elo c.m,
P ZML - 'I‘; : O(\
T, = S RZ dm R = diskrncig
vel,

até o eixod

C' Quando roda com o ¢ixo gwe pasSA PQ(O centro
de mMasSsa 1cixof 5 )
Pc :6{( ‘F
ZMcm = TemLem Fem :v;- Rem dwm (ff';’w e, C.fm.
R(z = dz‘chmz- "'Z .Rc_md CO.S_G_
Ldﬁ:o{(sjr&‘vxcfo\ enfre 4 e o C”U

2
= 1= SPCM dm + dz{dm -Zdrgﬁcmcos"eih’:&}m{:o

@ 2l T & minimo vando
=) LI( = Tem+ md o e¢ixo Q:LQSa ?;e/o am.
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Aola. &.  S~4-20u

©  PENDU :
LOS h?rgim%a

Um PZAaw[oé UM orpo ()
r{gido g Podz rodar em torno
de ym eixo horizantal £iXo0. N\
Bquagio de movimento (desprezando a resisténcia do
ar e o binarie das ,(cor/@as no @ixo).‘

2 Cem= 6{?5')(
Mpeso: Tl = (Icm t W\QM)Oé entre & eiXo>
o £ 0o c.m.
0 Pé‘ncwlo tem duas posi §0¢s de cgruihfbrio ) em gue
a linha de agdo do peso (vzrﬁm() passa szo eixo:
e
Ve Mpeso=0 ~> ’
€
. S I
Qg(uﬂfbr”lo estavel eguili brio instave|
O Em g((/a( guer ovtra _fosiga‘o a[‘(jceren*fe)
) Cem = Cem SM*GZ\« {\CM CQS'e‘jk
Fema YemGT
‘ Mpeéo - cmaps C:nQT{’fG: —YY\g_QMSMﬂ
2 —73 mg O : |
\1/ H = /N nﬂm/lo entre em 2 & w.rJvica( Fam bq?x
X . R 2 04' CM: m '?}Z
';:> ~mgrcm S\Qﬁ :(Icm*‘mn”') r}:—RNO 'D"E__ >
+ G\RAgAC
{ > A
__9 sin@ g = comprimenio eficaz do Pzn(lz//g
O = g Mo '
' Vem

q(/a,,/\’to menol ]COT rcm} maior L ¢ menor dCZIZfOL,@pa\O,
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O

0 péndulo simples: |
. : Y ‘
A >> g <n Y
= L= Eﬁ:r__of ~ d —_;-7\/// :
d oL =-2 sipnt
TRABALHO
gf / 2 Sde F ¢ uma ior;a %(,U:L o(ﬂPenoQ
a posido T, degine-se o
i //\a/ S trabolho de numa cvrva C
ertee dois porﬁvs Pe Q/jua/
00 mWLéﬂm de | linha: \A/ S— 2, AP
Curva

Se, por “XQMPIO o corven C - por dﬂ{mlda for
Y= =f(x) , com x desda X, até Xz, ¢ F= K417

| Ar_oLxL+a(5)_(L+%%%J )d «
X2 2 X2
Wpa = § (aum)o(wd y)dxzfaax +§;:j%_41
Xi X X

ENERGIA CINETICA
A eneroian omewL{ca de um cov?)o ngxdo UL s¢é

deslococ com velocidady &  sem roc{ar}
- L
Ec= Z,MU’
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O  Teoarema do trabalho ¢ a energia cinética

A sema dos trabalhos de todas as fargas sobpe um
corpa em movimurfo) calcvladas entre om Povrfv inicla/
Pevm porrb qcinal G\ )40 longo da 'fmj‘e’m’ﬁa do

-

corpo, & igual a0 avmerto do. energia’ cintica:
E Wk = e ]

,T.Gf;o“ r esv H\Qﬂt

Demanstrag Qo o

Q Q
i\M = Si‘?od?%..# S‘ﬁ-df’:gﬁo(? = gmffd?
=1 P P ° P

o {onda,o da 4’qu£’*‘5¥‘!‘6&.’ AR = vdt= Wé\edf=ad~‘
> A Ve P A.
- 2y = dur V2 7>
o = Ok €t +Qaln 6(7('&{ + V¢

R
= Q+dF = qzds = vdo
n Q . AQ
C Z Wi = mgaéds = MJO’&O’ = M(}_Tc_i_z__ _UAB})
=t v b 2- 2-
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Avlae 15, 14-4-2016

© ~
ENERGIA UINETICA DE ROTACAO
ixo de
0
P § AVZ[OC(O@&A@ do z(@WlZﬂ%O
o infinitgsimal com massa d &
P vai desde
T = + WA T e cm afe dn
O (e AT KT« (Oem + @ %)
© - U'c%/\ + wrR% +2 S)—cm ¢ (33 X?)
(R: rsing = distanca disds dm afe o ei@
dm
A energio total do corpo € 0 integrol do valome
da ar\@rgfo\ do af¢marrfo cam massa c(m:
2 - -
t ~§ LopPdm = U,ﬁ"gdm + (AJ.ZS RZO(MJFUEM'(U?"EMW\
c ’V( 2 2 vol. 2 vl W\J
Q 1y
O Lvv\/a\s(s\aj’rojvol[ W posigand,
inércio M cm reloly
velagao a0 C-M- a0 cm
2 =0
::"_'7 x EC_: —Sg:mu'cm +§\’—Icmw%
1. .~ 2
a uxzr%o\ cinética de tmnslagan & ,,}:m(}cm
¢ o UW?A'& cinitica de ro{‘m;ccTa ¢ i_j_—cmwl
- \
Eeot= LT W= (WY =rado de
O RS g e 2" (9“ > ;irag(o em

ce(agio ao cm
/
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C  FORGAS CONSERVATIVAS
TW}« /o Uma porga F(F) diz-se
conservadivo , se o Ird‘e%m(afz
f linhoe entre /dlofs Vomcwq,uaisg(uu.'
% S s
g Fodr
P
do. 0 mesmo resultudo wm %ua(gruw perarse eitre Peq
O

ENERGIA POTENCIAL
Se uma forga. F(F) ¢ conservativo ) pode definir-
o energin Pohncia( U(r) asseciada o essa forga.:
r
2\ _C 2,47 ), = + (hid
)= S EE R el

Observe=s¢ que U(Po):—Pg 2.4¢7 =0

C Unidade ST de ‘h*a(oa(ho/, anelgc\a cnético €
Lneryio Pawtznc(‘a(:

;LJO()(( = 4T= 4N =1 kg’—g‘;

O {-raba(ho realizado per umoc fofga congerm‘im
F(7) )eM’ro, dois Pon{‘os Pe @, pode escrever~se

.S‘Q\'::’ao[? = y"°§.o(?+§@?- d7 = U(p)-0(Q)
P P Po

@) ou seja, & i?va( & dimipyigao da emrgia {;a(zna&(/
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C  ENERGIA POTENCIAL GRAVITICA

. 7 PR 0
m 9 > 0 peso ¢ P =-m f(\
%31'{—}& ‘l,mg 3?,0&( o @ua(q/mr%aasfga‘o
x‘)\\?)j P-dr :-m&’fc\-(d)(fnc-dﬂff—dzf?)
=-Mm d'}

SQ__;'d?\ ?d ho C(QP(/}C((
=) 5 P - MQ/P 2 :‘—“Mﬁ,(‘zQ ""Z'P) do PQ/‘(U/SO
= O pZso £ umo forga conservaﬁua/ com Qf)@%fq
ial o raviti Usg Tgu :
Po‘(‘QhC a 9 ;u/: (Ca } l% a A
UF)=+ § mg dz =mg(2-2)
J 2o — h=alfvra em
= U;(r)’: W’;‘!’\’J ;e[qﬁd‘o a0 POﬂTLO

ENERGIA POTENCIAL ELASTICA

7.3 = Umo. mala ¢lastica com
| & - - S
e i~ F um dos extremos tives (o)

Frod,ua no outro extremo

uma. porfa na dire gao ol
cole tido oo O

mola. elastico em 0)9 no senttdo )

o(LFQrMﬁr F0329525 s¢ a molo ests zsﬁCac(a
[comprimem('o S>Ss)

oV NO SQ.VI'(’('dO 9(0(17_ IN% a«fa%@ do O) Se¢ A MO(O(

estiver com primidon (comprimento S 2 so)

S a ma[o\ naxo es%ivu nem &gf(‘cw(a nem come

primida (s=50) 0 porga & avla,

S \
/\ —

@«”S



1.6 Trabalho e energia 55

o cOorernouﬂas eswwwms (5/97;5)) Com Versores 5/69 e¢)

2 es 10%\%0& (0\41%0&} medida aﬂesdﬁ 0
Co B, 2w [ pole note [0,

forga elaetica :
y [Fele)= -k6-s)@ J e

A7 = dses +rd¢z¢ +rSin 750(989 )
O § 2 -d? = -k §(S 5°> ds (paafgvrgi m g«o?gz;

,gargcx Z(aS‘)Lt ca & cansafva:((va % am Z/)WQMPJ(’ZHCMJ

dai“_jc( ca (?o = Pon{*o com S= So) .

rUg = —ZkCS~So> } Qﬂ‘,:alondqammeow‘(z )

Ue € minima gfvana(o a molo n@o esta esticada
em compnm:olq CS——SG) Arbitrondo Up=0 em
- S$= SQ} Ue Z semp re Posm‘t\m U 2200,

Ale
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Avla 6. 15-4-201¢

©  ENERCGIA MECANICA

= £ MUeh +1 Tem WP Uy $U +-- -(z‘f,,"g“,-as
pafe%fafs
Teorema dotrabalho e a energio mecanica
A soma dos trabalhos de fodas as forgas o conger-
vativas, ao longo da tragetario., desde vm parto
o inicial afd vm Ponfo wcma()) Z Iz,ua.( 20 avmento da

u\aryia mecanica,

\ i Wi (p»@) = gMCQ) —En(?)
({o?{;&s na

0 . E
conser Va"l vas )

s

Dﬁmo M’_mf z\}\/,’ + ZWJ = gC(Q) —'EQ (P)
Wa.0 Cons. Conseret .
C o Wi U(P) -U(Q) = E(Q) —EL(P)
h-c Nemr?m potencial total

5 3 - (S U U) -5

*Se Lm d(‘minui) as forgas nao conservativas
realizam frobalhio neﬁm(‘(vo (a((‘ssfpam enzrgia)

e S¢ Tm aumant &) WS LOrFAS Yida conservativas
realizam trabalho posctivo (pornecem energia)

o 52 &S gorgas na0 congzrvm(wa; nao realizam
trabolho | h& conservagao da energia mecanica.

O
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©  OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

supafla gixe > NE
?anoeuM*Se
-- 10 um objetfo 20
mola com constante k de ny:\assq ~~~~~ Ze
De=1 k22 m | PR
. U% = mg z  tguli brie

Eﬂﬂ‘%l\& PO+@WC(0L( {‘O“\LO'.‘: U:Ue-}-ufafzz_{_mf%
%\(a (:zt/,o) NG Posfg;cTo ole @%UH(/L/‘/‘O)

a  forga ¢lestica anvla o

ng peso. mg:»—{ﬁ%c
:) %@ :-,rl\k_;‘
o ¢ obser ve-se quue D& mnima em 2=2"

du - = oy :——m >: e
ﬂ,k@rmg o = 2=-U% (=z]
)D@,f(-ne’sgf S= 24~ = ‘3+L\‘ﬁg}

_ 2
= U= 2(5-5 ) empls-58) = Lisy
© '(:Umo -“\Za&f)consﬁ/ﬁ, POCL& fg,nora‘r_se'-

_ 2 Nao du ¢ncle Cée ‘
O V= ’7% kg a growfriidl ) Un?%o

e 5 ¢ estabele cer
Em="1sg +—§-3 %&Fosfﬁdo dzégai((’éﬁo
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© PENDULO Up=0
2ixo . 3 zg,u?va[mfc . _ \_[_
) Vg cm) S T N
a um{ pénduly |
simples dy ™m
S~ comPrfmeH'o (= )
2, 2 ' 4
L= T4rd barra rigida cow
e m Massa dagpm 2avel
R R
. _ . o de massa)
%) E = m (’2\:12—‘92._}£C056_> Q\nzﬁfaf?}'fxo R

ANALISE GRAFICA
No 9ro(1¢('co da znwda,m Poﬁzncia( total )U)aL

emrg,[o\ Me ca nica deve ¢star sempre acima ot U,
porgue Tc 20 . Yor zxgm')(o)no oscilador harmd-
nico simples, desprezando o trabalho das forgas
C 0o conszr\/oqﬁ;‘ VoS ﬁe-s{s‘\LEJ\cia do c{r) ) Em ¢ consﬁm*é;
\Em,r?,fa,s

= M ¢ 2
Em=V Iméxima ‘Em ZU- “"—2153
\\\/ J U=o0
U=
° W, \

Jdm se En=U
/

'/ =7 Ec=0 ‘—:7 U=p
\ ‘ / O & maiar ondyg
1A. > S

N Em estiver mais
/7/\ M?‘.?ZETPO;S(,V;[ \,/// 1on}Q de U

’ m=2U

/)

= GCrO'{‘a.ﬁZo :9

N

I
«=fx
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© , chjz‘('o oscila entre s=-g
‘: En/ e s=A (A=amplitude)
N~ A ° em S=xA: Epn=U
= ..&S_AZ’: Em
2
em qua{g}u,w outra posi ¢ aa S)OMLL AL S LA

= 2, ) 2
gm0t Lhes?s L a2

- - e - 2
¢ U € maxima em  $=0: %UMX '“.lEAZ

::7 U—/Y]&X :\l -—rl';-

Em,
O trabalho da forga ‘
n&o conser vativa (dissipa{iva) .S
,{o\% diminvir €w at 2o : L

AA o
Pendulo
T U Z
C wsl Se Emempl,
b £ o Pzndx/{o osci[a
NP
._mgl
A peadvlo roda sempre
U m mn
/ﬂ % —> no wesmo senti cfo.
Zmgl Em=-mgl = repovs,
© Em ndo pods ser menar

g('wz -W\}/Q
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Avla |2 21-4-2016

Pendulo com ,foryo« de eri‘fo cons{“mf‘fe no 21Xo.
Gr&fico de energias ©
Ep 20 ¢ Enlt)dimini
E) = “MQJZ. cos{_ﬂ 5
Ee estd izﬂfc[ no ‘
gfouflco @.f%mm@:{au ¢n+m | : '
P |
c Retrato de fase - N 1t ﬂ’é‘;ﬁn
. . ot |
) £ mais JH| mostrar g t=o (! i\ I S PZ;‘+0
?r&f(co no 2spago de !( retorng

Ec, = mﬂ%uz
% .

W diminvi. ov avmg onde

Te diminvi oU avmenta,

Cada Posst’vz( movimento do Pé‘ndufo corres?omle
o oo ymoe curva dg @vo(U,QZt”o no es)oo\,w dz,f‘a.sé,
~ Tado o eslado  inicial ) em -&ro/ pode obfer-se a
corvee de evolug@o ysando o sguinte mitodo:
@ Pefermina—s¢ a ngm)ZOTO de “movi MZ'ULQ) ov sgay
o expressao do. aceleragao O em fongas de
€ ¢ w; "9 Pé‘ndﬂ{c cm afrite fmn[z fo et
lé,:mgz.smv«kw_. oo o

w —340r+4
O ofrito

@ A ag(mgza'o oo mavimaﬁfa)szﬁ orol@m/
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transporma-se nom cistema de dvas ¢quagdis
dl‘{gjqﬁcf&tfs de 12 grdem vsando o definizg
da velocidade angolar '

& =w C(,uocs equagses
. i digerenciais do
% ) :-%—S’lﬂ'@‘f‘ﬁ% f!ﬁ Ordw

(9) Define-se a velocidade de gase:
o o = [G)u?)) :(w) ’%»Siﬂﬁ’ -k%)

W e um vetor com AL rmﬁs com one/ﬂés /L(,x U
@med[grqn'&s Pon‘(‘of do 6577 o de qmse. / })
A diregmo e X & a diregao ¢m ?,ow o estado
Ao sistma (0w) se desloca.

@ RQPr‘cLs@mLufse a diregﬁo de W em vérios Porﬂloj
do as?ago de ,,CaSQ }oHando—Sé o campo de Aliregﬁes

dingees L L0 coda Pon{'o (e;fqa{}/)

R NN L g ;
VA N\ " Zsirfzmadzvo(_g’« na
R eao e L.
At T
NN o<
A Par\L(r %o zs{‘xdo inic(a( ('O‘o/Wa dL'{‘efM?ﬂa“X}

Ay MLricam an )0 estado @—,,w,)“um instailt. At mais

. = — valar de ¥
+0\fdk . @',,W/) xX (’e'o)Wo>"t’At Wo Zm (‘9‘0/ wo)

0 assim spcessivamente em _ t=24t, taast ...
O CAE w.)+ At i
(&3 ) u/a) X (927 Wz) +AL U s
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¢ Programa P|cf(7d,‘: do Maxima.
~ Dadn e exprssio de 2 (listo, de dums a)cPress’o‘es)
¢ o lista das owas variavds de Zs'&w(o/p{o o{f
clia o campo 4L diregoes e no panfo onde
(_\hcqr coml @ f&l"&)/ '6/0\/6& o corva de Z,VO(U;}DTQ.
gﬂmg\_g_¢ Pendulo com 2=61.25 cm ¢ k=042
= G=w , W=-28_sif))-0.4 W

0.6125 |wl
(gr—» 9) (6

Comando do Maxima:
plotde (fw)-\xsin(g)- 0.4 xw/abs(w)], [, u);

SC

SISTEMAS DINAMICOS AUTONOMOS

QUaisq(uuQr sis('zmas com dwas variaveis X, eXs

. : N
Q,(AL Poa{zm tor gf,g/alfﬁ,uﬁf va{orzs nom m{lLOL/T& InfCl:c}/
Mmas nas ... ‘mrfam"zs S VM“I‘QS {'i‘rw Vam‘a;agy

conhzdaﬁagj Md,as par di/a.s 1u/np'o?s Loeds: |
Xi=fi(xpXs) Ko =da(xXo) [4qunsoes de

evolvgan

Quando L efou £, d,epcwdxz team bem oUJC/o

siefamo. & nao avtdnomo.
Espago Mf P(ano Cx,)Xz)

\/2[0 cidadede ,‘FO\SJZ : \/L’For («Fl)*Fg> (Eem vm

valor conhecido emicada Pon’fo
¢ Ccuiﬂ CunNvm oo em[u@[o ) no m‘ff‘od(‘o d,Q ,FASZ}

mg?rzsam% uma possivel solugio do sisTem.
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O

PONTOS DE EQUILIBRIO
S&o 95 pontos do espago de fase ande x, ¢
Xe n'&ov&riam)ou Szjm?jas sol{t;;ﬁes oo 9fs"fzmq:

5‘4. (%) X2 0
’S:Z(xl))(z) =0

Nesses POWbS, & aln. Se o estado inicial do
g?sﬁmou jaar um onfo de eguilibrio o sistema

/
P@MVID\MCK SLM‘Pf@ Nna mes mq es’b o

H& dois ﬂpos de ?arrbs de egrui(fbr/“ot
® E_S_’,('é_\/_ﬁ_(, Na Vt'&fnbanﬁa '

Ao ovrb) as curvas de

VA F(/QE,O OLPfO)(iMaM-gé

do ?orrb}ou Pﬂmanmm na vz&(nhan;a.

@Insf_&vz(- (l/f y r/_?‘/’ﬁ(

Todas as curvas na- /T/Z"\ﬂ | -

vizinhanga do ponfo (ov

algumas delas)’ afostam -se sem nwnca regressar
ad poao.

cicLos ( X%t:gr,ﬂ;...
valguar curva. de evelugan S
gﬂchq;jp\ z vm ciclo. \_J\>) o

estado do QTS‘EZMD\/VOH& A Ser TEaemzsmo estodo
inicial a(;o’s Um ?e rfodo T ¢ repete o mesmaoo
@vo(\/ga“o s 2T, 5’1") ete.

Re resznfovm oscilagb’zs das vari&ve's de

estado X e)(z) com Pzrfodo T,
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Aula 18, 22-4-20K

7

Orbita homoclinica . Corva de evalugao pechads
MAS oM um Porﬁ‘o de eqrui(l/iorio, O gistema nao oscifa
Pzriodicaman’{’e) porgue q,uoundo & curvo. se aProxima
(assimpfsticamente) do Povrf‘o de egui (Thrio, naw chega

NUNCO- A passar por ele.

Xy, Xa
o f o prte tame
~> Qé%i((&ﬁo
> X/

retrato de fase

soLITRo (onda solitéria)

Orbita heteroclinica . Curva de oyolugao fec,w@
com dois ou mais pomLos de zq,uih’brio. Se} por exemp{g

Fiver 3 Povd‘os de ¢ ui(fbrfo) P,) P, e?g) oL CUrVa. Cormes-

pond@ cealmente o trés possivels solvgoes di]c@ramces,

Uma gue evalvi de B para Pz) ovtro. de Py para P: e

o terction de Py paro. P

Os ponfos de equilfbrio aoma Srbifo homoclinica
ov heterocltnion sao neces saviomernte fn;fofvz(‘ S,
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© gxgm")‘o. Av\a((se 0 m{ra{‘o dﬁ fase do sfs‘(‘ema‘.

% =-0.2x8(n(0.2XY) +1.9 cos (0-8X) cos(1.99) ~0.9sin(1.3X) Sin(0.9y)
9 = 0,2y 5in(0.2XY) +08 5ln (0.8X)s1(199) - I.3cos(1.3X) ng(o.gg)
No rz?ia'fo “BLXEL ~2,£Y£5

Resolygds :

- 20.2% X x51(0. 26X %Y) +1.9% a3 (.8 %K) % COS(1.9%Y) —0.9%
SIN(13%X) %Sin(0-9%Y) 5

: 0.2%Y % 510 (0.2% X % ) +0.6% 5T (0.8% X) % Sn (1.9xY) = 1.3
coS (l.g*x)*coS(og*g)j
plotde (15,91, 06 1, Ix,5,2,0Y,72,51);
W& sels pontos de ag(uill’brio ¢stavel ouproxtmao(amen“ﬁ
em: (~3.%2, 4—.02)) (~0.65, 4,02)) (4,03)2,30)) (095, Q.gq-)/
(-082,069°¢ (3¢5, -062)
e ¢ {)onTOS de e%oi(ffor(o [ns—f-afve(:
(-2.43,1.02) (- 43,1.90) | (1.25,-159) ) (-2.0%,~162)

Ciclos & volta dos 6 Pon‘(‘os de zq,ui\f/f)rfo estavel <
4  Grbitas homocl(nicas

5T
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SISTEMAS CONSERVATIVOS
Sis’\‘zma dindmico com dwas varidvels da estads.

ko= §ilx, o) T=fé+5e

R =La(Xi)Ko) (velocidade de gase)
Diz -se que ¢ sistema & conservati vg se existir
uma fungﬁo H(K//XZ%CI’W”‘“‘(“ fonfao hq”“-(h”fa@
que degine Todas as cvrvas de ewlvgdo :

H jxe)=C
onde C € uma constaite real. Cada Pos*s(vd valor
de C corr‘espondi a Uma curven de  evoluga.
Como C ¢ C.O/lS"'émﬁl '

> dd oo g 28 x, =0
- ° 7 ox A QszZ

=’ %—%lJQ. +%—%&=o ov Seja/ o) 9rqd(zﬂ§;: 5(_4 (.(/

ot o, +2H 2, ¢ perpendi-
’9_;: 29Xz ¢ P@P
cular a ve{ocidaa(ﬂahfaz

~ - ~
Um possfvd vetor Pzrfpendrculal‘ aw €

o~ -~
- 2 e = _2& 7 +2ﬂ:
;Tze, ‘h?( 2 ) 2 vt Cs

e%,uapaes de

- 2H __2H
=7 ?%7( X ) ja = 2X Hoami Han

Mas nem Ssempre & possive( encontfrar K qur verifigue ess
condi ¢0es. A condigao neaessaria ¢ é‘o'f(tf e para Jr

exista H & o0fi ¢ 242 — o | divergéncia da
K Ixe veloddads dafase nola
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Txem [o. No sistema. dingmico estvdado no zxewl?/o
anteriar ) o vqloddadz de /fase %zm divergué‘ncfa:

dics (£, x) +digr(9,9)

qu z @mjmmemtz iacal o zero. Como -Pa,(} e uny
sistema conszrvm[ivo. Ajcungz&“o hamiltoniana
olmczrm{np@% MJM rando 51 em orclem oY e
coqumndo com O injcz?ra( de -9 em ordem a X |

¢ =) H(X,g):_cos (0.22@) +C05(O.87<)5m(l-99)+5in(l.@()ms{o,gy)
As curvas de ZVOfuﬁ’a'O 4o 9551(@')44 A0 AS CUrvas
Ao nive) de H. Os pon{"os de zgfui(fbrfo S&p ©0S
mﬁximosl minimos ¢ Pom‘w deo selo ole H.

i \
?(O{ZBO((H)D(,”ZZ])BF /75]>; 4 ﬂ/\
3 maximgs — Pz, Par-) Py g
2 minimos— P, P53, Py S X

4 ?onfos de séla — P, Pg, P, Py

As corvas de nivel de Poaam ser obtidas
com 0 programa ;)(o‘[:eg,:

plateq (¥, [x52), 1y, 2, 57)5

clicar num Pom‘o Vam -Pm;av a curve de aive/
QIMQ Po\SSO\ Por @sse PO o -
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O

Q

Aula 19. 28-4-2016
MECANICA LAGRANGIANA

0 4eorama do trabalho ¢ o zl\e,r?io\ ¢ muito Ghil mas
4 o cdlagio entre as variaveis de estado (x,0)e
VI ouzp@m%‘nda do erw?o.

s a%/agﬁzs de Hami|ton _fornzcam as quagTes de
zuo(ugcm L MAS Sx0 Va (idas ur\icamut'@ wm QZsJWWS

conservadivgs ¢ a fungdo ham itoniane. em a@}uns |
cas0s N0 ¢ o z/\M?t‘o\ Wiecnica. homem asobir vm

A segunda let de Newhn ‘ K dega
Jorned & egquagad de movimed, g
Mo$ s?ozie ser necessatio dividi Ay ,/// ,

12

o sistema em vérios subsistemys o forga exferna Qs

¢ andlisaririos diagramas de oz wbiro homem
roo livwe paro elplicar um ¢ Raymas a enefgia

cory P #puea interna a ser coi@zrfda

sf shma ‘ am mag«m darmvrﬁca.

As equagoes de Lagrange ?umh‘m obfer as
@Vai;aes &0 movimesto mais ,f:ccd{melr{?/ vsande
o s@?uzn%z mQ/bAO- .
(M €scolhem-se n coordenadas 9znam(i2adasj-
s¢ o sisfema tem n avs de liberdade:

%%u%ﬂy")@"% Poallm ser distRncias oc

A

a/\g,(/lOS
@ As velocidades f,zn@mhaadas S0 !

i)
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©  psoreve-se a @;(Eressao do energion cinética Aotul do

srs(ﬁma é’f’é v g0 e 79 /9rZ/ /9},,.} Z{QI—UE}&) /3"}

G) Tgnaram=s¢ a5 forgas de (:g}qqao que redu2em
o nomaro de cogrdenadas 5 por exsz 0) rRaCga normal,

akrito estahi co, tensao nnm cabo mLc
Pam cada {orfm que a0 sefo de 9@;;{0 desinarse

0s mspmllvog or¢as gengralizadas

ﬂ | Y = ponto onde
O QJ = F %J (J’(/ /"')n) éPqu(cacﬁaF

se hower ) por exzmro > fargas £ ‘F,_ef nos ?on{'v;
R T2 e M,?Orﬁas gﬁnemhzao[as Sqo:

QJ’_ F‘ gr‘ + :F ML '\-FB 9P3
99; 24 29

@ Usam—sz as ‘{eg_vag‘a‘es do LOUW‘OLI\&Q?

?ﬂ: (‘}QFJ %}J

J'-;\/Z).../V\

obledo-se n eq,uau;ozs gut M(aaonam as N

&cz(cz ro.G0e 5 ?,znera lizadas: {g‘) fk) ') Qn}
?ORQAS CONSERVATIVAS

Se 'Fz)pof exemplo, & conservativa , com enerﬂuq pﬂLU

Q :F 9(‘\ &VU (}rz + :F—z 9 I:‘ ’(}h *_:FL?‘Q_
29 29; 99n 29 29 9%
\/\/\_/

fw\pm eneral.

mu afiserqfis
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O

As egfua95@5 de Lagxarxge Podzm entso ser 250 tas:
d 9?"— _ k¢ ¥ 2V _ @”C
d£ (99rj> 29 94, J J

Exem?lo 8.1 carcinho de massa wm) com
rodas livees.

?[omo inclinado de massa

s M, com rodas [ivres

77707 77T 777 < mesa horizontal

Resalugdo . Comega-se par iémorar a fesistencia do
ar, o ahito nes gixos das rodas, ¢ o momento de
inercia das rodag CrodaS ?ggf,uzvxas). Como ) @ m(u/g@
das rodas nzo Tf\‘eﬂfssa € s Necessanrias o nicamente
dvas vartavds | s ¢ X, pare determinas a ?osfgac‘to

do sistema:

ST Q

= 9 coordenades neralizadas : ES,X}
¢ 2 velocidadss generalizadas : §5,X%
Energia cinética tolal -

=M (2 2
Ferg iy

U} = velocidade do plomo inclinado = S
Uz =velocidadt do carrinho
= O+ U (\U?/P = velocidads do ca;rr‘mhg
P /P relativa. ao {)(ano . Uzfp =X
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i it
%omzﬁ« came -
- -2 \;
o U’c/P 3 P B =T~ 4 (Cosﬂ = —cosﬁ)
= 1y

Ue*= Up +Us, —2 U0 039

v em 00"’0""‘“&“5 = §21 X% 28X cos@
( = (5 o)+(7(c059-/ X sin@)

= Te=M 32 m ($F k%25 Keos)

Enegrgio ?oﬁnctal total % f/,> } XSine
Q 9 .

O U=mqgXsin@
o. eher Jrancm.( dc Pamo nao M‘(‘mssc«: FQ r%m)
\wrmz\ec consta

)_Equogoes de Locggomg:e :

O, ot — 20 s‘ﬂ—@ 9€Q~ ScosH
3% © ) 2K mgl 9)( M()('f co )

Qx =Q Por%,,wL as Jnicas ,Forfa,s N0 conservawttms
50 +odas forgas de igagac.

O
= d m x+sco99>+m sing =90
4 [m )) +mg.
& X +Scos®r = —98”‘9
@ Ee =y, QU =0 | FEe = M5 +mM(5 +Xcos9)
FERREEES Yl
==7WM5 +m(s+)<cos+‘r)=oi
o _ Mem)gsing ate ¢ negativa
o = = T MyRsinze (consta 74" )

S mgsntwst  (pastaili e ?osf‘h\/@
M 4msin®g *
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Aula 20 29-4-204

O  Problema 5.2

0.4k
M =02 3— \Lé
/7
(.91«9
Resalygao:
C=5s% '—‘—5§2+—,\_ +3 4L g’ap, (322
2 2 z( + (0) = 20>

U=-15x9.88 = —14.25
. uma {,or,ca nZo conservativa (atrito cinético noboco)
Fe-o02x5x98T =— 987  T=0tk)l+k]
?

s

ofa 7 = 294
7 /
- %%(9(%.3'1)>__ ( ) + (1425 ~-94
?s 9’3 2S

pé‘nd.u(o de massa. m

\,/\ ¢ comPrtmemLo L num
v carrinho com wleraﬁao
" 2 constante ZT/ horizontal.

[

Yy . —
O Resolveae .  welocidade do carrinho: Ui=att
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©  wvelocdade do ndu(o)am

relagao a0 carrm ho : G,
D’P/'c = L‘G’ —g C \

G’f,c L& (—-cosec +3in GJ>
wlocidade do Pendulo.
AP -_G‘P/c +0e = (QJc ~LBeose)T 16 sine
O v = R 1% ~2al bt cost
Consideranda unicamentt ¢ paadulo (o maovimento
do carrinho j& esta dz@f(mo(o) 5 hé vm grav da | lozrdaa(z 4
Ce= 10 (0242 4L*6*~2alb¢cos®)

U = fmchosﬁ‘
%f~ = m (26 - aLteose) |
= %EE(%%): m(Lzé'—aLcosﬁ+aLtésin~9>
99& —maltd sind 2 = mylLsint
&%ch) 9B +9_J.\ = 12§ -alcos® +}L5Mﬁ:0

n = o - no-
TQ L-COS—G %/S( J

O pontos de equi \lbrf‘o: %_{;M\“%&)
%_QOSQ‘:%QI% = W= 7




74 Sumadrios
O %—)O = ha dois Pon‘l‘os de Zq,ui{florfo/’ea erﬁre
OQJ(Z € B =9+ TC
A estabilidade dos Pow‘f‘os de eq,w’(t’brr‘o dotermi ra-s
ond ((sando @ sinal oo
%g' = «%_smﬁ~%co9&
como noS Pon+os do zq_ua‘lfbrio %:}Lhn-ﬁl Qn*{ﬁ‘o/
. o - . ‘o’ T T ,
= %‘3‘—’ %(Qm%{‘anﬁi-cosﬂ) Dx\ ‘\ (
O g negativa emo ¢ Pos?%im L LT\ !
Como 4, B0 & porp Il —5— %
o «&4 . mao ) VYo e .PO 0 r[/z Q_'K 2%,
de aq,ui ((brio estavel ¢ 4, instiud.
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Aula 21. 12-5-2016
SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Cada uma das compongntes da velocidade de fase &
vma combinasao linear das varidvels de ¢sfado.
Em dwas dimensdes,um sistema lingar tem entzo
as equagoes de  evalvgao szguim%‘s:

)2\ = AuXi + A2 X2

)’(?_ = A X+ A2 Xe

onde Au} /*(2, Ao e 'A\zz Sao %(/Q'(TO constantes reals.
As Lg(ua.;e’o‘é’s ?QCQ.ZM ser ESd‘hLas de 1COrma mac(’ﬁéral:

4» Xi _ An A Xy
e {X} —[Au AA M
Qu aino(a/ de forma vetorial:
d¥ _ AT
ande A € um oFara&or (inear, gru,t{*ransforma cada
vefor "F) do espago de fase, em otro vetor. A veloci-
dade de forse no pomtv na. posigao T & entao
=AY
Pontos de equi librio
Seo todas as solugdes do sistema de e vag v

lineares - Aa Al :\[X‘ ‘X ‘[o)
O Azt Aoz [ X2 0

Este sfsirawza) Momogfneo} tem sempre  a solvoao ‘}'/‘i(/fcr/)
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X=0 , Xp=0. Se o determinaite da matriz A,f_or
avlo, existem moitas ovtras solugdes. No enfarfo,

se o deferminasse cosse nu(o} as dwas €guages

de evalugao seriom agru_i\/a(zm‘es ¢ o sistamoc pode
ser considerody de primeiro. orclem.

Como ‘l’a() nos sistemas lingares (com oetA +0) ¢ Uni

Pon{@ de cg),ui(l’[orio ¢ a om‘gmfy\ do espago de{az.

o

Vetfores préprios. Podem existic vetores préprios 7,
— r - — / /
o ol guwe AP £ ot vefor na mesma diregao de 7

Ou seja,
| S3 N - .
, 5 AF=2P
s A= constaily, chamada vALOR
Ki PROPRIO.

Se 7\>0) A? tem o mesmo
sentido de 75 Se Ae0, AF tem o sanfido oPos+o-
(A n&o pode ser 0, a menos que ?,)cosse 7). .
se A>0 / P

Se o estado inich\)z/wﬁ/
D=AT fosse um vator Pr6Prt“o Ay

A)zn{*a‘o o estado evolvia

00 lango da refa quL passq
PZ(& Or:‘?am)na dimgao 0& (‘o) OL{CLS"QV\dO‘SZ da
orTgem (sistema repulsivo) se A>0, ov aproximando~se
dea Cs(sfmw\ GCF m-Hvo) se \LO0.

O AL rEAGLE T (e a . (HEA) T

- mt n—> _ A=
Cl=tm (+E0)"T% = T
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© Problemas de valores proprios

An A‘LAX[X'}: ?\[X’X é) An"")\ Alz K =0
Az Ay L K2 Ko Ao AyAl] Xa

(sistema Mowzogfnw)
A so(ugato tri Via() Xi=XK2=0, nao interesso.. Para
que e,xfs'(auvl outros so(uc/za‘zs/ ¢ Wecessavio ¢ saff«

c}gn’@ Q'(’& ) dz{zrminaﬁ(l‘ 5&]0\ Au(of

Au" A’
h e \:—‘O & (7\“5‘!!}(?\“/*12}7‘3«;2&: =0

) ?\?'—-(A“ +Azz> A ’\'AHAQ{AIZAZ\:‘
— [ N-lrA)n cdetA—o | oo do

valores pr5Prios
oncle 'tFAtAt\+lAtgz ¢ o traco da merf% A
e detA =Ay, Poo~Aia Ay € 0 Seu d¢+erminan+e,

Az Ay

O Exemp!o- Defzrm(ne gs valores ¢ vetares
?r6pr:“os do s(s{vma dinamico linear:

).(‘ = 7(( '{"ZXZ
)(2 :3)((“'4’)(&
Resolvgao.

AT 2 trA=5
134 det A= 4-6=-2
Qs valores \aro’Fr?os e A2 swo os dois NOMELS

O tal gou° (A1) (,)\__7\2> — N5 -2 on seo?/\f)\afm)
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O Qv se)"a dois ndmeres com produTo ig(/a( a ~2
)| P
2 SOMA tg,ua( a 5:
(7\ —)l) (7\‘%&) = 7\2" (7”*7\1)7\‘!‘)17\3 = }2'”57\ -2
=) (7\(%&:"2
Nith2=5
E podem @screverem-se, A= ‘2'_‘{ +A P%é(moe‘_o
NRo= 5 - A entre ) e
O 2 Av
= W= (Fe8)(E-S) - 4 -s= 2
Az - —2—? 2 = .8_3_ — =t \33
T+ i = A =
= 7\( = 54133 7\;,—— Zﬂ
\(e tares FFEPHOS associados o A
O [(-‘5;*2@_ 2. J[xf\_[ﬁ)} basta PQSolvwﬁuMq
e 1o das dws eguagoes,
e -2 J [ X porgue s‘&o%eg;uiva lentec
£33 — _\} J reta com
— ("”*"'“5 ;3> K+ 2Xe=0 = &;\F?i_i?)(, d.cc(ivepysifiw
pessando pels’
\!Q+ o . OI‘:&.{VV}.
ares Fropftos associados @L(>\L-
. 5-{3 = T a A rz{-oL com
(l | ”’Z") Kt 2Xe=0 = |X2~ 3——-—\;33)(/‘ Leelive
- ﬂeg,a:(‘ivc}
O Passando

(o origen
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Aule 22 .12-5-2014
O
Valores proprios complexos.
Quando vma ma‘\'riai\real tem um valor Pro’PrIo compfcxg
0 U comp(zxo conjugacﬂo também & valar pro prio:

va(ores (= oL ’H’_‘O" (_SL>O>
propris No= ol — (0

Se ’? £or um vetor Pr‘o’f)r:’o (comp/@z(o) corres!oona(efl‘é
O N 7en+ofo__’
7=
¢ uma. solvgdo complexe) do sistema de cquagoes
X _ An A [Xt‘i
[7.(21 [Aa\ Azz] Ke
HE om tegrema gue garadld galt nUm 9(5‘1{‘@”/20( (cnear
de M},{/Mﬁzs diqwrzncim‘s as partes real ¢ im?ma’rm
de vma solugao COWIF(ZXUL sao solvgdes (rem‘s*) da mesmo

| O SIS{IZMG.
@(w'm)t/f? = fo(Cos(.ut)qui sin(at)) (@ +( 15")

Y o (cos(s2%) a -s‘m(.ﬂ.ri—)’?) + exf(sin(-n‘é)?i’«kcos(ﬂ—()?)
Assim sendo, a solupao geral do sistema &
Rle)=  EEGin(t) R 4 ¢ Cos(at) B

H& 3 casos:
@ =0 = F[%J:Sin(ﬂf)(—f-l—cos(sztﬁs’

@) As dvas varidvels de estado X e Xz repe"(‘em~3e :

?Qriodiaamen’ta com Pem’odo: K
S

e(O(%-LQ)(‘/Pa
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O

C )
)
.

Ov szja/ as so(ug@m sao eiclos 2 o ?orr(‘c de
eqtui(ﬂorfo na origem chama-se CENTRO.

® ol>0  As solu/ca'zs S0 estra(s WL Se

ogaslam da origem, gue & FOCO REPULSIVO
(o/ici(a,;éﬁes com obmp|{tdde crescerty)

©® o420, AsDlugdes szo espirais gue se

iman da origem: FOCO ATRATIVO
Aproxtma * 7 gsa lagdes com amplitude decresceity

Nos tré's casos :
SL :[parﬁ imagindrio AN ) = fregulncia angula
das osci(agges

€XQM P‘O- Deter mine gru.()_ ’(‘fpo de Pgn-{»o do z,?‘/”l/}?f?o
m o stﬁ@ma'.

X = ~3X+5 § =-2X-5Y

e o farma %mlﬂ o{ms solug0es.
E@_gdzm. No Maxima,

@a‘gznvchar‘s (matrix([-3,57,[-2, -51));
o ([[-3-4,31-4] I 1] [0, -2807) I, 207
r 1 \
Y A N n2 E j
Tk T Pe
_ _ —“;‘L‘; C -4£ c
> [;X ¢ sn(sf)[u} v ¢ cos(s%)[cf_]

X (evY) freq. omgwfar =(=73

f -2
+ ?moaﬁ0~"¥‘ =2
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o

@)

@)

’Rz{"rofo da ,fase: plo{‘d,(: ( [‘3*)(1‘5*5) —Z*X-'E*g]),’

N \

pd
CLASSIFICAGAO DOS PONTOS DE EQUILIBR

7\, +f>\?_ ‘(:‘ (fra&o de A)
N = d (determinante o A)

= - _ —_ 4%
—%:’*’A)?\&*‘iz’? A ? ;*Az':d

discviminanle: A= \!éf_ = “&"

= [}\1,2: t * f& +d }

O t*>4d  =2valores péprios reais, dipereitss
@ d20 = \tz_¢d & malor grbw—b

= 2 valores Fmﬂ)rtos reais,com sinais a(pfemz‘@
PONTO DE SELA R he>0
equil(brio instavel

Xy

N0
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o ® &>0, Nie reais, com o mesmo sinal

(¢) t>o = N2, \905(’(’\/05 N>9
NO REPULSIVO
(instavel )

Uf) Lo =) Nyhgnggetvos

NO ATRATIVO
O (estauel)

(2) t22 44 = 2 valares complexos. Cbtem - 5 as
t=0 — CENTRO
1>0 — Foco REPU LS&VO

teo —> Foco ATRATIV @

2 as0S Ja descrifos acima

@ @‘(32"4'A = Wad=0 = =%

=Sum  Unico valor Propﬂo 7\ real .
@ 4 >0 = A>0
NO IMPROPRIO REPULSIVO

(instsvel)

® tio = Ao
NO IMPROPRIO ATRATIVO \}/
O (estdvel)
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Aulo. 23, 19-5-2016

SISTEMAS NAO LINEARES

).( 2(F CX/ 9) 8 :?CX/ ﬂ) Z:_s:(x,')
As dwas fungdes { e 9,
con‘ffnuas/ m{)resﬁmtam SUPpLr -
tlctes no €spago (X,j,%f.
ks arvas £04Y)=0) no plano v
O (%)) 38 as NULCLINAS ik 420 qFoguitibers
de X £ as curvas 9()99}0
sao s NULCLINAS (L!L\!ﬁ. Os on‘{‘os de Zgz,uifﬂ?fé
S/ XIN En‘fers@;eﬁo entres Tos nulclinas de X ¢ de 9.

Aproximagao Jinear

%?9099) = Vabrde no PW&O
T (ano e \9/
9 cons{nm 4/)&“ § ot p (P = (XP) E?P)
O x ctns{-i A (7(“7(?)<%g )= aumento
" J de g entre Pe um

PO"+° (X,Yp) , N0 plane

(99 (32 ), = mmerte
>l

(XP)&)
O valor ko LUNEao num Pon{‘o (X,‘g) Préximo OULP/
?oobﬁc er o Jr(‘doé o roxc‘madamzﬂ%j

des locando<se
L Plano hn?en

39) = Go + -0 f2), (3o,
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E,de parma seme (hante,
£099) & fo + (- XDRE), + [Sﬂ“%p)%)}
Se P £or um ?oh‘f‘o de zgrui"km"p entan £p =0

p=0 € as o\?rox MAGDeS Serao’

£0g9) & (1) (28, + (4 3")(5@
% 9(x,9) x (x=x) (2%) (Y=Y (,gg)

Deslocando a orfgem para. 0 forﬁ*o P oU S¢ja,
substttvindo X ¢y’ pelas varid veis

Ki=X=-Xp 5 Ka=Y-Hp

= ol)Q %[Tc oLxZ-a%gL

¢ as equagoes de evlvgao tomam a orma

X, &2 (% X, +6i X2 (9
Z"F-"(Qg-) X, + C\ SOLO Cm’lS“qy\

| Que ¢ um Sis’@wvma di(\amico lméar com ma'Hz‘z'?'.

A ma—h-'z Jawbgana (,f_(/nﬁoko do )(@3) d,o S‘S‘PQMQ

z: o 2£
Tlxy) = [’0"‘ 29
3% 2%

Qu sea em cada\ £0n+o de equ ilthrio © sisTema a roxi ~
ma- s@ & um sist. lin r)com mmLmz ;9061( a7, nesse portfo.
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85

@

QO
g

Exempb . i X = 69(‘92”‘2-01——3%3&
§ = 2%y — 6X (Y2 x2-1)*
£ 6%Yx (Yn2 + ka2 ~) A2 ~3xXr2xyr2 P
gt 2nXxYr3 - ExX*(YrZ + X"2 ~ 1)a2 B
Pofﬁ-os de ¢ Ui(fbrio:
p: solve([£,3);
k& 13 portos ) mas apenas 9 ne plano real (es primeiros
7 ¢ 05 dois V/(‘[‘(‘M05> : e climina 6 dfimo>

elimina I primeiy
p: append ( rest(p,~¢) es(p) 1) ;
Matriz J‘acoloiana: TJ: jacobian (C{;gj)f@ﬂ);
Ml dog 5 sslas intares (cgromagaes

oS Pon{z)s do @glw[{.) A; ma[aél(ﬁ‘ (SUbe(Q-)T)) QJ’P))

Tragos ¢ dotermivantes das 9 mafrizes:
map (mot _trace , A);
map ( determinart, £);
Tipos de porff‘os de eguilibrio
. 3 centros — P=(0,0) ) Pf(o.?ed)o.%a’)) @:(0}84} 0.%3
(trago nvlo e determimants positivo).
o 2 Ponfas de sz(a-—??sz(—o.azs)o.m)l %;(o.ezgo.m)
. 4 PONTOS NAO-HIPERBOLICOS ~ \defminailice
?LT-(_O,"O, Ps=(0, 0) Pﬁ-:(‘\)o) /pF :(’)O)
Sae 0> Pon’(’os ondt ¢ determinaitec da mocé/‘iae
ni\9) ou sejx) a o roximagao linear vino 6 sugicient
(sistema gx/o»dra’%'co) . SB.0 PomLos ol(fetéﬂ‘m aos encontr-
dos nNo¢ sistemas |ineares
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o Retrato de fase
plotds (T5,41,0049), 5, -2,2[4,2, D) ;

@ Srbida hetwocltnica: entre o3 ‘Fpoi'ﬁ‘os nao hiperbo/{f@
(ns%zps '=40/ /cra}cf'org —at=0.005 - l,oo?)
(n5+¢Fs =100, atra)'zchr%ocf =0.005 |. 005)

® 5 tigos de ciclos : & volta de cada um dos 3
centros @ & Valta dos 3 centros, dentro ¢ fora da
O Grbita” heferocltnica .
) ‘nsteps =300, picldlines = black
,ijzdor?_aé I 08), (o (.4))(0 0.5)
(9 o) ,(-09 |)

© 2 érbitas hOMOc(fnicdS} nos dols ?on{“os de sela

nsteps =300, cieldlines= blue
tmjectory _at —s (05723 0.6502) , 05?73 0.6509)

@ ovtra 6rbita hL'Fzroc(Fm(ca)zn’(‘re 0s 2 Pom%s de lg
O nsﬁ?s:?og fiddlinzs: rza(/ Jcm]eaLo _at= 05179 0625
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Nos PoMLOJ de Ka(vflfbr(o (9,00}:(”7(,0) om N=g+2
| 7

Aula 24. 20-5-2016

0 PENDULO

J& i obtida a equagao de movim grto para. a auceeragay
amg,ulan oL ) numa avls anterior:

4 =w _
. _2: L= com()rimerﬂ‘o Lf(m-z
w = - < sing © =angulo medido dlesde
o ?osfgﬁ ma(s baixa
)rrm(a—se de om sishma dindmico au‘h?nomo) nao /:‘nqu
de sz?unia ordem ¢ conservativo.

Pontos de equilibrio. Cw=o
v SiNg=0 = 4=y

(n=ndmero t‘nfpim}

Matriz jacobiana .

QAW 0 l
T(&)w): 26 rw —
9&&9 1S Si"ﬁ) -9 st o)
9‘6 '9 w ,Q,

[
AR N

= cos® =14 e o matez do sistema linear

a.?rox?MQdo ¢! A“PM _ [2_ | ]
X 0
3

Com €rago t=0 e determinaita cf:%.>o

=) (n‘[(/ 0-)} com N par, a0 centros :
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{"m‘g

e

el

Nos ?omL“ (Q/w):(”//o)) n=2,£3%y ...

=) cos$ = -1

=) Anime =

o
2 0

—l:-:o/ d:—%Lo =) sho pom(‘os de sz(a

Retrato de fase

otagao no seatido Posf'ﬁ‘vs;

w) r
’VM/"
pite

S

T

—_— K T

6

- 'd
04 C! IAEARS //‘ >-Q
C Z \4, ,

Kro +0\Q4To Nno sentido Mf—&'('t"vo

ESPAGCOS DE FASE COM MAI(S DE 2
YARIAVEIS DE ESTADO
o L. Um sistema com dvas varidvers X&)
¢ Xolt) ¢ ¢quag9es de evolugao naw avténomas
pode ser esarito como sisfema  awténomo com3
voriaveis de estodo:

g» )Z( = ,9‘ (K(/ij'é)
7.(2 :‘FZ(XIIXZ/{)

Considera-se + como -terceivoe vouria ve( de estady
¢ acrescanto-se uma ferceiro equagde de ¢ volueap

(derivada det) -

)21 ——:fgl()(()XZ/—é)
X2 :'FZ(X:))(Z){‘} _
t=14  (Blxx=1)
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o Exemplo 2 . Langamento de vm Pro')fjrfl no ar
Y, > Forga de resistneia do ar

-

S5 para U m Pr\oja’-ﬁt esférico da
V@’\'H'Cd( F( m«—) ra(o R.'
/

Fo= X8 RYBIT

= "
aniiﬁoonzl '\}Q:x Cop = MASSA valomica. do ar
~ .2 l%_
C > 2 -2 = " > N .
X- Frrmg |0 = U;Jrv;(uxhwj”)
m -3 "
9 =-3.8] (sT)
Qa :,T(?omRZU'x \‘ 2 2 R
-:=7~)< "—q'm" U}‘f’% "“U—X.
Oy = - LSar R2UY D2 eus — 9.8 = Uy
¢m

o O siskema dinawmico tem 4 varidveis de estado:
(%)Y, V%, 0y)
A solugao wrrespondan"fi o um estado iniciaf
(Xo,Yo ,Vox,Usy) pode ser aproximada por
vme lista de zs%xdos) obtida no Maimac gom
») Frogfouvtk rk (mz"f’odo ol Rungb Kotta. dy 42,r4,,

'rk(((s’ra das componerrlrs lista de . estado i/\‘fzrva@
da veloc. do fase ) varidveis ) ingcial )
O ’val:)[cs inicial ¢ ,f-ina.(

Ln+¢VVd(O —> [t ) '{:o/ tf‘) A‘(:J
| Ryome da K= incrementos do +
varihvel ndependents entre estodos .
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No case de vma bola de tinis, com m=0062 kg e
R=325cm, langada om velocidade inicial de 2mfs,
indinada 45 sobre o hori%on‘Fa(} o constanty ot
aparece Nos egrvon;zﬁes de movimente & (sT):
ks ~opl & 12 % 3.25€-2 12 /& /0.062%
¢ convém dafin‘m o Z%PF%SEO para V'
viosgrE(Vea2 £ vya2)g
Uma lista (que chamaremos track) com os valores do
X,Y,0% zU'j em d(,,cerevrf’fs ins{’tu\’(ls} entre to=o0 até
tr=2 (se?undos),olo{-émwe cam o comando:

track: ck (Lvx, vy kxvxvx, kxvxvy -9.87
1X, Y, V%V Y), 10, 0,12%cos(%pife) 12xsin(pisg)
[t, 0,2 0 ()%
Cavém ver o dtimo ponto na lista:
last(track); — [2.0,14,72, 219, 6.3 ~10.54]
&7 & G Mo Sog

Os valores negatives de Ve e vx indicam gue a
bola j& bm‘ezano chao. Ez;h«QZ 0 meswio gmmdo

(‘k) com intervalos o At menares, atz opfer valores
aonwr%amfzs em last (erack); nests caso) com st=cos
J& se obtém precis@ de G casas decimars |

0O 9m@§:{w ola +mje+o’rfa (xvsY) obtem~se com:

plot2d ([discrcte, makelist(Lpial, pis1), p, Erack)T Y
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Avla 25, 27-5-2014

CICLOS LIMITE
As curvas de evoldcza'o Podzw\ aPrbximar—se assimpﬁ‘h’m—
men@ (em £ =m0 o0 £t —>-@) de um Po:rfv de eauilibrig
mas famloe/vv\\ em m(}uns casos) oLe uma CUV‘VOL_FZCL)G@
chamada cicLo Limite.
Exemplo. ¢ X =x(1-1x?-3y*) -y
Y=Y (1~2x*-34%)+ X
O Uz [xx(1-2%Xnr2 ~3%Yr2)-y Y*(1~2xx~2-3%Yr2) + X1
p: solve(w); —» [[o,01]
J: jacobian(w, [x,y)) $
A:Subs”t“(pul)”j))’ —> [\ —c]

agenvalues (K); —> A=1%(
O sistenma tem um Unico )>om‘v de 6arui(ﬂorfo/ foco rzde
sivg na origem do espagg de fase:

O plotde (w41, 9-0.40.43, [y, 04, 0.4));

No szaA‘fo, o sistema ¢ real meitz
estivel ,camo  mostra. uma Pqﬂ‘«i = x o4
mals a(ar?a&a do retroto ale'fase.’
plotd ¢ (w,Cx, 93, ¥ !
[X,-%0, 473,
C‘j/ '4’0}4’0]) J
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@

No primeire ?"‘{f(w) parece que todas as curvas
de evalvgao Ok/foé‘{‘a,M*% dov” arigem , mas o segundy
oif(co mostro- qut todas as curvas se % proximan

(cio(o fim[ﬁ) quL delimife as dvas

do. origem. @) grow, acantrce ¢ q,u,e M um a. cutva
,Fachmfx
n

(Tes LM quUR Qs cUrVas se a,,’CaS“(‘an U %
qPro)('l/Vﬂm da avigem

plotde (w, x93, T, -1, 13, [Y,7)) 0);

0 ciclo limite
correspo ntle o yma

oscilagaio com
amp\hLuo(JL bem
dl@{,i nidec.

Neste caso & um

ciclo limife afrdivo

Sistemas com ciclos limite

re(§gio de gﬁr@_ﬂg

< 7
a rodo. dentada
(2ol o o«mp\i{udyz
do pindula € 03
ogci‘?m’;ﬂs Ao ?i‘/}dxrlv.
ceaulam o velocidade

ar?u(qr da cods

rxd?_ [ino corag

A prigao das codes As o5¢i (0\95@5 oo

do arco obriga as coragao segulm
cordas o rgae-ﬁrm um ciclo l(Mi‘FQ propeta
um mavimé oscila- S

+orio com amph'{ud(

quw. dﬂPandﬂ cfo. +

pressio € velocidade ; A
do ctrco.
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o Como
Encontrar  ciclos [imide.
@ As curvas dertro dos ciclos (imite atrativo £am
PIJU(JYZ( dum FOVT{‘O do Z/Cf,ufmoffd ¢ s cutw
3;{70 de ym cico limite rztau[sivo tom de teming
N M Poﬁo de aqui\ﬂorio. Como +a() are. ax?{h'rzm
cidos \imtJm ¢ necessario que g K(stam Pam%s
de eguilthrio, akrafives ou m?ulsfvw’(m?s ov £ocos)
9‘E;rno de. cau{a na v ,foco Podem c;ds(‘ir eicles
limite .
@Tmm{orwzamdo as variavels e és%ado/ (x;?),
Zm OOOrdM\a,d,as Po(ou‘z;) com affgplm no PM %

de 200t lThrio (Xe,Ye): |
v X= XetleosE 5 § T=\S{X+x€)2—+(g_9f)z

Y= Yetrsing @ = tan™ L;:{%)
eanseque-se  doscobric mals +acilmeile o existendn
dg ciclos limite.

No cso do ﬁXéMPlO dos dwas Pa%(‘/\as aﬂ'('ev?c)#esl

(xp) yPl: [rxcos(q), rx=sin(e) %
9mdz,f: (nt,V$
gradeg (4, Gw)®
subst ([x=xp, Y=Y, [dick (xp t)=Ul4], dige (9p,¢) =v L]}

solve (%, [v,wl);
Jcm‘g,gzm? (%0) 5

= (L= (eos2(g)-D s 0, w=1]]
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Q

A velocidade anﬁular constarte ¢ Posff(va/—é =1,

mostra. que o ¢stado roda ,no sentido anti=horario
a volta do pan‘vo de 2qui(( brio/ o uma Yaxa canstante.

)

Enguam%) 0 ¢stado ro da} para deferminar se
s @foﬁ(-& oV se aProxima do POV[(D de ZQ‘U? \(’\N’YO/
obpserva— ¢ ?ro’%(ca ae V vs. ¥ (para ym valor
Q(Ua(q,u.éf‘ o& '@')

plofad (subst (q=0, rhs(% 111 [12), [y 0,11);

P =23

Sz(num

L V20 B 0>fa§+u-§€ do donfo de eg’yilfbr{o

-

U0 = o.Fm)c\°Mq-se

f'ocof . cido 0 A‘%O ie
repulsive  limite 2;”(@(‘;4
atrative

0 r 1

’o(r:‘fodxzml;lo/o 9,1&{&0 e 5 vs ¥V Jfosse:
N

estfivo. 0
0 il 5 s r g i;}:ﬁ?itf:

Concluia-se enfao guL o Fon+o de equilibrio ¢
um {oco mtrmL(vo < ex(s‘(lm 2 ciclos lim(+z/
nas \/f%in‘nampas de (‘x\h(cido reP(/lgiva)) rxr.
(nem atrative nem repulsivo) ¢ rec iy (c{clo l[imite

a+m+ive) .
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Avla. 26. 2-6-2014

DINAMICA POPULACIONAL

XE) = poFulm;ao no instante €, admc+¢ndo que possa.

ver
tor g{vag er valor {53(«

avmento (ou diminvigao o(cn popv 80&%”) X = —?(X/‘é)

Quando o popu logzo & ZX’(U’\\La) X=0, X deue ser
também nula. Como fal ) & fungao g deve vev ificar.

£(ot)=

Qf)i)/), taxa de modi ficagao d&Po?d(apm
= togka de natalidade —toxa de morta(idade

‘ @ Mode\o dﬁ Ma‘ﬂ\us
wc_oi’)_f,_ =0 = cons{‘an{‘e Poshl‘iba

O

o %_& _ g(ﬁ/é)z ox  (equagao de variduels sepasduery
¢ X t
jéﬁ = 5&0& =) \n()<_> - at
Ko )( c

o

a{— nfo exponencial
{X(%) =Xol X auszOPu ago

@ Modelo |09fsh'co (ov de Verhvlst)

_E(/(!*E) - Q *bX . taxo de na{‘a((‘dacfi CO%S‘('aW&
X « toxa de mortalidace aovmenta
Qa b conf(’an*f&) linear merila com o avmento da

pos i tivas popy (ogpano

= % =X(a-bx)
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pantos de ﬂg}vik‘(bﬁo-' X(a-bx)=0 = Xi=9, XZ:%_
IxX _

~ a-2bx p05E7Lc’v0L em X € [o)%[

negativa em X € 15 1o
= x,=0 ¢ instavel ¢ XZ:T} & esthvel.
X ()

2%

a FoFu(&;ca?: oLPrO/c(mwse
g@mfPre do valor %

>t

SISTEMAS DE DUAS ESPECIES
Duas variaveis de estado, X ¢ Y ,que re resenton
as populagoes de duas espleies que inferagan
Xx=fkx49) xp20  y)=o9
Y = 9 ) Y) $(oy)= }(x/o) =0
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Capitulo 2

Exames

2.1 Exame de época normal

O exame realizou-se no dia 21 de junho de 2016. Compareceram 145 estudantes e a
nota média foi 10.3 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versdes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.



MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2015/2016
EIC0010 — FISICA I — 1° ANO, 2° SEMESTRE

[BPORTO

FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO

21 de junho de 2016

Nome:

Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Um bloco de massa 2m estd pendurado por um fio
vertical que esta ligado no outro extremo a um carrinho de massa
4 m, passando por uma roldana de massa m, onde m = 100 g. O
carrinho encontra-se na superficie de um plano inclinado 33° em
relacao a horizontal e a roldana é um disco homogéneo de raio R
(momento de inércia Iy, = m R?/2). A massa do fio e das rodas do
carrinho s@o desprezéaveis. O fio faz rodar a roldana, sem deslizar
sobre ela. Determine o valor da aceleragao do carrinho, ignorando
as forgas nao conservativas (resisténcia do ar e atrito nos eixos das
rodas e da roldana) e o sentido dessa aceleracao (para cima ou para
baixo do plano inclinado?).

7

2. (4 valores) Determine a posigio dos pontos de equilibrio e o tipo de cada um desses pontos, no sistema dindmico com as
seguintes equacoes de evolugao:

=y’ —y-3z

Diga se o sistema corresponde ou nao as seguintes categorias de sistemas: (a) auténomo, (b) linear, (¢) conservativo,

(d) pedador presa (todas as suas respostas devem ser argumentadas corretamente).

t=y> -4z

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. O sistema de Lotka-Volterra consegue explicar muito bem 6. Um corpo de 18 kg desloca-se ao longo do eixo dos z. A

a evolugao de um sistema predador presa mas tem uma
grande desvantagem que outros sistemas tentam corrigir.
Qual é essa desvantagem?

(A) Cada uma das populagdes pode aumentar indefinida-
mente.

(B) Nenhuma das duas populagdes atinge nunca um valor
constante.

(C) Nenhuma das duas populagbes pode chegar a
extinguir-se totalmente.

(D) Cada uma das populagoes oscila indefinidamente.

(E) Cada uma das populagoes pode oscilar entre um valor
muito baixo e um valor muito elevado.

Resposta:

. Determine o valor da componente normal da aceleracao
dum ponto, no instante em que o seu vetor velocidade é
37+ 6] e o vetor aceleracdo é —5i + 67 (unidades SI).

(A) 7.6 m/s? (C) 21.0m/s?  (E) 48.0 m/s?
(B) 3.13m/s? (D) 7.16 m/s?

Resposta: I:'

. As equagoes dum sistema dindmico com varidveis de estado
(z, y) foram transformadas para coordenadas polares (r,
), obtendo-se as equagbes: 6=—-2 7=3r—12

Como tal, conclui-se que o sistema tem um ciclo limite:

(A) atrativo com r = 2 (D) atrativo com r =3

(B) repulsivo com r = 2 (E) repulsivo com r = 3

(C) atrativo com r =0

Resposta: I:'

forga resultante sobre o corpo é conservativa, com energia
potencial dada pela expressao 3 + 5x2 (SI). Se o corpo
passa pela origem com velocidade 9%, com que energia
cinética chegard ao ponto z =7 m?
(A) 2420.0 J (C) 145.2 ]
(B) 1210.0 J (D) 484.0J

Resposta: I:'

(E) 4114.0 J

. Aplica-se uma forga 572 + 4 j num ponto com vetor posicao

4% — 17 (unidades SI). Determine o médulo do momento
dessa forca, em relagao a origem.

(A) 33 N-m (C) 16 N-m
(B) 21 N'm (D) 24 N'm

Resposta: I:'

(E) 11 N-m

. A matriz dum sistema dindmico linear é (unidades SI):

2 4

5
Como é a evolugao das variaveis de estado em funcao do
tempo?
(A) Oscilam com periodo 7 e amplitude decrescente.
(B) Oscilam com periodo igual a 7 e amplitude constante.
(C) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude constante.
(D) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude decrescente.

(E) Oscilam com periodo 7/2 e amplitude crescente.

Resposta: I:'



9. Uma particula desloca-se numa trajetéria circular sob a 14.

10.

11.

12.

13.

agao duma forca tangencial resultante Fy = 3 cos(6), onde
0 é o angulo medido ao longo do circulo. Qual dos valores
de 0 na lista seguinte corresponde a um ponto de equilibrio
instdvel?

(A) 7/2
(B) 27

Resposta: I:'

A projecao = da aceleragdo duma particula aumenta em
funcao do tempo, de acordo com a expressao a, = 3t
(unidades SI). No instante ¢ = 0 a projegao = da velocidade
é nula e a componente da posicao é x = 4 m. Determine a
projecao x da posicao em t =6 s.

(A) 112.0 m (C) 56.0 m
(B) 694.4 m (D) 280.0 m

Resposta: I:'

Uma particula de massa m desloca-se ao longo da curva

y = 2%/2, no plano horizontal xy. Assim sendo, basta uma

Unica variavel generalizada para descrever o movimento;

escolhendo a varidvel x, a expressao da energia cinética é
m 2

E.

generalizada @), responsavel pelo movimento da particula.

(C) o
(D) =

(E) 37/2

(E) 336.0 m

(1 + x2). Encontre a expressao para a forca

(A) mi(1+2?)+2mai
(B) mTj(1+x2)+1mm';2
(©) "L (144%) ~2mati?
(D) mTjj(ler?)—Qmm

(BE) mi (1+2?) +1mai?

Resposta: I:'

O vetor velocidade do objeto 1, em fungao do tempo, é:
¥p = (1 —6t)i+ 8¢ 7 (unidades SI) e o vetor velocidade do

objeto 2, no mesmo referencial, é: v, = 3ti+ (1 —5¢)j.

Determine o vetor aceleracao do objeto 1 em relacao ao
objeto 2.

(A) 3i+3j (D) 9i+3)
(B) 9i—3) (E) —3i+13)
(C) —9i+13)

Resposta: I:'

Se z > 0 ey >0, qual dos seguintes sistemas é um sistema
de duas espécies com competicao?

(A) 2 =2>+2y g=vy>+uzy
B) i=y*—zy y=2>—-xy
(C) i=a2*~-zy y=y*>—zy
D) s =2y —a® y=y*—a?
(E) =y -2y yg=2a"+uy

Resposta: I:'

15.

16.

17.

O vetor velocidade duma particula, em fungao do tempo,
é: 227+ 23 7 (unidades SI). Encontre a expressao para o
médulo da aceleragao.

(A) 62 (D) V36t*+16¢2
(B) 4t (E) 612+ 4t

(C) V62 +at

Resposta: I:'

A forga F', com médulo de 54 N, faz acelerar os dois blocos
na figura, sobre uma mesa horizontal, sem que o bloco de
cima deslize em relagdo ao outro bloco. As forgas de atrito
nas rodas podem ser desprezadas. Calcule o moédulo da
forga de atrito entre os dois blocos.

(E) 7N

Na figura, a roldana fixa tem raio de 6 cm, a roldana mével
tem raio de 3 cm e o fio faz rodar as roldanas sem desli-
zar sobre elas. No instante em que o bloco A desce, com
velocidade de valor 18 c¢m/s, qual o valor da velocidade
angular da roldana mével?

(A) 12 rad/s
(B) 18 rad/s

Resposta: I:'

A equagao diferencial:

F—2?+x+6=0
é equivalente a um sistema dindmico com espacgo de fase
(z, ). Qual dos pontos na lista é ponto de equilibrio desse
sistema?

(A) (=3,0)
(B) (=1,0)

Resposta: I:'

(C) 6rad/s
(D) 9rad/s

(E) 3rad/s

(©) (1,0)
(D) (3,0)

(E) (0,0)
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2.1.2 Resolucao

Problema 1. Para descrever o movimento do sistema sdo necessdrias trés variaveis.
Duas variaveis s e h, para determinar as posi¢oes do carrinho e do bloco, que podem
ser definidas como mostra a figura seguinte, e um angulo 0 que determina a rotagdo da
roldana.

Como o fio faz rodar a roldana sem deslizar nela, o angulo que a roldana roda (no
sentido dos ponteiros do reldgio) estd relacionado com a posi¢ao do carrinho: 0 =
s/ R + constante e, como tal, a velocidade angular da roldana é:

v

R

w =
onde v = § é a velocidade do carrinho. O comprimento do fio é igual a

L=constante—s—h

e, como permanece constante, a velocidade do bloco é igual a menos a velocidade do
carrinho:

h=—u

Assim sendo, o sistema tem um tnico grau de liberdade, s, e uma tinica velocidade
generalizada, v.

Resolucdo por mecénica de Lagrange. A expressdo da energia cinética total dos trés
objetos é:
1 1, 13,

1 1 . m R?
EC:—(4m)§2+—(2m)h2+—( )w2:2mv2+mvz+—mv =—mv
2 2 2 2 4 4

E a expressdo da energia potencial gravitica (ignorando a da roldana que permanece
constante) é:

U=4mgssin(33°)+2mgh=4mgssin(33°) —2m g s+ constante



2.1 Exame de época normal 103

A equacdo de movimento obtém-se a partir da equacgdo de Lagrange:

d (OEC) Ok OU _ 13 @t 4mesin(33°)—2mg=0
delov) os  os 2 ¢ b

E a aceleracdo do carrinho é entao,

a=28 (1-25in(33%)) = —0.2692 z
13 ’ s?

O sinal negativo indica que a aceleracdo é para baixo do plano inclinado (a velocidade
do carrinho, v, é uma variavel de estado que pode ser positiva ou negativa, ou seja, para
cima ou para baixo).

Resolucdo por mecanica vetorial. A figura ao lado mostra o dia- R, T

grama de corpo livre do carrinho. A soma das componentesdas g,
forcas normais ao plano deve ser nula e a soma das componentes
das forcas tangentes ao plano € igual a:

T1-4mgsin33°)=4ma = Ti=4m(a+gsin@33%)) (2.1)

A figura ao lado mostra o diagrama de corpo livre do bloco. Como A
na equacao do carrinho admitiu-se que a aceleracao a era para T,
cima do plano, entdo a aceleracao do bloco é a, para baixo, e a
equacao de movimento é:

2mg-T,=2ma = T,=2m(g-a) (2.2)

Na roldana atuam as tensoes nos dois lados do fio, o seu peso e
uma forca de contato no eixo (diagrama ao lado). A soma dessas

forcas deve ser nula e a soma dos momentos, em relacdo ao eixo, la
(S
é: T,

m R?

_T\R= _n =" T,
ToR—-TR a = DT,-T 261

mg
Substituindo nesta expressdo as equacoes (2.1) e (2.2), obtém-se a mesma expressdo da
aceleracao obtida pelo método de mecéanica de Lagrange.

Problema 2. Os pontos de equilibrio sdo as solucoes das duas equacoes:
y3—4x:0 y3—y—3x:0

Subtraindo as duas equagoes obtém-se y = x, ou seja,

¥-dx=x(x*-4)=x(x+2)(x-2)=0
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Como tal, hé trés pontos de equilibrio (x, y):

P1=(0,0 P2=(22 P3=(-2-2)

Derivando as duas expressoes das equacgoes de evolucao, obtém-se a matriz jacobiana:

-4 2
j= 5y ]

-3 3y°-1

No ponto P;, a matriz da aproximacao linear é entao,

-4 0
-3 -1

|

que tem valores proprios —4 e —1 e, como tal, P; é um n6 atrativo.

Nos pontos P, e P3 obtém-se a mesma matriz para a aproximacao linear,
-4 12
A2_Ag’_[—su]

Que tem determinante igual a —8. Conclui-se entdao que P, e P3 sio ambos pontos de
sela.

(a) O sistema é autbnomo, porque as expressdes das equacoes de evolucdo ndo depen-
dem explicitamente do tempo. (b) N3o é um sistema linear, porque a matriz jacobiana
nao é constante. (¢) Nao é sistema conservativo, porque o traco da matriz jacobiana,
igual a 3 y* — 5, ndo é nulo. (d) Nao pode ser sistema predador presa, porque nao é um
sistema de duas espécias, ja que y° — 4 x ndo se aproxima de zero quando x se aproxima
de zero e y® — y— 3 x ndo se aproxima de zero quando y se aproxima de zero.

Perguntas

3. E 11. E
4. D 12. C
5.D 13. C
6. D 14. D
7. B 15. C
8. C 16. E
9 E 17. D
10. A
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2.1.3 Cotacoes

Problema 1

Mecanica de Lagrange.

* Determinacdo do grau de liberdade e relagdes entre as velocidades e aceleracoes

0.8
* Expressao para a energia cinética do sistema 0.8
* Expressao para a energia potencial do sistema 0.8
* Aplicagdo da equagdo de Lagrange para obter a equacdo de movimento 0.8
* Valor da aceleracao do carrinho, com unidades corretas 0.4
* Indicacao do sentido da aceleracao do carrinho 0.4

Mecéanica vetorial.

* Determinacdo do grau de liberdade e relagdes entre as velocidades e aceleracoes

0.8
* Diagrama de corpo libre e equacao de movimentodocarrinho__ 0.8
» Diagrama de corpo libre e equacao de movimento do bloco 0.8
* Diagrama de corpo libre e equacao de movimento da roldana 0.8
* Valor da aceleracdo do carrinho, com unidades corretas 0.4
¢ Indicacdo do sentido da aceleracao do carrinho 0.4
Problema 2
* Determinacao dos 3 pontos de equilibrio 0.4
* Obtencao da matriz jacobiana 0.4
* Caraterizacdo do ponto de equilibrio na origem 0.4
e Caraterizacdo dos dois pontos de equilibrio fora da origem 0.4
e Alinea a 0.6
e Alinea b 0.6
e Alinea c 0.6

e Alinea d 0.6
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2.2 Exame de época de recurso

O exame realizou-se no dia 12 de julho de 2016. Compareceram 66 estudantes e a
nota média foi 9.3 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versoes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.



PORTO MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2015/2016
FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA  EIC0010 — FISICA I — 1° ANO, 2° SEMESTRE 12 de julho de 2016

UNIVERSIDADE DO PORTO

Nome:

Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Um berlinde de vidro, esférico e homogéneo, tem raio R = 5 mm
e pesa 13.3 mN. O berlinde desce uma rampa muito comprida, inclinada 20°
em relacao & horizontal, rodando sem derrapar. A resisténcia do ar produz
uma forga igual a 7 p R2v?/4, onde v é a velocidade do centro da esfera e p é a
massa volimica do ar, igual a 1.2 kg/m?; essa forca atua no sentido oposto da
velocidade e a altura do centro C da esfera. Determine a expressao da aceleragao
do centro da esfera em fungao da sua velocidade v (0 momento de inércia duma
esfera homogénea é I.,, = 2m R?/5). Determine a velocidade méxima que 20°
atingird o berlinde apds descer varios metros (velocidade terminal).

2. (4 valores) (a) A expressao da acelera¢io tangencial dum objeto é:
a,=4—5>—55+s5

onde s € a sua posi¢ao na trajetoria. Determine os pontos de equilibrio do sistema, no espaco de fase, e demonstre que tipo
de pontos sao (foco, né, etc., atrativo ou repulsivo). (b) Ignorando os termos que dependem de § obtém-se a; = 4 — 52, que
corresponde a um sistema conservativo. Determine a expressao da energia potencial deste sistema, por unidade de massa
(ou seja, admitindo m = 1). Trace o gréfico dessa funcao e com base nele identifique os pontos de equilibrio deste sistema
conservativo e explique se tem ciclos ou érbitas homoclinicas ou heteroclinicas.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. Um projétil é langado desde um telhado a 5.6 m de altura, 6. As distancias na figura sGo em cm e o sistema estd em

com velocidade de 12 m/s, inclinada 30° por cima da hori- repouso. O carrinho, incluindo as rodas, tem massa
zontal. Desprezando a resisténcia do ar, calcule o tempo m; = 100 g, distribuida uniformemente, e o bloco de
que o projétil demora até bater no chao. cima tem massa my = 315 g, também distribuida unifor-
(A) 0.93 s (C) 1.59 s (E) 2.24 s memente. Determine o valor da reagao normal total nas
’ ' ’ rodas do lado esquerdo.
(B) 1.84s (D) 1.22 s 4
-t
Resposta: I:'
m
4. Se o bloco B se desloca para a direita com velocidade de :
valor v, qual é o valor da velocidade (para a esquerda) do
bloco A? m
] ]
1 6 1
(A) 0.678 N (C) 1.005 N (E) 1.356 N
(B) 1.543 N (D) 2.034 N
(A) v/3 (C) v (E) v/2 Resposta: | |
(B) 2v (D) 3w 7. A forca tangencial resultante sobre uma particula é F;, =
) (s +1)(s—1)(3—s). Qual das seguintes afirmagoes é ver-
Resposta: I:' dadeira, em relagao aos pontos de equilibrio da particula?
5.0 m(?rnento de inércia dum disco h(.)mogéneo de 10 cm (A) s=—16é instivel e s = 3 é estdvel.
de raio é 5.2 x 1073 kg:m?. Determine o valor da for¢a o o
tangencial que deve ser aplicada na periferia do disco, para (B) 5= —1¢estavel e s = 3 ¢ instavel.
produzir uma aceleragao angular de —6 rad/s>. (C) s =—1e s =1 sao instaveis.
(A) 1.25 N (C) 0.62 N (E) 0.12 N (D) s =1 éestavel e s = 3 é instavel.
(B) 0.31 N (D) 021N (E) s =1 ¢ instavel e s = 3 é estavel.

Resposta: I:' Resposta: I:'



10.

11.

12.

13.

. O sistema dinamico nao linear:

t=xy—4x+y—4 y=zy+zrz—1ly—1

tem um ponto de equilibrio em x = 1, y = 4. Qual é
o sistema linear que aproxima o sistema nao linear na
vizinhanca desse ponto de equilibrio?

(A) t=-5y y=-2x (D) a=-2y y=5x
B) =5y y=-2z (E) i =2y y=>5ux

(C) ¢=5y y=2=x

Resposta: I:'

. Qual das seguintes equagoes podera ser uma das equagoes

de evolugao num sistema predador presa?

(A) g=2y -5y (D) y=6y+ay
(B) y=z+ xy’ (E) g =06y—y°
(C) y=2y> -3y

Resposta: I:'

A aceleracao tangencial dum objeto verifica a expressao
a; = 3s* (unidades SI), em que s é a posi¢ao na trajetéria.
Se o0 objeto parte do repouso em s = 1 m, determine o
valor absoluto da sua velocidade em s = 2 m.

(A) 6.1 m/s (C) 4.27 m/s (E) 9.8 m/s
(B) 2.45 m/s (D) 7.95 m/s

Resposta: I:'

Um ciclista demora 44 s a percorrer 400 m, numa pista
reta e horizontal, com velocidade uniforme. Sabendo que
o raio das rodas da bicicleta é 27.2 cm e admitindo que
as rodas nao deslizam sobre a pista, determine o valor da
velocidade angular das rodas.

(A) 334 rad/s (C) 16.7 rad/s
(B) 29.2 rad/s (D) 25.1 rad/s

Resposta: I:'

Coloca-se um carrinho numa rampa a uma altura inicial
h e deixa-se descer livremente, a partir do repouso, che-
gando ao fim da rampa (altura zero) com velocidade v.
Admitindo que a energia mecénica do carrinho permanece
constante (forgas dissipativas desprezdveis, massa das ro-
das desprezavel, etc) desde que altura inicial na rampa
deveria ser largado o carrinho para que chegasse ao fim
com velocidade 3 v?

(A) 9h
(B) h/3

Resposta: I:'

As equagoes de evolugdo dum sistema linear sdo:
T=x+2y y=z+y
Que tipo de ponto de equilibrio é o ponto (z,y) = (0,0)?

(E) 20.9 rad/s

(C) 3h
(D) h/9

(E) 6h

14.

15.

16.

17.

(A) Ponto de sela.
(B) Foco atrativo.
(C) Foco repulsivo.

Resposta: I:'

Quando se liga um PC, o disco rigido demora 3.6 s, a partir
do repouso, até alcancar a velocidade normal de operagao
de 7200 rotagoes por minuto. Admitindo aceleracdo angu-
lar constante durante esse intervalo, determine o valor da
aceleragao angular

(A) 419 rad/s?
(B) 209 rad/s?

Resposta: I:'

O espago de fase dum sistema dinémico ¢ o plano zy. Em
coordenadas polares, as equagoes de evolugao sao 6§ = —3,
7 =134+ 3r2 4+ 2r. Quantos ciclos limite tem o sistema?

(A) 1 (©) 2 (E) 3
(B) 4 (D) 0

Resposta: I:'

As expressoes das energias cinética e potencial dum sis-
tema conservativo com dois graus de liberdade, = e 6, sdo:
E,=7i>4+560%e U = —11z60. Encontre a expressao da
aceleragao 4.

(D) Centro.
(E) N6 repulsivo.

(C) 279 rad/s?
(D) 182 rad/s?

(E) 838 rad/s?

11 11 11
11 11
(B) 0° (D) s

Resposta: I:'

O bloco na figura, com massa igual a 2 kg, desloca-se para
a esquerda, com velocidade inicial ¥y, sobre uma superficie
horizontal. Sobre o bloco atua uma forga externa ﬁ, hori-
zontal e constante, com médulo igual a 10 N. O coeficiente
de atrito cinético entre o bloco e a superficie ¢ igual a 0.25.
Calcule o médulo da aceleragao do bloco.

Vo
~—
F m
—
(A) 5.1 m/s? (C) 2.55 m/s? (E) 14.9 m/s?

(B) 5.8 m/s?

Resposta: I:'

(D) 7.45 m/s?
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2.2.2 Resolucao

Problema 1. Para descrever o movimento do centro C do berlinde basta uma variavel, s,
que pode ser a distancia desde o topo do plano inclinado:

20°

s

Como o berlinde roda sem derrapar, a sua velocidade angular w é no sentido dos
ponteiros do relégio e com valor igual a velocidade do seu centro, v = §, dividida pelo
raio R:

v
w=—

R

O sistema tem entdo um unico grau de liberdade, s, e uma tinica velocidade generali-
zada, v.

Resolucao por mecanica de Lagrange. A expressdo da energia cinética do berlinde é:

m 1(2mR? m

w'=—v
2 5 10

E a expressdo da energia potencial gravitica (arbitrando 0 quando s = 0) é:
U=-mgssin(20°)

A expressao da forca de resisténcia do ar é:

- T 2

Fr:—ZpR V2 é

onde é; é o versor tangencial, no sentido em que s aumenta. O ponto de aplicacdo dessa
forca pode ser considerado igual a posi¢ao do centro C do berlinde, que em func¢do do
grau de liberdade é igual a:

Tc=Sé

Como tal, a forca generalizada é entao:

Q—Fr-g—(—zp}? v e) et——ZpR v
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E a equacao de Laplace é:

d_(aEc)_aEc+0_U_
de\ av ds 0ds

m . o T 52 2
Q = Tat—mgsm(ZO):—ZpRv

A expressao da aceleracao do berlinde € entdo,

o8

57 p R?
ay = - sin(20°) — p v

28m

E substituindo os valores (em unidades SI) de g = 9.8, da massa m = 0.0133/9.8, do raio
R =0.005 e da massa voliimica do ar, p = 1.2, obtém-se a expressao

ar =2.394—1.240 x 1072 v?

Como tal, a velocidade terminal (quando a aceleragdo tangencial for nula) é igual a:

2.394 m
v=\/——5 =139 —
1.240 x 1072 S

Quando a velocidade do centro do berlinde é menor que a velocidade terminal, a
aceleracao tangencial é positiva e a velocidade aumenta. Se a velocidade fosse maior
do que a velocidade terminal, a aceleracdo tangencial seria negativa e a velocidade
diminuiria. Ap6s um percurso suficientemente comprido, a velocidade do centro do
berlinde atingird sempre um valor igual a velocidade terminal.

Resolucdo por mecanica vetorial. A figura ao lado mostra o dia-
grama de corpo livre do berlinde, onde R, é a reacdo normal, F, a
forca de atrito estatico e F; = w p R? v?/4 a forca de resisténcia do
ar. A expressao da soma das componentes das forcas, na dire¢ao
tangencial, é:

. o T 2 2_
mgsm(ZO)—Fa—ZpR VT =mag

A tnica forca que produz momento em relacdo ao centro de massa, no sentido dos
ponteiros do relogio, € a forca de atrito estatico. Como tal, a expressao da soma dos
momentos em relacao ao centro de massa é:

2mR?

2
FaR:( )a = Fa:nga

Substituindo esta tltima expressdo na equagao anterior, e tendo em conta que como o
berlinde ndo roda entdo R a = a;, obtém-se a mesma expressdo da aceleracao ja obtida
pelo método de mecénica de Lagrange.

Problema 2. (a) As equacgoes de evolugdo sao o seguinte sistema de equagoes:

S=v V=4-s"-5v+sv
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E os pontos de equilibrio sdo as solu¢des das duas equacgdes:

v=0 4-s2=0

Como tal, hé dois pontos de equilibrio (s, v):

P =(=2,0) P, =(2,0)

Derivando as duas expressoes das equacgdes de evolucao, obtém-se a matriz jacobiana:

0 1

J=1_2s —545

No ponto P;, a matriz da aproximacao linear é entdo,

0 1

Al:[4 -7

que tem determinante igual a —4, ou seja, P; é ponto de sela.
No ponto P,, a matriz da aproximacao linear é:

0 1

A=1_y _3

E a respetiva equacdo de valores proprios é A2 +3 1 +4 = 0. Conclui-se entdo que os
valores préprios sdo —3/2 +iv/7/2e P, é foco atrativo.

(b) A energia potencial, por unidade de massa, obtém-se a partir da expressao:

3
u:E:—fatds:f(sz—4)ds:%—4s

m

Os pontos de equilibrio encontram-se em s; = =2 e sp = 2. O gréfico da funcao u,
mostrando os dois pontos de equilibrio, é o seguinte:

14
12 t
10 |

u
S N B~ O ®
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O ponto s;, maximo local, é instavel (ponto de sela) e o ponto s, minimo local, é
estavel (centro). Existem ciclos quando a energia mecanica, por unidade de massa,
estiver compreendida entre -16/3 e 16/3 (valores de u em s, e s7). A reta horizontal
apresentada no gréfico, entre o ponto de sela e um ponto de retorno, corresponde a
uma 6Orbita homoclinica. Ou seja, este sistema ndao tem nenhuma 6rbita heteroclinica,
tem uma tnica 6rbita homoclinica e infinitos ciclos: todas as curvas de evolucao dentro
da 6rbita homoclinica, no espaco de fase.

Perguntas

3. B 11.
4. D 12.
5. B 13.
6. C 14.
7. E 15.
8. E 16.
9. D 17.
10. A

2.2.3 Cotacoes

Problema 1

Mecéanica de Lagrange.

* Determinacao do grau de liberdade e relagdo entre v e

Expressdo da energia cinética

O =w O w = > >

10% (0.4)

20% (0.8)

Expressao da energia potencial

20% (0.8)

Expressao da forca generalizada

20% (0.8)

Aplicacao da equagao de Lagrange para obter a equacao de movimento 10% (0.4)

Valor da aceleracao, com unidades corretas

Obtencao da velocidade terminal

10% (0.4)

10% (0.4)

Mecéanica vetorial.

Diagrama de corpo livre

20% (0.8)
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* Expressdao da soma de forcgas tangenciais 20% (0.8)
e Expressdao da soma de momentos 20% (0.8)
e Determinacao da relacao entre a; e 10% (0.4)
* Obtencao da expressdo da forca de atrito 10% (0.4)
 Valor da aceleracao, com unidades corretas 10% (0.4)
e Obtencao da velocidade terminal 10% (0.4)
Problema 2
* Obtencao das equacdes de evolucao 10% (0.4)
e Determinacao dos 2 pontos de equilibrio 10% (0.4)
* Obtenc¢do da matriz jacobiana 10% (0.4)
e (Caraterizacdo do primeiro ponto de equilibrio 10% (0.4)
e Caraterizacao do segundo ponto de equilibrio 10% (0.4)

* Obtencdo da expressdo da energia potencial por unidade de massa __ 20% (0.8)

* Gréfico da energia potencial por unidade de massa 10% (0.4)

* Interpretacdo do gréfico (pontos de equilibrio, ciclos e 6rbitas) _ 20% (0.8)
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