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* Docente: Jaime Villate (villate @ fe.vp. pt)
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. Arq;uilrewtum de compufadorzs
R Pr09mma¢ao

e Tearia da compujrag&“o

e tstroturas de dades
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fe ) d;‘{aro,nl(e - das &reas tradicionals da ciéncia;
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¢ o fslca comPu+aCianaf estao dentro deshy
areo
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1.1 Cinemadtica 3

o

1. CINEMATICA
Estudo do mouimev\(‘o)%m “\'lear zx{?(?car s SuUos

coysas.
V\ovimamjro ¢ o mudanga da ?asi;c’m de um oio]e'b.

Como o Eosig,&o ¢ SEMre medida em r@(a,gcfo o
algwm r@farancia(, Q.mavimenta ou m?ouSo do um objato
¢ sempre velative a um r&,fdrena‘ei(. Por zxzw\?(o/
um O&)]@’b n mpouso)rziod‘ivo A vMa carwagem
de cambaia mas an mavimeto em relagao a Term

Num OXDJ@"'O et movimento, cada Pon% ko o[ojm[o
dzscrve yma curva confinva (fl’rajdo”ria)‘

gxemplo: Cilindro o codar sobre yma mesa
v ha)zjm’r?as de a(;,uns pon*

W—ﬁ’% tos do cilindro:
b IYaVa S aVaVaVe
T Uf BW

As Jrrm}e%o’rfas de todos os ?om(os Podzm ser
obtidas ’Pz(a gobrz?osfgao de dois mavimendos

@ transla gao vefilinea S
do centro C . C g

D rotagdo aem rz[aga‘o ao :A

cenfro C.
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©  GRAUS DE LIBERDADE
Varidvels neassarias para defirminar a posi-
Gao de Ua(@ukr PoV\J(o dum ob)'[(‘o/ nom instante,
No caso do ciliadro
ha dois gravs dr (ib@ro(aia/ s=0 R o
grwzyodz(?n ser o disfRnca = S
c do centro C, a Parjr(r de
vma FOsf;Z\o $S=0.¢ © &‘A?U(O
O 4 qul o Eon‘é rodov desde

Uymn Posigao 4 =0.

Um ovtro Possfvz( mavyime o
4o cilindro & o movimento
panolu(ar} em gut o cilindeo
est& P@n&umc{o A dolis Pon’bj
1a?)(os por meio de dois ,,c/io;
com Q mMesmo comprimaﬁo.

O frxe N%’t& CAso, s ’hﬂa]eﬂto”rfas e
todos os Pon’(‘os no cilindro
Q sao arcos de crevlo com o
MZsmM 0 cam‘ro) mas ol?,fefz/ﬂzj
O movimerto tem av\ﬁgfs' vm gray do [i)oerdao@j
pargue basta sober o valor de ym &/\ﬁ—l/(g 4,
i?vm( paAra todas 05 POVWLOS/ para sabcr as posigacs
. Os avs o [iberdade sao £un §0¢s com[fmua,g
© dq ZI’VIPO ’l’l.’

slt) (t), x[¢), etc.
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o

O

CARATERIZACAO DO MOVIMENTO

SiH) = ?osis‘ra_o do Pon‘(‘o no. sUA +ra)'g+o’¢7&_
4 (4) = &nda,ulo que per mite deferminar o ?osfg;zto.
X &) = projegao na er)ﬁo/r(a. a0 (ong.o do elxo X.

a cada yma dessas fungaes conttnvas ¢stao asseciadas
outras varidveis:

Deslommm—b, durante um infervalo de tempo [t €,],
€ o digerenga entre o ?osiﬁo@{ina( menos a inicial:
AS= S(t) - 5(4)
Note~se que 0 valoses s(€2) e S (ti) dcyznd_dm da
escolha do ori%m S=O) mas AS nao.

Velocidade média, no iA—FuvalO&.;(:JJ)é o das(oca-
mento por vnidade de ﬁzMPOt

U= AS - S(‘éa)vS(‘(‘l)
——A—% {z“‘é\

Note-se 4 ue At € sevpre ?osiJr(va, mas AS Podn:f:er
qualguer sinal. Com tal) & velocidade pode. ser nz?m[im

Velocida de insfan’rﬁnea, em grua{gruer wastanle 1,

O(t)= lim SE+st)-SE_ dv _ &
M0 Nt d-t

Q Pon’l‘o por cima usa-se para indicar derivada ¢m‘é
r(4) & tambim fvngao comts’nva,posfﬁm qu negm‘(«q,

Rapidez o)\ (pesitiva)
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Aola 2, 2012-02-09
O Exe,m‘)lo, Um avtomével enantrava-se no quil6metro %
da estrada N3, as 12-%} no qruifa’mz—fro 30 as 13h,e ne
gui(o/szrro 50 as 13h30. Detormine a wlocidade médi
enfre as 120 eas 3k, 2 entre as 13h ¢ as 13h30,¢ 05
a@aslacamamtbs nesses dois in‘Ferm[os.

‘Eo:[zk )§o=90km 6;( ‘:-35’_"2_9—9—:-6015_%
=13 h, $i=30km 13-12 h
"J;,';B,'f)’h} 5‘9,2150[’-/1; —6:”_ = 50-30 _ - 49 i‘.ﬂ
O 13.5-13 h
L ASO)‘Z 30‘50:‘60 km A§;1)2= 5‘0 _30 =90 km
Note-se qua ASq 1= Ui Aty \’\\7 S AS,2
— v
e ASI)Z = U, A'l:lz S&o 2 Lo 'LZHL

as areas entre Te o ZZath >t
2iXo dae a(ociSSaS/, num = ASN&

. 0(2 — U:M [‘ -
/a,raf(co U vs. t.

_ Para saber o £orma ceal como o amtomofvz{ anc(og

> A ~ - .
O A Serio. ngcgssario W)edu‘ Scem
AS, muites ovfros instwifes entre
to Loty ¢ as 2h e as (3h30
n ’
ASo,i = Us at
As, /! Z{ ‘

no limite gquando Mi=o, Ui ¢ a_velpcidade instanfin

-4

<
Ur. e _|: oL Y
asE Jim 2 vt k>£s(—soifu~df \

O deslocamente num intervalo @ ig,oa{ a0 in+@fm/

da velocidade nesse infervalo.
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A expressao garo As, Sgua( a0 Lo"ug“‘a( do U-*éé}) Pod_Q OHU-SL
+

O Yambem assim: S S' 1e
o= ds = vdt=ds = (ds=)0o
ot 7 g to

t
=) g(sgb-:-g o dt paro ?oa(.er calcvlar o integra
o hax 9ruﬁ{er Uma expressao pars
7 em ,funfao e £
ACELERACAO TANGENCIAL
A ocglerogao +an;xmc?a/ w@d?a/ no infervalo [’cp/‘él] 2
O U = DU = Ui-\Y% variagao da \leoci&u@

At t,—to -Por Umd“de Cb, —62/’”?70
chama-s 'tangencia‘, Porqu/ como Vardmes num (a f{u/o
?osfmor,é apinas UmMa Padz da ace(Zm.,caTo 1“‘07{@(_
Considerando o infervalo [{,b’b]/com A—anlob{éwsc

o ageleragao 'L‘an?encga[ no instuifs -+ -

st0 At - dt
Oy +, : <
= du= ardt = §oltr=ja+ At = u:—m,:fafdf?
Vo £ to

Exem Plo. Um ctclista com velocidade inicial de 5 "
aﬂicm 05 +rmfo“es),ga¥£ndo com Qru!; A vzlocfalac{e

diminve segundo n ex rz5sao'.$ .
7 \l‘—\ vnidades 3T ¢ s=pasigap
U=3\100-52 (dzsdg 0 porte ondﬂ?aP(TC;
oS «vagzs
O Doter mine }(&) o a.cdemgﬁo+an cal em fungdo de S
e (b)o tempo qut demor ot fravar por com P(z:’fo.
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O MK das instaites re{zr:‘olas no ¢nunciado 'f‘o,q,u—e poda
arbitrar-se f?ua/ a 0,2 t grando frava fotalmerts
4+ —> s, =valrguefaz yU;=0
| M s A

@A expressio dada pode ser derivado para obfesq
\ 2 ! 2
i 4= o) -5 tom5 g o
O L
=z (lo0-57) 2 (—2'5)%%

como dS: - 1 _ 2\ /2 ent®o
Lz =0 (0=,

A¢ = i ((oo~32)’.3: (—zs)ﬁﬁ(too— SL) G =

® v-ds _5 |

Sz{mmga‘o A variaveis: coloca—se nwm lado da
equn A0 todo o qua depends de s ¢ ro gt
(ado oq;x,e o&PahdL Ao €

- _2ds
N 10052 -
integram-se os dois lados ,dando \imites pars
+ mg[;do esqu,erdo ¢ limites / para S no [ado direo:
2ds

£
S

S Sy
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& USOCOO[O Q MﬂXIMOL)
("/oii) solve ((100~572)/2 =o)3
(%05*\ [s=-19, S=l0]

Qv sejr gue 3,210 m (s=-lo nao iitzresa V\Zs'(Ioaso)_

(%Ez) t.: irﬁ‘%mﬁ[z/(wo_yz)) S, 0, lo);
(02) %P
(%3) J;(oaf (40
O (fho4) 2. 14159..
= 4, = 2. 459 . Seg,undos.

EQUAGOES CINEMATICAS

- 4 _
e (R

Coda vma dussas 2 gquagoes inclui 3 das 4
O varioveis (Jc, 0, ). Paro resolver yma a(o,ssa:s
00,U050C 5 }70,{0 metoty de separo-ga de variGuds
/ massario redviir as > variavels paro 2,
oY sajm) ha q,wQ COM\@CH ymoe z;o\)ressbfo %zc,a
mlacfom duas da/s variave(s
ak=5 () S oat=9(s),0=h)) A= (), ---
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Auvla. 3. 2012-02-13

MOV IMENTO DUM PONTO NUM PLANO

Dols gravs de liberdade: X (&)
eY [£)

vx"";() a.)(':(}'x )a.x:)(%%‘

=3 B=0, ay=y 4o

(; o MO\/EMQW‘\_O Nne P(ano i /3 SOPmbOSIF% d@ dOiS
movimentas rz«hh’ncos(projzgaa do mov. vigs dais elxos)

y LANCAMENTO DE PROJETEIS
v Observa-se quL:
\}'x = COWS{‘om_ﬁ - U_Xo

Ocy'; consJFaNI =-9gm
5“2

- X (hor?%onﬁ()

e — —
X0 Q“L‘ﬁ\o'\ xb*-' 7\\ )SJ
g=98m = acluasdo da yayravidade

Movimento unigorme .

+
X
%:Lé = O%o (COI\ S+aﬁt) =) &OLX = \j—xoé d t ({0;‘0)

= E-;Xo‘r%fl
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MOV(‘MZM‘O Jzni,,corVWQmavfﬁf acz(emdo.

. | .
%%/_5 :-—?«(COHS{‘QM%) = Siv— — ——9,50(‘6

o
/-
= 09-;099-9&

. 4
Sn '(_123_ - - =) (O doz = d‘g
Y 4 7 &S;BOJ 3 }ygo
= L(03-00)= ~gl979) = vt 0j, +25(5-5)
.t
%‘i* U_jo "9'{‘ =/ fd‘ﬂ - S(Wo-%&)d{:
Yo o]

S[y= 9o vont -1 gt2|

Exem P‘O. Akira-se umo pedra. desde uvar PON@/ Sm
por cima de ym rio,com velocidade de (5wys, (nclinada
36.9° por cima do horizontal . Defermine oo velocidad
com gut a Padm entrard o &oua e a alturo may-
mov Que a(camgafi}dasde o) supaqcc’cfa do rio (admi-
te-s¢ g o resistencia do ar ¢ dgst%&ve[).
posigao inicial; Xo=0 ) Yo=5m
velocidades inicials

Uox =IDcos 36.9°~ (2120

Usy =15sin369 ~ 9 %L

— - m
F Uy =Upx =12 g (em @uaé%w)
;\J’;gz_
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Vy2 2
O \]9 (%ﬁ? :;—5[8\ =) S§U9 dL§ ::—fi?jtig :;?(%QF:*)3.3£
3 5
03 =\ U2+ 052 & 180 N\

em t(, guando hé¢ maxima, Uy=0 ¢ y=h.

Mvdando os limites no mesmo z’/\ﬁzdﬂrra( anterior,
Q

h
(o owng%g dy = h=913m
o 3 5

MOVIMENTO DUM PONTO NO ESPACO
3 ravs
1 4, ngﬁé; as trés Frojegﬁzs X/yef)

q(w_Pocsz combinar-se num yetor

F: XC #fjf‘l‘%ﬁ

t et Y chamado Vetor posigao.
D= vetor vaifrio na direg@o do elxo X.

j= vefor unitario na diregao do eixo 9.
P = vetor ynitario va diregdo do elxe 2.

Vetor desloca mento: 2
AR, = Tl) - T4

0-p0mLo\ desde o posigao
nicial at€ a POS?QTQ ,r.im/,

B I o

O A—YZ. = A)(o(/t +A90lj\ +A2\9!?
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Vetor velocidade

Gle) = lim  CEBD-F) i Qtﬂaé)fw(ewf)jﬁ(wﬁ

M0 N M0 - X[:f:)ﬁ~y C‘é’)j -#E)
N /

S0 Afhk—ﬁ%) e

= \G‘(é): XT+97F 2zl
Como vimes, X =Ux, 5 =y, 2»201)'00 seja, o vetor
velocidade € a combinogas das velocidades das Projegds
do movimento  nos 3 eixos, combinadas aum vetor:

Tit) = i) T oy (0] + 0 )R

Vetor aceleragao

oft) = lim Ulttsd)-0t0) = lim
pt~0 M At=20

S|a0= G145 Ok |
Seo as aceleragoes das 3 projgoes do wovi M@Vﬁ“g
combinadas num Vaico vefor:
Al£)= 0T + Qg7+ @,k
¢ ainda:
Rlo)= 50+ §I 2R

DOx ~ AUy, A3 )
( + £2XE
(A{' NE Aﬁ
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o

Avla 4. 16 de peverciro de 2012

€x¢mp|o Gl4)= 3h—j‘+tlk’- (sT)
¢ em t=0, ‘ro—c+2J

K’:g ) dF = Tdt Sd? S_\)—g(t

No Maxima os velores poctem representar-se par (isfas.
Vi [axt, -2, t42];
a: digf(ot); = ®=3Tr2th
T2 [1,2,0)+ in{-ejra+e(v){—)0)£) .

= Pl = (143t T+22) ] + £2F

VETORES
p_,az\us’
//7 % b7
/ >
= wmedvlo de @ B B

Pmdu’\‘o escalar: @B =7 \’Blcosf)— (m/'mero rza()
o —;Ck)c/C-(—Qj:\\-\' aé‘r‘\ ) B= bxz\‘i'bjj“" bz‘.jz

= B+ = (Retb) T (ay+ by +(ap b)) R
@8 = (ax-bi)T +(ay-by)] +(az o) B
X6 =oxbx+ ajbj rQzba

@1=\Z-7" = Vak raj +0z
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©  MOVIMENTO RELATIVO

Bxemplo: bloco a deslizar num
P\omo mdmaoﬁo R sigan do blow
em m[mg"o o um referencia
fixo no Pano

F\,/= XT + 3) 'l”Z')E

velocidade do bloco, relativa ao plano inclinado:

N Y ST
O Ty = {"TVX“"W‘L%?

Z\

Se o P[ano estax em wovimento
sobe uma mesa, a posigdo
Ao arigem O, re [ad-(va aum_

re{y_m_ cm( \a()<o no- VY\ZSOLe

Y\p/me %[‘—“%e o. velocida-

de do F{ar\o} relativa & mesa.
A posigao do bloco, ro ladiva & mesa, ¢ T ent®o,

Co Tyt Ty = Typr (KT Y] +2k)

Sz o plano tem aFems ’{‘fans(iga’fo/ SEM tro’(‘oug?@)
T )j ¢ )oe rmangcem nas mesmas diregaes e, como tol

o ‘ai” = Q\_&M(XLWJ r2 k)

— o Vé(oadadg do P(o.no mols oo
= \UL/M Uf_’/*" U)p/ § vf’- locidade do bloco,relative af

plano 2 avel. do bl COFea‘(‘cm Q
me sl

O Derivando novoxmzﬁtt obtem-se yma relogao cemehante

para as aczfzm;oes w




16

Sumdrios

é i}

@)

G

an
4}
P

MOVIMENTOS DPEPENDENTES

—>

&/“\—“7

vloce r

7777 S

)

I\

ci [indro

— /7 7 7 7

E)@MP‘)O, SierzMQ com ogm HOCO sobre UMa M esa
¢ um clindro o descer na vertical.

Q movimamLo %or?aomta! do bloco ¢ o movimenb
\IQH'\"Cal do cilindro ¢estao  relacionades .

Pore olescrever esses dois movimentos sxo nece-

ssarias duas variaveis X e Y, medidas docde

dals YomLoS fixos. Por LXemplé’f

X = distancia desds

0 bloco ot o

.Ffm do MZsa

Y= distan cia dosdy
o cilindro Ct‘{'é'o
sv?or’& aLo,jc(o.

As vzbc(dacgﬁs do bloce ¢ do cilindro sao
enFZ0 X e Y
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Mas como as variaveis X eﬂ eS\LZ\'q re(adonaiaS}
este gstoma Gm openas vm grav de liberdade
% bﬂf{a Sa(oﬂ oma das \r({ocfdao(b {)qm dﬁ“l/"-
minar a ovtro.
A V‘é(a;iﬁ?) szrm X ¢ \9 zncanjrmfse escrevendo a
@y\FrstZ@ do ﬁomprimmb do fio, L) em fongad
de X ¢V /(17

O) o C‘“’l Y L= X4 +(y~CG=Ce)

—E— +Cp+(y-Cy)

¢
CL\L”

Como L} C,)CZ} Cs e Ce Pzrmanec:em Consﬁm‘és}
dorivando em -~ ordem a9 'Fzmpo obtém-se s

X +2lj =0 = %(am: ”Zuzt'lina(ro}
o sinal nzgwrhvo indica gqwt s¢ o cilindro desce

(Uetlindro >0) | 0 bloco desloa-se  para a direita
(D—b/cc‘oé‘o)

Decivando novam m’fl)

*>

% =-2§
neahvma das dvas ace~\
At bloco = — 2Rt [indro Qﬁmﬁﬁeg ¢ fg«ua( at},/
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Avla 5. g9 du feutreio; 201z,
©  COORDENADAS TANGENCIAL € NORMAL

2
. Em cada pa nto da '(‘rajc{‘o’ ria
5 G ke 2
o £xiste um versar tangens, 2¢,
2. Jfanﬂwfdi a 'l'raJ‘mLU’rTa ¢ no

sentido om %(A,Q S auM@fl’{‘a-

AT = deslocamento ve{urm( no
) intervalo (&, t4at)

= Tltsat) -F(¢)
AS = deslo camento ao (aw?o da
.‘(’o"m}d’él‘?&x
Quanda pE=0 ) A—R a‘;mxima-—sz dox direga'é "(‘angﬁlf{i
a +ro\\j¢fv<>’ ra&, e o sew médwio ¢ aproxi madamenty As -

lim o= lim AST, = ds/z\e
ptwo A0
O Como 4—a(, o vefor velocidade £ -
- —_ TIEAN
Tolim BF 2 lim B57, 5 | U =5¢
T pte0 AE T At A |

O vetor velocidade & sem pre ﬂ‘w\?an‘(’a 2 +mjeﬁ”rﬂ
\

¢ 0 sev mdulo £ |vol= (8

bt Quando/\ o trg ')Ljré rla. n&e ¢
é\e 2 reton, e muda de diregdo
| =dZe Lo
o [/ %

A I
X Camo Zie@r=4 =2 & (C¢-Ce
N

#Atd@dlz\o’\: — /\p IZ\-—
> Ceedltrdb.te=0 = Zt%&f»o

S~
1)
QO
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o A derivada do Z\e\zm ordem Zn 7
o»f)c’ um vetor Wr?ehdfcu[m €
a +ro\jelr6rio~) no MLSMo Plomo ~ ]
dela 2z no sentido em gue 2
I~
¢t sg corve s versar narmal 2,
Zt({'\A'é\é
Ay A
P (£4 5t
O No limite Bt-—=20, \pl|~> at
arCo Cam
raio=4

¢,como NG = AS ) entao

dé\é :\fm Aé\é = ((m (AS/R) 2 —;__LZ/\
e A{—%Q’&:t-’ M0 A " Cn

onde R € o raio de curvatura da’f‘mjeﬁm‘aj no
nstarte €.

g = e ~ s N Al
O X =dv - d _ Ul ruordle -

o I\ Q
7—‘-7\'5{;: Udy t .\Z-Z?W

R

0 vefor aceleragio tam vma campanenls tungencial
ag =, ¢ uma compeneile narmal, 0, :%2

At ¢ On S0 05 catitos num *m)m‘a’na
Yeiangulo N%‘u\gulo em g ut

O a hig‘o/ﬁnwa %0 madulo do
vehor aalraga .
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Exemplo. A posigan dum porto em congao do
tempo t, & Tlt)=5tT + 2425+ 2(1-t)k (sT)
no infervalo o4t L. Pefermine: @ ul€) B RE)

(9o deslocaments ( do. trajetéria desdy 1=
a{i{-:l.m 0 ao on?ﬂ J SoLs 0

@T=d2 =51 43¢ -4tk
Uiz G0 = 254912+ 1682 = 251+
Arbitrando gue s awmenta. desde t=0 otz t=(,
U= 5\ 1+tZ

oE
Oe=dv = d_(s(et9%) = 5L
Tt %( (1) ) BG
2 _ 2 25t _ 25
Ap = A-A-&f =2 e 1 t2
- U _ 2
R,/n, 25(t?) _ 5(‘#2)3/2
=)
@ U’:d;i = = (—i—i
7 o s\ke =32
Sot+AS ‘
= yds = 5JW dt = %(\EHn(\f?ﬂ))
Q 0

=) NS =5.939 m
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PRODPUTO VETORIAL

“&f@ AxB = vetor ypandicu(ar a0

13 plano E(aos vetores X e b

R \% no sentido da regro- da
?? o dar MAa0 dffe(+m/ e Am modeb

S~ dedos & M s > : _
med Lireido ? de & lO\XBi = la l I‘E’l sinf = aza. do
g par Zag\e logm‘“"O ,[Lormouio por 74
O a |

Mj 0] BXA = Jix@
@ txt=,k] =R = AxR =0’
@ ¢ =%, Gxk=T, Rxt=]
@ orl = (ax’(fa-ajj\Jerg/E)X (Ex/(:{-[oj/f‘f"?z:k)
= (ajbg‘ a;bD? ’t‘(a% b)( “Q;()%)j\'i‘(axbj‘@bx)/k\

R
@ Rx Qj Q2
be by b,

Um caso Farﬁcular grucmdo a5 dois véf‘orés Zel

estoo no pmmo Xy,

> Q
axB = &b); bj)ﬁ :(Qﬁby—aybx>?
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Avla 6. 23 de 1tavera'ro)ZQHZ.

MOVIMENTO CIRCULAR
So (+=0) A +raje+6rm ¢ uma cc“ra/mfe~
S(-H ncia do raio R.
S(H)= So + RE(¥)
4 em radianos, medido a parti

de €=0

° ® P . -\2
r-§=RE | a=8=RE anz(ﬁg):aé&

Dz,f\‘n%e‘. w:é velocidade angu(ar
| o= | acleragado angular

= Sd:w?wl estas 3 equagses re-
7 48 ] solvem-se Zﬁm g as
equogaes ‘do cap. 4.

OU=Rw ) a{-:ROC/ Qn = Rw?

Movimento circvlar unigorme
Lm0 = a4l =RW=0 = wconstarl

=) €H= UJt_
?zrz’odo da rotogoo =T = szmpo Qe damarow o

dar ‘uma v
WT=21 = Tz_ui)&

Tncio = =1 - nv ole \/GH‘G@S or uni-
eauLncio NV mero |
freq & e o ampo P

am vpm, STy Ha (hert2) | ete.
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ROTAGAO DOS CORPOS RIGIPOS

fo ¢ (p 00 xS posigaes “de

dors Pordvs yno mesme instanty

_ posigao A4 P
z(a{-ic/o\ a Q

- — —
= FTP/Q: U_p"uh
—_
Como o médvlo il Fea per-
manece GOHG‘G'DU’Lt 0 ’(Y\OV[W]ZIT{’O de rP/& deverd

Trevlo.
¢r num arco de “circd
- plasd 2N O plano dasse clreulo
rotafa ¢ 0 F(anod.ﬁ,/‘a’(\oq(&fo

? P ¢ a raio oe clrelp €
RPQ = PPOJZQZTOAQ rp/a
/no plano ot rotogap

;, ¢ Ope € oeidads
Up/q = | - o W= ve\oclaa :
Y 7 R%L pﬁrpégnd%(:;ar Oﬂgo(ar do COrPO.
i . :
“ Qualguer outro PorrPo %) carpo tem momm@rﬂ%
cirellar , em relagao o &, cam a mesmavelocidads
w) (nesse instonl) & com’ planos de ratogdo para-
{z(os S assim nao s, & distincia « fOS(@oTo

2lativa entre 9s POI\JR)S do carpe mudar o
W também € indt ar\ot/\zn‘fz do Pon’fo quo sefq
esco lhido como fzrencia (em VL2 e &)

RO'hl W) p(ama. Quando Q P[MQ dimjmgzdo
o myda{ W pode ser digerest em diferentrs ips-
& "’O&f\'(ls"mas o})‘ano o/ : ,

=) Q‘Pf@.(:wyulda(; Reao¢ ) Qeja,= Reqw?

??/Q = Mp-fa
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H
(; 4
o

MOV IMENTO COM RESTRIGOES
’EXIZMF\O',L, Roda em mox/tmzrflb,,
sem deslizar) sobre yma superp(cie.
Q ponto Pyem contacto com o SUpel-
gicie,tem v (ocidade nila:

Up=0 = U&;RQ/» w

ro awalguer ponto Q. onde Ray, €
rdiz‘(‘(/’&nﬁf&ed%s YFOJ‘QQ%(’S de :P(ypz Q no F[ano e (‘O“’&,&Zfo)'
4 U& ¢ FWFWWUCU(W A RQ/P . No caso do centro C)
U= RW [ = S, =Re+S;  (R=ralo da )
0 contro desloca~se RAG) na olirecas Fam(z(a Esu’xrfrcie

£xem§>10 2. Roldonas com ffos gque A4 oles [izaw

/, / tixa: M 6\/2\ : VA U
e/ ve=0 Ua-Ue =Rw ®
w' Np Va=Rw \UA +U7 =2RW }W

® Uy=Rw
A Ui B B- Ue +0p=RW >

C
madis, Porqux. est=xo
em’ sentidos oposto
{:-mmyb 3. Me.c?nisvvno bq’é[Bov- mManivela, Copverle o
biglo Mmanivela  movimedfo osci-
laF6rio do pista
em movimento

: ciredlar da
Pus’céo maonivela.

AB= o_gm)'é'é: 0.025m, No instarte gus se mostra,

Ur=12 w/s . Determine os velocidades anglares da
picla ¢ da manivela nesse inst&it .
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C  Muivela: Ug/c=0.025Um , Uc=0 = Ug =0. 725Wn

=g
Up
50° —> .
b oo Oy  =0.028Wm (Cos 50 + 5in ﬂﬁj
40 Y
C
0.2W,
© sine _ sindd
00725 0.2
= 5= S'{“‘(( Q.0%5sin 0))
0.2

—2 . A A
W B \3’9/;\ =0.2 Wy (-5t H—Coyaj)

=) ﬁé = [ 2-0.2Ub SZW) ?w.zw}, co;rej
9 vlando os dois resvHados,
0.0?5 wm(oos 50°( +5in50°] )= (12-02wysi n¢) (40.Ju,cos6 ]
- {o.o%’jwmcoﬁb% 12-0-2u}, STAé-

0.075 Wn, cinBo’ = 0.2Wp o5t

- nos SZﬂ’hdos L USAMeS
=) - is ambas cleram po o -
iwmmezms pe P
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Avla 2 2 de margo de 207

LEIS DE NEWTON
As bases da dindmica vetorial sm as 3 leis da
Newton (]6‘5?). Q estudo da 'tmje'fo/rt"m dos corpos
(c;nmaﬂ—rca) PzrmT(Yz deferminar o Z}('PrszaTo Aa
aaa(emﬁ@ ¢ ?z(as let's da Mw’f‘ol’\) & forga ves nsavel
lo movimm(b. A Pau"l'f r do conlecimento dgfﬂ’fw
?odz—sz depais prever como Rra o mow‘mszo?@ s
12 LET (lei do inercia) condifoss.
"Todo corpo mankim o sev estado de 2pavse ov da. woi-
mcm(b uanormz sa?,vndo uma [i/\(na (‘iwLa | S% nao far corvuge
ido o mudar o sev estado par ,fOFfaS nele Emrr@SSGKS‘S

Esta o £ v&\io\m ro Sespago absoloto’ ¢ em gualguar
avtro teerendiol gur se &as\o&ua com maov 1 mento
unifarme ¢ cetilino em relagzo a0 espago absolyte
(re{emncia( inercial) . € ol ‘smPoss«’vﬁi distinguir
entre a(gum ra,fdmna‘a\ inercial ¢ ¢ 25 paca absolute,
Nos (egeronciats viao inaroias (com aa(@rap%))
um obJ’mLo pode mudar o sev estado  sem existi
fargas e ZXP(EWM s mydanta.

objmto am gxemplo: s¢ o Q\o}z‘b

A repouso M repouse
) N&A MRsSa. Nno
\ combafo} comega a daslo-
t—” car-se 'sem 4ter sido qgl -
—\\ da nenhuma forga,

'\?;/ssageim avm combaio combaio estx o acelerr
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o

78 LEX, “A mvdanga na q;/anf(édadc de movimento
é ?ro?ordon&\ \Q ,‘:or‘ﬁa mo%om 3MPFQSS& V4 ,fa%—se

no. djrzﬁo da [En"\a (’d‘m szﬂuna(o 3 W( o ,fgfﬁa
motora 2 m{)\(cac{a\.‘ N4
Newton 4e £ing qruanﬂdade de wmovimento ==
a mudanga na 9(vamtfdaiQ do movimento £ endzo ;
AF’ = fﬁ - W @_inaf) Zm 'ég/ Menos fnia‘a(/mﬁ)
e WLOrFa MOiOfDu impressa quer dizer:
T-= g Lq: dt = imF(/\SO-
4,
Y diresae dalinha ceta ... quer dizer gue ofole,
2 Q impdiso QCM z[m transmﬁioo COI‘/DO/ Sag \/zﬁres:
g L=
T = | Fdt
€\

2 - >
O sejo, a 2=l JFdE=Pomp
44 -~

g i
NUM 5(‘5{-@4& wm gw& m PeranececonsJ-am
= - -~
Cé%: %(\MD’) =M %g; m.&?
-7 \E = mfla
Unidade ST de forga Tnewton=N= 1 kg-(%)




28

Sumdrios

™
(>

A Tarra, na Airegao do homem serio guese NV

Por Qxemp(o} o forga gfowﬂfca (PeSo)
NUM A stsOa_ coOm mAasso. m:(,va‘)%

wW? g
e ¢ F= - mg :(egk})[g.ggg): 637N

Quando gs5a ?ZSSOOL ZS+6{ ém TZPOUSO/
s‘o{ar(z uma. balan ?q} 0. Sua aﬁﬁ(fﬂlp\’b a"z-arog)
CoOMmo —&J) N forpa ertal sobre e(a ¢ nylo ?orgrcm
ha yma {_ohfa oL con{'oxc‘Eo q;,u qbalqnga_ e)(erce)
pav. CiMa | 05 ps da. pessod, I?ua( a §37N.

32 LEL. (¢ 070 € (LoFA0).

A teda ogao opse sempre vma T?Ua.l reagzo. Tsto &,
05 agoes mutvas de dois corpos um sobre ¢ outro s3
sempre igwods ¢ oPosfaS‘.'

No caso do homem de 65 kg em repovso sobte uma
palanga, como a balanga exerce farga. oe confacty,
\/Qr’Hca() Fara dMa/di 63FN ,0s ?és do homem +am-
bém exarcem vma forga \laﬁafcal ) do €3ZN ) sobre
o balanga ) mas de cima pam baixe.

A eagao ao peso \Ng- q,wl L« AorRAa gmvldrfm
do. et sobte 0 homem ) € vma gorga gravitica
dO homem soW a Tervo que a+raf a Tervoe
para o hamem con 633N Mas essac orga onv lax
coMm ]wrgw 0& con{'otc%o do homem gobré o ba&an}ﬂ,
Se. 0 homem estivesse em queda livee, a sva acfora-
a0 serie A= 622N T 9sry | mas a aclrag

12 z
7 fa: 637N o
) 5.947«{02*:(9
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O

S¢ as dols obje‘{‘os L e2 g{uﬂ LXercem forga/s &Lagafo
o fengho entre eles fazem partz do mesmo corpo,as
dvas forgac anvlam-se. Assim séﬂdo) 4 penas M‘(ZU‘QSSQJ)
as {orﬁas exfernas ) FmdU%t‘ das Por ob j‘z{‘aj fora do cw;)p_

Diagrama de corpo livre. Mostro Yodas as corus
Qx‘(‘ZfM«S num carpo \sa l&dor E')(em[)lo: d(aaa,mMaLdo
UMA nj\zsa) com uvm livrg ¢ ym aPaWOFPor i ma
do livro:

{,orgéa,s qus a+¢/am sobre o Sr‘sﬁr@
Fo= (Mm i—m/{ﬂ*ma) 9
} N mese &({vro\oqmgaior
h /E/Fg/ﬁ, = forgas do comtach
ne's g‘ya‘f’rg pés da. mesq
T 5 =(netmetme )4

sis’Ema livro mais “F“ﬁador:

N

I

vy

Ap 9 dor:
g\f__ﬂ@ 0]
oy

?&”&%m&o

o livre sobre 0

oo {)otgfctdof

Fo = (Metma)g Fo=(metmg
F5 = forea de contacto da mess
sobre o liyro ( nao sobiﬂ

o OLPM;—JL or

Livro: B
Fe - =reagioa®y
~ T = reagzs otz

T3 mL} m,tg/: st
=+ QV\,O;HY?a) -mag

= My
o) peso do aPag,ao(Of Nxo oi‘uog no livro!
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@

Avla 8. 6 dz margo de 2017

FORECAS DE ATRITO

N £ A jorga oo confmcto }0& Umox
superticie 2 sobre yma super-
ffci@ i_) costuma dividir-se (Por
CONVLAIENCTA) MRS SUAS conponen-
bes norMal)N ¢ Jmngﬂzt:fa( T
chamoda farga de erHD.
«Exis‘f&m dois ’HPOS de atrifo entre carpos wfgz‘o(wr
@A’rrifo estatico. Quondo a velocidade .
o su?@r,ﬁ’cfa i)re[mLfv& A superficit Z/[m/b’- Ui =0

Fe= forga de atrito estitico.
i indeferminada, entre 0 ¢ ym valor Mcfxu'\mo/ 4
?odﬁ o\Pon{m‘ am a{@ruﬁr o[EM/QcTo (’angﬁnf?as sU ﬁf
TF LN Ae;cof{t"c{en}}‘ deatrhy

estatico (numero s das)

uni
®) Atrito cin¢tico. Quando Vie 9,

Fe= forga de atrit cinztico. \ Fe= e m

M :coz{l‘dzn‘(?do_ afrito cindtico. Costuma ser
menor a/a,@ /(,Lg,
T. fm a mesma diregao de 8—'/2) A
s@n_g? do OPQS{‘O
A — 0y,
—
=1

Vg

—_—
T
ﬁ
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o E)@MP‘DS @ bloco em rzPo:/So sobre ym plano mc(mac
e 4 como ax-aj—o)

& " Z'&tj‘:-v»;ms%a—]\)\o
= N=m9w§& 2 E=M}SM‘6‘

@BIOCO ottsl@ar sobre Um Par\o mclmao(o

com velocida. ol cons{"am =0

5 V8 e i s
PIE= = -Mgeos 64 N=0

m; = N=mgcost-
/u.c.._ sint ~ t‘aﬂ'ﬁ"

‘CosH

3) Bicicletee a subir yma rampa, com Qg >0

N, 5 forgas: M se da bici-
f ’” f@ efor wais homen

Nie Ny 1 ragzes normais nas
dvas rodas

'{7' AN forga de od—rﬂ‘o és’éﬂ‘h@
9 M roda Mﬁmfﬁ ) of)oswLa

00 movimen
T:e;_ - OF,CA de a’f’m’(‘o es’(‘ajn co NA r‘oda“\‘m?am
vm diregao do movimento (roda comtragao

Ok)‘:rﬁo aj =0 A penas ¢ ?gsswz/
ZFg = Vit N2- M;CO5:9£ o P(CUZLW N (+N2
Z»FX - FZZ ?6( I\J\g,g(ﬂ € 92”E|

aro. encentrar Nie Ny por separado , falta. vma 3%
iondigﬁ: O corpo \nﬁié f‘%dPa) q,u.gsaﬂfagff/o(ﬂda no cap. 5.
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O @ Automavel com ropidiz \@/ constuitz ) NUMA
corva oo raio R

vista lateral vista Superfor
‘—7—6' /t% Fe& Fe; g
1 x —_ﬁ\)——
({I]:f,—j gl o4 T
7 A
NN, e Nt Na A= feg curu
uJ_ I;—ax .
=02=0, Gy=Qn=_ v
O A x 2z ) Y R

S Fe= NirNp N3 tNeTmg=0 =5 NNt tNe= 1y
2:‘:3 = o +Fe.tFes ey = W’g‘% Fei £ MeN:

2 F}Q :0=0 \H/
’ F@t‘\'ﬁz‘\‘ﬁ;%c}- é ‘
v Me(N'TMa‘\‘N}TN

= Fetetal _ M- .
7 Neotal N nng, EMe = U_“éW
O A velocidads maxima com QUL CONSEgu fa2er a.CUM VA
v \KA@}R
FORGA DE RESISTENCIA NOS FLUIDOS

Saebre um corpo com velocidads ’3’ deritro da
um {(U{"cio (\(’ﬁ;vfdo OU%S),(X:H/Q Vm & wLor“/catc(@
mst‘sfi‘r\cm) Fry na mesma diregao de O mas
na sentido oFosf‘o.

o Ha dols mecanismas ideﬁLmﬂ'ZS PZSPQV\SE\/QB

?or Q5SA {,of/cm:
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o MDA diferenga de pressoes.
baixa \)(255015 attar Pressa‘o \O Obj[[—O CQMP rime 9 f((/l\a(a
( ») & svon {,rm—(ﬁ e ex?andi 0 ,F((/fdg
(( @\:} grui ica atrss. O \)rincpro
de Bemov ((; Emp(im UMA
{or;a : = COV!‘&{‘M—(I XA xU%
onde A € a &rea da secgm transversal oo objdg

¢ a constnile ouP@ndQ daforma do objdb ¢ da massq
O valgmica olo 1alu?alo. No caso de vma’ escaradiraio

K: Fufera ::%E:g RZU—ZJ = massa valomiaa

do _'duio(o.

@ A viscosidade olo/fll/fa(o: ahrito uﬁ'fq as
camadas mais Fro/)dmaSaLo
obj'db/ que se deslocamcon

U™=09
— Y
— = V2 e\2, ¢ as amadas mais
=" ’

! distantes, em repovss.
Fr = COY\S'&UT&Q’)( U
No caso de yma esqera de rato R:

— — coericientt dq
:Fafém = 6 TR n viscofidah do
.g(vido

constarle X O™y se U400 bai xa.

Fr=
z .» lvada
C constane XU ) $¢ U gor £
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Auvla 6. 9 de margo de 20(7

FORCAS NOS CORPOS RIGIDOS p

30N

Q

M= 30 N A cadeira voda Aégw;a para ¢t
as d‘{aquO'?aS sag e fica emaguilt-  pode ser af)l?ca&a
tguals e Q?OS'l’a.S ) hes brio j,uando as) em (%ua(g,mr outn
o sistema' ndo fica forga ¢est&o na porte (Dov &) na

em a@ui(ﬂorio wesma Ninhaverfral.  mesma linha ¢ o
eql,l/i(flan‘o mantim-s

=) as gargas sdo VETORES DESLIZANTES, que,
aron além du mo"d;ulo) diregao < szm(—io(o}{‘é‘m tambem

vma finha de agdo

SOBREPOSICAO DE FORGAS

@ Forgas co-lingares. Com a mesma (inha ole
| 0GAo, SOMam -S¢ COMo vetores

fon livrég
\oi — 0o -
\Q

10N

@ Forecas concosrentes. As linhas do agao crozam-se
nym POV\ comom.

- -

vk Deslocam-se }cadq vma

na sva linha de cgas

Mg para o pato comym e
Somam-se como forgas

conco N‘én’fz S.
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O (@ Forgas paralelas.
® Adicionam-se dvas fof gas =4
avxiliares € e -¥, CO-N_V!_QWY; —»J__ ! :,;1‘
nas ?onbs de agaode FieF. ¥
Tsso nioa [Yera nada porgut
o - resultadtt das poreas avxiliares £ nula
NN
@ Soma-~se cada })‘-oryo. F¢ a ?:T‘ T:’Z\
O forga auxiliar na mesmo ?on‘fo, \ f
— . ,
Os reéu”o«dos} Toe ?7,) Sdo sempre \\ ,
dwas forgas concorrentes. >.<P
-
© Semam-se e ono [;.orﬁ'o .
comum. Ob>xerve-se que & »=F +h
resv Haflt, Fr L"@r tambem para- :(ﬁ+§)@.§
lefon o ety ¢ ig,ua( a soma =€*?
delas , como se Tosszm vetores P 2
(ivrzs; mas a I'lb,“ de ogao esta entre as linhas
O dhagm kT T
b, b, b, tan9( = bzfanﬂz_
N Y g™
9, 90|97,
‘ fal \%\’F‘ %aﬂ-ehlﬂ:‘i
7 F
F
: F2 ¥
linha linhe \inha ‘ X
Loor 2 = |bF =bh|

O

Lei das alavancas - 05 momenfos dos dvas
OGRS oM m{agaa a0 FomLO de a?licmgﬁb da r‘esuf‘i*qn“éz,
sao iguals e oPosfos.
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) Momm‘fo de uma J,‘—Ol'(;a,cm re\ac;?io aum Pald‘o
. ( b =distancia desde 0 ot @
= ‘ linha de ag&gd&?
" = brago do ¥
M& — b —i momente em relagap
| ‘ o O. Neste Ca50) No
l ) sentido horario,

Mo indica a fend®ncia o codar ,em turno do .
‘)011’(00.

O _ N
BINARIO. Duas forgas Fe —F, com o mesnmo
modulo, a wesma olire;:a'o) sentidos oPod‘osZ (inlhas de
aG30 smParqdms por
N | vma distancia d.
s t A @, Pﬁocedime/\’f‘o explicado pam
JRE: somar forgas Pam{)ela,s H'm,
0 4 M Mas obserwe—se gue o momento
‘:j_’____? que as dwas gorgas ¢xercem
O d

2 £em o tmesmo valor Total ew
relagan o qya\ guer ponte O:
M= M, +M, = Fd, ~Fd, = T(d—h,) (sentido horari)

_ o se escreve o indice O
['M“ Foq porgue w0 oepende do Q. )
Q bin&ario ¢ uma tendZncia o rod,ar) sem Tnd2ncia
A OU&S\OCQF.
O momento de um b‘m&rio)( val a0 médulo de yma
O das Wcorgaus vezzs & disfandi entre z(as Fooa ser

aplicado em gfuafg{uﬂf ?a/"CI Ao corpo)c,o/m q,uoulguer

dirzgas, e o ewcaﬁ‘o & 0-mismo: C,,ED _ Ei,,)
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O

O

™,
Q;
;
w4

Deslocar vma forga para um ponto fora da
sva linha de agao

S Para deslocar ¥ ) do Fon‘b Pateo
?? d ! Pon"‘o Q numa linha' & distancia d
AN de P) usa~sg g seguinte
v ?roceolimzm‘a ' 7
Q F

@ Ac rescentom—se dvas B
fo(}as ﬁux ¢ —ﬁwx 2 UM ;fwx(%/ -'i::ux
d

binario Mowx= Fo.uxd- ole
QuUx &

Mma o binario
:[l\;ga:/x ¢ -@é:x s¢fa T%/od ¢o Fmto o ,‘iaux para. g4to tot/
do que se a crescey seja 0. Se Fux=-F enles
as dvas forgas em Eantilfmse

¢ no parfo & picam ¥ (-Fax ) P

¢ o binario M=Fd, W,% . =

i?«/a( a0 momento W? FACZ

?POAA)%TOL em Pyem relagas a Q.

Ou szja) ?ooLL iﬁs[o carese F paroc CQ/ acrescen Fandy
o momento deF no Ponf“o orfﬂir\al e [afive a
Método gém, para. samar forgas.

T ~se +odas
¥\ Y, Aes locam~$2 1o 0-%0 ar(t/ka w(;m o

T
N —>
\\\ / F} "‘ﬁ FB
PN nC Pama pMs

ﬁ;ﬁ+?z+% (soma de vefares (NrZS)

Me = Mi—=My—Ms (\Som é‘fi?%ogﬁgﬁs aas forf“»s)



38 Sumadrios
Avla 10, 13 de margo de 2017
©  VETOR MOMENTO
?—.: ve'br Pog(‘?a; AO FQYI’('“O P oncle
o forga £ £ a{)((‘cadq_)-
& = Qnavlo enfre TeF
b ="oragy de TF;) em celagdo a origem
0“4 = {F(eind
N = Mamerifo de Tem relagao a 0 =Mo=|R)|Fing
¢ F prodoz rotagao vo sentido da eg 0o da mas Aireity
O de pra F. Como 'L’oc() Mo:(?ﬁ?(
T<E £ ?erenchu[ar a0 F(omo do. rotagao Pmdu%(“da
por F. Defing -t entmo o vebr momento: .
= 5 2| ¢rpendicdlar ao plane de rofoga
| Mo = xF Pe aPm ro. da 2 direita M%(?ci
f o sevtido do roTago. |
D
Escolhendo o ?(omo xy 0o ?(ago de Te T,
,.@\ﬁ v\= X6 -yFx )&
O \ Ly & Y )
va = moma.n{‘o do Comp onedle
Fy . Se for ?ost-(-‘(\lcp 10
sentido anti-horévioSe
ﬁ\crf 02 gative, N9 sentidy
ovariQ
95( = manviento do COW\?O"WT@K
mgq‘dvoﬂ ov pos +ivo 7V
Mo =sama algdbrica dos momewtes das coMFw\gmg
LN {—Of?g\ (teorema de Pappus)-
O Narias gormas de colaslar Mo .

Mol dBL=FIEsne  To=fe® | Mo=|EH)

oV Pz(o {orama da PQ??US _
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©  Se a forga T deslocada "mﬁ
para outra linha daago’m) hi& { W &

g introdwzic vmbinario M P fopastbinarios

?arPthdicdlar a9 p(amo m gut 4> |sorga ol ,

se ks locav. Camo Um S(5- 7 resuttasty d= Me

fuma forga ra',S(/f‘[“om’(JI T muis b d—-’»& T

binario resyltttr, par pi ndicslar a Fr, pode - ;-

st substituido apenas par uma Unica ,gorga?r/sam bi nariy
—> . ~$

awm oufro Por\Jro ) deslocando Fr no plans perpendicular o iy

O  CORPOS RIGIDOS EMERUILTBRIO
Quando o pofga £ 0 binario TTAE 2

\ e B
eesulorite s@ avles = o corpo & ? F‘:EJ“E:O
ot em repovse ov com movi- | Mo(F) +My (F)
marto red (fneo vniforme (ou IMp (B ) +M¢ =0

fotagio unff)”m)w Note-se gue se Fr e M¢ smo nolos,

Zm [? y en &‘ch Me *tajlrv(\)be’m serg awlo em velagao o
quot Qrwzr auTro Pon :

39

(30
@ Exmplo,o ayfomb ve | MM
na{f?/vfﬂ pesa 9000 N ¢ | ‘_
o seu centro de gravida- o350
de est& o 35cm do oLHW‘Q/ 3 100

40 cm atvas do elxe 1aromLm( 2 120 Cm a{reh& do

¢ixo froageiro. Determing as reagaes narmais £ as
£0rGaS de atrito nos pnevs, q,uomo(o:@esﬁi «Pamdo
na estrado com declive de 5%:®) estd a descer a
O estrada com declive de 5%, com vilocidade constaila.

Q 5‘9/9
5
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Resolugao: @ o=(op0), C=(0.4,035), P=(1.6,9)

C 0022
\/’L Fa 9000& (00 d
\ P Px I—BSJ- = .l_EQ..L- = 9000
9000 5 10 \joozs
o

=7 Px=-442.4N P, = -5938.3N
& 3 varidvels : Ny )Ny ¢ Fa (soma doatrito flos 4-preus)
2 muttas @@(VOLQ'O"QSI 2&%2@% ZMO:O/ZMC?O/..,

o SR RaeBe=o o |fa= 494N

ZE: Nt-(-Mz-Pﬂ:O = NNy = 8988.8 N

MMy |04 025 \+ 1.6 o\;o
4494 -3998.8 Fa N

=5 -34382 +16N, =0 :—»7{)\\2:2%@.31}

=) Nl :6839.9!\(

® A (esistncia do ar oz dimiavir FoeNie aumentur N,

CENTRO DE MASSA

D@{En%se o ?QSEQELO do antro de

MASSa™. ‘\f:'m _ M M0 1—0{)3?"g
m +Mz+ Mgz

%)

(N

Em objz&‘os mals compl@xocl divide-se
em muifos pedagos coda ym com massg
ir\{ir\ifzsima( dm, na posi¢ao

W\:S olm = SXS < A)(dy d.z. (g.—.mousso\ VO(JM](‘d

wolume olvme
O o= Fan] e lprs ety
o\ %cm "—"}R gw*,j S(L)(dj (1.‘2 Zep= ¢ re

\o
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am

0
O

Avla L. & de margo de 2017

Em 0\0 ofros mUrh manares q(wz OLTQITOL/ Podi cons 1de-
) cons{‘anﬁ em todas ?am‘es do’ %/db ¢ como ta,
o antro de massa € 0 mesmo contro o&gwa\/m(adé
velocidade ¢ aceleragao do centro de massa:

2 ryY - — -
= %m:%{%ﬁ\ :Jrajgia&dm = \)’c‘m:#&é\)’dm

iy

a— NQ\.

vol.

< Q.cm~0h9'cm...\ 55 %‘%dm = Rem =4 ﬁéao(m

adm = soma das or;as we ad“vam Nno da o dm.
Mgumag S&o exterdas ¢ outras in mas

=) g 2dm = soma das roreas ¢xfernas sobre o
\(o\ cor pe rt ide (as infernas anvlam-se)

A gor;za resoltan@ sebre um carpo
Ff‘ maw Yigido ¢ %a( a massSa do Caqbc
V25 o {zro&;ao do sev c.m.

MOV [MENTO DE TRANSLACAD, SEM RiAch)
QcM = OLP =7 de g[ya guer Pon+o no corpo.

&= S L untawmeats ¢m rele-

\ 2\?& = YY\(XJ ‘QZuMCm ?a.o @0 C.M. ‘DOr_?u@

— s¢ Tr se dasloca
para ouire ponTy

o) b?nén‘o esu anty

muda
0 binario resy(farE jem rQ[agag a0 centro de Massa,
z o ) parque se (0 £0552,0 COrpo comegava. & roo(r%r'

Exem lo pass o basra oscila, numa
—\y 4, fie {—mja’{‘érwa curva, mas
4 bM‘TO\ M 'ﬂa‘o (‘06{,0\ Cqupr&:O).

N>
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O ROTAGCAO COM EIXO FIXO

O

cada elemerto de massa dm
doscreve wovimento cireular con
rale R (distdncia of? o eixo, medi~
da no ?(ou\o da PO'('&9EO).

at

A accleragao tem com panen~
les nermal e {-ar\g,ma\c;l: LXR
Ag =Rl ;, Qy=RW

=) o forsa exkerna %’of-vd} d{-‘} sobre a massa dm
-@MEZM Tm compoﬂdn'tlS norma( ¢ hA?ZﬂCFOL(:

AfL = RLdm  dFa=Ruf dm

Fa Frodu% um  momento grui tendt o aHerar o
aixo de rofagao, mas como estr ostd $ixo,) daove sor
al\u{ado PQ(OS momm{'os m o{ﬁ‘ras )qui‘zs do ca/?a

dn ¢ixo dfe PFOJU% momento

S5 AM= RdF = R2udnm

Mbé» | W faz rodar o ear po a volfa
do eixe. O m omento Yotal 7

Meivo = m Rictdm = %E&EZAM = o Teixo

volome

ande | Teixo = [géﬁzclm 1 Momavﬁ‘i \ ‘r 4.
vol. e M(ap&o ao £(X9

Como HS M = momento Pesd[{'al\’t das _FOP,CaS ﬂf{‘(fi/g
vol. = V\(‘ |
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@ Q mamento resyHantt ) de fodas as fargas exfzfna_g
=)\ em rQ(Ang{o Ye) ztxo) ¢ 1 val ao momzn’b do

ingrtia,em relagao ag 2ixo)Neds a actleragao adgily

r ] Mr,tixo: I&Exoocj

TEOREMA DOS ENX0OS PARALELOS
eixe t Q ¢ixo 4 passa ?e(o oz«(‘ro du

O a2 \ MASSA «
\/ c.

[

Os ¢ixos & 2 2 sxo ?amlﬁ(QS)'
en elagao a0 axo 1

TMy = Tt
2
eixo 2:
] EML - IL‘)ZZ-
O T,. SS(S E%AM

Nol.

Ri’ =42 +Rczm -2 Reud cos ©  (leT dos PSSENOS)

=) To=({{Rdm +d2 Sﬁd m +2 df{f Reycos e om

\WL Nol. VO( *

X

\ / cM

\/f_—f/ massa fotal = posicao X do (M.
<M x d2 dosde CM =0

o 2| d= distancia extre
O =) \Il—‘— :CH + M d os dois elxeS
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£ %t\gda 5.4 mostro a(guns momantos de infrdx
para a(?uns 56\10@05)‘@5 €Ixos gua passam leo c.m.
Por exemp (0) para um cilindro de rao R, em Torng do

sev €iko: Tem = %—W\R& @A-{—Z(Q Fafa um 2ixXo
= que passe pﬁ(a suf)er,ffcie
cm do ci{ino(ro,
- Q d= R
e . £=%NRZ+MR2
O h = T = %MR&

Todos 0s MOVVIM*OS 0(-2 .H\@rfd&k sa.0 SZW\?V‘Q Pro})ar..
cianals A mMassa +o”al . D&f&/\z—% 0 raio dtﬂira;a,;

C} - \j-————% = Lexo =M 9/2

EXZM,)\O- Um Panu(O, ¢ om corPO ﬁ}ido gru.Q OScr‘k
\vagmud})rodando num 2iXo 1cl‘xo \r\ori%on'fal

As gorgas no ¢ixo produzem
momanto des prezav ) £ Com-

?araﬁa‘o com ‘0 mamanto do pese
_pelxo

= Mr}e;m: ‘—-m?rcm sinG
- (oegefvo, por 5,762
- 2
Mv\,eixo: W\Y‘;cl_ =) —mdaynmsm% :m\}o(
K = -glem 5 = raio d¢ giraGao
“ = r}z' >in Y‘} amo'l'or do ¢ixo
Pg,?—: rgf&m *"Q%
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MOVIMENTO GERAL DOS CORPOS RIGIDOS

Se 0 CorPo Z dividido em N e&a‘;zos

com massasS M ¢ o omgﬂm ¢ um
1(L()(o no corPo}

\%l | 4%

de rowLaycao

= distancid

Ri
= ReWw (h_o e(Koo(ero(/
de fine-se W na dlregao do ¢ 1Ko

7 U—(,/-—CL)?Q(‘
Em %UQI’\‘{AO ¢ corpo deﬂ QVQ[‘}‘& o(,Q O o POVF(‘OO

deslocaece com velocidads U5 = G = O +WKT

Se hevver n  forgas emtzma.s o trabalho dassas

de =7 G dr. =5 Aoy, ds

/yo(' QSQ N
3w -3

VY (S cdse = Sordoe = L (072~
0= a5 gﬁ&e Cg 1o

L»\ ‘

{ S To da
,2-2: m; U’ = aumeno
N

=t C&

02)

Lnerﬂm it ca Yoty

Ee=s iAm;o’f = ‘?—,Z{Ami (%wm)o (U’OH,UXPL')

s
1=

(&

se & origgm O estiver no centro L nfmsm

=) \Ee:—)-

trans o gao

: +~9l::[_cm b\)z

/Y

rotogao

g LN
:%2(\);2+R%w2+ Q,L)'o'(wﬁl‘cDﬁmL

2rc o=



10 Sumdrios

Avla 12. 20 demargo de 201

T 5
TRABALHO = e,

Quand9 vma forga @ 1cun;;a‘o da % §C
posig?io ) f(‘r’ﬁ, dqim-se o frabalhy ‘(ﬁ
M{qffa)numa cunoe C- campo

WC:SE‘A? (ihﬁ?«fﬁ{oﬁlimha) £argas
C

Par QX?’:MP[O/ C Poc& Ser uma curvee N\o {)(amo XY
O com Q%,(/O\?ﬁ'o 3:5:()0, X e X & Xe

A= dxT+dyT = dxT+ %Lﬁ,%dﬁ = (/L\J" %ﬂo(/(

T = Fe(oy)T + Ry T
F.dT = FK(X,‘j)(i)( + %T@(x/‘ﬂ)

’re Xy -
\We :XS( Fx (x4 ) dx +)§‘ %& ’Fj(x/f(x)) dx

¢ TEOREMA DO TRABALHO E A ENERGIA
CINETICA .
F-mg, xFe LNTD AT Qe Feum bém,
seja (= ’rrqjdﬁrc‘a\ do C.M. desde ¥ até B

\NCCM: g T e dii, =‘“§ a’cm * d»?:m
c C

a0 ‘0“2'0 dﬂ'{‘f‘m)d‘(?r?o\ do com.)
@] dﬁm = -’8‘6«\ d'{: = \);:C\k Ouf

Rem = Delle + 058 G =9 B AT = Vo 050
R
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Ugem 2
\ 2
% Wcom = M S U‘c,mO(()Zm = % W\\yc.v\’o - "Zm DEM,*
Va,cm

Define-se a energia cinttica de franslagao:
1 2
E'traas. -7z M VUem

0 +rabalho da forga tesoltante no centro da massa do
CmPo)é i?c/a( a0 avwunto da Zmrﬂa cindtian de ‘f‘rami(a;aa

O T RANSLACAO SEM ROTACAO

a2t Glta:"‘agm
dFﬁ‘ = ﬂ = e e T ngm
.l ~> o)
3 = F'O(?‘ :ﬁ'drcm ) }ﬁ' dF;SF".d?«
! i
{-'-% = -7 -
\j\]\.\—W?’-‘. .~’+wv‘: S(¥‘+,.-+R)'drwog‘Fr JrCM
-
N

E.= lim\)*z = enwﬂa,fa cindtica do Cor‘Po,

FORGAS CONSERVATIVAS

Q g ’% Um compa de {,Or;aS) ?(F))Z/
(& cons;&rvovhvo S2 Q —I'ra\oa“no gue
/ realiza entre quaisguer dofs
pon‘f‘oS P2 @ ndo &t?endxﬁ da

corva. entre Pe @
@) SF.A?,:g??,OLP:...:,gum;a“ooupe@
(< E
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© ENERGIA POTENCIAL
Se f(?\ ¢ uma forga canserva(—ik/a/ o[z{;M~Sg ma
andrgia p dn_ga[ )assoc(‘ada A ¢ssa fargo:

-

‘o o= gon‘fo e re,feré‘nc{a ar(o#mricj
U ()=0 ’

Unidade ST de trabalho ¢ energia
A jowle= 4T = 4 Nem= 4 kge%ﬂ;

O
O trabalho vealizado por uma. forga cdngzrva{'iva/
entre dois Pon’(‘os Pe@ ¢ igual a cncf?iq poﬁncz‘a/
inida()up )manos a anwgm Pohncml fina/) Ua. .

4, G *, .

(Rdr = § Podia [ 07 = U(P)-U(Q) (dtmmm«w

To

de U.
P P U/

ENERGIA POTENCIAL GRAVITICA
T’a} = MB.; = —W\?/E

%X Ve ta

G } ) |

A écz Scf%-o[‘r" = -mgé Re(AxTedyT+dzly
-t — ‘Q - -

« g/\w =-mg (g = mp(2e=2e

| T o7 = [ £ = =mglzp2)
Cz Ca

= O peso & forga conservativa.. Como o trabalho e

3 ) IMINUT a0 dl mg2 e~

O Pe & e a diWW‘U‘ff._i N em%?fl FO-[-Q,‘C,\Q{ 9}@(/{79@

= {U,}: mg%} 3 ;9(,&( Q0 Fesovcasmq(%ﬂ“@
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© ENERGIA POTENCIAL E(ASTICA
Uma mola &(asﬁca e Comri-
mento 1o ) oM um extremo
fixo na origem ,O) produz no
outro extramo |iyre vma forga
elastica f‘;, na &ire/cab
radial ¢ no sentide da o rigem

se F>\”o)ou no sentido oPoﬁo ¢ Lo

© ﬁ‘—‘—ﬁb‘)@r EREAGE ~k(r-ro)

onde k Z uma constails z(ZSWL(Ca,Pro’PrFa de cada mo(a.
Ty ¢

R . BedF = Blr) CredT = Te(r)dr

(e S
=) \MC = “kSU‘“ro)OU‘ .2—-)cg 20\5
re

Sp
omia'. S = ‘(\-To = a\onﬂqqmzn"('o J.Ou mo(a

@ We = ly;kSé ~ ﬁ\z.kSé = forga conservativa. Com
ehergia ¢(&stica:

UC: é—kgj UZ:O}.SZ r=V,
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Avla |3, 23 de margo de 2017

ENERGIA MECANICA
Num cArpo com trans(agao ) S2m l‘O‘bLQ'oT.o:

. 2
Energia cinttica = Ec :-lZMU’

Wi =trabalho do. for ga externa C:Sﬁ-ci?zgﬁ.ds
_ C c ¢

tearemo. do robalho ¢ aznugim cinética:
0
Z‘\Uz = EC_F‘ECO
(=

se ¥yFzy. - Fm SR forgas nag conservectivas e s

= .
westantis nw-m forgas f,:ﬂ)...}ﬁ ) sad canser va"fa/a_/s
Wt Warz -+ #W = (U601 (U= U - + (Ui,

= Vol (UzUitotUnm
‘? Q:z:;rﬁfa P:‘(Incia('{b{n})

= i Wi+ UO“U%:EC,F‘EQ

t=
AR]

W= LE@;\LU@) - ((Eco*’UJ

——

~Li Wi = 'EM_F_EMQ gm: EC{‘ U

= enerﬂf a. MeZCanic

-

Teorema do rabalho ¢ avergia mecinica.
Q trabalho das forpas na canservativas & Of}m/

A0 qumuffo da an@r?«’a. mecanica. do carpo.
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©  SISTEMAS CONSERVAT IVOS

S&o 6s sisfemas em que £ per manece constaits.
[as forgas nao conservativas ao realizam ‘H‘aba\ho)

Notz-% gue & forga normal ) %) nd0 interessa
POrq,(,UL nao Wd.“%ﬁ +fﬂbﬂ‘h0,@ SR &—/for;&m“

ch[)'F(;) oLePuxdn apenas da ?osigdb m{'/ajd*én‘g
o sistema € conservativo:

S
O Fe=508) = UG :—84(3)0(5 F{:.-oclk,_i
T o S

(zner\g,i a Po’rench( fotal)

Analise 9(&&((‘&. No ?rofa{(co da U(S>)re_
D(S) 4\&”9(@ Uls) Pre%ﬂ‘(ﬁﬁ@ @ zn@rgxan/

6 s Mmecinico. Em)que €
| Em vma reta horizontal.

LN sl Tee Y s Nos pontes 5,,55¢ 55,

O 7-3‘ S1’-33\\‘:__/‘/]‘ ond,% Emf'\) a enurgd a
E* CiV\Q'{'(CCL Ecl'EM*U C‘/
pvla ¢, porfanto,U=p,

Os maximos, s, ¢ minimos,S¢, sao pontos de equi-
\sbrio. Se £, fosse i?,wd a B, ou €4,/o sistema
poalfa estar em S, ou St em C2poUse (U=0].
Com o energd ) str A4 (s~
gia. Em mo ada no réficg o Sis
tema nunca poderia gsitou’ M S|A&SLS, POf%r_/J}
o Ec nao Podﬂ— ser ﬂan‘ﬁva..Exl_S’k/M dues FOSSi i1 dade
‘ @oobj[fb,com O‘>o/q rox (o —se ole St para em 3&,

2 l0g0 apasta-se até0 (Uzo). ®O objeto gscila entre S
e 55% Q oﬁ}z’fo nunCa pedt passar S>Sz, T

v
w
~v
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O  OSCILADOR HARMONICO SIMPLES

Zo

2l
molo vertical com 1

constaitt elastica k. Fmd»m—se ym Ob}d‘{‘o i

ma.:SSa. m/ q,wz, came ga. a
oscllar:  Zmip £ 2(4)% Zmg,
DUFMQ UMas ?OUCCLS oS C?(OL%'O_@S Podﬂ,Qde'}‘fr-Se
gL Em permanece cons%an’é& (s(s‘fmm_ aonserva:éz‘vo),
_ ~2.)2
V)= Sk {(2-%) + mgz
ponfos de e%ytl(brtoz % = k(%j%o>+m9 =0

—> om Unico porty de equi [Tbrio %42’2‘0——%

Se ou{.inirmos S = 2—Z¢
= U=1k(s-m2) rmgls +%o-m}g> ~ L) s*  constan

us) a constonle  pode lonerar-se.
p Ak . 2
U(S):akkga/ Epz mU“;:kS

Em tem deo ser Posijriva
(oscilagaes) ov 2ero gz Usa
no PomLzr AL equi (lorfo)
Avvxf)\h‘ucie do ascilogzo:
S A= Smax = lSM?ni
Smdx

> \ ! 2, \{ 2Em
Twm= UCSME)(V) '_"—’”;7 A = ‘f.E‘r”n Umnax = m

Smin
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Avla 18, 27 de margo de 208

© NEnrgia
€5VAC/'O DE FASE U= _\iksz
Refomando ¢ exemplo do osci- /
lador harménico efmp(zg, 0 gfi- “: e :ks;mﬁ
Lico da le’ngm Podl Ser com- 'P\% A s

P\G,manjmolo com um ﬁniwc{co ‘ NE
3(»; most ra Jmmb?m o veloci- ¢ K

ade , Nest case conyam vsas g‘/? .
O \@K & no eixe das abcissas $ \ &

) 3 A
g Em= Frmu? 'P"\j 7.5
2

—) Sz—l- (\jE'LQy)Z: &Eﬁf‘ - AZ

Que & o gripico de yma ciccunferéncia de raio
A . O dlano (3/\5% { o espago de fase. Cada
?on{‘ o Ao 2519%90 4 WCC«SQ,, cam va"ror Posf;:é_o T‘: )
corrzspondﬁ a Uum Possfvz\ es+ado do s(d‘zma_

Pado um estado inic(a()ﬁ:o)o movimento do osci-
lador sefa umas circunferdncia ot rafo A= g__g,,_g/
2 2 k
onde Ewo= E&izm—uj . Assim szno(o/ basta. ¢sfody
A VArAGA0  do ang,ulo Gl€) em ardem a0 tewp
para descrever o movi mzn‘l’g
Paco analisar a variagao &L (neé’fi 0as0 ﬁfé))
Mos qm,ef
\[2 A &h—a s A - — - d
o L= A0 = 32, +\[pw 5 Co = velocidade
dt a de fase
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S = o =a :&:_}_ _du -_—__,_LQ_

) VR m( ds m >
Z 2

\a(_;u,_"%s&: Zﬁ____m:D’,,,z,gx \l—mEU’
(canstantz

Ou sejay 0 estado descreve {,‘

movimento circolar un iforme

[ )
no espago de fase, no sentido \‘-

P

dos ponteires do rz(o?(o)
cam VQ[OCfdadQ an anr:

\‘ZCM
W:~@-\-: ™ = w—;—-\&%

A 2€Em

tequlncia = £ = |wl ____3_\-!_)9_'
*? q’ A? 20 2T\ m
?zrfodo = T= = o\l

tase = 515&) =Wt = -\g%t (ar\réi/jr%r;{o ¢=)

Q maovimenTo harménico Sfmp[es Z ,orojzg?fo) no

2ixo dos 'S, do mavimento circolar vniforme no

espago defase: S()=A ws(*\f%%) — Acos(\’%'f)
o= G-~ ATE ()

Esta anoﬂise) Nno stago de {ase) Poalé cer ysada
nQ Case de ovtros 9<s'€zma5:
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O  SISTEMAS AUTONOMOS

S&o o5 sistemas [com marimento detranslagar ) em gue
+ ra Vsar ym arav de (e rd.ailfms 5(/
\ogo seralgenera {2Zado

& gorga cesultonlt na ouPandz explici tamentz do

tempo- — S O camo S g U~ Sa0 L£unghes
f + ’€( / ) do ‘t‘«MPO T &.e?eﬁo&wi
im?(t'o amaitz ' do .

O As zgrua;?eg do movimento sao -

%:9_ = e deginem a vz(ocio(iau Ao
d:g/ {RSZ'. E—‘: U'é\s + a—éeo—
€~ Le(s0) no espago cde fase (s, 0)

Dadoa a expressao Q{Ls/v—) z Possfvel COns'h”(/ir‘
o campo de diregoes, gue mosTra @ em vc?r?os(zoyng

V- :
2 AN 7 Por cada estado inicial
O N Urpg 7 ?OSSFVQ( (So U’o) exisl
/ QVO/ ~ ) /
7 (501\73\'),7:;\{;\? gaa uma Ynica corva de
Va XK < gvo(u;ao que seque a
diregao do campo ole
diregoes.

Qs Unicos ?crmtos par ondt nZo passo nenhuma curva
do evolugao & o Porffos de ¢ Flt/bn'o/ondg o
velocidade da fase ¢ nldon. St o estado inicial
O gor um ?orﬂLo de egyi (brio, o sistema n@o evalui:
?wmfxnece %mPrQ nessSe mesmo eS’fao(o.
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Ex@mp(o, Analdse 0 sistemo. com
ag =% S—U-375
‘stotvﬁd‘o.’ dﬂ{inamfse s e:ggm;;’o‘zs de QVO(UFGTo:

ds = v espago de fase— (s, v-)
()\(9',_ S?_*S -3 5 VZ{OCZCLO\ C(@ d-Q _Fa Se )
= . ¢

L= (o 52.5-0~3.75)
Na Maxima, 0 campo de di re¢oes constroi-se com

o o comande” plotde, aue precisov as componenz s
de W ¢ as compana,n‘fa’s do zs{aaéo/ (s, o). Mas antes
convém encentrar os Pon{‘os de ¢ i(ﬂan‘o para

sa{o@r Q},(NL( 7N rQZfoTO (mpor’fa([z no ZS}M/QO cﬁe,fase_

w [u;st-s-v-3.75 |$
SONQ(Q); — dois Pon’(*os de egui ((’Lrio)
(s,,u-,):(z.ﬁ,o) (sz/u;>:(~l.5,0)
_ plo%dwc(uj [s/v])[s}—ﬂf,ﬂ)[\/,—@ﬂ%
O Clicando no zro’\qc(co/ obﬁ‘m—ﬁ.@
&S curves evolugao
O panto (-1.5,0) 7 ponto de
equi [Thrio estsvd ¢ (+2.5,0)
2 Fon’!‘ 0 de zgrui\ﬂom’o

incfave] ,

No sisfema  conservodiv
obtido i?nomndo o ferm o
o disstpativo -U- = ay :32+3—3_—7g) o porto
e eqruimor(o estavel & minimo de Uls) ¢ o Pom"o

de equilrbrio instavel &€ maximo de U(s).
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Avla5. 30 de margo de 2017 )
©  EQUAGOES DIFERENCIAS ORDINARIAS
s sistemas dindmicos também sz vti[izados na resolu-

¢As de zﬁwugé’és o(?{uzndafs. Yor axzmpio/q AN R
d? 2 =
o ) veosy =2

pode ser escritn como sistema dinamico avtsnoms:

5%2 — L variaveis de e%ado:@u)
2 variavel i0dependant: x
%% =3y-y& %) (em vez—PQoQ-&)

SISTEMAS PINAMICOS GERAIS .

S Martaveis de estado: K((f)e))(z(—é))...))%}
com N eguagoes de evolugao ) gue mjg‘qzm o variagds
e coda \(ar't’ofvd)em £ungao Ao ¢stado (% ey al

No casod? “seaunda ordem , b dvas equacoes
de zvo(uga‘orgy ) v
%( = £(x)Xe) estado = Pon‘{‘o

{ o no espago g
oo = 2K = %%+ X2

Velocidade de fose = —(Z = )'(,a%—kg_é\z
~~ “~N

?or\{‘oﬁ de e%ui \brio: £ ()(,})(&) =0
§LO<|))<2> =0

Cada szxlz( solvgao do sisTEma ¢ vma
curvo AL evolugan vo espago dr fase, ou um
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w

porto de eguill brio, O vetrato de gase do siste-
ma Z um ?«m{c‘w}no ¢s pago Mfse) que mosTra

95 ?onjibs de Laul [Tbrio

de evavgao . impo ailis :

(1) Curvas Tu. comegam/

ibrio. Exem P

de L@rm‘
X2 Y

e
X X X

2 oS iPos de corvas

terminam pum Pom‘o
bs: x,

N

Pon{‘o dzlzq,ui((brip POH“’C de ?omLo de c/.g(ui(.

estave

w(:/{(. instave( nstave

@ Ciclos: curvas A}ec%adas.

Um ciclo corres ode. a uma

Sa .
solvggo do sisama que st
K @ m?a'ti ind,z_f{mdamzn no

T 2 X Dentro

um

{‘em?o : oscilagzp.

do ciclo deve E/lowzr

on vilrbrior

¢
6§{3\f¢{ KL Ensf@%@f C

@ Orbitas homoc\inicas: curvo. gus co-

MEEA  Hum Poa+o de e

A O
ponte de @guda)omo A Ca

villbrio e termina ne

Mesma ?on’h’. O Fon‘fo e
2avi\ibrio Z instével.
Nao corresponde & vma
o:c(\ox?&“o)?or Ul wWao S€
b

a2z no '\'em?o.&yomdo
sistama s¢ aproxima do

cMﬁa o @SS {)o»'rfb.
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g

@ Orbitas hzhroc\(nicas: sequincia de n coras

Pomtos da_
A

(aX) \
v, g\;u l\ /Wl‘ N "
% : Q%UF%V‘IO (i sﬁwd) C\ come-
% X G NO Pr‘imflim poﬂ‘!‘o e ﬁ/\

Mina no pom’b %, G var de B,

Xo N o _FC, a sy Cavai de Brate B

2 A Cada cvrva Ci & yma solusas
Cs > X CL(,{:Q(‘QJ#Z,

(

SISTEMAS DINAMICOS CONSERVATIVOS

Exis{‘z uma,fum;ﬁo hamiH‘om‘av\a, H(Xl)Xz),qruz
d,t,ffﬂ/@ Todas as crvas du evologa como corvas do
n‘wa(: H (Xl))(&) =C C & uma constan @ real
Coda ?ossf\/z( valor de ¢
& vma curvo dg ZVO[(/PETO
Numa curva de evalvgo, derivando o eguagsm an =
tarior obfém-~se .

At _, — 2By 4 9H ¥, =0
ﬁfo ? 9><<x‘ ’&%zxz

como ()Z()).(g) SAO0 s aomponzn”(ls da. yelocidada oo

995U ¢ f U £, =0
=7 Fx X2 R R
ou Qe_jal Q 9mdtmﬁ o(afonga’o ?\am‘(Hov\Iana) %%{en—%%fgz
2

Z Parp@ndtcu[ar & velocida de a{,e,fase =17 +&2*2
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uma @ssibF(ida&l ¢ |
fi=at T Qzﬁ““?ﬁ }eg(ua;ﬁes de Hamilton

Mmas nem QQmPnz L ossn/e( escrever as curvees do evo(ugao
camo H{xyX2)=C. A condigao necessaria ¢ su icienls
?am PR UM SISW 52)0\ consemhva

divergencia. da va(oa‘o(ao(;z
do {mse nula emtodo @ espaco

W
Exemplo- ix*éw*v =3x°-3y2

= 6Ky —4X -3x°-3yZ
2Lx 4 Uy _ 6y -6 %)+ (6x ~6y)=0 = conSerative

He 5y + 909 = 2x fr2y2-98y - 4 +g0¢
H=- Sy dx+ k(y) =-3 XY 42X £ X3 43042 +k(y)
= W= x-Y r2xt+2yt43xy2-3X%Y
pontos d ze{,ufl(brs‘o: ﬁ&x—o (0,0) @(.:‘3.)5&)

0

Refrafo de tase
Jtd{f([f;x, 41, D‘/% %) /] ly,~, 1

(9,0) & estbve| ¢ ¢ vm
minimo local oo Hxy)

A )2 msjrﬂvé‘ m&txw;o
\9 ( ) lOCGL ‘Q’()(/(j
Ko, uma Grbito V\omochmcq

¢ todas as cvrvas no sev
-! interior saa ciclos.
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Avla b6, 3 de margo de 202

Mecanica Newloniana, A corea resubtantz ¢ o mom-
Yo resyltante permitem determinar o LXpressan da

ocelerag@o em cond® das variaveis de estade-

— —_) e
Fram@em ) Me=Tem ol (m(gﬁémg f%ﬁt&i
MECANICA LAGRANGIANA
As expressoes do. aceleragao ?odam Ser olojr(das
o partir da ener gia. \/omicagtens:
- vl da em sistemas @ inercais
"0R0 & WAsSArio considerar forgas de
ligaigo @ veago normal | atrito estitico,
we ndo modi ficam o ma?fw

.« método el indﬁpwdur{*e 0 sistema de
coordenadas ysody.

Coordenadas genﬁmlizadas. Se o sis+zmQ
fem n tyows de [(budao&)sa”o n varidvels:

{3 )Gy - .,Qn} podem ser dist@ncias ov 5‘njUIc>5

Velocidades 9¢n¢m!ieadas, Cada devivada oe

coda coordlnada nam(i&ada/mordzm a0 t@mPO,

pd

& vma velocidade gmam(ia—adm:

{Q‘)Qr&)qrz)' )Q")7
¢, espago de fas€ do sistemod € ¢ ¢spaga e
dimensas 2N formado Pd[a«s coordanadas ¢ velocidades

aneralizadas: £9,9, 94w 608, - §
%@ osistema fao ¢ oxi/ﬁi\)omcg q‘o )-{3;4{51:4: %m{n})é';x}§a% ?afl:.
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2N

ke energrio. cinéfica do sistema & vma pungas do es-
Yodo dosistema ¢y como tal, depende apenas das coor-

denadas ¢ veloddades aangralizadas (¢ pode ainde do-
Par\da,r do )CQMPQ).‘ 24'1 ( P -

gc(gd}gi /'t)

Forgas 9m¢mli%adas. Por cada forga exferna
oy ,aﬂicada no posi gao 'ﬁ) o&fc‘nem-sz n forgas

izadas: . = A7 )
2-@’\@7'0\ zadas QJ:T‘-L 0%_;}_ (_J:llz/-..)ﬂ)
As Lorgas %z(\arali%auias resultoaifis  sao:

&':mﬁ°2-—§ (=12 - h)

= g 29 S
As forgas que 1 rea [izam trapalho )20 entram
A Soma porgul i =0
24

EQUAGOES DE LAGRANGE
No cxpz“ﬁdfoe A mostra-s2 como olbter es%as VA oes
a Parﬁ‘r das leis de Newrton . O resuHado s as

segm‘m(z S N a@fuagﬁes.'
o QE.C —_?LEC‘: < J=1.2...
5(-?(%'};\ o QJ?J )49

H& que fur atengdo & digerenga entre derivadas

rclals 2 1Lo afsi por €><¢.MF 0

?__(_3_‘3;‘2:):0 MQS 'O_‘Eéi)..é‘ d‘: A(Bélz)_é. q
74, ! %, g“a%i. ot At
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Torgas conservativas. Se T: £ consarvativa,
> Be0n_ (BeB) - 2Us
% 99 74;
Como tul, no cilelo de Qj; o soma de todos os
ter mos Cor‘msyondm(‘zs o forgaus conservaivas ¢ ..”c),Q'

(U, :‘czmrgi_cx POJ(QV)C?Q( ‘b{?ﬂ)e &S 2Quneoes ole La%%}g

T () ST 90 = @ e
dt\o4;/ 9q; 295
© ‘EX@MP'O 8.1 Se (gnorarmos a. resis-
todas as Hencia do ar ¢ o atri-
rodas sae to nos eixos das v‘odasj
complatamenle NG N& forgas ndo—cnser
, Ltvres vativas ¢ o engrgia

7 da maSSo\( otencial & owanasgavifi
desprezave ncial ¢ o 1Ty
mesa horizantal prezav P pe ¥

£ty sistema Tem dols grous de liberdada:

ds =cias(o(c~amgﬁ‘t‘o%
S Z 0 plano inclin
© A \/r__/: Az = deslocame o

oy 2

/ s do carrinho sobpe ¢
© P(ano.

4 variGveis de estado: {szjé)Z}
Enargjo\ cnéitica do sistema:

z 2- Dolano = é
Ee= LM, + Lm Ukarrinho P . .
Y T2 plane > Uearrinho = % +3
L’( = % do cavrinlno relakiva
a0 t)(omo

- - d A * - A
=3T —\)%w_ — ST ¢+ 2Coset+28ind)
Ve = S24 2%0s0 +2%10- + 252 Costr

= §2422+28 2cost

)
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£(3,2) = Mé (S v 22428 2c059)

Enzrgﬂm pojmncza( do sistema:
U= Mg/z SInG + constarts Q?Ummg(ano chdma%o)

ce C.OVIS

Como o sistema tam 2 Qravs de liberdade, W& duas
equagies de Logrange:

O equagdo associadk o S.

dEc _, ZQ:O 9% -~ Ms+m(s+zcosﬁ)
Gs 7S 75

(%%‘S) = M3+ m (St Zeost) =0

@ (zq,t/ayﬁo associada o Z.
2 _o 2L = sind . 2Ec_ (24 <
5% V) 5, =mMmg )’9%, (2 +Scose)

i’%t%%)'%% J"%%, = m(.%.i‘ gcosﬁ) +m g,s?v\—e =0

As duas equagoes reso\vam—se para. obter as expressas
das duas aceleragoes S ¢ 2

M@_CQ_S_@——— actlerngao consfoilt €

M+mgln2@- ()095‘{‘1 VX~ ?0\!‘0\ o«dcr@l‘f“«)
5 _ Mamjgsnd {f‘“{}wo constants ¢ y
- - gofive = n buixe
Wit msin ?(ou\o inciineddo
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Avla (7 6 de margo de 20(7

© Exemplo 3.4 Pénd,u 0 simp les, J\
de massa M e com,orcm@m(‘ol,
num carrinho com ace zmgao Y
GOﬂS{’an’(E a, haorizontxl. ““"‘3

7/////////// ///
Resologao: o velocidade do carrinhg ¢ 3 =afp
A velocidode do Pznaw(o)

- Um grav
O relativo. ao carrinho, € Uy, da )i berdece
o Vz(oaziadl do gev mo- N
vimento circolar: Upe = LG ot

vedorial mente ; ’U_zp/c—; LB ost T + L& sing-)

A vdocidade do Pé‘ndu(o 7

—

0, = U—C+U% (at- LQC_OS{1>L + LB sine)

Considera-se umcamz,rrfz 0 péadulo Pdfg(ui o movi-
O
menfo do carrinho j& ¢ com%eado

Ee= Lmuy = (0242 +124 2_20tL% cost)
2 P

}: -W\}LCO%"G‘

’Desprega,ndp a resistencia do otr) o Sistemo. £
conservativo e o gquogdo de a;fangz ¢:

%(%> '95% * 990 -

Esto equaedo pode ser optda no Maxima. Corme-
ga-s¢ por deginir as decivadas de 4 ¢ 4 com o

O
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comandho gmde .
gradef(g,697);  (46Feqné @)
9““14(9&?) ) 4PP);
assim, g(vomdo se calclem derivadas Ao G ouJ& Zm
ordem o0 {’Qmpo serao dertvados totals calcoladas
oM & feglo da cadelan . Se Mo se ysar adL},
ado ¢ deriva 4 ovd emordem ot 440 (d,ewvaﬂ
d.a \Qarcm()
Ec: mx(QA2¥EA2 £ LAL % GPAL - 2x Xt %L % 9P *Os()
O /25
U _mxgxl.»ecos(qr)'
eq: diggl (digs(Ec,ap),t) - dt%(?:’(:, )+d&1c7c V/%) =0;
Da o equagad de L agrange. A |
solve (e, 9pp) ;
que i a eg(uén};af@ movimento do Pé‘ndﬂ(
Lg =_ % sing 4 &cisﬂ
L L
O Os Pon-{—og de Q%UE (fbrt"ol onde & ¢ nu(a/ Gao
,%sm% + & cosd =0 =) 9-sing =acost = fﬂm&:;
%-fam > H& dois ?on+05 )8( entre 06123 e%’
m'\':i\em eaTS/z . //;f\"'l 9, qes%&wz(
ly" J > »&lainslrvae(
O

§0 Wz <_
| Q o

&y =01+ K
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© Forgas de ligagao. Para encontrar as forgas
\TQAQ?CO) o res\'rtga'b associada o gssa £arga escre-
ve~se pa Lormac &(%y-y%):o ¢ oorescentax
um Brmo _A2E pas equogdes da Lagran
TV 2l

=) BEc |\ -2Ec U *7\9-4’— =@ =y
e TR T T

N=moliplicador de

Exemplo 8.6 IR

o ¢ = coeficipnte de atrito

cinético entee o bloco €
0 P(ano inclinado.

777 7/ S o massa das oocla,s)oa{-rf%v‘
su{mrf, hori%on%a( nNos ®US LIXKAS ¢ a resisjfénaa
do ar sao dﬁsprmavzzs.
Resglugao: A farga ?fmar\aii%ada Q) serd devida
Q jorfa de atrito cinttico gue de ()znd& da. reagio
nafmal N sobre o bloco, gue L uma forfa oL
O | ¢ao.
ssa farga de ligyagga‘a)m-hz 0 blow e o
plana inclinado, © a que ?eriﬁu)no zxzm?(o

g.()vsar a?anas UMK vam‘a’v@( ?ou"a& Q mou(mz/r(p

Iy

do bloco sabre o {)[aﬂO. Pova tgnarar essa_ res—
trigao , a dmite-s¢ entxo qus bloco pada ds-
|ocar-se perpendicolarmedts ao ?(omo ¢ haHres graw
de liberdade, XS e G-

= pasigao , ne hoti-
. n{'a() al)o p(amo
inckinado .
bloce m?aﬁm a0 plano.




68

Sumdrios

?osigﬁo do bloco relativa ao Fqno :?\:}/ = S2, "ﬁé;

(oadadz do HOCO re[a-f(m ag Pqno Inc mado

%ﬂ’ %%/e = Ses +—a€c,c
Uo%rsz q/wz: &:cos&c +sin6J 9( -smﬂc«tcosej
velocidade do ?(ano Mdi/tado' U, = X T R
veloc. do blocor U; ,.\j’z(- by = Xt *_§2,+9;@gr
=(% +Scosﬁ st n@u ssm&«—arcose)"

= Ec,_,_.xz s "\(XZ«LSZM} +z)<@cos»er gsm&))
Enzr?[_m potencial qfa.\/l'{‘lca

g = W\}Y‘V J ._YY\}(SE;J +gr€9r 7)

= mday(s sind + q_cos&)
'Eq,ua,yao de (&@&Q@Q 9-C=0 Cc constasith )

- &0939«/’(//%) 4-¢

N = N =Wagao norma

Yor as_ Q/‘Q\t%a as . “
F Mc\\)es {Q*_N’&‘O C(‘I\Z/‘{“(CO)

P((cada ne Porrfo f‘,,/ = S&s +9r€q_
= Qxf"Fc'g,){p 0 Qq_*fcvgg\ap_o @S _?_’S:%:MCN

Equagao da Lagpmngz aro. S

d [9Ec h?'Ec 2
5[7&(’0‘3> re +;}’£gl N’;& s
N =90
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@

)

@)

= m($+Xcos€ +2,3MJ&) =NMe

ro par ; L
Eguagao para 9{//0 / /°

d 28 W N2 =Q
w3) % Nk

=) m (g -Rsing 17605*9) ~N=0

E%U:[,(/zao Para;/L NJ‘:O {Q
6@9%) e N -a

=) M+W\>X m (SCOSG—-Q, SMG) =0

Esjms rés eq,ua»;coes Junfo com o equagzio de
i ya,(/;ao ) Q‘_— = PZI‘M&‘(‘ZW\ zncard‘rqr ZKPI‘ZSSOG
para ¥, ,C,} e N
C,’,"C =0 =) Q},:O ) Q:O
T=—m cos€
M+m(b$?ﬂ€‘-

$o_Mem 9l
M+mpsing

N= mMMaost
M+mpsint

Onde b = sin 4 —Mccost

69
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Aula 18, 20 de margo de 2012
©  SISTEMAS DINAMICOS LINEARES
No coso de 2% ordem:- ‘
I’Q\ = AuXtAe ke A, Au_, AZ!;AzL sao &
Ko = Ax X AT constantss .
gofma mafrizial:
. _ Xt A: AH A'&
X = A\X ) K= Kz Aa Az,
O consideraremas vnicamenti Mw('rf%:zs A do mr\ﬁ,o 2 ¢ e
dia?/anais (A dia?nm( ov da rango 4 condvtem o sistemas
de [ ordem) .
forma. vetortal :

AP AT T=%T+X]
ac A =operadar lincar em rR?
Pontos de equilibrio
solugoes do St‘sizma \inear homo%’neo:
O Y P2 X« :[O] cadme 0 (‘omg,o de A7 2,
thu Azg_\X[&\ 0 existe aPMa/S ume solveap,
K= Xop=0

Fs sistemos lineares Tm ym Gnico povﬁ‘o de zguilﬁ‘oﬁ%

N origfzm.

Um sistema %k.:AuK(‘\'A‘{ZXZ‘k’Ci
kLZAz(X;*AZLXz‘\'CL
tem vm dnico ponto de equillhbrio Pr—(e.,ez.)e
O Fronsgormoa—se em sistema  (in¢ar com a mudangao

Ao vanidveist § =Rl guy desloca P para aari-
¥ ,~2 em
Yo = Kzke Z
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Velocidade de case
X =AT

Vetores Pr5priof> ST 05 vetores & €om oo

)Pro?mzdadi A o ’% U
(7\ = cons fantfz ) chamada. valgr pre prw)

Camo 1{,’0»(} se ¢ ZS‘t’ado tmuod 40 S(s’i‘tMa V‘o) fj‘—or
O um vejm*r })mpno de A cam valor yropmo’/\ a_ velo-
S¢ nesse xﬂs’\‘arﬂ‘[ sers (o mesmer

alw?;ao otqﬁk WE dais casos:

X
jL jZ_,f\ N
ro
Xy

Camo rango(A)=2) 05 valores préprios Sao dnjczrzdes

O de 2ero. Sa Ne POSI]LNO)O sistemo. evolut em linha
re‘['o\ Q_,fﬁ\s&-&ﬂd() se do panto de eguils \Cbrio.

Se ?\e negadivo, o sistema evolv em linha reta,
a?roximan ~s¢ do Parﬁ‘o d¢ zg{,utlfbmc

0s valorzs/vc*(‘ores ?r5(>n0§ S&0 & sol veao do S(s‘jmma
noAg %i \ [““7\ /"\z&{ Xa[g}
Azt AZL [ Ko Az An- D
?au\o\ q’uﬁ ZS’&'Q S(SJYQMQ ’EQV\[ML SOLUQO ¢s nao Trivials :

’ \m\ Ae \:o = (AN (e ) =Rz o =0
Ao AgA = W= (Bt A A +AW A" Auhi!

<1
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Cama dﬁt@\\"— P&n Azz" P\quz\
’tm?O(A)’; Au+ Al
enddo os valares ?r\6prc'os s&o as dwas vaizes da

Q,grﬂl(l{iio o/*vadrtfjﬂ"cou
| 2= troga(h) 7 +det(A) =0 |

Exemplo. D{{'zrm‘mz os valores ¢ vetores ’Pfﬂm‘q}
do sisfemo. § KeE KRR, g wt tipo da poth
{ Ke=3KitdXe 4y %;\uigifbw[j{ @ or);g,em.
LRZSO[U@"‘ A = \ Zl =5 tago(A) =5
BERS det(A)=F-6=-2

va lgres proprios

N+A=5
pesat=e = YY)

= 7\1:,_62:-\.45 )7\27——%"-13/ 7\:7\2,2—-24—:’:-132‘:*2

A 4,+2 2 2 B2

vetores peéprios cﬁm%zﬁzﬂﬁ:
[0 Zan )] 2 e
e Y B |

vetores Fo5?r(‘os de Na= 5,',;:\?, :

~zB 2 [ [o) = (1-22) X2
2- =
2 4“5;5\?_3«& XLS 0 - \7(2.': 3-4\335 X,}
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73

Como ’)\‘:%E 2 Posi{'h/o) o reto Xz{@%)x,
sdo dwas curvas de evolugao que se 07Casjram da

or‘(%dm.

Pe=228 L0 = o et m:(&:ﬁa)xl S& duas

cwrvas de evolvgro qus

Camo b«i) oo OI‘E&}Q:LV\ 2 vm ﬁp'ovr}-o dzse(a:
'

Ky

POIS VALORES PROPRIOS REAIS

R

Vodares ‘)ré prios

se a.Fnox(MaM da WY e

T\"Poobz Eon{‘o - Rebrato dﬂ.fa.s \

Niehsy M.a?s)

s?on+o de sela

—

com sinal S "
oposfos (insthvel ) /
e R reais} K2
amlods no re Fvlsivo
positives (ihs{wfvz() X,
T Ace N reass, _ ) X 1
ombos n6 atrative
negatives (estdvel) X
L_




Lo Sumdrios

Avla 19, 24 de margo de 2017
©  Valores proprios e solugdes do sistema
N~ tr(A) A + det(A)=0

,e,)ds{'em SOlUQﬁZS SNV (’7\—’)\‘)(’)\_’)\2):0
comparando as dwas eguagoes,

= 7\\&-%;:‘-17(‘((&\3 /)\(7\2 = M't(A)

7\‘)2: ‘(:L,Q(:&\ A =) AL':- trgq/&\a __d[‘('(A)
Wt(AY_jmo (dek(m)= £r/A)/4)

O valore 4\\7 ropries
e ’ COM?k .
AQ. (La,\g
Vo 1 —> tr(A)
SQ 'G.t Z—oil s’&o Vz‘&'ov'zs ?(‘Of'{)rzos &SSOC(Q&OS aQs
’6_;'8—2 ™t sao 30((/;26‘25 do sisteme dindmico,ov sefa,
o *

veriLicam  &s va.%0es CLQLVO(U?EO.. g[’t: ?
f * dt A

Quando N2 Ay 586 nUmeros cmis) d,f{,am‘ﬁj 255as
jwas salugaes sao lincarmedtt independintes, ¢ a
solvgao %zm( do sistema ¢
Rl = T o -G oot
0o case em gue N e Ay & nimeros camplexes
I @?2 szo oindoc so(t/gb“zs)movs SA0 ,Fun;a@’es
Q c/omi)(exous, qrue (o0 Pod’ﬂm mPrzszr\er 0 estado

RE) no £5pago (real) da fase.
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o  Valores proprios com‘)\exos
Se o aqyagao M&V&{'(C& dos valores Pro’?rfos

tem uma calz ccm{;[u(&,a 5@3(/%& ra{z sera,
necasstsurmm&nfa‘) 9 SQU ooml)[exo canj'u o(o:

= of +{S0 ~ o/~ SL Q’é red| ¢ s real,
N ) he = ¥ que admitimos >0
= ¢ T g velor Fro/PrEO assotode @ 7\,) T ¢ votu
?rc??r?o oasseciado a Az.
O As dwos fungzé“zs \Izﬁri‘a(s COM_,f lexas -
—> ~ Nt ? e At —Za*
Z=0U¢ e L= e ==
sa0 golugc’ﬂzs do stJ(ZMm. Come o st’{’ﬁwt&é (Mecu;
o soma do dvas solvgdes também £ solvgas; como

L, - s .
/ r({’) = 2}""72'4 = Zd‘%:*':- RQCL( (‘Z()

¢ o solugae real do sisTema dindmico :
el é
Ple) = et (3) R(E7E) = & Real (€7

@
- \?({) ~To ¢ eos (ﬂf)J
Cada uma das compongifes de @ PodL ter uma oo
2 %orMa/s sa?c/m S:
oL=0 ol Q ol >0
Ko
N
Q Ko e t 'U >
oscilosio com amplrvde

oscilagoes amp ity do ducees cale  argsant
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NALORES PROPRIOS CoMpLE KOS
o Pomg r';c\a( Retrato de .‘CQ.SQ \T’(?O de Poyrf*()
k2
(estovel)
= . )(2
o FOCO ATRATIVO
18 -~
(\esi-avzl)
X Foco REPULS \7;
O < 20 %, (instave |

nos 3 casos) a Pafti imaginario de N & o goequén-
Clo m\gylw de oscilogdn

- - 4
._SL:Q.T(% @=,§FQQA/@(\CKC\:W>

Quando AZZ#@Z—AL{:(A\ =O) exisﬁ vm. Unica

@ valor \)r6Pn‘o )7\(:7\?_ )(‘m\, £ © Pon{‘o do £ Uilf—
brio chama~se nd improprio, que pode ser atmafive
ov repulsivo | N=No= Eo(A) ) segundo o sifal

4 de te(A)
{:r(/\)éo ‘h’(f\) >0
2 2
Xi X
Q

nNe im?ré;pﬁ\o a+ra+f«o 6 ‘”‘?’\OP";O repulsivo
(gstdve ) (insTavel
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o Exemplo. % =-3x+5y | =2X-BY
£ um sistema Aindmico \inear com matriz

_=3 5

A "Lz, -5

vsando ¢ Maxima:
A wadeix (B3, 51,12, -93))%

cigenvectors (A); T
ol — - - %i’f\ﬂ [U ‘39@[(—!]}
L’? [[.C"3*/?L q') 3% %L 4] )D)Eﬂ D:U) 3*5_ ) ) =—5 |
my ITiplict
M L, efdan

Como r7\.,;;:-—%’:[3, o om‘?ﬂv\ ¢ £oCo o;{vatﬁ\jo,
Todas as curvas de evolugap sao oscilagzes com

greguancia am;.ular I?ua{ o 3e @myii{vo&z docresent.

SISTEMAS DINAM(COS NAO LINEARES
72‘ - ’FOQ/ (ﬁ> 5 e(?, 546 fuhgoes continuas,
Y :}(KM)

em gue £ efov s&o LUNEDES NAD |ineares.

Nos POnfoS AL eqm((bn“o/ P:()(p/&?) y O velocidade

doe rose ¢ nula:

£lke, Yy =0 Gy =0

Now vizinhanga de P as dvas Lungoes podam ser
r¢?MSM+WS ?e(ws series”

J,i(X,%: %(ﬁv, ‘jv} ¥ (X% ;%Q‘? + (9‘3?} %SW (é:lﬁi;f%

1 oxz}P*m

9.054) = 8.0, Ye) + (x-X %}\P + (9-99%% \?—‘r(%i 2| 1
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© O primelro Tarme em cada ¢brie § m/(o)e os termos
gw_ OLQPQM‘.QM da (K*Xp)l/ @"9?)2/ C7<~)<p)(3—jp))(x—xai...
oo muito menores g 95 Turmos gue cla pendam
de O(-XP) ¢ (\j-—“jp)
~ ; feg) = o) 28, 993,

§09) % ) R+ lo9d 2,
O Matriz Jacobiana

oL 24
Jogtyy)=| 2% % ]
29 25

? 7Y
a sz?uffffl mvdanga de \/MfafVZfS) O‘)ﬂ)‘?@\))@

com )(‘-—:Kﬂ(p) X2=YYe, desloca a ow"%m para
o Porﬁb e @grru}lﬂarfo Peas zgruag’&“es da ¢volugy

cam . .
A %ﬁ‘x%’%?}(; +g§—\?7<2
5 2
7<?— = %%IPK( *l’a%\?xa

Que £ vm sistemod [ingar com matriz1 e/a{ a

Jacabim«m de 1C 2 ?,Calod(wi& m ?QQXP)HP)-

(T
\“n e

Um sistema omo lincac com n oS oﬁaegtui[é
brio POM N4 a?raximado/ nog vi%m‘nau\pccs degsses

O yanjms) Por n sts(wops (Warés o([famn‘frs
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©

Avla 20, 22 d¢ abril de 2012

0L 2% o(e,{‘()—) det T=tr (3')2/4—
3);,9(7\; ‘j)=[e“ 29 X ¥ &— nos imeré'pr(os
%’f 2’?9 wos nés 5
at rackiv repulsty e (7)

pantos de cela Q?Oﬂ"(‘og
%o 4’\‘(?0 b6 lcces

-‘,O“Jm o - hipes bélicos: det(F)=0
0s ‘,onJcos marginals (cem‘ros)m? \'MPra?rTos ¢ 7 Wiperbéli-
cos) padem ser desbocados para vmo. das mgfé’es ViZinhas
devida aos termos 070 lineares .
Exemplo. ix = 6y(y24xP-D)? -3xy 2

9 = 2)(33“6%(324—)(2'4)2
Fi6xYK(YA2EXAZ-D) A2 - 3R XAZX YA2 S
?: LA K% v/\’} —6 % X*(g/\?.%—XAZ—DAZ ')
pntos de eguilibrio - gpprintprec: 3¢

P Sof\ff((}?;}ni
ha |2 5o(u§<5es Mas apenas 9 porl%os do equili-

prig (as so[uc,z’o‘zs real )) gL 25t nas ?m/w&"m,s
7 Posf@f de P ¢ nas dvas ¢[timas Qasfgéfes
do lista P. Poara edrair 2ssas 9 80((/;6% Usa~8e:
P: append (rest(P=6) rest (P, 44)) 5
Matriz jacobiana.
T+ jacobian ((5,9], [ﬁ,ﬂ) 3
Matrizes das 9 a[xoxima\@s [ineaves nas vfa‘n&an;m
dos 9 ?OY\‘{DS de aq,m‘l?brici
ke wakdist (subst(3,7), 4,°);

(
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0 Yrogo de Je de tedas & matrizg s Az yw\c? porqus
¢ s|sTRma- & conser vactivoe. ‘E)Qs’&_m 2 CZI\’Q{QS O/IO(Q

0 doter minantz @ ?asiﬁ Vo : /

C= (0/ O) Cz :éo.?gé)o, 963) C} = (0.—786) 0.9€3)
(Pral) (vLel) (Pl )

Dois ?on{‘os &9, s@(a(dz’cermmam(z n%m"[va)
S, = (~0.529,0.648) , S,=(0.92,0.648)
| ey “ )
¢ 4 portos va Wiperbé lices: (v, B, PI € PED)
N\:(o)»t> N,= (oll) N3:(")0> N4=(l,0) <d1f‘<rmfn)

nulo
Rd’ﬂd(‘? Ag ,fase ?\Of&{ ([4/51/[/‘)31)E(fz/ﬂ/DfZIZn;

@ 1 6r bt he'{’UoclanCa)w‘\’m 05 4 Pon’{'os Vi himbﬁ(@
mostra—se vsandyo: ns¥z?5~a 10 ) frajedfor},afe 0005 -|.05

¢ ﬂSfan—aHo/ {:rogzc&n},_ccéa 0.005 [.00%

5 tives decichs: nsteps -2 300
® «ti:‘chor ot g 08 & voltade C)CyeCs
J 9 0 L4 & voltw da 5r\>'r(‘ahé?j
0 0.5 a vaolta de Ci rocl,
0.2 |\ o \IOH'& J.Q C3
0.9 1 R voldbo de G
© 2 6rbifas homoclinicasnos dois gg’(bs da sela:

)0.56273 0.6
ectory _at 2 ’
tro] s 7 -0.5723 0.6502

@Wh'm Srbite (na{?uoc{rmm entre os f)an{vf da sela;
‘tmjecfov% ...ccf — 0.5129 0.625
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i \

SISTEMAS COM YARIAS VARIAVELS DE ESTADO
@Sisﬁmas N0 M%nomos. Por 6X€MP{0’

>'< 1CO<, 9,t)
2
0 ’{.V-M?Q gmbem z \/Mtavz( de 65‘(&0(0 0 65]94@
& fase ¢ (%Y, +) ¢ o brecira equagap oo
zvofugcfo Z a e,f;(/&kﬁao
© é: 1 (dﬂ‘(!/&t&lﬂ et em arodem a,f)

O

SisTemas mecanicos com 2 qu mcu‘s;ﬂws d g

liberdads. EJSM?JQ Encontre as Tn }e{‘orms Ao
uma )>ol ol.e %:fn (wmssa: 62} 2 ralo 3. Zﬁ‘cM) ¢ dg

uma bo ?j)on } massa 2449 ¢ ralo | 9cm)
langadas com velocdade inicial (ZM/s inclinady
45 ne ﬂf} cam MAaSssa VO((/M(CQ g J—‘Q=
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Eeso[ug&é g 2

t>0 o forga da resisténda do
Y A" (I/mg
X

ar para Uma éswwmbcéﬁ
) -
mio R ¢ massae m £

+=0 —ﬁ :’%QRZ‘G“{;

= __ 1.2 R z

— {Q"’ o Ux o + 0y (s.T)
Qy:: - i}mﬂz‘)’ OB \iURZ‘l‘OB?_ -98

Resolve -2 numé ricament® ysando © prograuma Pk.:
[Vxo, vy0l: gba% (12 [cos (5 pi/4), sin(#pe /)
CR,m):= - % pi%x1.2XRA2/a/m$
Ve sgrwt(vx/\z ¥ VW\Z)ﬁ

Bola de ténis:
bed s ok(fu, vy, C(0.0325 0.062) % U XUy Clooszg o,ogg),\co—y*(r]/

D(} 9) UX, Wl ) [?5) ¢ )VKO/V J O]/ [t/ ¢) 2/ 0. Oﬂﬁ
sinfapes ¢ k([v,zl  de fas€] Narigveis | ) [valores i ic], ):in’@rva(o]>

Para. determinar em g‘/wz insbanlz @ bola bz no chao
(\5:0) doscobre ¢ a ?mtir do t& ?osigato o tercetro

\fa(mr nes ?ovrfns na \isjfa tr ficck r\z?anjr(vo:

)
“piest (sl stindces (6t lambda([, P10 ));

1c* '
ov szj'a apenas 03 Pr(mdms 166 Aa,mmﬁr da. ((S}Lc\
trdy Iz Ex Yrojettrio. do bola no ar.
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C %rogeéﬁﬁo\ troga-se com Uma [(S"?& rl, g,ut"fzné;q

@)

?omtos com cardnadas [xy] -
o1 : makelist ([tea]a[2] yErI0aBY ¢ 4 106)%
Re etle-<2 0 mesmo ?ro&diman’x‘a paro. criar a
i Ota {’mtj@ oria da bo{m da Pin}—?on;) r2:
2 ; tk(Tvx, vy C.015,0.0024) %V %, C(0019,0.0024) %V 6] ,
Lx 1Y) ViV 10,00 v90) [4,0,2 0.00) %

fest (sublist _indices (JC‘"Z, lamboda (E\ﬂ, PB10)));
123

c2: makelist (420302 4e2 (11080 ¢ 4, 132) %
Eo QVOQHCO das dvas Jrrajz{”cfrfas ¢ obtdo com:

plot 24 (Criscrate,r4), Wiscrete, rat]
DQ}QM ) tents* “?M}"?O%“D )

4 — Eenis |

- Pm;»’)ong
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Avla 21, 4 de maio de 207
CICLOS LIMITE
Nos | mu{-zs +t= 00 qu *l:-a-oo, as curvas da evo(uqcb?o po-

dem a?roycmar se aes«m£o+(cam¢nﬁ de um Pmd’o de
eq(w brie o fambém de vma curva ’fed"ada (ciclo),

Exemplo. % =x(l-2x*-299)-y  §=y(1-2x2 3y )X

Ut [R*(-2%XA2-3%xYA2)-y, ‘j*(|~2*)</\2'3*342)+)<t($
P solve (w); — [lo,07] (pam‘os de eg(uslllwm) fose)
J. jaco‘oc“om (w, [’(/9]>$

A subs‘ﬁ’(?{x] 3’)) matriz do afroxtmapao inear
Kﬂﬂk V‘l%m anga. 4o poyr{‘a &_Qg%m >
A;D‘ﬂ

z&‘?er\va(uzs (A, — A=1%L (’?OCO gf ;’5‘;"0 Mj
plotde (LTxy) , [x,-04,043, (904 0.8) ;

No 0-“{‘@'\"’0) o gsistema € Na
realidade gg_{:g;/_gL}como mostn

o retroto de fase numo.

zsca(a maiov:

1) O%d,g (OL) D(/H] D( -40, 4’0] [\51*4-0 40]) )
| As curvas gue saem Aa origem

N0 se podem Cruzar COmMas
ks due vemos neste a&lc()
A a proximarim—se da %rigem.

Cocolhendo uma escala infermidin:
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- 'P‘OM«C(%YWJ,EX,—»U,Ev;l,ﬂ);

&& : | Todas as crvas de evolvean
Lﬂ‘

a\;roximam—se assim‘roiw‘camm?&
do ym ciclo limife (@(i(’SZ na
X jcr?ura), Existe uma dnica
oscilaggo com amplitvds €
Aireg(ufﬂcia q‘CE)CGLSf

O Sishmas com oiclos limife

@ relogio de Pé‘/\dulo.

A rodo dﬂ,/\‘éad,a N Podﬂ rodar livremestz

?qu,wl ¢ fravada por doi's +eiangules

\z?aaios a0 P&},\d;f('o. A roda isz/ sa

o penrowlo e Jmmloefvz\ﬂilimi{‘a a sua
: . Se o pendwio comegar pay-

3\2 \\:\iuﬁﬂasigﬁp ol/.?eq,vi\(brfo)a woaf:m

0 {-oﬂ: oscilar,

@) cordas de vialino. A frigdo do arco sobre as cardas
5{(12 dﬂS\OCQ(‘ o coria o;&‘é' UMou

amplifvde maxima onde o corda

escart ¢ Poya_ NnevamentT Semio

co.
des\ocada r\ommz/r(/’.fe_(o ar
A carma do ciclo limtte &LE_Q:;{L
4o velocidads dg arco, o pressao WL
¢ ko atrito zn{'re o' arce e a condg,
@ Com;zafo. Qs ba‘\'im«r}+0§ ardiags y?uem oM
cicle limt
O Yress&?) ¢ ‘Lm\imay_m

O

'Eo\m,g;em cardiaca
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©  Coordenadas ?o‘ares.

Em algons casos, o mudanga de varidvels pam
um o;réc de ¢ U‘lmﬂfo otj(/(ia o descobrir ciclos
limta. A dertvada ¥ igual a 200 indica &

presenga o ciclos limite -
No caso de ammg\o no inlclo da aula ) em g
o veloddade di tase est& novarigvel o e 0
;;onJm de @9(021( brio £ o an‘?/em, rs aarde-
nadas ?o(ams A0
Txp,YP: [rxas(q), rasin(4) 1%
deflaem-se as derivadas de r e 9:
rade £ (5t v)¥
gmdé{ (476 w3
¢ substifuum-se as coordenadas Fo[qres na s dvas
w(uaga‘es de evelvgao : |
subst (Tx=xp, Y=y P, [islxp, t) = oesd, dig(yp e) =oR3))
¢ fesalNem—se ssas dvas NVaS CguaLers paro
encartrar ¢ )pressoes para e

~ solve (%, vwl); . ° ,
JcriZ,St‘mP(%)', — =0, r=r3(cose~3)w

0 ?m({fco do r para. vm valor gfua(gu.er de 6) por
examp(o 4=0:

PIO")(JQ(. TA3x (\,.3)),-{‘) (P)O) G); ;\

mostro h& vm cicl
limite enirrz r=06¢ r:aé}
onde Y =0,
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o Ocich limife ¢ mLm\L}VO) porgue paro. f menaer
do g{,wz no ciclo LimitT r aomenta (f‘>o>c para
\/a(qre_s 5u’\><brforzs r diminve (ﬁz_o).

Y=o L’aMLefm da f'\cO/ Forg},u& r=0 £ Pon’\(‘o da
uif?ér?o. .
g\ cases mMals com?h’ cadOS) 0 Z;Lm/,f[co o& (em

waar\géfo ‘AQ T) para. al m f/a(orJr ‘ ) Fodfa 21, por
O c%&MP\O, ¢ Zc{c(0$ [:mc’(‘f— & f‘ovﬁvo;

V)

onto de —7
gg(uz(?k repy i

2 ciclos (im{ A rz_f?d[sis/oi

No L/C@MF(O da pd g ina am[wiof/ 4 ={ mostra
ﬁuﬁ 0 zs'gow% d,QS(OC@*SQ, 1% samtt‘o(o an‘%(qom/f/“o/

O wm vtlocidade angular cnstails .

As corvas Ao Zvotu;g&"o sao osci(at YA Camém?w’c‘n-
ela m\ﬁu(ar N=41¢ am ( :'ffu crescen

dentro o ciclo limite, ou decresaarts pora. do
cido limite.

O
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O

Auvla 22, 15de maio de 207

DINAMICA POPULACIONA L

X(4) = {Jo?olagﬁo e nstarts élao\mHinAo 4 s qu@z
ter 1{;&[@@7 valer yeal pes i+ivo.

& derivada XE)T ¢ aumm’ro/otiminurﬁo da Popula@
par vnidade de '{:(LM{)O', X =£(x,€)

Co (7o ndo pode mvdar guando X=o
mwl*% 0;\ gﬂ%%o ELQVOW%? tor a sagugc(r\ﬁ 'Propr?zda}dz.'

7C(Q/’(I)::O
A taxa de QUMM’*‘O/AEMMU?Q&TO do FQP()(IXQ&_‘Q Z/,'

&)J(ﬁz = taxa de nabalidade—taxa de morta (idade

avmento/dimingican da popo [0S@, por
(\ur\u‘otarzdz fzm?ga i POE ta ?‘,3" o)

1, Modelo de Malthus
M - A = COV\S’(’M\‘{‘Q qui{(\/a

X
= % =£lt) = ax (e de Yari&vels sz?ar&vz?;)
£
=) SXM - S&dt = (n %%;} ::&'LL
%o K 0

at\ crescimento exponemial

B&) = Xo% da popU (o gao

2. Modclo |09(5Jﬁc0 . Tombém chamado de \erholst

A toxa de natalidade £ cons{‘an"[?t/ &, Mas a toxa
do mortalidade avmenta dicetamente ?r‘o?orcc‘ono\/

P popd lagéo.
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. A B B 0 ¢b s@ duas
< 'Mté = & -bx :\)\%')é‘ - X(O“ bﬂ aonSW(Is‘)VS?“HVQS

ety

ﬂ: (1»2)))( . posH*im Y4 X'i}% =) X=0 ingﬁ(\/z(
aX ’M?,a_ﬁ\la se X>%§ = =T estinel

Pontos de ¢qﬁui[_(19_ﬂ~9_. )(La-b x):g = 7((-;9) X = &

A ;)o‘)ul,apafo a{)royimﬁ*&z
sempre do valgr de @g{ui~
\Hof'?o Xoo""—%—

SISTEMAS DE DUAS £SPECIES
*) 2 YlE) sBo as populagoes das dwas espécies, que
'm%aragam onfre si: é X :1C(X/9)
4=9 (Xry)
As dwas ftungoes e ? deve (o o8 as szguivfﬁs ?ro?n‘&
© dadss pg9)= 9(x,0)=0 o 24
A matriz J‘aco[ofama Z: :D-(X;‘ﬁ): ox 9y
P2 22

N *x 9
| diminvigae I

?.% = Q.UW\(LW{‘O\[?(‘(; Pff o da (& es?écfe.

X

29 - quman‘{b/otimm(/igafé praprio do. 2% ZSPZ/CTZ.
?Y

%_;Y: - aumeﬂ’fb/diminu«‘gd’o do (“fesfe'c(e de vido 4 2%

| Y -
“ '3% = Q(/mmb/dim?r\ufgﬁto da QﬁQSPch?Q davido a 12,
¢
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- .St tema predador-presa. 2 VORI IN
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Curvas de evolucao

Nos sistemas reais, as curvas de evolugdo nio podem afastar-se infinito. Devem aproximar-se de algum

ponto ou curva finita.

10
T = curva de evole.

T,
oL (T) = conjunfo 3
( e \ ‘ T,
nq,}o;ﬁllo
>~ 0
= ~o0) / T,
T\
limte
‘)osiﬁvo
(£ s+@ ,
) 105 2 3 4 5

Em sistemas com duas varidveis de estado ha quatro possibilidades... (Pafa ol ¢ (AJ)

1. Pontos de equilibrio

(X,%):&O,O)z’gocQ atr .

w(‘\") = (O, O) para q,ua( 9{’-"‘” T
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2. Ciclos

As curvas podem fecharem-se sobre si préprias.

(0,0) = centro v 4
==

oL (1‘) = w(T‘) =T ) para gt,ua(gru,er corvon U

3. Ciclos limite

7.5
5 MN”N
ﬁ | C=ciclo limite——
- K (atratfivo
25( If;
0 ; o

& 3 y 2 '3 L S

(AJ(T>'2C ) f)ara %ua( q_u,?.r cuUrVa T' zm{xy)?oc
L ()= w(c)=C
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4. Orbitas homoclinicas ou heteroclinicas
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w(T) =H, se T estiver no Tntertor de H .
Atratores estranhos

Em sistemas com 3 ou mais varidveis de estado existe outra possibilidade, chamada um atrator
estranho, que é uma curva de comprimento infinito, que ocupa um volume finito do espago de fase.

Em diferentes instantes a curva passa por diferentes pontos, sem nunca passar novamente pelo mesmo
ponto.

Tal como nos ciclos |

oL(T) =w(T) = T ) ¢ T for um afrator eS&faoﬁg’

mas ; & di{eranﬁf\ dos C(c(os) se T possa f’d"
POn*(’O Y, em '(to/ na ¢xiste nenhum gvtro insfante
£ em que 9 estado volte & ser Po. embara
exis%mm?’mu{&os ?om%bs ?er(mos 0(1}?0 ande
T passa em instantis oL(fzrer(fzs Ao £, .
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Exe mg' 0
Pro}ﬁ@i‘o 2D
dum a{'roth\f

estranho
e 2D,

Atrator de Lorenz

Modelo meteorolégico para as correntes de convecgdo do ar em planos verticais, produzidas por
aquecimento na aresta inferior dos planos (Lorenz, 1963).

x=10(y — x)

y=28x-y—-xz

. 8

I=Xy—z2

Y73

x = amplitude das correntes. y = diferenga de temperatura entre as correntes ascendente e descendente.
z = desvio da temperatura normal no plano.

45

40.
35
30 |
w25}
20 |
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Capitulo 2

Exames

2.1 Exame de época normal

O exame realizou-se no dia 16 de junho de 2017. Compareceram 116 estudantes e a
nota média foi 11.1 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versdes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que nao alteram significativamente as perguntas.



MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2016/2017
EIC0010 — FISICA I — 1° ANO, 2° SEMESTRE

[BPORTO

FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO

16 de junho de 2017

Nome:

Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Uma das luas dum planeta é um corpo homogéneo e esférico de raio R. Imagine que a lua é atravessada de
lado a lado por um tunel retilineo que passa pelo seu centro, dentro do qual deixa-se cair livremente um objeto de massa
m. Sabendo que a energia potencial gravitica do objeto, no interior desse tunel, é dada pela expressao

2
mg (T
U=—|—=-R
na qual r é a distancia desde o centro da lua e g é a aceleragdo da gravidade na superficie do planeta: (a) Determine a
equacdo de movimento (expressdo da aceleragao) do objeto dentro do tunel, ignorando forgas dissipativas (a lua nao tem
atmosfera). (b) Demonstre que o objeto fica a oscilar no tinel e determine o perfodo de oscilagdo no caso da lua Mimas,
com raio de 198 km e g = 6.8 cm/s%. (¢) Se existisse um tinel retilineo desde o Porto até Nova Zelandia, passando pelo

centro da Terra, e sabendo que o raio da Terra é 6370 km, quanto tempo demorava viajar desde o Porto até Nova Zelandia
saltando nesse tunel? (admitindo que a expressido obtida para a lua homogénea e sem atmosfera fosse vélida).

2. (4 valores) As equagoes de evolugdo de um sistema dindmico de duas espécies sdo:

3xy . 3zy
1+2z Y7112z

=3z —

(a) Explique que tipo de sistema de duas espécies é. (b) Determine os pontos de equilibrio do sistema e explique que tipos
de pontos séo. (¢) Trace o retrato de fase do sistema.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. A expressao da energia cinética dum sistema conservativo é 6. Para determinar a posicao do seu centro de gravidade,

% ($2 +5 32), onde s € a posicao na trajetdria, e a expressao
da energia potencial total é 15s. O sistema tem um tnico
ponto de equilibrio; determine o valor de s nesse ponto de
equilibrio.
(A) 2
(B) -2

Resposta: I:'

. Para aumentar o momento de inércia dum corpo é ne-
cessario:

(€)1
(D) 3

(E) -1

(A) Afastar partes do corpo para mais longe do eixo.
(B) Diminuir a velocidade angular.

(C) Aumentar a aceleragao angular.

(D) Compaté-lo, ocupando menor volume.

(E) Aumentar a velocidade angular.

Resposta: I:'

. A velocidade de um corredor pode aproximar-se de v =
7.5v/1 —0.03 s, na qual v é expressa em km/h e a posigao
na trajetéria, s, é expressa em km. Sabendo que s = 0
em t = 0, determine quantos quilémetros tera percorrido o
corredor ao fim de trés quartos de hora.
(A) 6.465 (C) 3.741

(B) 7.758 (D) 5.388

Resposta: I:'

(E) 4.49

uma barra retangular foi pendurada de dois fios verticais,
ficando em repouso na posicao horizontal que mostra a
figura. Sabendo que a tensao no fio ligado no ponto A é
3.4 N, a tensao no fio ligado em B é 1.8 N e o comprimento
da barra, desde A até B, é 30 cm, determine a distancia
desde a aresta AC até o centro de gravidade.

A B

C

(A) 21.6 cm
(B) 15.0 cm

Resposta: I:'

(C) 12.5 ecm
(D) 18.0 cm

(E) 10.4 cm

. O sistema dinamico nao linear:

t=zxzy—4xr+y—4 y=xy+r—5y—>5

tem um ponto de equilibrio em z = 5, y = 4. Qual é
o sistema linear que aproxima o sistema nao linear na
vizinhanca desse ponto de equilibrio?

(A) =5y y=—-6x (D) & =-5y ¢y=—-6x
(B) =6y y=>5z (E) i =—6y y=>5x
(C) =5y y=6x

Resposta: I:'



8.

10.

11.

12.

13.

A posicao dum ponto ao longo dum percurso, em fungao do 14. Num sistema que se desloca no eixo dos x, a forca resul-

tempo, é dada pela expressdao s = 30t —3t2 (SI). Determine tante é 2 + £ — 2. Na lista seguinte, qual dos valores
a distancia percorrida pelo ponto entre t =0et =7.5s. corresponde a posicao  dum ponto de equilibrio instével?
(A) 1875 m (C) 21.75 m (E) 75 m (A) 1 (C) -1 (E) 2

(B) 93.75 m (D) 131.25 m (B) 3 (D) -2

Resposta: I:' Resposta: I:'

. O gréfico da figura representa a energia potencial U, em 15. No instante em que o bloco A desce com velocidade 24 cm/s,

joules, em funcao da posigao x, em metros, duma particula com que velocidade sobe o bloco B?

com massa igual a 9 kg; os valores no grafico sao z; =9,

xo = 18, Uy = 729 e Uy = 2916. Se a particula parte

do repouso na posicao xo2, com que velocidade chegard ao
ponto x1?

U/l

U,

U, |

0 X X x/m

(A) 44.09 m/s (C) 22.05 m/s (E) 88.18 m/s
(B) 28.66 m/s (D) 11.02 m/s

Resposta: I:'

Quando se liga um PC, o disco rigido demora 3.6 s, a partir (A) 12 cm/s (C) 48 cm/s (E) 72 cm/s
do repouso, até alcancar a velocidade normal de operacao (B) 24 cm/s (D) 8 cm/s

de 7200 rotagoes por minuto. Admitindo aceleragdo angu-

lar constante durante esse intervalo, determine o valor da Resposta: I:'

aceleragao angular

16. As equacoes dum sistema dinamico com varidveis de estado
(A) 182 rad/s? (C) 838 rad/s? (E) 279 rad/s? s

(w, y) foram transformadas para coordenadas polares (r,

(B) 209 rad/s* (D) 419 rad/s? 6), obtendo-se as equacdes: 0 = —2 7 =12 —3r
Resposta: I:' Como tal, conclui-se que o sistema tem um ciclo limite:
(A) atrativo com r =0 (D) atrativo com r =3

As equagoes de evolucao dum sistema linear so:
T=x+y y=05x+y
Que tipo de ponto de equilibrio é o ponto (z,y) = (0,0)?

(B) repulsivo com r = 2 (E) repulsivo com r =3

(C) atrativo com r = 2

(A) Ponto de sela. (D) Foco repulsivo. Resposta: I:'
(B) Fo/co atra‘.clvo. (E) Centro. 17. O grafico mostra uma possivel solugdo z(¢) num sistema
(C) N6 repulsivo. dinaAmico linear com duas varidveis de estado z e y. Quais
Resposta: I:' dos valores na lista poderao ser os dois valores préprios da
matriz desse sistema?
Um bloco de massa 4 kg desce deslizando sobre a superficie 1
dum plano inclinado com base x = 6 m e altura y = 7 m.
Calcule o médulo da reacao normal do plano sobre o bloco. 08
0.6
(A) 59.53 N (C) 12.76 N (E) 25.51 N 0.4
(B) 16.8 N (D) 392N = 02
Resposta: I:' 0
02
Uma particula de massa m desloca-se ao longo de uma
curva no plano zy. Sabendo que a expressao da energia -04
.2
cinética da particula é E, = % (1+25), encontre a 06 5 4 p 3 10 I
equacao da curva. t
225/2 223/2 z® I 1 1
= = E) y=— A) —+i— C) - +i E) —— +£i
A y="" (©y="" ®y-% (A) ;i3 (©) jir  (B) —;*in
x? x3 1 7 1

Resposta: I:' Resposta: I:'



100 Exames

2.1.2 Resolucao

Problema 1. (a) 1° método. Como o potencial depende apenas da distancia até o
centro, a for¢a resultante € na direcao radial e com componente:

du _ mgr

F=——"—~—
dr R

e a expressdo para a aceleracao é:

F
m R

2o método. A expressao da energia cinética é:

m .
EC = _rz
2
Aplicando a equacao de Laplace, para sistemas conservativos com um unico grau de

liberdade r,

d (%)_OECJFG_U:mF mgr . gr
or Or R R

— +——=0 = i=-=
dr\ or

(b) A equacao de movimento obtida também € vélida considerando r na dire¢ao radial,
mas com sinais diferentes nos segmentos do tunel aos dois lados do centro, onde r = 0.

1° método. As equacoes de evolucao do sistema sao:

-
R

F=v V=

Que é um sistema linear e, como tal, com um tnico ponto de equilibrioem r=v=0. A
matriz do sistema é:

0 1
8,
R

Com valores proprios,

A=z /&
R

Conclui-se entdo que todos os possiveis movimentos, dentro do tinel onde a equacao
de movimento obtida é vélida, sdo oscilagoes harmoénicas com frequéncia angular:

0=,/&
R
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O periodo de oscilacao é,

R
T=""=2m/=
Q 8

Substituindo os valores dados para a lua Mimas, em unidades SI,

1.98 x 10°
T=2m\ ——— =10722s =2h58m 42s
6.8 x 102

2o método. A energia mecanica Ey, é igual a energia potencial U nos dois pontos de
retorno:

2En R
mg

r=+y/R%+ =+A

e, como tal, o objeto oscila na regido —A < r < A. A expressao da energia mecanica,
constante, é:

2
m m r m
2 2 \R 2R

Quando o objeto se desloca na direcao positiva de r, a expressao da velocidade é entdo:

_dr
S dt

V= %(AZ—rz)

Separando varidveis e integrando r desde — A até A, que corresponde a meio periodo de
oscilacdo T/2, obtém-se:

(c) O tempo para atravessar o tunel € igual a metade do periodo de oscilacao:
T R 6.37 x 108
I=—=m|/—=mn\|————=25335s=42m
2 g 9.8

Problema 2. (a) Na primeira equac¢do de evolucdo, como as varidveis sao positivas, é
claro que o termo que depende de y é negativo e aumenta quando y aumenta. Como
tal, conclui-se que a espécie y faz diminuir a populacgao x.
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Na segunda equacgao, ja ndo é evidente se o aumento de x faz aumentar ou diminuir a
populacdo y, porque o termo y aparece tanto no numerador como no denominador. E
necessdrio calcular a derivada da expressao:

Q_ 3y B 6xy 3y
dx 1+2x (1+2x2 (1+2x)?2

Agora sim é claro que esta expressdo é sempre positiva para qualquer valor da populagdo
x e, como tal, a espécie x faz aumentar a populacao y. Trata-se de um sistema predador
presa, no qual x sdo as presas e y os predadores.

(b) Os pontos de equilibrio sdo as solugdes das duas equacoes:

3 3xy ~0

;_1+2x_ _ x2x-y+1)=0
Y _y-o yx-1)=0

1+2x

A segunda equacao tem duas solucoes, y =0e x = 1. Com y =0, a primeira equacao tem
uma Unica solucao, x = 0 (x ndo pode ser negativa); e com x = 1, a solucdo de primeira
equacdo é y = 3. Como tal, ha dois pontos de equilibrio (x, y):

P1=(0,0) P,=(1,3)

Derivando as duas expressoes das equacdes de evolucao, obtém-se a matriz jacobiana:

3 3y 3x
J= 1+2x)2% 1+2x
- 3y x—1

(1+2x)2 1+2x
No ponto P;, a matriz da aproximacao linear é entdo,

3 0

A= [0 -1

com valores proprios 3 e —1, ou seja, P; é ponto de sela.
No ponto P,, a matriz da aproximacao linear é:

2 -1

Azz[l 0

A equacio dos valores proprios é A2 =21 +1 = (1—1)? =0, com apenas uma raiz, A = 1.
Conclui-se entdo que P, é n6 improprio repulsivo.

(o) O retrato de fase pode ser obtido no Maxima com o comando:

plotdf ([3%x-3*x*y/(1+2%x),3*x*y/(1+2*x)-y], [x,y],[x,0,3],[y,0,61);
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E é representado na seguinte figura:

S

YY

E importante identificar os dois eixos, mostrar as coordenadas dos pontos de equilibrio,
ter em conta que unicamente interessa o primeiro quadrante do espaco de fase e as
linhas de evolucao num sistema de duas espécies nunca podem atravessar nenhum dos
dois eixos.

Perguntas

3.

10.

D

W 0O W W m g >

2.1.3 Cotacoes

Problema 1

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

T

g o > > w

0.8

e Equacao de movimento
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* Explicacdo de que o sistema oscila 0.8
e Obtencao da expressao do periodo 0.8
e Calculo do periodo da lua 0.8
e Calculo do tempo de viagem entre Porto e Nova Zelandia 0.8
Problema 2
e Determinacao do tipo de sistema 0.8
* Obtencao dos dois pontos de equilibrio 0.4
* (Calculo da matriz jacobiana 0.4
* Valores préprios e caraterizacdo do primeiro ponto de equilibrio 0.8
* Valores proprios e caraterizacdo do segundo ponto de equilibrio 0.8
* Retrato de fase 0.8

2.2 Exame de época de recurso

O exame realizou-se no dia 30 de junho de 2017. Compareceram 88 estudantes e a
nota média foi 8.4 valores. A seguir mostra-se o enunciado de uma das cinco versoes.
Nas outras versoes mudam os valores numéricos, a ordem das perguntas e alguns
pormenores que ndo alteram significativamente as perguntas.



PORTO MESTRADO INTEGRADO EM ENG. INFORMATICA E COMPUTACAO 2016/2017
FEUP FACULDADE DE ENGENHARIA EIC0010 — FISICA I — 1° ANO, 2° SEMESTRE 30 de junho de 2017

UNIVERSIDADE DO PORTO

Nome:

Duragao 2 horas. Prova com consulta de formulario e uso de computador. O formulario pode ocupar
apenas uma folha A4 (frente e verso) e o computador pode ser usado unicamente para realizar cdlculos e nao para
consultar apontamentos ou comunicar com outros! Use g = 9.8 m/s.

1. (4 valores) Uma barra reta, ndo homogénea e muito estreita, de comprimento L = 6 m e massa m = 6.2 kg, foi pendurada
dum teto horizontal, por meio de duas cordas de comprimentos a = 4 m e b = 3 m, ligadas nos dois extremos A e B da
barra, tal como mostra a figura. A barra fica em equilibrio quando os dngulos entre as cordas e o teto sdo a = 60° e g = 70°.
(a) Determine os valores das tensoes nas duas cordas quando a barra estd nessa posigao de equilibrio. (b) Determine a
distancia desde o centro de gravidade da barra até o ponto A.

2

2. (4 valores) A equagdo de movimento & + (3 —x ) & — 3z + 23 = 0 pode ser escrita como sistema dindmico no plano zy.
(a) Determine a posi¢ao dos pontos de equilibrio no plano zy. (b) Explique de que tipo é cada um dos pontos de equilibrio.
(¢) Trace o retrato de fase do sistema. (d) Diga se o sistema tem ciclos (solugoes periédicas) e em que regioes do plano xy.

PERGUNTAS. Respostas certas, 0.8 valores, erradas, —0.2, em branco, 0.

3. Qual das seguintes equagoes podera ser uma das equagoes 6. Um jogador de golfe lanca a sua bola com uma velocidade
de evolugao num sistema predador presa? inicial de 36 m/s, fazendo um angulo de 25° com a horizon-
tal. Desprezando a resisténcia do ar, determine o raio de

o O .2
(A) y o 52xy +2y (D) y 6y -y ) curvatura da trajetdria descrita pela bola, no ponto inicial
(B) y=2y" -3y (E) y=2y -5y onde esta foi lancada.
C) y= 2
(C) j=wtay (A) 210.1 m (C) 1459 m (E) 121.6 m
Resposta: | | (B) 252.1 m (D) 175.1 m
4. Um bloco com massa m = 5 kg encontra-se sobre a su- Resposta: I:'

perficie de uma mesa horizontal. Sobre o bloco atua uma
forca externa F, com médulo de 80 N e direcdio que faz um 7. Calcule o momento de inércia duma esfera com raio de 1

angulo o = 20° com a horizontal, tal como mostra a figura. centimetro e massa 17 gramas, que roda a volta dum eixo
Calcule o médulo da reacao normal entre o bloco e a mesa. tangente a superficie da esfera, sabendo que o momento de
F inércia duma esfera de raio R e massa m & volta do eixo
o que passa pelo centro é 2m R2/5.
(A) 6.80 x 1077 kg-m? (D) 1.21 x 107 kg:m?
" (B) 1.36 x 107¢ kg-m? (E) 3.40 x 1077 kg-m?

(C) 2.38 x 10~ kg-m?

Resposta: I:'

(A) 76.36 N (C) 21.64 N (E) 242N 8. Coloca-se um carrinho numa rampa a uma altura inicial

(B) 100.42 N (D) 49.0 N h e deixa-se descer livremente, a partir do repouso, che-
gando ao fim da rampa (altura zero) com velocidade v.

Resposta: I:' Admitindo que a energia mecéanica do carrinho permanece
constante (forcas dissipativas desprezaveis, massa das ro-

5. A forca tangencial resultante sobre um objeto é s? — s — 2, das desprezavel, etc) desde que altura inicial na rampa

onde s é a posigdo na trajetéria. Sabendo que o retrato deveria ser largado o carrinho para que chegasse ao fim

de fase do sistema tem uma o6rbita homoclinica que se com velocidade v /37

aproxima assimptoticamente do ponto (a, 0), determine o (A) 6h (C) 9h (E) 3h

valor de a. B) h/3 (D) h/9

(A) -1 (C) 3 (E) -2 (

B) 1 (D) 2 Resposta: I:'

Resposta: I:'



9. A figura mostra uma barra reta com comprimento L que 13.

10.

11.

12.

estd a cair; enquanto a barra cai, o extremo A desliza na
superficie horizontal e o extremo B desliza sobre a parede
vertical. Qual é a relacdo entre os valores das velocidades
dos dois extremos? (za e yp medidos a partir de O)

B
0
A (0]
(A) vpo = —vpcosf (D) vpo = —vptané
(B) VA = —2 UB (E) VA = —UB sin 6

(C) va = —up

Resposta: I:'

O vetor velocidade duma particula, em fungao do tempo, é:
2127+ 0.4t2 7 (unidades SI). Em t = 0 a particula parte do

ponto y = —7 no eixo dos y. Calcule o tempo que demora
até passar pelo eixo dos z.

(A) 3.27 s (C) 592 (E) 265

(B) 4.18 s (D) 3.74 s

Resposta: I:'

A figura mostra o retrato de fase dum sistema néo linear
com dois pontos de equilibrio, em (z,y) = (—=1,—1) e
(z,y) = (2,2). Qual é o sistema linear que aproxima o
sistema nao linear na vizinhanga do ponto (—1,—1)?

3

(A) i=3z §=-3y
(B) a=-3z y=-3y
(C)i=-3y §g=3a

Resposta: I:'

A trajetéria de uma particula na qual atua uma forca cen-
tral é sempre plana e pode ser descrita em coordenadas
polares r e f. As expressoes da energia cinética e da energia

(D) =32 y=3y
(E) ¢ =3y y=-3y

potencial central em questao sao:
Be= (%02 +7%)  U=kr

onde m é a massa do corpo e k uma constante. Encontre
a equagao de movimento para 7

. 4 . 4
(A) 7292_5]{:7" (D) 7"292—5]:7;
. 5k7"4 . 5kr4
(B) 10— (E) ré—
(C) 719'2_5’”]27"4

m
Resposta: I:'

14.

15.

16.

17.

Partindo da origem na sua trajetoria e sem velocidade
inicial, uma particula fica sujeita a aceleragao tangencial
2v/v?% + 5, em unidades SI, onde v é o valor da velocidade.
Determine a posicao da particula na trajetéria quando
v =30 m/s.

(A) 13.8 m
(B) 19.9 m

Resposta: I:'

Uma particula desloca-se ao longo de uma elipse no plano
zy. As coordenadas cartesianas da particula sdo x e y e
as suas coordenadas polares sdo r e . Na lista seguinte,
quais sao as possiveis varidveis que podem ser usadas para
descrever os graus de liberdade do sistema?

(C) 9.6 m
(D) 115 m

(E) 16.6 m

NS
>

v
N

(A) Duas varidveis (z, y) ou (r, 6).

(B) As duas varidveis r e 6.
(C) Uma tnica varidvel z ou y.
(D) Uma tnica varidvel z, y ou 6.

(E) As duas varidveis x e y.

Resposta: I:'

As equagoes de evolugao dum sistema linear sao:
T=-2x-y y=2x
Que tipo de ponto de equilibrio tem esse sistema?

(A) foco repulsivo. (D) foco atrativo.
(B) né repulsivo.

(C) centro.

Resposta: I:'

Um objeto descreve uma trajetdria circular de raio 1 m; a
velocidade aumenta em fungao do tempo ¢, de acordo com
a expressdo v = 4t% (unidades SI). Determine a expressio
para o médulo da aceleragao.

(E) ponto de sela.

(A) V16t* + 8¢ (D) 4t + 8t
(B) V25618 + 64¢2 (E) 8t

(C) V16t% + 6412

Resposta: I:'

O espago de fase dum sistema dinémico ¢ o plano zy. Em
coordenadas polares, as equagoes de evolugao sao 6§ = —3,
7 = —r3 4+ 2r2 —r. Que tipo de ponto de equilibrio é a

origem?
(A) foco repulsivo (D) ponto de sela
(B) n6 repulsivo (E) foco atrativo

(C) né atrativo

Resposta: I:'
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2.2.2 Resolucao

Problema 1. (a) A figura ao lado mostra o diagrama de corpo
livre da barra. Como a barra estd em equilibrio, as somas das
componentes x e y das trés forcas devem ser nulas:

T, cos(60°) — Tp, cos(70°) =0
T, sin(60°) + T}, sin(70°) —mg =0

e a solucdo deste sistema é:

m g cos(70°)
T,=— : =27.1N
sin(60°) cos(70°) +sin(70°) cos(70°)
m g cos(60°)
T = — : =39.7N
sin(60°) cos(70°) + sin(70°) cos(70°)
(b) A diferenca de alturas entre os pontos A e B e a distancia T
horizontal entre eles sdo (ver figura ao lado): - c B 70
h
h=4sin(60°)-3sin(70°) =0.6450m  d =V 62— h?2=5.965m A d
mg

A soma dos momentos das forcas em relacao ao ponto A deve
ser nula e, como tal,

d h
Tp cos(70°) Ty sin(70°)

rcosf rsinf

. g =—mgr cosO+Tj(d sin(70°))—h cos(70°) = 0

na qual r é a distancia desde A até o centro de gravidade C e 8 é o angulo que a barra faz
com a horizontal. Substituindo os valores de m, g, Tj, e cos6 = d /6,

60.41r =213.55 =— r=3.535m

Problema 2. (a) Introduz-se a varidvel auxiliar y = x para tornar a equacao diferencial
de segunda ordem numa equacao de primeira ordem. As equacoes de evolugdo do
sistema dinamico sdo entao,

3

i=y y=(x*-3)y+3x-x

Os pontos de equilibrio obtém-se resolvendo o sistema das duas expressoes nos lados
direitos iguais a zero. No Maxima escreve-se

(%i1) e: [y, (x2-3)*y+3*x-x"3]1%
(%12) p: solve(e);

[ [x=0, y=0], [x=-v3, y=0], [x=V3, y=0]]
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Existem entdo 3 pontos de equilibrio (x, y):

P, =(0,00 P;=(-V3,00 P,=(v3,0)

(b) a matriz jacobiana é

(%i3) j: jacobian(e, [x,y1);

0 1

2xy—3x2+3 x*-3

E os valores proprios das matrizes das aproximacoes lineares do sistema, na vizinhanca
dos 3 pontos de equilibrio, sdo

(%14) map (eigenvalues, makelist (subst(q,j), q, p));

H _@—;3 €_3 . [[-v6i, v6i], 11, 1], [[-v6i v6i], [1, 1]]

Como v/21 é maior que 3, P; é ponto de sela e P, e P3 parecem ser sio ambos centros.
Os centros podem ser deformados em focos o nés, devido aos termos nao lineares, mas
o retrato de fase corrobora que existem ciclos na vizinhanga de P, e P3 e, como tal,
ambos sao centros.

» (L, 1]

’

(¢) O retrato de fase obtém-se com o comando:

(%15) plotdf (e, [x, yl, [x, -3, 31, [y, -3, 31)$

e tracando algumas curvas de evolucao. A figura seguinte mostra as curvas mais impor-
tantes:
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C, e Cy sdo dois dos ciclos que existem a volta de P, e P3. As duas curvas de evolucao
que saem do ponto de sela aproximam-se desses ciclos mas, como nao se podem cruzar
com eles, conclui-se que existem dois ciclos limite, L; e L, a volta de cada um dos pontos
Pg e Pg.

(d) Existe um ntimero infinito de ciclos, dentro dos dois ciclos limite L; e L, a volta de
cada um dos pontos P, e Ps.

Perguntas

3. A 6. C 9. D 12. C 15. D
4. A 7. C 10. D 13. A 16. B
5. D 8. D 11. D 14. D 17. E

2.2.3 Cotacoes

Problema 1
* Equacdo da soma das componentes x das for¢as 0.6
* Equacgdo da soma das componentes y das forcas 0.6
e Obtencao dos valores das duas tensoes 0.8

* Determinacao das coordenadas dos pontos A e B e angulo da barra com a hori-

zontal
0.8
* Equacao da soma dos momentos das forcas 0.4
* Obtencdo da distancia até o centro de gravidade 0.8
Problema 2
e Equacoes de evolucao 0.4
* Obtencao dos trés pontos de equilibrio 0.4
e Calculo da matriz jacobiana e valores proprios 0.8
e Caraterizacao dos trés pontos de equilibrio 0.8
* Retrato de fase 1.2

Identificacao dos ciclos 0.4
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