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Prefacio

O objetivo deste manual € preparar os estudantes para compreender o fun-
cionamento dos dispositivos elétricos e eletrénicos com que sdo confron-
tados na sua experiéncia quotidiana e foi escrito como texto de apoio para
a disciplina de Fisica 2 (EIC0014), do segundo ano do Mestrado Integrado
em Engenharia Informética e Computacdo da Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto.

Durante vérios anos lecionei um semestre de Eletromagnetismo, para estu-
dantes do segundo ano de Engenharia. Nos tiltimos anos introduzi algumas
alteragdes no programa, para o enquadrar melhor com os novos programas
do Ensino Secundério e os novos planos de estudo dos Mestrados Inte-
grados em Engenharia. Uma abordagem abstrata, baseada no estudo das
equacdes de Maxwell, jad ndo se enquadra nesses novos planos de estudo.

Por outro lado, a mudanca rdpida na tecnologia faz com que alguns t6épi-
cos percam interesse e outros se tornem importantes. Por exemplo, nos
primeiros anos em que lecionei eletromagnetimo, dedicava sempre algum
tempo a explicar o funcionamento de um tubo de raios catédicos, mas nao
falava de cristais liquidos nem de LEDs. Nessa época ja existiam LED e
ecras de cristal liquido (LCD), mas ndo eram conhecidos pela maioria de
estudantes, enquanto que qualquer estudante tinha um televisor ou moni-
tor com tubo de raios catédicos. Hoje em dia a situacao é bem diferente;
é cada vez mais dificil encontrar monitores ou televisores com tubos de
raios cat6dicos, mas estamos rodeados de LCDs e LEDs. Tornou-se mais
importante falar de cristais liquidos e diodos emissores de luz do que de
tubos de raios catédicos.

Neste livro sao utilizados alguns conceitos introduzidos no livro Dindmica
e Sistemas Dindmicos (Villate, quinta edicao, 2019) e o Sistema de Algebra
Computacional (CAS) Maxima utilizado nesse livro é utilizado também
aqui em alguns capitulos. O livro Dindmica e Sistemas Dindmicos nao
é um pré-requisito para este, mas é 1til consultd-lo em algumas secc¢des
deste livro em que é referido; é também importante, para quem nao esteja
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familiarizado com o sistema Maxima, rever o apéndice sobre o assunto
nesse livro.

Nos quatro primeiros capitulos é feita uma introducdo operativa a eletros-
tatica e a eletricidade. O capitulo 5 é sobre circuitos de corrente continua.
Nos capitulos 6 e 7 sobre o fluxo e o potencial elétrico, é estudado o campo
elétrico de forma mais tedrica. Os capitulos 8 e 9 sdo dedicados ao campo
magnético e a inducao eletromagnética. Os capitulos 10 e 11 sdo também
sobre teoria de circuitos, mas com tensoes varidveis; no capitulo 10 é feita
uma introducao ao processamento de sinais e no capitulo 11 sdo estuda-
dos os circuitos de corrente alternada e filtros de frequéncia. Finalmente,
no capitulo 12 sdo estudadas as ondas eletromagnéticas e a dualidade
“onda-particula” da luz.

Nesta terceira edicdo foram acrescentados mais 7 problemas, o texto sofreu
algumas alteracoes, tentando torna-lo mais facil de compreender e as
figuras foram todas melhoradas usando o software Asymptote (https://
asymptote.sourceforge.io).

Agradeco muito especialmente ao professor Jodo Rui Guedes de Carvalho,
da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, pelas sugestoes e
troca de opinides sobre o tema e também por ter feito uma revisdo muito
cuidadosa do livro, apontando vdrias gralhas e sugerindo altera¢oes para
torné-lo mais claro. Agradeco ao colega Luis Martelo os seus comentdrios
e sugestdes. Um agradecimento especial também para todos os estudan-
tes que ao longo dos tltimos anos tém contribuindo com comentérios e
sugestoes; o seu entusiasmo e interesse tém sido fonte de alento para a
escrita deste livro; sdo demasiados para indicar todos os seus nomes aqui.
Agradeco também ao colega Jodo Carvalho com quem lecionei eletromag-
netismo durante varios anos.

Jaime E. Villate
E-mail: villate@fe.up.pt
Porto, dezembro de 2019


https://asymptote.sourceforge.io
https://asymptote.sourceforge.io
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mada de Laplace.
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tesla (unidade SI de campo magnético); prefixo tera (1012
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forca eletromotriz

forca contra-eletromotriz

fluxo elétrico

fluxo magnético
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carga superficial

velocidade angular
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1. Campo elétrico

A fotografia mostra um gerador de Wimshurst, inventado na década de
1880. J4 no século XVIII existiam mdquinas eletrostdticas usadas para
gerar cargas eletrostdticas por atrito; a grande inovacao de Wimshurst foi
a utilizacdo da inducao eletrostatica, permitindo acumular cargas muito
mais elevadas por meios mecanicos. H4 diversos mecanismos envolvidos
no funcionamento do gerador de Wimshurst, que serdo estudados nos
préximos capitulos: garrafa de Leiden, rigidez dielétrica, etc.



2 Campo elétrico

1.1. Cargas eletrostaticas

A acumulacao de cargas eletrostaticas é um fenémeno que se manifesta
frequentemente na experiéncia quotidiana, especialmente nos dias em que
o0 ar estd mais seco. Um exemplo em que surge esse fenémeno é quando se
coloca pelicula aderente de pléstico sobre uma tigela e se esfrega o plastico
sobre a tigela para que fique colado a esta. A acado de esfregar o plastico
origina transferéncia de cargas elétricas entre o pldstico e a tigela, ficando
ambos com cargas eletrostdticas que produzem forca atrativa. Uma folha
de acetato também acumula facilmente cargas eletrostdticas, produzindo
forca atrativa sobre a folha de papel que se costuma colocar debaixo do
acetato. Especialmente no verao, sentem-se por vezes choques elétricos
quando se toca um objeto metdlico, por exemplo, a porta de um automovel,
ou quando se aperta a mao de outra pessoa. O automével ou a outra pessoa
tém carga eletrostdtica e o choque elétrico sentido é devido a passagem de
alguma dessa carga através do corpo (corrente elétrica).

Basta usar fita-cola para realizar
em casa uma experiéncia para es-
tudar a transferéncia de cargas ele-
trostaticas. Pode ser util também
usar dois 14pis ou canetas. Corte
aproximadamente 20 cm de fita e
cole-a a superficie de uma mesa,
deixando uma pequena parte fora
da mesa para poder descolar a fita
da mesa ficando pendurada livre-
mente no ar (evite que a parte livre
toque os dedos ou outros objetos;
pode ajudar-se de uma caneta para
segurd-la num extremo deixando o
outro livre).

Figura 1.1.: Forca elétrica repulsiva.

Enquanto descolou a fita da mesa, algumas cargas elétricas foram transfe-
ridas entre a cola e a mesa; a fita ficou com carga eletrostdtica que manterd
enquanto nao tocar outros objetos. Repita o mesmo procedimento com
um segundo pedaco de fita, usando a mesma mesa. Como os materiais sdo
os mesmos nos dois casos, espera-se que as duas fitas tenham o mesmo
tipo de carga. Aproxime as duas fitas, sem se tocarem e observe a forca
repulsiva entre cargas do mesmo tipo (figura 1.1). Aproxime alguma das
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duas fitas de outros objetos sem carga, por exemplo as paredes, de forma
que o lado que se aproxima do objeto seja sempre o que ndo tem cola, para
evitar que fique colada. Observe que as fitas com carga sdo atraidas pelos
objetos sem carga.

Deite fora a fita ja usada e prepare outros dois pedacos de fita, mas desta
vez cole um deles na mesa e o outro sobre o primeiro. Esfregue a fita de
cima e descole simultaneamente os dois pedagos da mesa e entre si. Como
a cola da fita de cima e o lado sem cola da fita de baixo sdao dois materiais
diferentes, uma das duas supetrficies passaré carga para a outra, ficando as
duas fitas com cargas de tipos diferentes (um com falta de carga e o outro
com excesso). Neste caso deve observar-se uma forca atrativa entre as
duas fitas, tal como na figura 1.2, por terem cargas de tipos diferentes (esta
parte da experiéncia é mais dificil, porque se quando a fita é descolada do
rolo ja tem carga elétrica as duas fitas ja tém no inicio carga do mesmo
tipo, tornando mais dificil conseguir que fiquem com cargas diferentes).
Observe também que cada uma das fitas, independentemente do tipo de
carga que tiver, é atraida por outros objetos sem carga.

Figura 1.2.: Forca atrativa entre fitas com cargas de tipos diferentes.

1.2. Estrutura atomica

Toda a matéria é formada por 4tomos. Cada 4tomo tem um nticleo muito
compacto com dois tipos de particulas, protdes e neutrdes (figura 1.3),
rodeado por uma nuvem eletrénica extensa, formada por outro tipo de
particulas muito mais pequenas, os eletrdes.

Entre dois protdes ou dois eletrdes atua uma forca repulsiva chamada forca
elétrica. Entre um protdo e um eletrdo atua também uma forca elétrica,
mas atrativa. A intensidade da for¢a entre dois protdes, dois eletrées ou um
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3 eletroes
nucleo

Figura 1.3.: Atomo de litio com 3 protdes, 4 neutrdes e nuvem de 3 eletrdes.

eletrdo e um protdo é a mesma, se a distancia entre as particulas é igual nos
3 casos. Nos neutrdes as outras particulas ndo exercem nunca nenhuma
forca elétrica.

Conclui-se que existem dois tipos diferentes de carga, a dos protoes e a dos
eletrdes e que os neutrdes nao tém carga.

A forga elétrica atua unicamente entre duas particulas com
carga; a forga é repulsiva, se as cargas das particulas é do mesmo
tipo, ou atrativa se sdo de tipos diferentes.

Um &tomo neutro (com igual nimero de protdes e de eletrées) e ndo
polarizado (nuvem eletrénica com centro no nucleo), nao produz forgas
elétricas sobre outras particulas com carga. Admite-se assim que protées e
eletrdes sao particulas com cargas elétricas de sinal contrario mas de igual
valor absoluto, tendo-se convencionado que os eletrées tém carga negativa
e 0s protdes carga positiva. Um conjunto de particulas tem uma carga total
igual a soma algébrica das particulas individuais que a constituem.

A unidade SI usada para medir carga é o coulomb, indicado com a letra C.
Os protdes tém todos a mesma carga, chamada carga elementar, com o
seguinte valor:

e=1.602x10"°C (1.1)

Os eletroes tém também todos a mesma carga, exatamente igual a —e.
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1.3. Eletrizacao

E necessdria uma energia muito elevada para conseguir remover um pro-
tao, ou um neutrao, do nucleo de um atomo. Isso s6 acontece no interior
das estrelas ou na camada mais externa da atmosfera, onde chocam par-
ticulas c6smicas com muita energia, ou nos aceleradores de particulas
onde as energias das particulas sdo suficientemente elevadas. Para extrair
um eletrdo de um dtomo neutro é necessaria uma energia muito menor,
ficando entdo um ido positivo com carga total igual a e. Um 4tomo neutro
pode também atrair um eletrdo adicional, ficando entdo um ido negativo
com carga total igual a —e.

vidro
™

/

/

seda

[/

Figura 1.4.: Barra de vidro eletrizada esfregando-a com um pano deseda.

Sempre que dois objetos diferentes entram em contacto préximo, ha ele-
troes de um dos objetos que passam para o outro. O objeto que for mais
susceptivel de perder eletrdes fica entdo eletrizado com carga positiva (n
protdes em excesso) e 0 objeto que tiver menos tendéncia para perder
os seus eletroes fica com carga igual (em intensidade) mas negativa (n
eletrdes em excesso), como no caso da figura 1.4.

Nas experiéncias com fita-cola descritas no inicio do capitulo, a cola ajuda
aque amesa e a fita entrem em contacto muito préximo, passando eletrdes
de uma para a outra. Se a mesa e a fita estdo inicialmente descarregadas,
apds a separacgdo entre elas uma fica com carga negativa e a outra com
carga positiva da mesma intensidade. A friccao é também usada como
método para eletrizar objetos, por facilitar a passagem de eletrdoes de um
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objeto para outro (figura 1.4).

Os diferentes materiais podem ser ordenados numa série triboelétrica
(tabela 1.1), em que os materiais no topo da série sao mais susceptiveis de
ficar com carga positiva e os materiais no fim da série tém maior tendéncia
para ficar com carga negativa.

Tabela 1.1.: Série triboelétrica.

Pele de coelho
Vidro
Cabelo humano
La
Chumbo
Seda
Aluminio
Papel
Madeira
Cobre
Prata
Borracha
Acetato
Esferovite
Vinil (PVC)

Por exemplo, se uma barra de vidro for esfregada com um pano de seda, a
barra fica carregada positivamente e a seda negativamente, porque o vidro
estd acima da seda, na série triboelétrica (ver figura 1.4). Mas se a mesma
barra de vidro for esfregada com uma pele de coelho, a barra fica com carga
negativa e a pele com carga positiva, porque a pele de coelho estd acima
do vidro na série triboelétrica.

1.4. Propriedades da carga

A carga elétrica é uma propriedade intrinseca da matéria, tal como a massa.
Uma diferenca em relacdao a massa, é que existem cargas de dois tipos
bem como particulas sem carga. Duas propriedades muito importantes da
carga elétrica sdo a sua quantizacao e a sua conservacao.



1.5 Forga entre cargas pontuais 7

1.4.1. Quantizacao da carga

Nos aceleradores de particulas sdao produzidas colisdes entre particulas
com energias muito elevadas, que ddo origem a muitas outras novas par-
ticulas, diferentes dos eletroes, protdes e neutrdoes. Todas as particulas
elementares conhecidas tém sempre uma carga que é um mdultiplo inteiro
da carga elementar e (1.602 x 10719 C). Assim, a carga de qualquer objeto é
sempre um multiplo inteiro da carga elementar.

Nas experiéncias de eletrostdtica, as cargas produzidas correspondem
normalmente a um nimero muito elevado de cargas elementares. Nesse
caso é boa aproximacao admitir que a carga é uma varidvel continua e nao
discreta.

1.4.2. Conservacao da carga

Em qualquer processo, a carga total inicial é igual a carga total final. Nos
processos de transferéncia de eletrdes entre &tomos, esse resultado é 6b-
vio, mas em processos com criacdo de novas particulas nada indica que
tivesse de ser assim. Contudo, em todos o0s processos observados nos raios
clésmicos e nos aceleradores de particulas, hd conservacao da carga; nos
processos em que uma particula se desintegra dando origem a outras par-
ticulas, a soma das cargas de todas as particulas criadas é sempre igual a
carga da particula inicial.

1.5. Forca entre cargas pontuais

No século XVIII, Benjamin Franklin descobriu que as cargas elétricas distri-
buidas na superficie de um objeto metdlico podem exercer forcas elétricas
significativas sobre corpos no exterior do objeto, sem no entanto exercerem
qualquer forca sobre corpos colocados no interior do mesmo.

No século anterior, ja Isaac Newton tinha demonstrado de forma mate-
madtica que a forca gravitica produzida por uma casca oca é nula no seu
interior. Esse resultado é consequéncia da forma como a forca gravitica
entre particulas diminui em fun¢do do quadrado da distancia.

Franklin concluiu entdo que a forga elétrica entre particulas com carga
deveria ser também proporcional ao inverso do quadrado da distancia
entre as particulas. Varios anos apés o trabalho de Franklin, Charles Cou-
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lomb fez experiéncias para estudar com precisdo a intensidade da forca
eletrostdtica entre duas cargas pontuais (uma carga pontual é um objeto
muito pequeno com carga eletrica).

A lei de Coulomb estabelece que a linha de agdo da forca elétrica entre
duas cargas pontuais g; e ¢, é alinha que passa pelos seus centros e a sua
intensidade (F) é diretamente proporcional ao valor absoluto de cada uma
das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre os
seus centros:

Fe klqillg2| 12)

K d?

onde d é a distancia entre as cargas (figura 1.5) e g; e g2 sao os valores das
duas cargas. A constante de Coulomb k é uma constante universal com o

valor:
N - m?2

CZ

k=9.0x10° (1.3)
As forcas elétricas exercidas sobre as duas cargas tém a mesma dire¢do e o
mesmo médulo F, mas sdao em sentidos opostos (forcas de agdo e reacao).
Se os sinais das duas cargas sdo iguais, as forcas sdo repulsivas, como no
lado esquerdo da figura 1.5, e os seus sinais sdo diferentes, as forcas sdo
atrativas, como mo la do direito da figura 1.5.

qz

i
T3

0N d -F d
_F q

Figura 1.5.: Forca elétrica entre duas cargas pontuais, do mesmo sinal
(esquerda) ou de sinais diferentes (direita).

A constante K (que ndo deve ser confundida com k), sem unidades, € a
constante dielétrica do meio existente entre as duas cargas. A constante
dielétrica do vacuo € 1 e a constante dielétrica do ar tem um valor muito
préximo desse, pelo que, se o ar for o meio existente entre as cargas, se pode
eliminar K da equacdo. Meios diferentes do ar tém constantes dielétricas
com valores superiores a unidade, pelo que a forca elétrica entre cargas
pontuais é menor em meios diferentes do ar.
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e A
Exemplo 1.1
Considere trés cargas pontuais positivas ligadas por fios que formam
um tridngulo retangulo, como mostra a figura. (a) Qual a tensao no
fio que liga as cargas de 7.4 nC e 9.3 nC? (b) Se a carga de 5.6 nC fosse
retirada, a tensdo calculada na alinea a aumentava ou diminufa?

7.4nC

1 cm

©
5.6 nC 1.5 cm 9.3nC
& J

Resolucao. (a) O diagrama de forcas sobre

a particula de carga 7.4 nC (designada de A
particula nimero 3) é apresentado na fi- . |B
gura a direita, onde Fi3 e Fy3 sdo as forcas Y 23
eletrostaticas produzidas pelas particulas

1 e 2, de cargas 9.3 nC e 5.6 nC respetiva- R \
mente, e T13 e ng sao as tensoes nos fios TIo3 N3
que ligam a particula 3 a essas duas car- Y

gas. Para que a particula permaneca em
equilibrio é necessario que:

Fi3="T3 Fr3=Tr3

Antes de fazer contas, é conveniente escrever o valor da constante k nas
unidades usadas no problema (nC e cm):

N-m? 105 uN x 10* cm? N-cm?
k=9x10° ——— =9x109—F =90k
c? 1018 nC? nC?
Admitindo que hd ar a volta das cargas, a tensdo no fio que liga as cargas 1
e3é:
klqillgsl 90x7.4x9.3
r2 124152

his=Fs= uN =1.9mN
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(b) O valor da tensdo permanecia igual, pois como se mostrou na alinea
anterior, neste caso, 713 ndo depende da for¢a F»3 produzida pela particula
de 5.6 nC.

1.6. Campo elétrico

Uma forma de interpretar a forca eletrostética entre duas particulas com
carga consiste em admitir que cada carga elétrica cria a sua volta um
campo de forcas que atua sobre outras particulas com carga. Se colocarmos
uma particula com carga gp num ponto onde existe um campo elétrico, o
resultado sera uma forca elétrica F sobre a particula; o campo elétrico E
define-se como a forca sobre a particula, por unidade de carga:

F
qo

E= (1.4)

Como tal, o campo elétrico num ponto é igual a forca elétrica que sentiria
uma carga unitéria positiva colocada nesse ponto.

De forma inversa, sabendo que num ponto existe um campo elétrico E, a
forca elétrica que atua sobre uma particula com carga g colocada nesse
ponto calcula-se multiplicando a carga pelo campo: F = g E. Basta co-
nhecer o campo para calcular a forca; ndo é necessario saber quais as
cargas que deram origem a esse campo. Em unidades SI, o campo elétrico
mede-se em newton por coulomb (N/C).

Como vimos, a forga elétrica produzida por uma carga pontual positiva
Q sobre uma segunda carga de prova ¢ positiva é sempre uma forca re-
pulsiva, cuja intensidade diminui proporcionalmente com o quadrado da
distancia. Assim, o campo elétrico produzido por uma carga pontual posi-
tiva Q é representado por vetores com direcao radial e sentido a afastar-se
da carga, como se mostra no lado esquerdo da figura 1.6.

Uma forma mais conveniente de representar esse campo vetorial é através
das linhas de campo, como no lado direito da figura 1.6. Em cada ponto,
a linha de campo que passa por esse ponto aponta na direcao do vetor
campo elétrico nesse ponto. A intensidade do campo elétrico é maior nas
regides onde as linhas de campo estdo mais proximas umas das outras.

Para determinar o valor do campo elétrico produzido pela carga pontual Q
num ponto, coloca-se uma carga de prova gp nesse ponto, determina-se
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/E E
/.

-

F
Q 7 Q

—_—

Figura 1.6.: Campo elétrico devido a uma carga pontual positiva Q e repre-
sentacdo com linhas de campo.

a forca elétrica F, e divide-se pela carga ¢o. Usando a lei de Coulomb,
obtém-se o seguinte resultado para o médulo do campo elétrico produzido
pela carga Q

_kIQ)
- Kr?
onde r € a distancia do ponto a carga Q. O sinal da carga Q indica se o
campo é repulsivo (Q > 0) ou atrativo (Q < 0).

E (1.5)

O campo elétrico criado por uma tnica carga pontual é demasiado fraco
para ser observado. Os campos observados experimentalmente sao a
soma vetorial dos campos criados por muitas cargas pontuais e o campo
resultante pode ter linhas de campo curvilineas como no exemplo da

Figura 1.7.: Exemplo de linhas de campo elétrico.

Para calcular o campo elétrico de cargas ndo pontuais, a regido onde existe
carga pode ser dividida em muitas regides infinitesimalmente pequenas,
que possam ser consideradas cargas pontuais, e o0 campo total é a sobrepo-
sicdo dos campos de todas as cargas infinitesimais. A soma dos campos de
vdrias cargas infinitesimais conduz a um integral. O estudo desse método
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para calcular campos encontra-se para além dos objetivos deste livro intro-
dutério, mas no apéndice B ilustra-se o cdlculo do campo por integracao,
num caso concreto que serd Util num capitulo seguinte.

Exemplo 1.2

Num certo ponto, a forca sobre uma carga de prova de 5 nC é de
2x107* N e tem a direcdo e sentido do eixo dos x. Calcule o campo
elétrico nesse ponto. Qual seria a forca exercida sobre um eletrdao
nesse mesmo ponto?

Resolucao. A partir da forca calcula-se o campo:

- F 2x10* (N 1. (N
E=—="—+i|—|=4x10*1|=
qo 5 nC C

A forca elétrica sobre um eletrdo nesse ponto seria:

F=—eE=-160x10""%x4x10*71=-6.4x10""° i (N)

1.7. Condutores e isoladores

Em alguns materiais, como nos metais, o eletrao mais externo de alguns
atomos consegue libertar-se do 4&tomo e deslocar-se livremente pelo ma-
terial; existe assim uma "nuvem"densa de eletrdes livres (eletroes de con-
ducdo), com densidade constante se o material for homogéneo. Esse tipo
de material é designado de condutor. Um material que nao seja condutor
diz-se isolador; dentro de um isolador, as cargas elétricas ndo se podem
deslocar livremente.

Se um condutor é colocado numa regiao onde existe campo elétrico, como
anuvem eletrénica de conducao tem carga negativa, desloca-se no sentido
oposto as linhas de campo. O deslocamento dos eletrdes de conducao faz
surgir carga negativa num extremo (excesso de eletroes) e carga positiva
no extremo oposto (falta de eletrdes). Se a carga total do condutor é nula, o
valor absoluto dessas cargas nos extremos serd igual. Essas cargas de sinais
opostos nos extremos opostos do condutor produzem um campo elétrico
interno, no sentido oposto ao campo externo e quando as cargas acumula-
das nos extremos sejam suficientemente elevadas, dentro do condutor os
dois campos se anulam e o0 movimento dos eletrdes de conducdo cessa.
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A figura 1.8 mostra uma barra com carga positiva, colocada na proximi-
dade de uma esfera condutora montada num suporte isolador; a nuvem
eletrénica de conducdo na esfera aproxima-se da barra, deixando carga
positiva na regido mais afastada da barra e a mesma quantidade de carga
negativa na regido mais préxima da barra. Se o suporte ndo fosse isolador,
entravam no condutor eletrdes do suporte e as cargas positivas indicadas
na figura desapareciam.

Figura 1.8.: Efeito de uma barra com carga sobre uma esfera condutora.

Se a barra tivesse carga negativa, em vez de positiva, as posi¢des das cargas
positivas e negativas na esfera seriam trocadas. Uma vez acumuladas
cargas de sinais opostos nos extremos da esfera, o campo elétrico total
dentro da esfera é nulo; como tal, as linhas de campo nao penetram na
esfera e os eletrdoes de conducao dentro da esfera ndo sentem qualquer
forca elétrica. Nos dois casos (barra com carga positiva ou negativa), as
cargas na superficie da esfera mais proxima da barra sao atraidas para a
barra e essa atracdo é maior do que a repulsdo sobre as cargas na superficie
mais afastada da barra. Como tal, qualquer objeto externo com carga
de qualquer sinal produz sempre uma forca atrativa nos condutores com
carga total nula.

Se a mesma experiéncia é realizada com uma esfera isoladora (figura 1.9),
ndo ha acumulacdo de cargas nos extremos; consequentemente, 0 campo
no interior da esfera ndo se anula e todas as moléculas dentro dela sdo
polarizadas, nomeadamente, a sua prépria nuvem eletrénica desloca-se
no seu interior, no sentido oposto do campo. Neste caso (barra com carga
positiva), a nuvem eletrénica das moléculas deixa de estar centrada no
mesmo ponto das cargas positivas, passando a estar centrada num ponto
mais préximo da barra; cada molécula torna-se um pequeno dipolo elé-
trico, que é um sistema com carga total nula, mas com as cargas positivas
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e negativas em pontos diferentes.

V4

+
+
+

Figura 1.9.: Efeito de uma barra com carga sobre uma esfera isoladora.

A figura 1.9 mostra alguns dipolos dentro da esfera. O lado dos dipolos que
estd mais préximo da barra tem sempre carga de sinal oposto ao da carga
na barra. Consequentemente, a forca resultante em cada dipolo é atrativa e
a sobreposicdo de todas essas forcas faz com que a esfera seja atraida para
a barra. Ou seja, um material isolador sem carga é sempre atraido pelos
objetos com carga, independentemente do sinal da carga desses objetos.

1.8. Eletrizacao por inducao

Um método usado para carregar dois condutores isolados, ficando com
cargas idénticas mas de sinais opostos, é o método de carga por inducao
ilustrado na figura 1.10.

Os dois condutores isolados sdo colocados em contacto e aproxima-se de
um deles um objeto carregado, como indicado na figura 1.10. O campo
elétrico produzido pelo objeto carregado induz uma carga de sinal oposto
no condutor mais préximo e uma carga do mesmo sinal no condutor mais
afastado. Em seguida, mantendo o objeto carregado fixo, separam-se os
dois condutores. Finalmente, afasta-se o objeto carregado, ficando os dois
condutores com cargas opostas (iguais em valor absoluto se nenhuma das
esferas tiver carga inicialmente). Em cada condutor as cargas distribuem-
se pela superficie, devido a repulsdo entre elas, mas as cargas dos dois
condutores ja ndo podem recombinar-se por ndo existir contacto entre
eles.
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Figura 1.10.: Procedimento usado para carregar dois condutores com car-
gas iguais mas de sinais opostos.

No gerador de Wimshurst, usa-se esse método para gerar cargas de si-
nais opostos. Os condutores que entram em contacto sdo duas peque-
nas laminas metélicas diametralmente opostas sobre um disco isolador,
quando passam por duas escovas metdlicas ligadas a uma barra metélica
(figura 1.11). As duas laminas permanecem em contacto apenas por alguns
instantes, devido a que o disco roda.

Figura 1.11.: Gerador de Wimshurst.
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Se no momento em que duas das laminas de um disco entram em con-
tacto uma lamina do disco oposto estiver carregada, essa carga induzira
cargas de sinais opostos nas duas laminas que entraram em contacto. Es-
sas cargas opostas induzidas em duas regioes do disco induzem também
cargas no disco oposto, porque nesse disco também hd uma barra que liga
temporariamente as laminas diametralmente opostas.

Em cada disco, ap6s induzirem cargas no disco oposto, as cargas saltam
para dois coletores ligados a duas garrafas metélicas; uma das garrafas
armazena carga positiva e a outra carga negativa. Quando as cargas acumu-
ladas nas garrafas forem elevadas produz-se uma descarga elétrica entre
as pontas de duas barras ligadas as garrafas, ficando descarregadas. Essa
descarga elétrica é um pequeno trovdo com uma faisca bastante luminosa.

Os dois discos rodam em sentidos opostos; as escovas que estabelecem o
contacto entre laminas e os dois coletores estdo colocados de forma a que
na rotacao de cada disco, cada lamina passa primeiro frente a escova, onde
troca carga com a lamina na escova oposta, a seguir passa frente a uma
das escovas no disco do outro lado, induzindo cargas nas laminas do disco
oposto e logo passa frente ao coletor, ficando descarregada e pronta para
reiniciar o ciclo.

A cada ciclo as cargas induzidas aumentam, porque cada lamina é induzida
pelas cargas de vérias laminas no disco oposto. Para iniciar o processo
basta com que uma das laminas tenha adquirido alguma carga, embora
seja muito reduzida, a partir do ar ou pela friccdo com as escovas. O sinal
dessa carga inicial determina qual das garrafas acumula carga positiva e
qual negativa.

Perguntas

1. Uma barra com carga positiva é colocada perto de uma folha de papel
com carga nula. A for¢ca que a barra exerce sobre o papel é entdo:

A. Atrativa.
Repulsiva.
Nula.

Atrativa ou repulsiva, conforme a barra seja condutora ou isoladora.

m O 0 ®

Atrativa se o papel estiver seco ou nula se estiver humido.



Perguntas 17

2.

O que distingue um condutor elétrico de um isolador é:
A. Ter mais eletrdoes do que protdes.

Ter mais protdes do que eletroes.

Ter mais eletroes do que o isolador.

Ter moléculas que se deformam mais facilmente.

m o 0O ®

Ter algumas particulas com carga livres de se deslocar.

Colocam-se trés cargas no eixo dos x:

g1 =-6.0pC, em x=-2.0m,

g> =+4.0pC,em x =0,

gz =—-6.0pC,em x=+2.0m.

Determine o mdédulo da forca elétrica resultante sobre gs.

A. 24x1072N D. 27x1072N
B. 1.7x1072N E. 34x1072N
C. 0

Trés esferas idénticas e condutoras, isoladas, uma delas com carga Q
e as outras duas sem carga, colocam-se em contacto, cada uma de-
las tocando as outras duas e a seguir separam-se. Qual das seguintes
afirmacdes é correta?

>

Todas as esferas ficam sem carga.
Cada uma delas fica com carga Q.

Duas delas ficam com carga Q/2 e outra com carga —Q/2.

O o w

Cada uma delas fica com carga Q/3.

E. Uma delas fica com carga Q e outra com carga —Q.

Uma esfera metdlica montada num suporte isolador liga-se a terra com
um fio condutor e a seguir aproxima-se uma barra de plastico com carga
positiva. A ligacdo da esfera a terra é retirada e a seguir afasta-se a barra
de pléstico. Com que carga fica a esfera metdlica?

A. Nula.
Positiva.
Negativa.

Diferente de zero, mas nao € possivel saber o sinal.

m o 0w

Positiva num extremo e negativa no extremo oposto.
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Problemas

1. Uma lamina de acetato, eletrizada por fric¢do, coloca-se 1 cm acima de
uma mesa onde hé varios quadrados de papel, cada um com 0.5 cm de
lado. Observa-se que alguns pedacos de papel saltam, ficando colados
ao acetato. Faca uma estimativa da ordem de grandeza da carga do
acetato, admitindo que uma carga idéntica e de sinal oposto é induzida
em cada pedaco de papel e sabendo que o papel usado tem 80 g/m?.

2. A soma dos valores de duas cargas pontuais q; € g2 € g1 + g2 = 10 pC.
Quando estao afastadas 3 m entre si, 0 médulo da forc¢a exercida por
cada uma delas sobre a outra é 24 mN. Determine os valores de ¢; e
g», se: (a) Ambas cargas sdo positivas. (b) Uma das cargas é positiva e a
outra negativa.

3. Sabendo que num dtomo de hidrogénio a distancia entre o protdo no
nicleo e o eletrdo € 5.3x 107! m, determine o médulo do campo elétrico
devido ao ntcleo, no ponto onde estd o eletro.

4. O campo elétrico na atmosfera terrestre tem intensidade de aproxi-
madamente 150 N/C e aponta na direcao e sentido do centro da Terra.
Calcule a relagao entre o peso de um eletrdao e o médulo da forca elétrica
oposta exercida pelo campo elétrico da atmosfera (a massa do eletrao é
9.109 x 1073! kg e admita que a aceleracéo da gravidade é 9.8 m/s?).

5. Trés cargas pontuais estdo ligadas por dois fios isoladores de 2.65 cm
cada (ver figura). Calcule a tensao em cada fio.
(2 @ @
3.2nC 5.1nC 7.4nC

6. Entre duas placas paralelas de cargas opostas existe um campo elétrico
uniforme. Um eletrdo libertado na superficie da placa carregada negati-
vamente € acelerado uniformemente, a partir do repouso, em direcao a
placa carregada positivamente (o peso do eletrdo pode ser desprezado
em comparacao com a forca elétrica e admite-se que as placas se en-
contram dentro de um tubo sob vacuo). Sabendo que a distancia entre
as placas é de 2.0 cm e que o eletrao demora 15 ps até bater na outra
placa: (a) Determine o médulo do campo elétrico (a massa do eletrdo é
9.109 x 10731 kg). (b) Qual a velocidade com que o eletrdo atinge a placa
positiva?
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7. Um sistema de trés cargas pontuais estd em equilibrio (a forca eletros-
tatica resultante sobre cada carga é nula). Se os valores de duas das
cargas sdo q e 2 g, separadas por uma distancia d, determine o valor e a
posicdo da terceira carga.

8. Determine a forcga elétrica resultante sobre cada uma das cargas repre-
sentadas na figura e o campo elétrico produzido pelas 3 cargas no ponto
P

7nC
lcm
1cm
P lcm
@
—5nC V3 cm 9InC

9. Duas pequenas esferas condutoras, com cargas g; = +300 nC e g2 =
+500 nC, e com a mesma massa 1, sdo coladas a dois fios, cada um
com 8 cm de comprimento. Os fios sdo logo colados numa barra hori-
zontal, em dois pontos a uma distancia d = 15 cm entre si. A repulsao
eletrostatica entre as cargas faz com que os dois fios se inclinem um
angulo 6 = 10° em relacgdo a vertical. Determine o valor da massa m.

I d I
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Respostas

Perguntas: 1. A. 2. E. 3. E. 4. D. 5. C.
Problemas

1. Ordem de grandeza de 107! C.
(@) 6 uC, e 4 uC (b) 12 uC, e -2 pC.
5.1x 101 N/C.

A forca eletrostatica é 2.7 x 1012 vezes maior que o peso.

A

A tensao no fio do lado esquerdo é 285 uN e no fio do lado direito 560
MUN.

(@ 1.01 x 1073 N/C (b) 2.67 x 103 m/s.

o

7. Aterceira carga é —0.343 g e encontra-se entre as outras duas cargas, a
uma distancia 0.414 d da carga q.

8. Com origem na carga ¢q; = -5 nC, eixo dos x na direcdo de g» =9 nC, e
eixo dos y na dire¢do de g3 = 7 nC, as forcas sdo:
Fi=(1.351+3.15)mN  F,=(-0.12i—0.71j) mN
F3=(-1.231—2.44j) mN
O campo em P é: (—0.5457—-0.135 j) N/uC

9. 24.7g.



2. Voltagem e corrente

Uma forma simples de sentir o efeito da corrente elétrica consiste em colo-
car uma colher metdlica e um pedaco de folha de aluminio em duas partes
da lingua. Estabelecendo contacto entre a colher e a folha de aluminio,
enquanto estdo também em contacto com a lingua, sente-se um sabor
azedo, produzido pela transferéncia de cargas elétricas entre os metais e a
lingua. Este fenémeno, descoberto no fim do século XVIII, foi aproveitado
por Alessandro Volta, para construir as primeiras pilhas quimicas, dando
origem ao rapido desenvolvimento da tecnologia elétrica. E importante
que o metal da folha seja diferente do metal da colher, que é geralmente de
aco ou alguma liga metélica. Na lingua existem ides positivos e negativos e
um dos metais tem maior tendéncia para atrair os ides negativos e o outro
os i0es positivos, criando-se fluxo de cargas através dos dois metais.
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2.1. Potencial eletrostatico

As varidveis (vetoriais) que determinam o estado de uma particula, sdo a
sua posicdo 7 e velocidade 7. As componentes destes dois vetores definem
um espacgo com seis dimensdes, chamado espaco de fase. Uma particula
com massa m e carga ¢, numa regiao onde existe um campo gravitico g
e um campo elétrico E estd sujeita a uma forca resultante mg + gE. A
equacao de movimento é:

dv q -
5 =g+dE 2.1)
em que os campos g e E sdo funcoes que dependem da posicdo 7 e, por-
tanto, a velocidade também serd uma funcdo que depende da posicao.
Multiplicando, escalarmente, os dois lados da equacao de movimento pelo
vetor d7 e lembrando que a derivada de 7 em ordem ao tempo é o vetor
velocidade 7, obtém-se a seguinte equagao:

ﬁ-dﬁ:(§+%1§")-d? 2.2)

Esta equacao permite encontrar a expressio para U em funcao de 7 a tra-
vés do procedimento seguinte: integram-se ambos membros da equacao,
desde os valores iniciais (7, Uy) até os valores finais (7, U), obtendo-se,

F 7

1 1 o

Emvz—gmv(%:mfg’dﬂrqfﬂd? (2.3)
?0 FO

A expressdo no primeiro membro da equacgdo é o aumento da energia
cinética da particula; no segundo membro, para calcular os dois integrais
de linha é necessario conhecer as expressdes para os campos em funcao
da posicao. Se os campos fossem quaisquer campos vetoriais arbitrarios,
seria necessario também conhecer de antemao a trajetéria da particula, ja
que os integrais de linha no segundo membro podem produzir diferentes
resultados para diferentes percursos de integracdo. No entanto, neste
caso ndo é necessario conhecer a trajetéria, porque os campos gravitico
e elétrico sdo ambos campos conservativos, isto €, o integral de linha de
um desses campos entre dois pontos conduz sempre ao mesmo resultado,
independentemente do percurso de integracao.

Por exemplo, a expressdo dum campo gravitico uniforme, segundo o eixo
dos z, é g = —g k e o integral de linha desse campo, ao longo de qualquer
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percurso desde um ponto com coordenada zj até outro ponto qualquer
com coordenada z, é igual a:

f gk :—gfdz g(z0—2) (2.4)

Ou seja, o integral d4 o mesmo resultado para qualquer percurso entre
esses pontos e, assim sendo, trata-se de um campo conservativo e a energia
potencial gravitica de uma particula de massa m nesse campo € a fungdo
Ug = m g z. O campo gravitico produzido por varias particulas ndo é cons-
tante, mas também é conservativo, conduzindo a um integral de linha que
ndo depende do percurso seguido e que pode ser escrito como a diferenca
entre os valores de uma fungao Uy (energia potencial gravitica) no ponto
inicial e final.

No caso do campo elétrico a situagdo é andloga; os campos eletrostaticos
(campos elétricos que nao variam com o tempo) sao sempre conservativos
e, portanto, para cada campo eletrostatico existe uma funcao da posicao,
V(x,y,z), que permite calcular o integral de linha do campo, sem necessi-
dade de conhecer o percurso de integrac¢ao:

fﬁ- d7 =V (xo, Yo, z0) = V(x,¥,2) (2.5)

To

A funcdo V chama-se potencial eletrostético e a energia potencial ele-

trostatica é a expressao:
2o

Em funcdo das energias potenciais gravitica e eletrostatica, a equagdo 2.2 é
alei da conservacao da energia mecénica da particula:

1 1
Emuz+Ue+Ug:§mv§+er+Ugo 2.7)

A unidade SI de potencial elétrico é o joule por coulomb, chamado volt e
identificado pela letra V.
1V=1]J/C 2.8)

No capitulo sobre carga e forca elétrica viu-se que a unidade SI do campo
elétrico é o N/C, que pode ser escrito como J/(m-C), pelo que o N/C é
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equivalente ao V/m. O campo elétrico pode entdo ser interpretado como a
diferenca de potencial por unidade de comprimento.

Note-se que, como a carga g poder ser positiva ou negativa, a energia
eletrostética U, de uma particula com carga negativa é maior nos pontos
onde o potencial for menor, enquanto que as particulas com carga positiva
tém maior energia nos pontos onde o potencial é maior. A equacgdo 2.7
implica entdo que, dentro de um campo elétrico, as particulas com carga
positiva sdo aceleradas para regioes com menor potencial e as particulas
com carga negativa sdo aceleradas para a regides com maior potencial.

Alei de conservacao da energia mecanica é valida unicamente quando as
cargas se deslocam no vacuo. As particulas com carga que dentro de um
material, por exemplo, num condutor ou num gés, estao sujeitas a forgas
dissipativas que fazem diminuir rapidamente a sua energia mecanica.

e A

Exemplo 2.1

Dentro de um tubo de vacuo ha duas laminas condutoras paralelas.
Uma das laminas é feita dum material radioativo que emite radiacao
beta (eletroes que saem dos niicleos). Para acelerar as particulas até
a outra lamina, liga-se uma diferenca de potencial de 150 V entre
as laminas. Num dado instante é emitida uma particula beta com
velocidade inicial de médulo 300 m/s que é acelerada até a outra
lamina. (a) Calcule o médulo da velocidade com que a particula beta
atinge a segunda lamina. (b) Se a distancia entre as duas laminas for

L 5 cm, qual o médulo do campo elétrico médio entre elas? )

Resolucdo. Como a carga das particulas é negativa, sdo aceleradas na
direcao do potencial mais elevado; assim sendo, a diferenca de potencial
deve ser ligada de forma a que a lamina radioativa tenha menor potencial.
As cargas negativas também sdo acelerados no sentido oposto ao campo e,
como tal, as linhas de campo elétrico apontam para a lamina radioativa.
Admitindo um campo constante, as linhas de campo sdo paralelas entre si.

f
i/
'Y

EEEEE
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(@) O deslocamento da particula no viacuo implica conservacado da sua
energia mecanica. A carga da particula beta é a carga do eletrdo, —1.602 x
10719 C e a diferenca de potencial de 150 V implica uma diferenca de
energia potencial eletrostatica

AU, =1.602x10719 x 150=2.40x 10717 ] (2.9)

Pode parecer pouca energia, mas é um valor muito elevado para um ele-
trdo que tem massa m = 9.11 x 103! kg. Para gerar a mesma diferenca
de energia potencial gravitica, m gAz, de 10717 J entre dois pontos, seria
necessdrio que o eletrdo descesse uma altura da ordem de 10'2 metros!
Como tal, é possivel ignorar a energia potencial gravitica e considerar que
o0 aumento da energia cinética é igual a diminuicao da energia potencial
eletrostética:

lm V2 - lm V2 =2.40x 1077

2 270
Substituindo os valores da massa e velocidade inicial, obtém-se o mdédulo

da velocidade final:

2x2.40x10717 ) ¢ M
vp =1 oo +3002 = 7.26 x 10° —

9.11 x 10731 S

que é um valor elevado, aproximadamente 2.4% da velocidade da luz, mas
ainda néo o suficiente para que seja necessario usar equagdes da mecanica
relativista. Note-se também que ndo é necessario saber em que direcao foi
disparada a particula. (b) O campo elétrico médio calcula-se admitindo
que o mesmo € uniforme. Seguindo um percurso paralelo as linhas de
campo, desde a lamina da direita até a da esquerda, a equacgdo 2.5 permite
calcular a intensidade do campo:
0.05

\Y
fEds=0.05E=150 = E=3000—
m

0

2.2. Pilhas quimicas

Uma das descobertas mais importantes na histéria da eletricidade foi a
invencdo das pilhas quimicas, que permitem fornecer a energia necessdria
para manter um fluxo constante de cargas num condutor, contrariando as
forcas dissipativas.
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O bidlogo italiano Luigi Galvani (1737-1798) fez varias experiéncias com
cargas eletrostdticas e 6rgaos de animais. A figura 2.1 mostra o laboratério
de Galvani, com um gerador eletrostético usado para produzir descargas
elétricas nas patas posteriores de uma ra. Enquanto fazia as experiéncias,
Galvani descobriu que quando tocava com uma faca na pata da ra, esta
encolhia-se bruscamente, como se a r estivesse viva, no instante em que
era produzida uma descarga elétrica num gerador eletrostatico proximo
dele (figura 2.1).

Figura 2.1.: Laboratorio de Luigi Galvani.

Mais tarde, conseguiu o mesmo efeito sem precisar do gerador eletrostético,
espetando dois fios de metais diferentes na pata da rd; quando juntava os
dois fios, a pata encolhia-se. Galvani atribuiu o efeito a uma eletricidade
de origem animal.

O fisico italiano Alessandro Volta (1745-1827) demonstrou que a origem da
eletricidade observada por Galvani ndo eram os organismos vivos. Na reali-
dade, o contacto entre dois metais diferentes dentro de qualquer solucao
quimica produz uma transferéncia de cargas elétricas, chamada corrente
elétrica, que nos seres vivos provoca efeitos como a contracdo muscular ou
o sabor azedo na lingua. De facto, o sistema nervoso produz transferéncias
de carga (correntes) que permitem controlar os movimentos musculares e
a transferéncia de cargas entre a lingua e os alimentos estimula o sistema
nervoso dando origem as sensacgoes de sabor.
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Em 1800 Volta construiu a primeira pilha,
colocando alternadamente discos de zinco
e de cobre, sobrepostos e separados entre
si por discos de cartao molhado numa solu-
¢do acida. Repetindo a mesma sequéncia
de discos vdrias vezes, conseguiu produzir
fluxos de carga mais elevados e sentir os
seus efeitos. Por exemplo, colocando as
suas maos dentro de dois recipientes com
4gua salgada, ligados aos dois terminais
da pilha, o choque elétrico nas suas maos
tornava-se doloroso quando a pilha era for-
mada por mais de 20 grupos de discos de
cobre e zinco. A figura 2.2 mostra uma das
pilhas construidas por Volta.

Figura 2.2.: Pilha de Volta.

2.3. Forca eletromotriz

Uma pilha quimica é constituida por duas

barras condutoras, chamadas elétrodos, embebidas numa substancia com
ides (eletrdlito). O eletrdlito pode ser liquido ou s6lido, desde que tenha
ides positivos e negativos; por exemplo, uma soluc¢do de dgua e sal de mesa
(cloreto de s6dio) em que existem ides de sddio, com carga elétrica positiva,
e ides de cloro, com carga elétrica negativa.

No metal dos elétrodos da pilha existe uma nuvem de eletrdes de conducdo
e quando se liga outro condutor externo entre eles, os eletrdes livres podem
deslocar-se transportando carga através do condutor externo. O desloca-
mento da nuvem eletrénica da origem a acumulacao de cargas de sinais
opostos nos extremos dos elétrodos que estdo dentro do eletroélito e os ides
de cargas opostas no eletrélito deslocam-se em sentidos opostos. Os ides
positivos, também chamados catides, sdo atraidos pelo elétrodo para o
qual a nuvem eletrénica foi deslocada, combinando-se com os eletrées
acumulados nesse elétrodo. Os ides negativos, ou anides, deslocam-se
para o outro elétrodo, fornecendo os eletrées que estavam em falta devido
ao deslocamento da nuvem eletrénica. O elétrodo para onde sao atraidos
os ides positivos chama-se cdtodo, comumente identificado nas pilhas
com um sinal positivo e o elétrodo para onde circulam os ides negativos
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do eletrélito chama-se o anodo e é comumente identificado com um sinal
negativo.

Para manter o movimento da nuvem eletrénica é necessario que existam
ides de sinais opostos no eletrélito e enquanto esse movimento perdura,
mais ides desaparecem no eletrélito devido a troca de eletrdes com os
elétrodos. O fluxo de cargas através dos elétrodos e do condutor que os liga
cessard quando a pilha estiver descarregada, isto é, quando a concentracao
de ides no eletrolito for inferior a um valor minimo.

Para garantir o funcionamento de uma pilha também é necessario que
num dos elétrodos seja mais facil a passagem de eletrdes dos &tomos para
anuvem de conducao, o que se consegue usando dois metais diferentes
para os dois elétrodos. Quando dois metais diferentes sdo colocados em
contacto um com o outro, a nuvem de eletrées de conducdo tem uma
tendéncia para se deslocar do metal mais eletropositivo (o que cede com
maior facilidade os seus eletrdes) para o menos eletropositivo. Diferentes
materiais condutores podem ser ordenados numa série galvanica, em
que os metais mais eletropositivos aparecem no topo da lista e os menos
eletropositivos na base (a ordem na série depende também do eletrélito
usado). A tabela 2.1 mostra a série galvanica para alguns condutores,
quando o eletrdlito é 4gua de mar.

Tabela 2.1.: Série galvanica com eletrélito de 4gua de mar.

Magnésio
Zinco
Aluminio
Chumbo
Ferro
Cobre
Tungsténio
Prata
Ouro
Platina
Grafite

O uso da tabela pode ilustrar-se no caso concreto da primeira pilha cons-
truida por Volta que usava eletrélito de dgua salgada. Os dois metais usados
para os elétrodos sdo zinco e cobre e como o zinco estd acima do cobre na
tabela, quer dizer que os eletroes de conducao se deslocam do zinco para
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0 cobre e os ides positivos do eletroélito sdo atraidos pelo cobre; como tal, o
elétrodo de cobre é o catodo (+) e o elétrodo de zinco é o anodo (-).

A corrosao dos metais no ar ou numa solugdo liquida também est4 rela-
cionada com a transferéncia de eletrdes de conducao. Os i6es negativos
de oxigénio passam eletrdes para o metal, combinando-se com os 4tomos
do metal na superficie para formar um sal. O processo de galvanizacado
consiste em colocar na superficie de um objeto metdlico uma camada de
zinco que garante que o movimento dos eletrdes de conducao serd do
zinco para o outro metal, servindo o zinco como d&nodo que atrai os ides
de oxigénio (anides); o zinco é oxidado enquanto o outro metal (cdtodo)
permanece protegido da corrosio.

O lado esquerdo da figura 2.3 mostra uma pilha ligada a um circuito e o
lado direito mostra o diagrama usado para representar esquematicamente
esse conjunto. A pilha representa-se com duas barras paralelas, que lem-
bram os dois discos metdlicos na pilha original de Volta, separados por
uma pequena regido (o eletrélito). Usa-se uma barra mais comprida para
representar o catodo (elétrodo positivo). As setas na figura indicam a dire-
¢ao do movimento dos eletrdes de conducao, que se deslocam no sentido
oposto ao campo elétrico estabelecido pela pilha através dos condutores.

£ _ B

—

Dispositivo Dispositivo =9V

Figura 2.3.: Pilha ligada a um dispositivo e representacdo diagramaética do
sistema.

Se os eletroes de conducao fossem completamente livres, seriam acelera-
dos pela forca elétrica no condutor. No entanto, no circuito e nos elétrodos
existem forcas dissipativas que contrariam o movimento dos eletrdes de
conducdo. O trabalho realizado pelas forcas dissipativas € igual a energia
fornecida pela pilha, através do campo elétrico. Isto é, durante o percurso
de cada eletrdo de conducao desde o anodo até o catodo, o campo elétrico
realiza um trabalho igual a diminuicdo da energia potencial eletrostatica
(AUe) desse eletrdo entre o dnodo e o cdtodo. Como a carga dos eletroes é
negativa, conclui-se que o potencial no cdtodo é maior do que no dnodo, e
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a diferenca de potencial entre eles € igual a:

_AUe
B e

£ (2.10)
onde e é a carga elementar (valor absoluto da carga do eletrdo). A ener-
gia AU, fornecida a cada eletrdo de conducdo é igual a diferenca entre a
energia necessdria para que um anido no eletrolito transfira um eletrdo ao
anodo e a energia necessdria para que o catodo transfira um eletrdo a um
catido do eletrdlito.

Essa diferenca de energia tem um valor especifico para cada par de con-
dutores usados para os elétrodos e para cada eletrélito. Assim sendo, a
constante ¢, com unidades de volt, tem um valor tipico para cada tipo de
pilha, que depende apenas dos metais e do eletrélito usado, e chama-se
forca eletromotriz da pilha, ou de forma abreviada, f.e.m. O valor da f.e.m.
para a maioria das pilhas é entre 1 volt e 4 volt. Na pilha da figura 2.3, o
valor da f.e.m. é de 9 V e é obtido colocando no interior da pilha seis pilhas
pequenas de 1.5V, uma a seguir a outra, tal como Volta colocou alterna-
damente varios discos de zinco, cartdo e cobre para obter maior energia;
afigura 2.4 mostra um diagrama que ilustra melhor essas seis pilhas em

série.
—i[1ifirji—
9V

Figura 2.4.: Pilhas ligadas em série.

A tabela 2.2 mostra os materiais usados para os elétrodos e o eletrélito em
vérios tipos de pilhas usadas atualmente e os valores da f.e.m. obtida em
cada caso.

Os tipos de pilhas nas trés tltimas linhas da tabela 2.2 sdo recarregaveis;
ou seja, as reacoes quimicas nos elétrodos sdo reversiveis. Utilizando
uma fonte externa para contrariar o sentido normal do fluxo das cargas,
consegue-se diminuir a quantidade dos sais acumulados nos elétrodos,
separando-0s nos metais originais e os ides do eletrélito e aumentando
assim a carga total dos ides do eletrélito e ficando a pilha num estado
semelhante ao inicial. Apo$ vérios ciclos de carga e descarga, parte dos
sais saem separam-se dos elétrodos e passam para o eletrélito torna-se
cada vez mais dificil recuperar todo o metal e o eletrdlito original, ficando a
pilha "viciada". No caso das pilhas de ides de litio, o cdtodo ndo é um tinico
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Tabela 2.2.: Alguns tipos de pilhas usados atualmente.

Tipo catodo dnodo eletrélito f.e.m.
seca C 7n MnO, / NH4Cl 1.5V
alcalina C MnO, KOH 1.5V
mercurio HgO Zn NaOH 1.35V
6xido de prata Ag,0O Zn NaOH 135V
NiCd NiO Cd KOH 1.2V
NiMH NiO liga metdlica KOH 1.2V
ides de litio Li,O/Co C Li 3.7V

bloco s6lido, mas sdo vdrias particulas em suspensdo dentro do préprio
eletrélito, evitando-se assim que a pilha fique viciada e permitindo muitos
mais ciclos de carga e descarga. Numa pilha néo recarregével, a inversdo da
corrente apenas aquece a pilha, com o perigo de queimé-la ou até fazé-la
explodir sem ser recarregada.

Outra carateristica importante de cada pilha, para além da suaf.e.m., éa
sua carga maxima, Qmsx, que indica a carga total dos ides positivos (igual
ao valor absoluto da carga dos i6es negativos) no eletrélito, no seu estado
inicial, com os elétrodos completamente limpos de sais. A energia méxima
que a pilha poderia fornecer, se fosse possivel manter o fluxo de cargas nos
elétrodos até o eletrolito ficar completamente livre de ides, é

Uméx:‘c:Qméx (2.11)

2.4. Condutores e semicondutores

Num condutor sélido existe uma nuvem muito densa de eletrdes de con-
ducdo que ndo estdo ligados a nenhum 4tomo em particular, conforme
referido no capitulo sobre carga e forga elétrica. Os &tomos de cobre, por
exemplo, tém 29 eletrdes a volta do niicleo no seu estado neutro; 28 desses
eletroes estdo fortemente ligados ao 4&tomo, enquanto que o tltimo eletrao
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se encontra numa 6rbita mais distante do nucleo e sai com facilidade para
anuvem de eletrdes de conducio.

Um pequeno deslocamento da nuvem de eletrées de conducao faz acumu-
lar um excesso de cargas negativas numa regido e cargas positivas na regiao
oposta. As cargas positivas sdo &tomos com um eletrdo a menos em relacdo
ao numero de protdes. Quando se liga um fio condutor aos elétrodos de
uma pilha, a nuvem eletrénica é atraida pelo elétrodo positivo e repelida
pelo elétrodo negativo; estabelece-se no condutor um fluxo continuo de
eletrdes do elétrodo negativo para o positivo.

Os semicondutores sdo materiais que nao tém cargas de conducao, como
os isoladores, mas que podem adquirir cargas de conducao (passando
entdo a ser condutores) através de diversos mecanismos: aumento da
temperatura, incidéncia de luz, presenca de cargas elétricas externas ou
existéncia de impurezas dentro do proprio material.

Atualmente os semicondutores sdo cons-
truidos a partir de silicio ou germanio. Os
atomos de silicio e de germanio tém 4 ele- w
troes de valéncia. Num cristal de silicio
ou germanio, os 4&tomos estdo colocados
numa rede uniforme, como na figura 2.5 e
0s 4 eletroes de valéncia ligam cada d&tomo
aos 4tomos na sua vizinhanca.

Ja os 4tomos de arsénio tém 5 eletroes de Figura 2.5.: Cristal FCC.

valéncia. Se dentro dum cristal de silicio

forem colocados alguns dtomos de arsénio, cada um deles fica ligado aos
atomos de silicio na rede, por meio de 4 dos seus eletroes de valéncia
e o quinto eletrdo de valéncia fica livre e contribui para uma nuvem de
eletroes de conducao. Obtém-se assim um semicondutor tipo N, capaz
de conduzir cargas através do material, pelo mesmo mecanismo que nos
condutores (nuvem de eletrdes de conducdo).

Os atomos de gélio tém trés eletroes de valéncia. Nos semicondutores
tipo P existem alguns 4tomos de gélio dentro de um cristal de silicio (ou
germanio); os 3 eletroes de valéncia de cada d&tomo de gdlio ligam-no a rede,
ficando um buraco no dtomo de silicio que tem um eletrdo de valéncia que
ndo estd ligado a um eletrao de um atomo vizinho.

Os buracos podem ser utilizados também para transportar carga; os ele-
troes de conducdo podem deslocar-se para um dtomo de gélio na vizi-



2.4 Condutores e semicondutores 33

nhanca, onde exista um desses buracos. Se dois extremos de um semicon-
dutor do tipo P forem ligados aos elétrodos de uma pilha, os buracos na
vizinhanca do elétrodo negativo sdo preenchidos com eletroes fornecidos
por esse elétrodo, e a seguir podem passar sucessivamente para outros
buracos no cristal. Os eletrdes deslocam-se no sentido do elétrodo nega-
tivo para o positivo, mas deslocam-se apenas entre dois buracos vizinhos.
Ja os buracos percorrem todo o percurso desde o elétrodo positivo até ao
negativo. E um pouco como a circulagio de automéveis em hora de ponta,
quando h4 filas compactas; cada automével consegue apenas deslocar-se
uma pequena distancia no sentido do avanco, mas aparecem buracos na
fila, que se deslocam rapidamente no sentido oposto.

A figura 2.6 mostra uma forma habitual de representar os dois tipos de
semicondutores, N e B de forma esquematica. Os circulos representam
cargas fixas no cristal, que nao se podem deslocar e as cargas sem um
circulo a volta representam as carga de conducao. No semicondutor do
tipo N as cargas positivas fixas sdo os d&tomos de arsénio, ou de outro
elemento com 5 eletroes de valéncia, colocados dentro do cristal de silicio
ou outro elemento com 4 eletrdes de valéncia e as cargas de conducao sdo
os eletroes cedidos por esse dtomos de arsénio. No semicondutor do tipo B,
as cargas fixas sdo dtomos de um elemento com 3 eletrées de valéncia e as
cargas livres sdo os buracos que ficam na ligacao covalente desses &tomos
com um dos dtomos vizinhos, com 4 eletrdes de valéncia.

- - - - - = + + + + + +
® 0 © & & 6 © © © © © ©
- - - - - = + + + + o+ o+
® 0 0 6 6 6 © © © © © ©
- - - - - = + + + + o+ o+
®© 0 © & 6 6 © © © © © ©
Semicondutor tipo N Semicondutor tipo P

Figura 2.6.: Os dois tipos de semicondutores.

Na figura 2.7 estdo representadas 3 barras de materiais diferentes, ligadas
entre dois pontos A e B entre os que existe diferenca de potencial (V4 maior
que Vg). No primeiro caso, trata-se de um semicondutor de tipo B, em que
as cargas de conducdo positiva deslocam-se do ponto A para o ponto B,
ja que o campo elétrico aponta do ponto com maior potencial (A) para o
ponto com menor potencial (B). No segundo caso, um semicondutor de
tipo N ou um metal, as cargas de conduc¢do negativas deslocam-se de B para
A, no sentido oposto ao campo elétrico. Finalmente, existem condutores
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com cargas de conducio positivas e negativas como, por exemplo, o gés
ionizado dentro de uma lampada fluorescente.

B

o

Figura 2.7.: Trés condutores diferentes com diferentes tipos de cargas de
conducao.

Nos trés casos ilustrados na figura, a mesma quantidade de energia (6 e V)
é retirada da regido A e a mesma quantidade de energia (6 e V) passa para a
regido B. No caso do semicondutor do tipo B, a saida de 6 cargas elementares
de A retira energia em A e a entrada dessas cargas em B aumenta a energia
em B. No caso da barra semicondutora do tipo N, a energia das cargas que
saem de B tem o sinal oposto de V3 e, por isso, faz aumentar a energia
disponivel em B; da mesma forma, a entrada das cargas de conducao
negativas em A faz diminuir a energia disponivel em A. No terceiro caso
da figura, metade da energia é transferida de A para B pelas cargas de
conducao positivas e a outra metade é transferida no mesmo sentido pelas
cargas de conducao negativas.

Observe-se que, na figura 2.7, a energia potencial eletrostética que é reti-
rada do ponto A é maior que a energia que passa para o ponto B, porque
Va > VB. A diferenca entre essas energias € igual a energia dissipada no
condutor; nos dois primeiros casos na figura, essa energia é transferida
para o condutor na forma de calor, aquecendo-o, e no terceiro caso, se o
condutor for uma ldampada fluorescente, a parte dessa energia é convertida
em luz, e a restante é calor que aquece a lampada.
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Existem outros mecanismos de conducao de cargas elétricas, como em
certos detetores de incéndio (figura 2.8). No interior do detetor existe
uma camara de ionizacao (cilindro preto na figura) onde a passagem de
cargas é devida a producao de particulas alfa emitidas por uma substancia
radioativa. As particulas alfa sdo nticleos de hélio, com carga igual a duas
unidades elementares de carga. As particulas sdo disparadas para fora da
substancia radioativa, passando pelo ar a volta da substancia, antes de
serem recolhidas num elétrodo no detetor. A presenca de fumo introduz
particulas sélidas no ar, que travam as particulas alfa, produzindo uma
reducdo do nimero de particulas recolhidas no elétrodo, e essa reducao
do fluxo de cargas faz disparar um sinal de alarme.

Figura 2.8.: Detetor de incéndios.

2.5. Corrente elétrica

A corrente elétrica, representada pela letra I, é o fluxo das cargas de con-
ducdo dentro de um material. A intensidade da corrente I é a taxa de
transferéncia da carga, através de uma seccao, por unidade de tempo

,_d0

= 2.12
4 (2.12)

onde dQ é o valor absoluto da carga total que passa pela sec¢cdo durante
um intervalo de tempo d¢. De forma inversa, a carga total que passa através
de uma sec¢do de um condutor, desde um instante #; até outro instante f»,
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é o integral da corrente I,

123
Q:]ﬁdt (2.13)
h

No sistema internacional de unidades a unidade usada para medir a cor-
rente elétrica é o ampere, designado pela letra A, que equivale a transferén-
cia de uma carga de um coulomb cada segundo:

1A=1C/s (2.14)

A corrente costuma ser representada vetorialmente por I, com médulo
igual 4 intensidade da corrente, direcao igual a direcdo do movimento das
cargas de conducdo e com o mesmo sentido em que € transferida energia.
Tal como foi referido, nas trés barras condutoras da figura 2.7 hé transfe-
réncia de energia do ponto A para o ponto B e, portanto, a corrente nos
trés casos é no sentido de A para B, como indica o diagrama da figura 2.9.
A corrente em qualquer condutor ou semicondutor de qualquer tipo segue
sempre o sentido do campo elétrico, isto é, do ponto com maior potencial
para o ponto com menor potencial.

Y
A ' — B

I

[}
| I
€
Figura 2.9.: Corrente I numa barra condutora.

Se o condutor nao for retilineo (figura 2.10), as linhas de campo elétrico
seguem a direcdo do condutor, desde o ponto onde o potencial é maior até
onde o potencial € menor. A relacdo entre o campo elétrico no condutor e
a diferenca de potencial entre os extremos é,

B
fEM:W—% (2.15)
A

O mdédulo do campo campo elétrico podera ser diferente em diferentes
partes do percurso no integral de linha do primeiro membro da equacao,
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Vg

Va
Figura 2.10.: Campo elétrico num condutor ligado a uma voltagem AV

(VA > VB).

mas usando o teorema do valor médio obtém-se a seguinte relacdo para o
valor médio do campo no condutor:

_ AV
E=— (2.16)
As

onde As é o comprimento do condutor e AV a voltagem (diferenca de
potencial entre os extremos).

Como tal, quanto mais comprido for o fio condutor que liga os pontos
A e B, com potenciais fixos V4 e Vg, menor serd o campo elétrico médio.
A intensidade da corrente depende do médulo do campo elétrico e da
area da seccdo transversal do fio; quanto maior for o médulo do campo,
mais rdpido é o movimento da nuvem de cargas de conduc¢do e maior é
a corrente; quanto maior for a drea da seccdo transversal, mais grosso é
o fio e 0o movimento da nuvem de cargas de conducao produz entdo uma
corrente maior.

2.6. Poténcia elétrica

Como j4 foi referido, o transporte de cargas de conducdo num condutor
acarreta dissipacdo de energia, geralmente na forma de calor, fenémeno
esse designado de efeito Joule. Se num condutor circula corrente estaci-
ondria I, durante um intervalo de tempo d¢ entra uma carga dQ por um
extremo do condutor e sai a mesma carga pelo extremo oposto. No condu-
tor da figura 2.11, o sentido da corrente indica que V € maior que Vg; se as
cargas de condugdo sao positivas, deslocam-se no sentido da corrente, ou
seja, entra carga dQ pelo extremo A e sai carga dQ pelo extremo B. A energia
elétrica da carga que entra é V4 dQ e a energia da carga que sai é /3dQ. Ou
seja, as cargas perdem energia elétrica na passagem pelo condutor.
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Figura 2.11.: Cargas que entram e saem num condutor com corrente, du-
rante um intervalo dz.

A energia elétrica que as cargas de conducdo perdem na passagem pelo
condutor, durante o intervalo de tempo dt é

dUe = VadQ-V3dQ=AVdQ (2.17)

onde AV = Vj — Vg é a voltagem no condutor. O valor instantaneo da
poténcia elétrica, P, dissipada no condutor, obtém-se dividindo dU, pelo
intervalo de tempo dt. O resultado obtido é

219

Essa é a poténcia dissipada em calor num condutor com voltagem AV e
corrente I. O resultado foi obtido no caso de um condutor com portadores
de cargas positivas, mas é o mesmo resultado que se obtém para qualquer
outro condutor com cargas de conducdo negativas ou cargas de ambos
sinais. A partir das definicées de volt e ampere, pode-se verificar que
o produto dessas duas unidades € igual a joule sobre segundo, que é a
unidade SI de poténcia, o watt (W), igual a um joule sobre segundo.

Para manter a corrente no condutor, é necessario que a mesma poténcia
P, dissipada no condutor, seja fornecida pela bateria que estabelece a
diferenca de potencial AV. Assim, a poténcia fornecida pela bateria é
também AV, em que AV é a diferenca de potencial entre os terminais da
bateria. Numa bateria "ideal"essa diferenca de potencial é igual ao valor
daf.e.m. (¢) e, como tal, a poténcia fornecida por uma bateria ideal é:

P, =1I¢ (2.19)
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No préximo capitulo mostra-se que, numa bateria real, AV é realmente
menor que o valor da f.e.m., e diminui em funcao da corrente.

e A

Exemplo 2.2

Num condutor, ligado a uma pilha ideal com f.e.m. de 1.5V, circulam
10'6 eletroes de conducao durante 2 segundos. Calcule: (a) A corrente
meédia; (b) A energia fornecida pela pilha durante esse intervalo; (c)
A poténcia média fornecida pela pilha; (d) Se a carga maxima da
pilha for 3 A-h e se fosse possivel manter a mesma corrente média
até a pilha descarregar totalmente, quanto tempo demoraria a pilha a

descarregar?
N J

Resolucdo. (a) A carga transferida é o valor absoluto da carga dos 10'°
eletroes:

AQ=10"x1.602x10"1=1.602x1073C
e a corrente média é:

- AQ 1.602x1073
I=—=———=0.80mA
At 2
(b) A energia fornecida pela pilha é igual a energia elétrica dissipada no
condutor:

AUe=AQAV =1.602x 1073 x 1.5 = 2.40 m]

(c) A poténcia média fornecida é igual a essa energia, dividida pelo intervalo
de tempo:

AU, 240x107°
At

pP= =1.20 mW
(d) O tempo obtém-se dividindo a carga maxima que pode ser transferida,

pela corrente média:
A .
Ap = Almix
I

substituindo, obtém-se:

3A-h

t= ———— =3750h = 156 dias
0.80 x 1073 A



40 Voltagem e corrente

2.7. Voltimetros e amperimetros

Para medir a diferenca de potencial entre dois pontos num dispositivo,
basta tocar nesses pontos com os terminais de um voltimetro. Se a dife-
renca de potencial ndo ultrapassa o valor maximo aceite pelo voltimetro,
essa operacdo € bastante segura e muito 1til para diagnosticar problemas
nos dispositivos.

Para medir a corrente elétrica usa-se um amperimetro. Igual que no caso
do voltimetro, a corrente a ser medida ndo devera ultrapassar o valor ma-
ximo aceite pelo amperimetro. O problema neste caso é que um bom
amperimetro devera facilitar a passagem das cargas, para ndo interferir
com o dispositivo onde vai medir-se a corrente. Ou seja, ligando o amperi-
metro entre dois pontos de um dispositivo, a maioria das cargas passam
pelo amperimetro e ndo pelo dispositivo, ja que encontram um percurso
mais livre através do amperimetro. Assim sendo, a corrente através do
amperimetro pode ser muito elevada, correndo-se o risco de queimé-lo.

Como tal, ha que ter maior cuidado no uso de um amperimetro do que
um voltimetro. Antes de tocar num dispositivo com os terminais de um
amperimetro, é necessdrio "cortar"o fluxo de carga no ponto onde vai
medir-se a corrente e fazer uma ponte com os terminais do amperimetro,
entre os dois pontos onde foi aberto o circuito, para garantir que todas as
cargas que passem pelo amperimetro tém que passar pelo dispositivo, que
foi concebido para limitar o fluxo das cargas. Um multimetro combina as
funcoes de voltimetro e amperimetro num tnico aparelho de medicao.
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Perguntas

1.

2.

3.

A forca eletromotriz de uma pilha quimica:
A. Eindependente das reacdes quimicas no seu interior.
Depende do tamanho da pilha.

Depende da sua carga maxima.

oo w

E independente do tamanho dos elétrodos.

E. Nenhuma das outras respostas.

Se o custo da energia elétrica fosse de 10 céntimos por kilowatt-hora,
quanto custaria manter uma torradeira de 660 W a funcionar durante
meia hora?

15 céntimos.
12 céntimos.

6.9 céntimos.

O 0w >

3.3 céntimos.
E. 1.7 céntimos.
A corrente num condutor aumenta linearmente desde um valor inicial

de3 A, em t=0, até o valor final 6 A, em ¢ = 3 h. Determine a carga total
transportada pelo condutor durante esse intervalo.

A. 48.6kC D. 97.2kC
B. 32.4kC E. 16.2kC
C. 64.8kC

. Uma pilha AA tem uma carga total de 8 A-h. Se for ligada a um disposi-

tivo, produzindo uma corrente média de 50 mA durante 50 horas, com
que percentagem da sua carga ficard apoés as 50 horas?

A. 31% D. 69%
B. 50% E. 131%
C. 21%
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5.

Se cada segundo 4.0 x 10'8 eletroes e 1.5 x 108 protdes atravessam a
seccdo transversal de um tubo de descarga de hidrogénio, a corrente
média no tubo é:

A. 0.40A D. 15A
B. 0.56 A E. 40A
C. 0.88A

Problemas

1.

Um eletrdo é acelerado no vécuo, a partir do repouso, através de uma
diferenca de potencial de 220 V. Determine a velocidade final do eletrao
(a massa do eletrao encontra-se no apéndice A).

Num tubo de raios X sdo libertados eletrées, inicialmente em repouso,
que sdo logo acelerados no vacuo do tubo por meio de um campo
elétrico, atravessando uma regido em que a diferenca de potencial é
de 4 kV. Os eletroes logo colidem com um alvo metdlico produzindo
radiacdo X. (@) Determine a energia cinética e a velocidade com que os
eletrdes colidem com o alvo. (b) Se a variacao de potencial se estender
por uma distdncia de 8 dm, determine a intensidade do campo elétrico
médio.

Uma certa bateria de automovel tem carga méxima de 250 Ah, que
corresponde a carga disponivel quando estéd carregada a 100%. (a)
Depois de algum uso, a bateria descarrega até 60% da sua carga maxima.
Qual é a carga, em coulombs, com que fica a bateria? (b) A seguir, a
bateria liga-se a um carregador de 12 V para a recarregar e observa-se
que inicialmente a corrente do carregador tem intensidade de 7 A, mas
6 horas depois diminui a 3 A. Admitindo diminuicao linear da corrente
em ordem ao tempo, com que percentagem da sua carga maxima fica a
bateria no fim das 6 horas?
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4.

. Num condutor ligado a uma pilha com f.e.m. de 1.5V, circulam 9.6 x 1

Uma pilha recarregavel de Ni-MH tem f.e.m. de 1.2 V e carga maxima
2300 mA-h. Determine a energia potencial elétrica mdxima que essa
pilha pode armazenar.

ﬂﬂﬂhal‘ﬂﬂalﬂ x p

. Uma calculadora pode funcionar com um adaptador que fornece 40 mA,

a 3V, ou com duas pilhas AA cada uma com 1.5V e carga méxima de
8 Ah, ligadas em série. Admitindo que a calculadora utiliza a mesma
poténcia quando funciona a pilhas ou com o adaptador, por quanto
tempo pode funcionar a pilhas?

. Numa casa, o fusivel do fogdo elétrico na caixa de fusiveis é de 30 A.

Qual é a poténcia maxima que pode ter o fogdo? (admita diferenca de
potencial de 230 V).

. A corrente num cabo varia de acordo com a funcéo I =20 + 3 ¢, onde

I mede-se em miliampere e  em segundos. (a) Que carga transporta
o cabo desde ¢ =0 até ¢ = 10 s? (b) Qual o valor da corrente constante
que transporta a mesma quantidade de carga no mesmo intervalo de
tempo?

02!
eletrdoes de condugdo durante 2 horas. Determine:

(a) A intensidade da corrente média.

(b) A energia fornecida pela pilha durante esse intervalo.

(c) A poténcia média fornecida pela pilha.

(d) Se a carga inical da pilha era de 3 A-h, com que carga fica ap6s as 2
horas?

. Para manter a temperatura a 20 °C num quarto, durante um dia de

inverno, estima-se ser necessdria energia de 132 kJ cada minuto. Se essa
energia for fornecida por um aquecedor elétrico, ligado a tensdo de 220
V disponivel na casa:

(a) Determine a intensidade da corrente no aquecedor.

(b) Se o custo da energia elétrica for de 12 céntimos por kw-h, qual o
custo de manter ligado o aquecedor durante 10 minutos?
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Respostas

Perguntas: 1. D. 2. D. 3. A. 4. D. 5. C.

Problemas

1. 8.80 Mm/s.

2. (@ E=6.4%x10716], v =37.5 Mm/s. (b) 5kV/m.
3. (@ 5.4x10°C. (b) 72%.

4. 9.936 kJ.

5. 200 horas.

6. 6.9 kW.

7. (@) 1.2 C. (b) 120 mA.

8. (a) 214 mA. (b) 2.307 kJ. (¢) 320 mW. (d) 2.57 A-h.
9. (a) 10A. (b) 4.4 céntimos.
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"Em termos gerais, os efeitos da corrente no corpo humano sao os seguin-
tes:

* com menos do que 0.01 A: sensagdo de formigueiro ou nada se sente;

0.02 A: sensacao de dor e fica-se agarrado;
* 0.03 A: perturbacgdes respiratérias;

* 0.07 A: grandes dificuldades respiratdrias;
* 0.1 A: morte devido a fibrilacao;

* mais do que 0.2 A; ndo existe fibrilacao mas verificam-se queimadu-
ras muito graves e cessa a respiracao.

A gama intermédia que vai de 0.1 a 0.2 A €, por estranho que pareca, a
que origina a maior parte das mortes nas situagées comuns, porque a
este nivel de intensidade inicia-se a fibrilacdo do coracao, que consiste
numa contracdo muscular espasmddica e incontrolada do coracdo. A
quebra da corrente sanguinea dai resultante origina rapidamente a morte.
Acima de 0.2 A o coracdo simplesmente para e as medidas normais de
primeiros socorros podem restabelecer o seu funcionamento. Mas o tinico
processo para deter a fibrilacdo é um outro choque elétrico controlado. Por
isso, correntes entre 0.1 e 0.2 A sdo mais mortais do que correntes mais
intensas. A intensidade de corrente que passa por uma vitima é geralmente
determinada pela resisténcia da pele que vai de cerca de 1000 Q para peles
molhadas até 500 000 Q para peles secas. A resisténcia interna é menor do
que a da pele, estando compreendida entre 100 e 500 Q. Para voltagens
superiores a cerca de 240V, geralmente resulta a perfuracao da pele pela
corrente."

O Grande Circo da Fisica (Walker, 1975, pp. 463-464).
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3.1. Carateristicas voltagem-corrente

A poténcia elétrica dissipada num dispositivo (por exemplo, numa lam-
pada) é igual ao produto da diferenca de potencial entre os extremos do
elemento pela corrente que o percorre: P = IAV. Duas lampadas dife-
rentes podem dissipar diferentes poténcias, quando sao ligadas a mesma
voltagem. Por exemplo, existem lampadas pequenas, de 12V, com potén-
cias de 1 We de 2 W; isso indica que para o mesmo valor da diferenca de
potencial, a corrente nalampada de 2 W é o dobro da corrente na lampada
de 1 W.

Cada dispositivo tem uma curva carateristica que mostra os valores resul-
tantes da corrente, I, para diferentes valores da diferenca de potencial,
AV. A figura 3.1 mostra algumas dessas curvas carateristicas para trés
elementos diferentes.

(a) (b) (0
AV A AV A AV A

~Y
~Y

~Y

Figura 3.1.: Carateristicas voltagem-corrente de trés dispositivos diferen-
tes.

3.2. Lei de Ohm

Em alguns condutores (o caso ana figura 3.1), designados de ohmicos, a
curva carateristica é uma reta que passa pela origem. Essa relagdo linear
entre [ e AV expressa-se matematicamente pela Lei de Ohm:

o

onde R é uma constante chamada resisténcia, que corresponde ao de-
clive da carateristica voltagem-corrente. Um condutor ohmico designa-se
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R
—AMAW—

Figura 3.2.: Simbolo de resisténcia num circuito.

simplesmente por resisténcia. A figura 3.2 mostra o simbolo usado para
representar uma resisténcia nos circuitos.

Nos elementos ndo ohmicos (b e ¢ na figura 3.1) pode também definir-
se a resisténcia R pela relacao AV/I, mas observe-se que nesses casos
R nao é constante e também ndo é o declive da carateristica voltagem-
corrente, mas sim o declive de uma reta que passa pelo respetivo ponto e
pela origem.

No sistema internacional, a unidade usada para medir a resisténcia é o
ohm representado pela letra grega Q (6mega maitisculo). Uma resisténcia
de 1 ohm é uma resisténcia em que uma voltagem de 1 volt produz uma
corrente de 1 ampere:

\Y
10=1— 3.2)
A

Usando a lei de Ohm, a poténcia dissipada por efeito Joule numa resisténcia
(P =1AV) pode ser escrita em funcao do valor da resisténcia:

p:RIZZA_V2

(3.3)
a poténcia dissipada pelo dispositivo depende da voltagem a que for ligado.
A poténcia nominal, indicada pelo fabricante, é a poténcia que dissipa
quando for ligado a diferenca de potencial recomendada pelo fabricante.
Comparando dispositivos com a mesma voltagem nominal, quanto maior
a potencia nominal, menor serd a resisténcia do dispositivo.

3.3. Carateristica de uma bateria

No modo normal de funcionamento das baterias ou pilhas, em que a cor-
rente entra na bateria pelo elétrodo negativo e sai pelo elétrodo positivo,
a energia elétrica das cargas de conducdo aumenta quando passam pela
bateria; ou seja, a bateria fornece energia elétrica e diz-se que funciona
como gerador. As rea¢cdes quimicas no eletrélito fornecem poténcia elé-
trica € I. Uma parte dessa poténcia é dissipada em calor dentro da prépria
bateria, devido a passagem das cargas pelos elétrodos e pelo eletrélito. Se
os elétrodos e o eletrélito sdo condutores ohmicos, com resisténcia total
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Figura 3.3.: Cada eletrodoméstico tem uma poténcia elétrica nominal.

r, a poténcia dissipada em calor dentro da bateria é r I? e, assim sendo,
a poténcia fornecida pela bateria ao dispositivo ligado entre os elétrodos
é eI - r I>. Como essa poténcia fornecida ao dispositivo é igual a IAV,
obtém-se entdo a expressao da carateristica da bateria, no modo normal
em que fornece energia a um dispositivo:

AVgerador =€—T11 (3.4)

A figura 3.4 mostra a carateristica do gerador. A ordenada na origem é
o valor da f.e.m. e o valor absoluto do declive € a resisténcia interna da
bateria, r. A corrente Iy = €/r é a corrente maxima que pode fornecer a
bateria, quando for ligada em curto-circuito (diferenca de potencial AV
nula entre os elétrodos).

AV A

~Y

Iy

Figura 3.4.: Carateristica voltagem-corrente de uma bateria.

Nas baterias recarregéveis, o sentido normal da corrente pode ser invertido,
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ligando outra fonte externa com f.e.m. maior que a da bateria e contrari-
ando a sua polaridade. Nesse caso, a corrente entra na bateria pelo elétrodo
positivo e sai pelo elétrodo negativo. As cargas de conducdo perdem ener-
gia elétrica durante a sua passagem pela bateria. A bateria estd entdo a
absorver poténcia elétrica I AV, que estd a ser fornecida pela fonte externa.
A bateria passa a funcionar como recetor. Uma parte dessa poténcia absor-
vida € usada para inverter as reacdes quimicas no eletrélito, aumentando o
namero de catides e anides; essa parte é igual € I. A outra parte da poténcia
absorvida pela bateria é dissipada em calor na resisténcia interna e é igual
a rI?. Como tal, a carateristica da bateria, no modo recetor, é

AViecetor =€+11 (3.5)

A figura 3.5 mostra as carateristicas da bateria nos dois modos de funcio-
namento. Nos dois casos, o valor absoluto do declive é igual a resisténcia
interna r. A voltagem da bateria s6 € igual ao valor da sua f.e.m. quando a
bateria nao estd ligada a nenhum dispositivo (corrente nula). Quando a
bateria € ligada a um dispositivo, passando corrente através dela, a volta-
gem da bateria € maior que a f.e.m. no modo de receptor e menor que a
f.e.m. no modo de gerador. No modo de gerador, quando a bateria estd em
curto-circuito (ligam-se os dois terminais da bateria entre si), a voltagem
diminui para zero, e toda a energia fornecida pelas reacdes quimicas é dis-
sipada em calor dentro da préopria bateria, descarregando-se totalmente,
se antes nao se queimar pelo calor dissipado.

AV A

recetor

gerador

>
I
Figura 3.5.: Carateristicas de uma bateria recarregdvel nos dois modos de
operacao.

O diagrama de circuito correspondente deve incluir uma f.e.m. ligada em
série a uma resisténcia r. Tal como foi referido no capitulo anterior, a barra
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mais comprida na f.e.m. representa o elétrodo positivo e a barra mais
curta o elétrodo negativo. A figura 3.6 mostra os diagrama de circuito de
uma bateria quando esté a fornecer energia a um dispositivo (gerador) e
da mesma bateria quando estd a ser recarregada (recetor) por uma fonte
externa. Aletra A indica o anodo e aletra C o catodo. Por definicao, o cdtodo
é o terminal para onde se deslocam os catides e 0 0 &nodo o terminal para
onde se deslocam os anides. O sentido da corrente indica o sentido do
deslocamento do catides, ou seja que a corrente vai sempre do dnodo para
o catodo. Como o sentido da corrente é oposto nos dois casos, o catodo e o
anodo invertem-se nos dois modos de operacio.

Dispositivo Fonte
I I
I I
| I
¢ B YT A ¢ IFg YW

Figura 3.6.: Bateria recarregavel operando como gerador ou recetor.

No modo de gerador, a bateria fornece energia ao dispositivo e a carga no
eletrélito diminui. O sentido da corrente mostra que o potencial do ponto
A é maior do que o do ponto B (figura 3.6); como o potencial de C também é
maior que o de B, a voltagem da bateria (V¢ — V) é o valor da f.e.m. menos
a diferenca de potencial em r, obtendo-se a equacao 3.4. No modo recetor,
a bateria absorve energia da fonte externa e a carga no eletrélito aumenta.
O sentido da corrente indica que Vg é maior que V¢ e como o potencial
de A é maior que o de B, a voltagem da bateria (V, — V) é o valor da f.e.m.
mais a diferenca de potencial em r, obtendo-se a equagao 3.5.

3.4. Codigo de cores para resisténcias

As resisténcias usadas comumente nos circuitos eletrénicos sdo peque-
nos cilindros de carbono, com um isolamento cerdmico. No circuito da
figura 3.7 todos os cilindros com riscas de cores sdo resisténcias. Usam-se
4 riscas de cores para indicar o valor da resisténcia.

A correspondéncia entre cores e algarismos é dada na tabela 3.1. Trés
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Figura 3.7.: Circuito impresso (PCB) incluindo algumas resisténcias.

das riscas estdo mais proximas umas das outras; as duas primeiras dessas
riscas, contadas a partir do extremo mais préximo do cilindro, representam
os dois algarismos de um niimero inteiro entre 0 e 99. A terceira risca indica
a ordem de grandeza desse namero, em ohms, usando a mesma relacdo
entre cores e algarismos da tabela acima. A quarta risca, mais afastada das
outras trés, representa a tolerancia (erro relativo) no valor indicado para a
resisténcia.

Tabela 3.1.: C6digo de cores para resisténcias.

Cor Algarismo Tolerancia
Preto 0
Castanho 1 1%
Vermelho 2 2%
Laranja 3
Amarelo 4
Verde 5 0.5%
Azul 6 0.25%
Roxo 7 0.1%
Cinza 8 0.05%
Branco 9
Dourado 5%
Prateado 10%
Nenhuma 20%

Por exemplo, se as cores das 3 riscas mais proximas fossem laranja, preta e
azul e a quarta risca for prateada, o valor da resisténcia seria: 30 x 10° Q
(£3 x 10° Q).
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3.5. Resistividade

A resisténcia de um condutor ohmico resulta das colisdes entre as cargas
de conducdo e os d&tomos ou ides. As cargas de conducao sdo aceleradas
pela forca eletrostatica, mas devido as colisdes acabam por se deslocar a
uma velocidade média constante. A resisténcia é determinada pela relacao
que existir entre a velocidade média atingida e a diferenca de potencial
(por unidade de comprimento) que produz o movimento. Os fatores que
determinam o valor da resisténcia sdo: a natureza do material, o tamanho
do condutor e a temperatura.

Para estudar a influéncia do tamanho do condutor, considerem-se dois
cilindros condutores idénticos, de comprimento L e 4rea transversal A,
cada um com resisténcia R, ligados em série (figura 3.8).

A

W

A

Figura 3.8.: Dois cilindros condutores ligados em série.

A combinacdo em série é equivalente a um tnico cilindro de comprimento
2 L e se a corrente for I, a diferenca de potencial serd R I + R I; a resisténcia
do sistema é entdo 2 R. A resisténcia é entdo diretamente proporcional ao
comprimento do condutor.

Se os mesmos dois cilindros condutores fossem ligados em paralelo, como
se mostra na figura 3.9, o sistema é agora equivalente a um tinico condutor
de comprimento L e drea transversal 2 A. Neste caso, a diferenca de poten-
cial é igual em ambos cilindros (AV), a corrente em cada cilindro é AV/R e
a corrente total € 2AV/R, que corresponde a corrente num sistema com re-
sisténcia R/2. Ou seja, duplicando a drea transversal, a resisténcia diminui
ametade, o que significa que a resisténcia é inversamente proporcional a
area da seccao transversal do condutor.

Resumindo, a resisténcia de um condutor com comprimento L e drea
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i}

A

Figura 3.9.: Dois cilindros condutores ligados em paralelo.

transversal A pode ser expressa como

L
R=p— 3.6
pA (3.6)

onde a constante de proporcionalidade, p, é a resistividade do material,
que depende da natureza do material e da temperatura. Nos condutores
ohmicos, a resisténcia aumenta com a temperatura, de modo quase linear
(ver figura 3.10), para temperaturas afastadas do zero absoluto (-273 °C).

RA
~T
~ T> N
>
T

Figura 3.10.: Variacao da resisténcia de um condutor em funcdo da tempe-
ratura absoluta.

A expressao obtida de forma empirica para a resisténcia de um condutor
em funcao da temperatura € entdo

R=Ryo(1+ ay(T —-20)) (3.7

onde Ry é a resisténcia a 20 °C, ay € o coeficiente de temperaturae T
é a temperatura em graus Celsius. Cada material tem um coeficiente de
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temperatura préprio que é medido experimentalmente. Note-se que o
declive da reta na figura 3.10 é o produto Ry a2 €, como tal, apesar do
declive ser quase constante, o valor da constante a depende da tempera-
tura. A tabela 3.2 mostra os valores da resistividade e do coeficiente de
temperatura de alguns materiais a 20 °C. A grafite, que é um semicondutor,
tem um coeficiente de temperatura negativo, o que quer dizer que a 20 °C
a sua resisténcia diminui quando a temperatura aumenta.

Tabela 3.2.: Resistividade e coeficiente de temperatura de alguns materiais,

a20°C.

Material P20 (NQ-m) g (°C71)
Prata 16 0.0038
Cobre 17 0.0039

Aluminio 28 0.0039

Tungsténio 55 0.0045
Ferro 100 0.0050
Chumbo 220 0.0043
Niquel-crémio 1000 0.0004
Grafite 35000 —0.0005
Exemplo 3.1

Um fio de cobre de raio 0.0815 cm e comprimento de 40 cm trans-
porta uma corrente de 1 A. Calcule o campo elétrico dentro do fio e
a diferenca de potencial nos extremos, quando a temperatura for de
30°C.

Resolucao. Usando o valor de py para o cobre (tabela 3.2), a resisténcia a

20°Cé:

p2ol 17x1077x0.4
A 71(0.000815)2

e usando o valor de a»y do cobre na equacao 3.7, obtém-se:

=3.259mQ

R(30°C) =3.259 (1 +0.0039 x (30 — 20)) = 3.386 mQ

A diferenca de potencial obtém-se a partir da lei de Ohm:

AV =IR=3.386 mV
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Como a seccao transvesal do fio é constante, o médulo do campo elétrico
também deve ser constante e, portanto, pode ser calculado através da
expressdo para o campo elétrico médio

AV 3.386 mV
=—=—=8.465—
As 0.4 m

3.6. Supercondutividade

Em 1911, o fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes (1853-1926) descobriu
que a resistividade de alguns condutores diminui drasticamente quando a
temperatura se aproxima do zero absoluto (—273 °C. O grédfico da figura 3.11
mostra os valores da resistividade do merctrio, medidos por Onnes perto
dos 4 Kelvin (-269 °C),

PA
>
0 2 4.2 6 T /K

Figura 3.11.: Resistividade do merctrio a baixas temperaturas.

Abaixo da temperatura critica (4.2 K no caso do merctrio) a resistivi-
dade dos supercondutores diminui dum fator de aproximadamente 10'2,
tornando-se praticamente nula. Isso implica a possibilidade de manter
uma corrente a circular no supercondutor, durante alguns anos, sem existi-
rem fontes de voltagem!

Nas experiéncias de levitacdo magnética coloca-se um iman sobre um
material supercondutor (ver figura 3.12). O iman induz no supercondutor
correntes elétricas que produzem um campo magnético oposto ao campo
do iman; em condi¢cOes normais, essas correntes desaparecem rapida-
mente devido a efeitos dissipativos no supercondutor. No entanto, se o
sistema for arrefecido até uma temperatura inferior a temperatura critica
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do supercondutor, as correntes persistem e o disco eleva-se no ar devido a
repulsdo magnética (efeito Meissner).

Figura 3.12.: Levitacdo magnética de um iman ctbico sobre um disco de
material supercondutor.

Essas experiéncias tém a dificuldade de n3o ser f4cil atingir temperaturas
tdo baixas e manté-las durante algum tempo. Mas hoje em dia ja hd ma-
teriais com temperaturas criticas muito mais elevadas, embora ainda na
ordem dos —150 °C.

O principio da levitacdo magnética ja estd a ser aplicado comercialmente
nos comboios maglev em Xangai e no Japao (ver figura 3.13). O comboio
possui barras supercondutoras em vez de rodas e os carris sdo substituidos
por uma calha onde vérios eletro-imanes produzem campos magnéticos
no momento em que o comboio passa perto deles. O campo magnético é
usado para produzir a forga vertical que faz o comboio levitar, bem como
forcas horizontais para fazer acelerar ou travar o comboio.

Num comboio tradicional existem dois tipos de atrito nas rodas: atrito
estatico entre a superficie das rodas e os carris e atrito cinético nos eixos
das rodas. Quando sao aplicados os travoes, a forca de atrito estdtico é
oposta a velocidade, mas no resto da viagem aponta no mesmo sentido
da velocidade (ou é nula), sendo a forca propulsora que permite manter o
comboio em movimento; como tal, a forca de travagem e a forca propulsora
estdo limitadas ao valor mdximo da forc¢a de atrito estético, que depende
do peso do comboio e do estado dos carris. O atrito cinético é sempre uma
forca dissipativa que diminui a energia mecéanica aquecendo as pecas em
contacto.
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Figura 3.13.: O comboio maglev de Xangai.

A levitacao magnética permite eliminar as rodas com vérias vantagens:
as forcas propulsoras e de travagem podem ser muito superiores do que
nos comboios tradicionais, por ndo estarem limitadas a forca de atrito
estatico maximo e a eliminacao do atrito cinético conduz a uma dissipacao
de energia mecénica muito inferior do que nos comboios tradicionais
(ainda existe a forca dissipativa da resisténcia do ar). Esse tipo de comboios
podem alcancar velocidades superiores a 500 km/h.

3.7. Associacoes de resisténcias

A carateristica voltagem-corrente de um conjunto de vérias resisténcias
tem sempre o aspeto da carateristica de uma tnica resisténcia; nome-
adamente, € uma reta que passa pela origem. O declive dessa reta é a
resisténcia equivalente. Podem-se usar algumas regras simples para calcu-
lar a resisténcia equivalente, quando as resisténcias estdo ligadas em série
ou em paralelo.

Duas resisténcias estdo ligadas em série, quando uma estiver a seguir a
outra, sem nenhum outro elemento de circuito no meio, como se mostra
na figura 3.14.

Nesse caso, a corrente é a mesma nas duas resisténcias e a diferenca de
potencial no sistema é a soma das diferencas de potencial em cada resis-
téncia:

AV=AV1+AVo = (R +R)) I (3.8)
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Ry Ry

—MMN——— AW —
—
I

Figura 3.14.: Duas resisténcias ligadas em série.

Como tal, o sistema € equivalente a uma tnica resisténcia Ry com valor
igual a soma das duas resisténcias.

69

Diz-se que duas resisténcias estdo ligadas em paralelo, se os dois terminais
de ambas as resisténcias estiverem ligados entre os mesmos pontos, como
na figura 3.15.

R,

—
L

Ry

—
L

Figura 3.15.: Duas resisténcias em paralelo.

A diferenca de potencial é a mesma nas duas resisténcias em paralelo e a
corrente no sistema é a soma das correntes em cada resisténcia:
1 1

I=hHL+L=|—+—|AV 3.10
1+ 1 (Rl Rz) ( )

O sistema € entdo equivalente a uma tnica resisténcia R, que verifica a

equacao
1 1 1
—_— =4 — (3.11)
Ry, R R

Esta equacdo pode ser escrita também na forma seguinte:

R R
Ry=R) | Rp = ————— 3.12
b =R1 | Ry R+ Ry (3.12)




3.7 Associagoes de resisténcias 59

onde foi introduzida a notacdo R) || Rz que quer dizer “R; em paralelo com
R,”. E possivel simplificar alguns sistemas com vdrias resisténcias, substi-
tuindo sucessivamente as resisténcias que se encontram em série ou em
paralelo por uma resisténcia equivalente, até obter uma tinica resisténcia
equivalente.
4 N\
Exemplo 3.2
No circuito da figura, calcule a corrente através de cada uma das
resisténcias, para uma diferenca de potencial V4 — Vg iguala 12 V.

10 ©
NV

4Q

5Q 10 Q
L AMA—A—

AVAVAYAY,
5Q 10Q

AAA%Y%

10 Q
AN J

Resolucao. Substituindo sucessivamente as resisténcias ligadas em série
ou em paralelo, pode simplificar-se o circuito entre A e B em 3 passos:

(a) 10Q (b) (o)
4Q 4Q 6Q 10Q
15Q
5Q 5Q 10Q 10 Q
AAN

Note-se que nido é necessario reduzir o circuito até ficar com uma tinica
resisténcia equivalente, pois no passo (c) ja se podem calcular as correntes
correspondentes a uma diferenca de potencial de 12 V em cada resisténcia;
serd 12/10 = 1.2 A através de cada uma delas.

Uma vez calculadas as correntes e diferencas de potencial em (c), pode-se
resolver o circuito da figura (b): nas 3 resisténcias a corrente a corrente é
neste caso igual a 1.2 A, pelo que a diferenca de potencial na resisténcia de
6Qé6x1.2=7.2V.
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A seguir procede-se a analisar o circuito da figura (a); a corrente nas re-
sisténcias de 4 Q e 5 Q € a calculada em (b), nomeadamente, 1.2 A. Nas
resisténcias de 10 Q e 15 Q a diferenca de potencial é 7.2 V, conforme cél-
culo feito para a resisténcia equivalente em paralelo. As correntes nessas
duas resisténcias sdo entao:

Lp=72/10=0.72A L5=72/15=048A

Finalmente, no circuito original, a corrente na série de resisténcias de 5 Q
e 10 Q éigual a 115, enquanto a corrente nas duas resisténcias de 10 Q em
paralelo é distribuida por igual, passando 0.6 A por cada resisténcia.

Resumindo, no ponto A entra uma corrente total de 2.4 A, passando 1.2 A
pelas resisténcias de 4 Q e 5 Q. Ao ponto B chegam quatro correntes: uma
corrente de 0.72 A daresisténcia de 10 Q na parte superior, uma corrente de
0.48 A que percorre as resisténcias de 10 Q e 5 Q em série e duas correntes
de 0.6 A que passam por cada uma das resisténcias de 10 Q em paralelo. A
corrente total que saiem B é 2.4 A.

e A
Exemplo 3.3

No circuito representado pelo diagrama da figura, a leitura do amperi-
metro é a mesma quando os dois interruptores estdo abertos e quando
os dois estao fechados. Calcule a resisténcia R.

e,
R
2200

A J

Resolucao. Quando os dois interruptores estdo abertos, ndo passa ne-
nhuma corrente pela resisténcia R e as 3 resisténcias de 300 Q, 100 Q e
50 Q estdo em série, porque por elas passa a mesma corrente. Assim, a
resisténcia equivalente é 450 Q) e a corrente medida no amperimetro é:

15 1

n=—=—
450~ 300
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Quando os dois interruptores estdo fechados, nao passa nenhuma corrente
pela resisténcia de 50 Q) e o circuito equivalente é:

100 Q
—«AM—@

Como a leitura do amperimetro é idéntica ao caso anterior, a corrente que
passa pela resisténcia de 100 Q é também I; e, portanto, a diferenca de
potencial nas resisténcias de 100 Q e R é:
100 1
AVI=1001 = — ==
300 3

A diferenca de potencial e a corrente na resisténcia de 300 Q sao:

31 7 AV, 7
AVo=15-AVi==—===-V L=—F—=——
2 3 6 300 1800
A corrente que passa por R é entdo:
7 1 1
L=h-I1=——-—=—-—A

1800 300 1800
e, finalmente, o valor de R é:

AV, 1800
R=—1=""2-600Q
I 3
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Perguntas

1. Aresisténcia de um condutor metdlico € igual a 6.5 kQ, a 20 °C. Quando
a temperatura aumenta para 60 °C, a resisténcia aumenta para 8 kQ.
Calcule o valor do coeficiente de temperatura, @y (todas as respostas
estdo em unidades de °C™})

A. 0.0049 D. 0.0115
B. 0.0058 E. 0.0038
C. 0.0250

2. Aplica-se a mesma diferenca de potencial a dois cabos diferentes. O
cabo A transporta duas vezes mais corrente do que o cabo B. Se a resis-
téncia do cabo B for R, qual serd a resisténcia do cabo A?

A R D. 4R
B. 2R E. R/4
C. R/2

3. Dois fios de cobre 1 e 2 tém 0 mesmo volume, mas o fio 2 é 20% mais
comprido que o fio 1. A razao entre as resisténcias dos dois fios, R2/ Ry,
éigual a:

A. 1.20 D. 091
B. 0.83 E. 1.44
C. 111

4. Duas lampadas importadas da América do Sul tém as especificacoes
110V, 75 W. As duas lampadas foram ligadas em série na rede elétrica
portuguesa com 220 V. Qual das seguintes lampadas produz a mesma
intensidade luminosa, quando forem ligadas a 220 V?

A. 220V, 75 W D. 110V, 75W
B. 110V, 150 W E. 55V, 150 W
C. 220V, 150 W
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5. Trés aquecedores elétricos idénticos de 1000 W a 100 V (isto é, qualquer
um deles dissipa 1000 W a uma voltagem de 100 V) sao ligados em série
a uma voltagem de 120 V; qual serd a poténcia dissipada pelo sistema?

A. 0.48 kW D. 3.0kw
B. 1.0kKkW E. 3.6 kW
C. 1.2kw

Problemas

1. Atemperatura num dado momento é 12 °C. Quanto deve aumentar a
temperatura para que a resisténcia de um fio de cobre aumente 10%?

2. Um fio condutor de 1 m de comprimento tem uma resisténcia de 0.3 Q.
O fio é esticado até o seu comprimento aumentar para 2 m. Qual serd o
novo valor da resisténcia?

3. Adiferenca de potencial entre os elétrodos de uma bateria é 3 V quando
a bateria é percorrida por uma corrente de 4 A, no sentido do elétrodo
negativo para o positivo. Quando a corrente € de 2 A, no sentido oposto,
a diferenca de potencial aumenta até 12 V. (@) Calcule a resisténcia
interna da bateria. (b) Qual é a f.e.m. da bateria?

4. Determine a corrente maxima que pode fornecer uma pilha com f.e.m.
de 1.5 V e resisténcia interna de 0.2 Q, e a poténcia dissipada em calor
dentro da prépria pilha quando fornece essa corrente maxima.

5. Aresisténcia de uma lampada incandescente de 60 W e 230V, a tem-
peratura ambiente de 20 °C, é R = 65Q. No entanto, as especificacoes
do fabricante (60 W e 230 V) conduzem a um valor muito mais elevado
da resisténcia. Justifique, calculando a temperatura do filamento de
tungsténio quando a lampada se encontra acesa.
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6. No circuito representado na figura, foi medida a corrente na resisténcia
de 8 kQ) e obteve-se o valor de 2 mA. Use esses dados para calcular o
valor da f.e.m. e a diferenca de potencial em cada resisténcia.

3kQ

7. Uma bateria tem f.e.m. ¢ e resisténcia interna r.

(a) Determine o valor da resisténcia R de um circuito que, quando for
ligado a essa bateria, consiga absorver a mdxima poténcia possivel.

(b) Calcule o valor da poténcia maxima que a bateria pode fornecer a
um circuito, em funcdodecer.

() Numa fonte de alimentacao de um PC, entre os cabos vermelho e
preto hd uma f.e.m. de 5 V; numa fonte de 400 W, a poténcia maxima
entre esses cabos é de 125 W. Calcule a resisténcia interna entre esses
cabos.

(d) Na alinea anterior, que vantagem haveria em usar uma fonte com
maior poténcia maxima?

8. O circuito do lado esquerdo na figura, com trés terminais, vai ser substi-
tuido pelo circuito equivalente do lado direito. Calcule os valores que
deverao ter R;, Ry, e R3 (sugestdo: no circuito do lado esquerdo, deter-
mine os valores das resisténcias entre os pontos AB, AC e BC; iguale
cada um desses resultados as 3 expressodes para essas resisténcias, no
circuito do lado direito, em funcao das 3 variaveis R;, R, e R3. Resolva
o sistema de 3 equacdes com 3 varidveis). Diz-se que as 3 resisténcias
estdo ligadas em delta, no circuito do lado esquerdo, e em estrela, no
circuito do lado direito.

560 Q R R,
A AVAVAYAY B A AAAAY% AVAYAYAY B

50 Q 65 Q Rs
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9.

10.

11.

12.

Um fio condutor de cobre de 1.29 mm de didmetro e revestido a bor-
racha pode suportar, com seguranca, uma corrente maxima de 6 A. (a)
Qual é a diferenca de potencial que pode ser aplicada a 40 m deste fio?
(admita temperatura ambiente, igual a 20 °C.) (b) Calcule a poténcia
dissipada no fio quando a corrente for 6 A.

Um fio de niquel-crémio de 1.8 mm de diametro vai ser usado como
aquecedor numa caldeira de d4gua que produz 8 g de vapor de dgua por
segundo. A fonte de alimentacdo fornece voltagem continua de 220 V.
Calcule o comprimento que deve ter o fio. (O calor de evaporacgdo da
dgua é 2257.2 J/g, e use 100 °C para a temperatura de ebuli¢do da 4dgua.)

Um fio de cobre e um de tungsténio, tém o mesmo didametro de 0.1 mm.
O fio de cobre tem 32 cm de comprimento e o de tungsténio 10 cm.
Calcule a temperatura para a qual a resisténcia dos dois fios é igual.

No circuito da figura, determine a poténcia dissipada em cada resistén-
cia e a poténcia fornecida pela f.e.m. Verifique que a poténcia fornecida
pela f.e.m. é igual a soma das poténcias dissipadas em todas as resistén-
cias.

150 Q
100 Q
§ 80 Q

20Q 60 Q
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Resisténcia

Respostas

Perguntas: 1. B. 2. C. 3. E. 4. C. 5. A.

Problemas

1.

A

24.8 °C (ou seja, a temperatura final é 36.8 °C).
1.2Q.

(@ 1.5Q. (b)9V.

75Aell.25W.

Quando alampada estd acesa, a temperatura do filamento de tungsténio
é muito mais elevada do que a temperatura ambiente e, portanto, a
resisténcia também é muito mais elevada. A temperatura do filamento
é da ordem de 2812 °C.

. € =20 V. Nas resisténcias de 3 kQ e 6 kQQ, AV =4 V; na resisténcia de

8kQ, AV =16V.

(@) R=r. (b) €2/(4r). (c) 0.05 Q. (d) Reduz-se a diminuicio da diferenca
de potencial quando a corrente aumenta.

8. R =41.48Q, R, =53.93Q, R3 = 4.81Q.
9. (@3.12V (b) 18.7W

10.
11.
12.

6.6 m
3.0°C

Na resisténcia de 20 2, 55.1 mW. Na resisténcia de 100 2, 99.2 mW. Na
resisténcia de 150 Q, 66.2 mW. Na resisténcia de 60 Q, 54.0 mW. Na
resisténcia de 80 Q, 40.5 mW. A f.e.m. fornece 315 mW.



4. Capacidade

Em 1745, o holandés Pieter van Musschenbroek inventou o primeiro con-
densador. Enquanto usava uma garrafa de vidro para isolar uma lamina
metélica no seu interior, descobriu que quando segurava a garrafa na mao,
a carga elétrica que conseguia armazenar na lamina era muito maior do
que quando a garrafa estava sobre a mesa. A explicacdo é que na mao,
que é um condutor, sdo induzidas cargas de sinal contrario que atraem as
cargas no metal, permitindo que seja mais facil introduzir mais cargas do
mesmo sinal. Colocando uma segunda lamina metélica por fora da garrafa,
facilita-se a entrada de cargas na garrafa, podendo ser armazenadas cargas
muito elevadas. O condensador de van Musschenbroek ficou conhecido
como garrafa de Leiden, que é a cidade onde trabalhou. Trata-se de uma
das invencdes mais importantes da histéria da eletricidade, que permi-
tiu acumular cargas maiores, facilitando a realizacao de experiéncias de
eletrostatica.
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4.1. Capacidade de um condutor isolado

O potencial num condutor isolado é uniforme em todo o condutor e pro-
porcional a carga total nele. Define-se a capacidade do condutor como a
razao entre a carga e o potencial na superficie do condutor

Q

C=
Vsup

(4.1)

A capacidade ndo depende da carga nem do potencial, pois os dois aumen-
tam na mesma proporc¢do; a capacidade depende unicamente da forma e
tamanho do condutor. O potencial Vyp € realmente a diferenca de poten-
cial entre a superficie do condutor e um ponto no infinito, onde costuma
arbitrar-se potencial igual a zero.

No sistema internacional de unidades, a unidade para medir capacidade
elétrica é o farad, em homenagem ao cientista Michael Faraday (1791-
1867). O farad, representado pela letra F é a capacidade de um condutor
que, com uma carga de 1 C, tem um potencial de 1 V:

1F=1C/V (4.2)

Uma capacidade de 1 F € muito elevada, sendo comum encontrarem-se na
pratica capacidades da ordem de 1 uE 1 nF ou 1 pE

4.2. Esfera condutora isolada

Numa esfera condutora isolada (fi-
gura 4.1), toda a carga se acumula na
superficie, de forma uniforme, devido
a simetria da esfera. No apéndice B
mostra-se como calcular o campo elé-
trico e o resultado é que, dentro da
esfera o campo é nulo e fora dela o
campo é idéntico ao campo de uma
carga pontual Q colocada no centro da .
esfera. O médulo do campo elétrico

Figura 4.1.: Esfera condutora.
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num ponto que se encontra a uma distancia r do centro da esfera é:

k
1Q SR
E=< Kr? (4.3)
0 , <R

onde k é a constante de Coulomb (9.00 x 10° N-m?/C?) e K é a constante
dielétrica do meio a volta da esfera. A figura 4.2 mostra o grafico do médulo
do campo em funcdo da distancia até o centro, no caso em que a carga é
positiva.

E AN

k1QI
KR?

Vsup

<Y

0 R

Figura 4.2.: Grafico do médulo do campo elétrico de uma esfera condutora
isolada.

Para calcular Vgp integra-se a componente tangencial do campo elétrico,
desde a superficie da esfera até o infinito, ao longo de qualquer percurso;
um percurso que facilita o célculo é na direcao e sentido radial, que é a
direcao das linhas de campo elétrico:

i kQ [ 1
‘/sup:[Edr:?Qfﬁdr:— (4.4)
R R

O valor deste integral é também igual a 4rea sombreada na figura 4.2.
Usando a expressdo obtida para Vgyp, €ncontra-se a expressao para a capa-
cidade da esfera de raio R,

Q KR

C= = (4.5)
Vsup k
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Observe-se que se Q for negativa, |Q| deveria ser substituida por —Q mas
o resultado do integral na equagdo 4.4 é 0 mesmo porque, nesse caso, 0
sentido do campo seria oposto ao sentido radial, introduzindo outro sinal
negativo. O potencial na superficie, em relacao ao infinito, tem sempre
o mesmo sinal da carga e, como tal, a capacidade é sempre um niimero
positivo.

Quanto maior for a esfera, maior serd a sua capacidade. Ja se referiu
anteriormente que a capacidade ndo depende da carga armazenada na
esfera, nem do potencial produzido por essa carga. A capacidade depende
apenas do tamanho e da forma geométrica do condutor e da constante
dielétrica do meio. Neste caso € diretamente proporcional ao raio da esfera
e a constante dielétrica do meio.

4.3. Condensadores

Na abertura do capitulo mencionou-se a garrafa de Leiden, que foi o pri-
meiro condensador construido na histéria. Os dois condutores separados
por um isolador (neste caso vidro), designam-se de armaduras. Quando
existem cargas numa das armaduras sao induzidas cargas de sinal contra-
rio na outra armadura, o que faz diminuir o potencial de cada armadura
em relacdo ao potencial de referéncia (a terra). A diminuicao do potencial
do sistema de duas armaduras, comparado com o potencial que teria uma
Unica armadura com a mesma carga, implica uma capacidade muito maior
para o condensador em comparacdo com a capacidade de cada uma das
duas armaduras por separado.

Se uma das armaduras tiver carga Q a outra tem carga —Q. Se AV for a
voltagem entre as duas armaduras, define-se a capacidade do condensador,
C, da forma seguinte:

C=—— (4.6)

Se entre as duas armaduras é colocado um isolador, a constante de cou-
lomb, k, que entra no célculo da diferenca de potencial AV, a partir da
forga, é substituida por k/K, onde K é a constante dielétrica do isolador.
Como tal, com o isolador a capacidade do condensador aumenta de um
fator K. Assim, na garrafa de Leiden a garrafa de vidro serve de isolador e
ajuda a aumentar a capacidade. Como o vidro tem uma constante dielé-
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trica de perto de 6, a capacidade com a garrafa de vidro é cerca de 6 vezes a
que se obtinha sem vidro entre as armaduras.

Quanto maior a capacidade de um condensador, mais facil € armazenar
cargas nele. Existem varios modelos diferentes de condensadores, com
diferentes formas e tamanhos (figura 4.3).

Figura 4.3.: Vérios tipos diferentes de condensadores.

O isolador entre as armaduras de um condensador também se chama
dielétrico. O dielétrico também ajuda a aumentar a diferenca de potencial
maxima que pode existir entre as armaduras. Cada material isolador tem
um valor da rigidez dielétrica (Ep4x) que é o campo elétrico maximo que
suporta o dielétrico sem se produzir rutura. A rutura de um dielétrico
ocorre quando as suas moléculas ou 4tomos sdo deformadas a tal ponto,
que algumas delas sao ionizadas, formando-se fendas onde o material
estd queimado e passa a ser condutor por causa dos ides depositados
nessa fendas. A figura 4.4 mostra um bloco de acrilico que foi colocado
entre duas armaduras com uma voltagem elevada, ultrapassando a rigidez
dielétrica do acrilico, produzindo a sua rutura. As fendas onde o dielétrico
foi queimado criam as chamadas figuras de Lichtenberg

A diferenca de potencial mdxima que suporta um condensador com dielé-
trico de espessura d sem se queimar é entao,

AVimax = Emax d 4.7)

onde En 44 € arigidez do dielétrico. Diferentes modelos de condensadores
(figura 4.3) tém diferentes capacidades e diferencas de potencial méxi-
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Figura 4.4.: Bloco de acrilico ap6s a rutura do dielétrico.

mas, conforme o tamanho e o dielétrico utilizado. Em algumas aplica¢ées
também € importante que o tempo de resposta do dielétrico seja rdpido,
ja que as cargas ndo sao induzidas nas moléculas do dielétrico de forma
instantanea. A tabela 4.1 mostra a constante dielétrica e a rigidez dielétrica
de varios materiais isoladores.

Tabela 4.1.: Constante e rigidez de alguns dielétricos.

Material Constante dielétrica, K Rigidez, E,4x (kV/mm)

Agua (20°C) 80 —
Ar seco 1.00059 3
Oleo 2.24 12
Papel 3.7 16
Acrilico 3.4 40
Vidro pirex 5.6 14
Porcelana 7 5.7
Poliéster 2.55 24
Parafina 2.1-25 10

Arigidez dielétrica do ar seco é 3 kV/mm. Quando a diferencga de potencial
entre dois objetos no ar ultrapassa 3000 V por milimetro de afastamento, da-
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se uma descarga elétrica abrupta dos objetos. As forcas elétricas elevadas
ionizam as moléculas do ar, e a descarga é a passagem de iGes positivos e
negativos do ar entre os dois objetos.

As nuvens e a terra, que sdo condutores, atuam como as armaduras de um
condensador, sendo o ar o dielétrico. Durante uma trovoada, a humidade
do ar faz diminuir a rigidez dielétrica do ar e a diferenca de potencial
maéaxima entre as nuvens e a terra diminui, existindo a possibilidade de
surgirem descargas elétricas (figura 4.5). Quanto mais perto das nuvens
estiverem os objetos apoiados no chao, maior serd a probabilidade de
serem atingidos por um raio, porque A Vipgx = Emax d é entdo menor.

Figura 4.5.: Numa trovoada, a humidade do ar facilita as descargas elétri-
cas.

4.3.1. Condensador esférico

A figura 4.6 mostra um condensador esférico, formado por duas armaduras
esféricas concéntricas, de raios R; e R», separadas por um isolador de
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constante dielétrica K que ocupa o espaco entre as duas esferas. A esfera
menor estd ligada a um fio que passa para fora da esfera maior, sem tocé-la,
de forma a poder-se armazenar uma carga Q numa das esferas e —Q na
outra.

O campo produzido pelas duas esferas con-
dutoras é dado pela expressdo obtida no
apéndice B, substituindo Q; por Q e Q;
por —Q na equacdo B.14. Como a soma
das duas cargas é zero, o campo fora das
duas esferas é nulo. O campo elétrico esta
confinado a regido entre as duas esferas,
onde existe o dielétrico que as separa. A
expressdao do campo (admitindo que Q é
positiva) é,

Figura 4.6.: Condensador es-

kQ L

— L,RI<r<Ry férico.
E={ Kr? (4.8)

0 ,r<Riour>Ry

E a diferenca de potencial entre as esferas é o integral do campo, no sentido
radial, entre as duas esferas:

R,
ave [ XQyq, - ’“_Q(L_i) 4.9)
Kr? K Rl R2
Ry

Dividindo a carga, Q, pela diferenca de potencial, AV, obtém-se a expres-
sao para a capacidade do condensador esférico:

KRR,

= 4.10
esf k(Rg “Ry) ( )

4.3.2. Condensador plano

Um condensador plano é formado por duas armaduras planas, de drea
A, paralelas e separadas por uma distancia constante d, como no lado
esquerdo da figura 4.7. Se as armaduras estdo suficientemente préximas
uma boa aproximacdo consiste em considerar o condensador plano como
uma pequena parte num condensador esférico, com um raio muito grande,
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A
AN

Figura 4.7.: Condensador plano, condensador esférico muito grande e uma
pequena regido que aproxima o condensador plano.

aproximando-se de infinito, e as duas esferas aproximadamente com o
mesmo raio, como mostra a figura 4.7.

A carga e a area no condensador esférico muito grande aproximam-se de
infinito, mas a relacdo entre elas, carga superficial, permanece finita. A
equacao 4.8 para o campo dentro do condensador esférico deve ser escrita
em funcio da carga superficial, o = Q/ (4 R?), e com r igual a R para obter
0 campo na vizinhanca da esfera; o campo dentro do condensador plano e
entao, aproximadamente:

dnko
= (4.11)
K
E a diferenca de potencial entre as armaduras é igual a
d
Anko dnkod 4AnkQd

AV = ds= = (4.12)

K K KA

0

onde d é a distancia entre as armaduras, Q a carga na armadura positiva e
A a area das armaduras. A partir da equacdo 4.6 obtém-se a expressao para
a capacidade do condensador plano:

KA
Cplano = ankd (4.13)

A capacidade de um condensador plano é diretamente proporcional a
constante dielétrica e a 4rea das armaduras e inversamente proporcional a
distancia entre elas.
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e A
Exemplo 4.1
Um condensador varidvel é consti-
tuido por duas placas planas paralelas
com forma de setor circular de dngulo
80° e raio 5 cm, que podem rodar a -
volta de um eixo comum, como mostra
a figura. Se a distancia entre as placas
€ 0.5 cm, calcule a capacidade méaxima
e a capacidade quando uma das pla-
cas roda 30° a partir da posicao onde a

capacidade é maxima.
A J

5cm
80°
<70.5cm

Resolucao. A capacidade méxima obtém-se quando as duas placas estdao
completamente sobrepostas uma acima da outra, de forma que a carga se
distribui ao longo de toda a superficie das placas. O dngulo de 80° equivale
auma fracao 80/360 do circulo completo; portanto, a 4rea das armaduras

2

e:
_80m5*  50m

360 9

A capacidade é dada pela expressao 4.13, com a constante dielétrica do ar,

K=1:
0.0057

T Amx9x10° x 9 x 0.005

Cinax =3.1pF

Quando uma das placas roda 30°, a drea na qual a carga se distribui, corres-
ponde apenas a drea da parte das placas que se encontra sobreposta, ou
seja, um setor circular de angulo 50°. A drea é entdo 5/8 da area total das
armaduras e a capacidade, sendo diretamente proporcional a area, € 5/8
da capacidade maxima:

5
C = Cimix = 1.9pF (4.14)

4.3.3. Ultracondensadores

Um condensador pode cumprir uma funcdo semelhante a de uma bateria,
ja que pode ser usado para armazenar cargas que sao fornecidas a um cir-
cuito. A grande vantagem € que, como nao hé reacdes quimicas envolvidas,
a carga e descarga podem ser feitas muito rapidamente e o condensador
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nao fica inutilizado ap6s vérias cargas e descargas, que € o que acontece
a uma bateria recarregdvel. Imagine por exemplo que em vez de ter que
esperar algumas horas para recarregar a bateria do telemovel, esta ficasse
imediatamente recarregada quando fosse ligada a tomada, e que nunca
tivesse que trocd-la por uma nova. Isso estd cada vez mais perto de ser uma
realidade, com o desenvolvimento dos ultracondensadores.

A dificuldade em usar um condensador normal como fonte é que a medida
que o condensador descarrega, a diferenca de potencial entre as suas
armaduras decresce rapidamente. Uma desvantagem ainda maior é que
a capacidade de armazenar carga nao é tdo elevada como nas baterias.
Considere-se por exemplo a pilha recarregavel no 4 do capitulo 2. O valor
daf.em. é 1.2V e a carga mdxima armazenada é de 2300 mA-h = 8.28 kC.
De acordo com a equacdo 4.6, seria necessdrio um condensador de 6.9 kF
para armazenar essa carga, com essa diferenca de potencial.

Uma capacidade tao elevada era algo impenséavel, até finais do século
passado. Um condensador tradicional, do tamanho dessa pilha, teria
uma capacidade da ordem dos pE Os condensadores eletroliticos atinge
capacidades superiores, mas ainda aquém dos quilo-farad. Recentemente
tém sido produzidos ultracondensadores, com capacidades muito mais
elevadas, na ordem dos quilo-farad (figura 4.8).

Figura 4.8.: Alguns ultracondensadores.

Por exemplo, o ultracondensador cilindrico situado a frente na figura 4.8,
tem uma capacidade de 3000 farads a 2.7 volts. Com esses valores, a carga
que se consegue armazenar € de 8.1 kC ja muito préximo da carga de uma
pilha recarregédvel. A capacidade elevada também implica que demora
muito mais a descarregar quando é ligado a um circuito. Ainda falta reduzir
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um pouco o tamanho para que seja competitivo com as atuais baterias de
ides de litio.

Nos ultracondensadores usa-se um meio poroso para substituir uma das
armaduras. A 4rea de contacto entre elétrodos e eletrélito é muito elevada.
Os ultracondensadores sdo ja utilizados em combinag¢do com os moto-
res elétricos dos automéveis que funcionam a hidrogénio com células de
combustivel (figura 4.9) e que ja estdo a ser comercializados em alguns
paises.

Figura 4.9.: Autocarro experimental a hidrogénio da STCP no Porto.

O ultracondensador permite acumular rapidamente as cargas produzidas
pelas células de combustivel ou pelos travoes eletromagnéticos, e essa
carga pode ser fornecida rapidamente, nos momentos em que € necessario
acelerar. As tnicas reacdes quimicas produzidas nesse tipo de veiculo é a
combinacdo do hidrogénio com o oxigénio nas células de combustivel, que
produz vapor de d4gua. Nao sdo libertados gases nocivos para a atmosfera,
nem existem baterias a produzir produtos quimicos corrosivos.

Os ultracondensadores podem fornecer carga e serem recarregados muito
mais rapidamente do que uma bateria e sem sofrer o desgaste que faz com
que a bateria tenha um ndmero limitado de ciclos de carga e descarga.
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4.4. Energia elétrica armazenada num
condensador

Para carregar um condensador, é necessdrio carregar uma das armaduras
com carga Q e a outra com carga —Q. O processo implica uma transferéncia
de carga Q de uma armadura para a outra. Essa passagem pode ser feita
por ligacdo de dois cabos nas armaduras e nos terminais de uma bateria
(figura 4.10).

dq
+q o
\/ q r
—= AV = E
/ T ¢
dq

Figura 4.10.: Passagem da carga de uma armadura para a outra num con-
densador.

Para determinar a energia fornecida pela bateria nesse processo, imagine-
mos que a carga total Q foi transferida em pequenas cargas infinitesimais
dg desde uma das armaduras até a outra, como indica a figura 4.10. Cada
vez que uma carga dq passa da armadura negativa para a positiva, ganha
uma energia potencial elétrica

dU, = AVdgq = %dq 4.15)

A energia total armazenada no condensador obtem-se por integracao,
desde g =0, até g = Q (area sob a reta no gréfico de AV em funcao de g,
na figura 4.11). O resultado é:

(4.16)

QZ
Ucond = E

N =

Usando a equacdo 4.6, que relaciona a carga e a diferenca de potencial em
qualquer condensador, a equacao anterior pode ser escrita em outras duas
formas alternativas:

1 1
Ucond = 5QAV: zCAV2 (4.17)




80 Capacidade
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Figura 4.11.: Aumento da voltagem num condensador, em func¢do da carga
armazenada.

A carga ndo é transferida para as armaduras de forma instantdnea. Quando
se liga um condensador a uma fonte, a carga aumenta gradualmente até
uma carga final. O processo de aumento da carga com o tempo denomina-
se resposta transitéria do condensador; se a resisténcia entre a fonte e as
armaduras do condensador nao for muito elevada, a resposta transitéria
é extremamente rapida e pode-se admitir que a carga no condensador ja
tem o seu valor final estavel. No capitulo sobre processamento de sinais
mostra-se como determinar a resposta transitoria.

4.5. Associacoes de condensadores

Um sistema de condensadores pode ser substituido por um tnico con-
densador equivalente. Nos casos em que os condensadores sdo ligados
em série ou em paralelo, é facil calcular a capacidade do condensador
equivalente.

A figura 4.12 mostra dois condensadores ligados em série, entre os pontos
A e B. Se os condensadores estiverem inicialmente descarregados, ao intro-
duzir uma diferenca de potencial entre os pontos A e B, circula uma carga
Q que entra pelo ponto a maior potencial (A na figura) e sai pelo ponto a
menor potencial. Na regido central, que liga as duas armaduras comuns
aos dois condensadores, sdo induzidas cargas Q e —Q (a carga total nessa
regido é nula). Assim, a carga armazenada em cada um dos condensadores



4.5 Associagoes de condensadores 81

¢é idéntica.

G Co
[l [l

A 1 1
+Q -Q +Q -Q

Figura 4.12.: Condensadores em série.

A diferenca de potencial entre os pontos A e B é a soma das diferencas de
potencial em cada um dos condensadores:

AV =AV; +AV; =

LI i) Q (4.18)
Ci G '

O sistema € entao equivalente a um tinico condensador cuja capacidade
satisfaz a equacdo:

1 1 1 GG
— + ou: CS—L

=—+ = = (4.19)
Cs G G Ci+C

O valor da carga armazenada no condensador equivalente é 0 mesmo que
em cada um dos condensadores em série.

A figura 4.13 mostra um sistema de dois condensadores ligados em paralelo
entre dois pontos A e B. A diferenca de potencial é sempre igual nos dois
condensadores, e igual a diferenca de potencial entre os pontos A e B.

G
[l

Q'

Figura 4.13.: Condensadores em paralelo.

Se os condensadores estiverem inicialmente descarregados, no momento
em que é introduzida uma diferenca de potencial entre os pontos A e B,
entra carga positiva nas armaduras que estiverem ligadas ao ponto com
maior potencial, e sai a mesma quantidade de carga das armaduras ligadas
ao ponto com menor potencial. Mas a quantidade de carga que entra em
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cada condensador ndo tem que ser a mesma; a carga total que entra e sai
entre os pontos A e B é:

Q=0Q1+Q2=(C1 +C) AV (4.20)

Ou seja, o sistema é equivalente a um tinico condensador com capacidade
igual a soma das capacidades dos dois condensadores:

Exemplo 4.2

Considere o circuito representado na
figura e calcule: (a) A capacidade equi- A
valente entre A e B. (b) A carga armaze-

nada em cada condensador quando a
voltagem entre A e B for AV =200 V. (¢)

A energia total armazenada no circuito B

quando AV =200 V.
N J

4 uF
= 12 uF
15 uF

-

Resolucao. Os condensadores de 4 pF e 15 pF encontram-se em série e,
portanto, podem ser substituidos por um s6 condensador de capacidade:
-2 Rosi6pF
T
este condensador estd ligado em paralelo com o condensador de 12 pE
pelo que a capacidade total é 15.16 pE

A A
3.16 uF — — 12 pyF — 15.16 pF
B B

Nos dois condensadores de 12 uF e 3.16 uF a voltagem é a mesma e é igual
a 200V, assim sendo, as cargas nesses condensadores sao:

Q12=200x12x10"%=2.4mC
Q3.16 =200 x 3.16 x 10% =632 uC
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As cargas nos condensadores de 4 uF e 15 pF sdo iguais porque eles estao
ligados em série:

Q4 =Q15=632uC

A energia total armazenada pode ser calculada somando as energias arma-
zenadas em cada um dos condensadores; a resposta deve ser a mesma em
qualquer dos circuitos equivalentes. Usando o circuito mais simples, com
um s6 condensador de 15.16 UE obtém-se:

1 2 1 -6 2
Ui=7CAV?=215.16x 107" x 200" = 0.303]

Perguntas

1. A capacidade elétrica de um condutor isolado:

A.

E.

Diminui se o condutor tiver um dielétrico a sua volta.

B. Nao depende do seu tamanho.
C.
D

. E igual ao trabalho necessario para deslocar uma carga desde o

Mede-se em unidades de J/C.

infinito até o condutor.

E independente da carga acumulada no condutor.

2. Qual deve ser a capacidade de um condensador para que, quando a
sua voltagem for de 9.0 V, a carga na armadura com carga negativa seja
equivalente a 100 eletroes?

A.
B.
C.

14 nF D. 14 pF
178 nF E. 5.6 pF
178 pF
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3. Qual é a capacidade de um condensador de placas paralelas circulares,
com 5 cm de raio, separadas de 1 cm?

A. 6.9 pF D. 0.22 nF
B. 22.0 pF E. 0.69 nF
C. 2.2pF

4. Aumentando a carga de um condensador de placas paralelas de 3 uC
para 9 pC e aumentando a separacdo entre as placas de 1 mm para
3 mm, a energia armazenada no condensador varia de um fator

A9 D. 27
B. 3 E. 1/3
C. 8

5. Num sistema de dois condensadores ligados em paralelo, qual das se-
guintes afirmacdes é verdadeira?

A. A capacidade equivalente é menor que as capacidades dos dois
condensadores.

B. A carga armazenada nos dois condensadores é a mesma.

C. A carga armazenada serd maior no condensador com maior capaci-
dade.

D. A diferenca de potencial serd maior no condensador com maior
capacidade.

E. A diferenca de potencial serd maior no condensador com menor
capacidade.

Problemas

1. Um flash fotografico tipico fornece 2 kW durante aproximadamente
2 ms. Essa energia é obtida descarregando um condensador de 50 pE
(a) Até que diferenca de potencial devera ser carregado o condensador?
(b) Se o condensador fosse substituido por outro de 250 uFE até que dife-
renca de potencial deveria ser carregado? (¢) Qual seria a desvantagem
em usar o condensador com maior capacidade?
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2.

(a) Determine a capacidade de uma esfera condutora isolada, com raio
de 4.0 cm e rodeada por ar. (b) A esfera da alinea anterior é coberta
com uma camada de vidro de 1 mm de espessura e constante dielétrica
de 5.6, deixando um orificio para ligar um cabo a esfera, e a camada
de vidro é coberta com uma segunda lamina metdlica esférica de raio
4.1 cm, formando-se assim um condensador esférico. Determine a
capacidade desse condensador. (¢) Qual a relacdo entre a capacidade
do condensador e a da esfera?

No sistema de trés condensadores apresentado na figura, C; = 1.2 pE
C, =4.3 uF e C3 = 2.5 uE A voltagem entre os pontosA e B é de 9.0 V. (a)
Determine a carga armazenada em cada condensador. (b) Determine a
energia total armazenada no sistema.

G

Cs

A—] —AF——B

Um condensador plano com 12 cm? de drea e distanciadas de 1 cm, estd
totalmente preenchido por dois dielétricos, cada um com espessura
igual a 0.5 cm e drea igual a das placas. Calcule a capacidade do conden-
sador sabendo que as constantes dos dielétricos sdo 4.9 e 5.6 (sugestao:
admita que o condensador é equivalente a dois condensadores em série,
cada um com um dielétrico diferente).

Considere um condensador plano, de area 0.3 m? e distanciadas 0.5 cm.
Entre as placas encontra-se uma chapa de acrilico com a mesma drea
e espessura igual a 0.5 cm. O condensador é carregado até a diferenca
de potencial serigual a 12 V e, de seguida, é desligado da fonte usada
para o carregar. (a) Qual é o trabalho necessdrio para retirar a chapa de
acrilico de entre as placas do condensador? (b) Calcule o potencial de
rutura com dielétrico e depois de este ser removido.

Dois condensadores de 10 pF e 20 pF ligam-se em série a uma fonte de
1200 V até estarem completamente carregados. (a) Calcule a carga em
cada condensador. (b) A fonte é entdo desligada, ligando-se entre si os
dois condensadores (armadura positiva com positiva e negativa com
negativa). Calcule a voltagem e a carga final em cada condensador.
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7. No circuito da figura, calcule a capacidade equivalente: (a) Entre os
pontos B e D. (b) Entre os pontos A e B.

18 pF 6 pF
A B

18 pF —= — 4 pF

— 6 pF

18 pF b 6 pF

8. Os condensadores no circuito da figura encontram-se inicialmente
descarregados. Calcule a carga armazenada no condensador de 2.4 pF
quando a voltagem entre os pontosAe Bé5V.

4.8 pF 2.6 pF

24pF —

= 3.5 pF

5.2 pF

Respostas

Perguntas: 1. E. 2. C.3. A. 4. D. 5. C.
Problemas

1. (@) 400 V. (b) 179 V. (¢) O condensador de maior capacidade ocupa um
volume maior.

(a) 4.44 pE (b) 1.02 nE (c¢) 229.6

(@) Q1 =3.38uC, Q2 =12.1 uCe Q3 =15.5pC. (b) 69.6 J

5.55 pE

(a) 3.12x 1077 J. (b) Sem dielétrico, 15 kV: com dielétrico 200 kV.
(@) 8 mC. (b) AV =1600/3V, Q; =16/3 mC, Q, =32/3 mC.

(a) 12 pE (b) 21.6 pE

3.15pC.

® NS gk w D



5. Circuitos de corrente continua

Os elementos de circuitos sao produzidos com terminais de tamanho pa-
drdo para facilitar a sua montagem. Uma forma de montar circuitos, sem
ser preciso soldar (figura a esquerda), é com uma placa de teste (breadbo-
ard). Para construir circuitos mais duradouros, pode-se usar uma placa
de circuito (stripboard), que é uma placa de um material isolador com
furos e com pistas paralelas de cobre num dos lados (figura a direita); o
contacto entre diferentes componentes consegue-se inserindo os termi-
nais em furos que estejam na mesma pista, tal como na placa de teste,
mas soldando os terminais sobre o cobre. Também se podem construir
circuitos mais compactos, utilizando placas de circuito impresso (PCB).
Uma PCB é semelhante a uma placa de circuito, mas as pistas de cobre e
os furos sdo desenhados por medida para cada circuito especifico.
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5.1. Diagramas de circuito

Um circuito de corrente continua, ou circuito C.C. (em inglés, Direct Cur-
rent, D.C.), é um circuito em que todas as fontes de tensao tém forca eletro-
motriz constante e todas as resisténcias sdo constantes. Se no circuito fo-
rem ligados condensadores, a corrente poderd variar em funcao do tempo
(resposta transitéria do circuito), mas passado algum tempo a carga e
tensdo nos condensadores atingem valores constantes.

Neste capitulo explica-se como calcular os valores iniciais e finais de cor-
rentes e cargas e no capitulo sobre processamento de sinais estuda-se a
andlise da resposta transitéria dos circuitos de corrente continua. Para ana-
lisar circuitos é conveniente usar os diagramas simplificados. Um exemplo
de diagrama de circuito é a montagem usada para carregar um conden-
sador e a seguir observar como diminui a diferenca de potencial quando
o condensador é descarregado através de um voltimetro. O diagrama do
circuito é apresentado na figura 5.1. A pilha liga-se ao condensador durante
algum tempo, até este ficar carregado e € logo desligada. A acao de ligar e
desligar a pilha é representada no diagrama de circuito pelo interruptor,
que estard fechado enquanto o condensador é carregado.

T ¢

Figura 5.1.: Carga e descarga de um condensador.

O voltimetro é representado no diagrama por meio da sua resisténcia in-
terna Ry. Geralmente, admite-se que o voltimetro nao interfere com o
circuito, sendo representado apenas pelas setas com sinais positivo e ne-
gativo, que indicam os pontos onde sdo ligados os terminais positivo e
negativo do voltimetro. Neste caso a resisténcia do voltimetro é importante
e, por isso, foi desenhada. Um voltimetro ideal teria uma resisténcia infi-
nita, que ndo permitiria que o condensador descarregasse, permanecendo
a sua diferenca de potencial constante. Num voltimetro real, a carga no
condensador produz uma corrente através do voltimetro, que faz diminuir
a carga e, consequentemente, a diferenca de potencial.
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5.2. Leis dos circuitos

A andlise de um circuito consiste em calcular a corrente ou diferenca de
potencial em cada resisténcia e a carga ou diferenca de potencial em cada
condensador. Com essas grandezas pode-se também determinar a potén-
cia que estd a ser dissipada nas resisténcias e a energia armazenada nos
condensadores. Para analisar os circuitos é conveniente usar duas regras
gerais chamadas leis de Kirchhoff.

I
L iz
AN
Figura 5.2.: Lei das correntes.

A primeira lei, a lei dos nés ou lei das correntes, estabelece que em qual-
quer ponto de um circuito onde hé separacdo da corrente (n6), é igual a
soma das correntes que entram no ponto e a soma das correntes que dele
saem. Por exemplo, no n6 representado na figura 5.2, hd uma corrente I; a
entrar no no, e duas correntes I, e I3 a sair. A lei das correntes implica:

L=0L+1I3 (5.1)

Esta lei é valida sempre que as correntes sao estaciondrias; nomeadamente,
quando a densidade da nuvem de cargas de conducdo permanece cons-
tante dentro do condutor, sem que haja acumulacao de cargas em nenhum
ponto; nesse caso, toda a carga que entra por um condutor, por unidade
de tempo, deverad sair por outros condutores.

A segunda lei designada lei das malhas, ou lei das tensoes, estabelece que
a soma das diferencas de potencial, em qualquer percurso fechado (malha)
num circuito, € sempre nula.

Por exemplo, o circuito na figura 5.3 tem trés malhas: ABCDEA, BFGDCB e
ABFGDEA. A lei das malhas associa uma equacdo a cada malha. A equacao
da malha ABCDEA é:

VBia+Veis+ Vpic+ VEip+ Vaie=0 (5.2)

Na equacdo anterior, Vg/a denota o potencial em B, em relagdo ao poten-
cial em A, ou seja, a voltagem Vg — Vj. A equacdo anterior corrobora-se
facilmente tendo em conta essa notacao.
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33V
C

— 4V 42V
7Q

AT 6o B 50 F

Figura 5.3.: Circuito com duas malhas.

5.3. Método das malhas

Nos circuitos com vdrias resisténcias estudados no capitulo 3 foi sempre
possivel substituir as resisténcias por uma resisténcia equivalente e cal-
cular a corrente fornecida pela fonte bem como todas as correntes nas
resisténcias.

Nos casos em que ha varias fontes ou quando néo é possivel associar
resisténcias (ou condensadores) em série e em paralelo até obter uma
Unica resisténcia (ou condensador) equivalente, € 1itil usar o método das
malhas. Por exemplo, no circuito da figura 5.4 nenhuma das resisténcias
estd em série ou em paralelo com qualquer outra. Como tal, nao é possivel
usar o método do capitulo 3.

3Q 4Q

5Q 2Q

[t
L
5V

Figura 5.4.: Circuito com resisténcias que nao estdo nem em série nem em
paralelo.

Usaremos o circuito da figura 5.4 para mostrar o fundamento do método
das malhas. Na resolucdo de problemas ndo nao é necessdario fazer uma
anélise como a que segue, pois basta aplicar as regras enunciadas no fim
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da seccao, para obter a matriz do circuito.

Como se mostra na figura 5.5, comeca-se por identificar as 3 malhas do
circuito e a cada malha atribui-se uma das 3 correntes de malha iy, i,
e i3. Note-se que na figura 5.5, as malhas estdo desenhadas com forma
retangular, mas sdo equivalentes a malhas do circuito na figura 5.4. E
conveniente escolher o mesmo sentido de rotacdo para todas as correntes
de malha; no caso da figura 5.5, escolheu-se o sentido horério.

D
5Q 2Q
A VWV C VW B
Q
5V
[}
||

Figura 5.5.: Correntes de malha no circuito da figura 5.4.

Nos dispositivos que pertencem apenas a uma malha, a corrente € igual a
corrente dessa malha. Por exemplo, na figura 5.5, a corrente na resisténcia
de 3 Q) éigual a i». Nos dispositivos situados entre duas malhas vizinhas, a
corrente é a soma algébrica das correntes nessas duas malhas. Por exemplo,
a corrente que na resisténcia de 5 Q é i) — i», do ponto A para o C (ou, de
forma equivalente, i, — i; de C para o A).

Com este método a regra dos n6s é garantida em cada no, e basta aplicar a
regra das malhas a cada uma das trés malhas para obter 3 equacdes com as
3 correntes de malha. As diferencas de potencial entre os varios pontos do
circuito da figura 5.5, em funcao das correntes de malha, sdo as seguintes
(unidades SI):

AVoia = =51 —i2) AVgc=-2(i1 — i3) AVga =5
(5.3)
AVpa=-3i AVgp=-6(iz—i3) AVgp=-4i3
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substituindo esses valores, as trés equacoes das malhas sdo:

AVeia+ AV c+AVpg=-5i1+5i2—2i;1+2i3+5=0 (5.4)
AVpia+AVep+AVa;c=-3i2—6ir+6i3+5i1—5i, =0 (5.5)
AVeip+AVes+AVp,;c=—-4i3+2i1—2i3+6i2 —6i3=0 (5.6)

Agrupando os termos que dependem de cada uma das correntes, pode-se
escrever o sistema na forma matricial:

7 =5 =2]1Ti 5
-5 14 -6(|i2| =10 (5.7)
-2 -6 12] |i3 0

O sistema matricial 5.7 foi obtido calculando primeiro as diferencas de
potencial nas seccoes do circuito e aplicando a regra das malhas. No
entanto, é possivel escrever esse sistema imediatamente olhando para o
circuito (figura 5.5) e usando as seguintes regras:

¢ (Cadalinha da matriz do circuito corresponde a uma das malhas.

* Na linha n, o nimero na coluna 7 serd positivo e igual a soma de
todas as resisténcias que houver na malha n.

e O ntmero na linha n e coluna m (com n diferente de m) serd nega-
tivo e com valor absoluto igual a soma de todas as resisténcias que
existirem no segmento de circuito que demarca a fronteira entre as
malhas n e m.

¢ Cadalinha n na matriz com uma coluna no lado direito da equagao
5.7 éigual a soma algébrica de todas as f.e.m. que houver na malha n.
Nessa soma algébrica, sdo consideradas positivas todas as fontes em
que o sentido arbitrado para a corrente passe do elétrodo negativo
para o positivo (aumento de potencial) e negativas todas as fontes
em que o sentido arbitrado para a corrente passe do elétrodo positivo
para o negativo (diminuicdo de potencial).

A matriz do circuito é sempre simétrica, com os elementos na diagonal
positivos e todos os restantes elementos negativos. No exemplo 5.1 as
regras acima enunciadas sdo usadas para escrever diretamente o sistema
matricial de equacodes do circuito.

As 3 correntes de malha sdo a solugdo do sistema 5.7, que pode ser obtida
por qualquer dos métodos de resolucao de sistemas de equacodes lineares,
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por exemplo, a regra de Cramer:

5 =5 =2 7 -5 =2
i1=|0 14 -6|+|-5 14 -6|=1.473A (5.8)
0 -6 12 -2 -6 12

7 5 =2 7 -5 =2
irb=|-5 0 —-6|{+|-5 14 -6|=0.804A (5.9)
-2 0 12 -2 -6 12

7 =55 7 =5 =2
i3=|-5 14 0|+|-5 14 -6|=0.647A (5.10)
-2 -6 0 -2 -6 12

Neste caso, todas as correntes obtidas sdo positivas, o que indica que o
sentido das correntes de malha coincide com os sentidos arbitrados na
figura 5.5. A corrente que passa pela fonte é entao I, = 1.473 mA; a
corrente na resisténcia de 3 Q é I3 = 0.804 mA e a corrente na resisténcia de
4 Q é I4 =0.647 mA (ver figura 5.5). Na resisténcia de 5 (2, entre as malhas 1
e 2, acorrente é I5 = i) — i = 0.669 mA, para a direita, que é o sentido de iy,
porque i; é maior que i». Na resisténcia de 2 Q) a corrente é I, = 0.826 mA,
para a direita, e na resisténcia de 6 Q) a corrente é Iy = 0.157 mA, para baixo
porque iz > i3.

e A
Exemplo 5.1

No circuito representado no diagrama, calcule: (a) A intensidade e
sentido da corrente na resisténcia de 5.6 kQ. (b) A diferenca de poten-
cial na resisténcia de 3.3 kQ. (c) A poténcia fornecida ou dissipada por
cada uma das fontes.

A J

Resolucao. Comeca-se por escolher um sistema consistente de unidades,
para poder trabalhar com niimeros, sem ter que escrever unidades em
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cada equacdo. Exprimindo os valores das resisténcias em kQ e a diferenca
de potencial em V, os valores das correntes aparecem em mA.

O circuito tem 3 malhas; no entanto, pode-se reduzir o nimero de malhas
para 2, pois as resisténcias de 2.2 kQ e 3.3 kQ) estdo em paralelo e podem
ser substituidas por uma tnica resisténcia: 2.2 || 3.3 = (2.2x3.3)/(2.2 + 3.3)
=1.32.

O circuito equivalente obtido, com duas correntes de malha, é:

B
3+ @ §5.6<i_2\v §1.32
AN 1
12 A g C

Figura 5.6.: Circuito equivalente para o exemplo 5.1.

O sistema matricial correspondente a esse circuito é:

6.8 -5.6] (i1 3

(5.11)

56 6.92]||i2] |-9

Usando o Maxima, a solugdo do sistema é:

(%i1) float (solve ([6.8+i1l - 5.6%i2 = 3, -5.6%il + 6.92%i2 = -9]));

(%hol) [[i2=-2.829, i1 =-1.888]]

e os sinais negativos das duas correntes indicam que sdo no sentido oposto
ao sentido que foi arbitrado no diagrama. (a) Na resisténcia de 5.6 kQ
passa a corrente de malha 1.888, no sentido de A para B, e a corrente
de malha 2.829, no sentido de B para A. Consequentemente, a corrente
nessa resisténcia € 2.829 —1.888 = 0.941 mA, de B para A. (b) A corrente na
resisténcia de 1.32 kQ é igual a segunda corrente de malha, 2.829 mA, de
C para B. Como tal, a diferenca de potencial entre C e B, que é também a
diferenca de potencial na resisténcia de 3.3 kQ, é 1.32x2.829=3.73 V (maior
potencial em C do que em B). (¢) A corrente que passa pela fontede 3V é
igual 4 primeira corrente de malha, 1.888 mA; como essa corrente passa do
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elétrodo positivo para o negativo, a fonte de 3 V dissipa uma poténcia de
1.888x3=5.664 mW. Na fonte de 9V, a corrente € igual a segunda corrente
de malha, 2.829 mA; como essa corrente passa do elétrodo negativo para o
positivo, a fonte fornece uma poténcia de 2.829x9=25.46 mW.

5.4. Principio de sobreposicao

No exemplo 5.1, se cada uma das correntes de malha i, e i, for separada
em duas parcelas, i1y = I) + J; e i, = I + J», a equacdo matricial 5.11 pode
ser escrita da forma seguinte:

6.8 -5.6] [ 6.8 -5.6]| [/ 3+0
+ = (5.12)
-56 6.92]| | -5.6 6.92]| |/ 0-9
E, se as correntes I, I», J1 e J» forem solucdes dos dois sistemas:
6.8 -56][LH] [3
= (5.13)
-5.6 6.92||L| |0
[ 6.8 -56][Nh [0
= (5.14)
|-5.6 6.92] [ /2 -9

ficara garantido que i; e i» sdo a solucao da equacdo 5.11. Estes dois
sistemas de equacoes acima correspondem a dois circuitos mais simples
do que o circuito original na figura 5.6, em cada um desses circuitos uma
das fontes é substituida por um fio com resisténcia nula. Esses dois novos
circuitos sdo tdo simples, que podem ser resolvidos sem recorrer ao método
das malhas, como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 5.2
Resolva novamente o exemplo 5.1, usando o principio de sobreposi-
cao.

Resolucao. Colocando a fonte de 9V em curto-circuito na figura 5.6, obtém-
se o seguinte circuito:
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As correntes I, I, e I3 sao as cor-
rentes nas trés resisténcias, em uni-
33— IgJ/ § 5.6 Izl 1.32 dades de mA. Note-se que essas ja
sdo as correntes reais e nao corren-

< AN tes de malha. A resisténcia total en-
1.2 tre os terminais da fonte é:

(5.6]1.32) +1.2 =2.2682
Como tal, a corrente I; é:

=1.323

I =
2.2682

A diferenca de potencial no conjunto em paralelo (5.6 || 1.32) é

5.6 x 1.32

AVy=AVs = (—
5.6+1.32

) I =1.0682 x 1.323 =1.413

e as outras duas correntes sao:

1.413 1.413
L="""=107 I3=——==0.252
1.32 5.6
Colocando a fonte de 3 V em curto-circuito na figura 5.6, obtém-se o se-
guinte circuito:

As correntes nas trés resisténcias
sao agora J;, J» e J3. Note-se que
as correntes J; e J, tém sentidos
fsl § 5.6 JZT § 1.32  opostos aos sentidos de I e I. A
i resisténcia total entre os terminais
A | I da fonte é:
1.2 9

(1.2 5.6) + 1.32 = 2.3082

e, como tal, a corrente J5 é:

I

= =3.899
2.3082

A diferenca de potencial no conjunto em paralelo (1.2 || 5.6) é

1.2x5.6

AV =AV3 = (—
1.2+5.6

) J2 =0.9882 x 3.899 = 3.853
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e as outras duas correntes sao:

J = 3.853 391 I = 3.853 0.688
T2 T T 56
Com estes resultados e olhando para os dois diagramas de circuito, pode-se

calcular:

Lo=J1—-1,=321-1.323=1.89mA (paraa direita)
Isg=Jo—1,=3.899—-1.07 =2.83mA (para cima)
L3p =13+ ]3=0.252+0.688=0.94mA (para baixo)

que sdo os mesmos resultados obtidos usando o método das malhas. O
resto da resolucdo é segue 0os mesmos passos ja feitos quando as correntes
foram calculadas pelo método das malhas.

5.5. Circuitos com condensadores

A diferenca de potencial num condensador é diretamente proporcional
a carga armazenada nas suas armaduras. Se ligarmos um condensador,
inicialmente sem carga, entre dois pontos de um circuito, a sua diferenca
de potencial inicial é nula; é como se, nesse instante, fosse feito um curto-
circuito entre os dois pontos com um fio de resisténcia nula. Nos instantes
seguintes a diferenca de potencial aumenta, a medida que entra carga no
condensador; como a diferenca de potencial no condensador ndao pode
aumentar indefinidamente, a carga e a tensdo atingirdo valores finais cons-
tantes.

Quando a carga e a tensao no condensador alcangarem os seus valores
finais, a corrente no condensador é nula e o condensador pode entao ser
considerado como um interruptor aberto que nao deixa passar corrente.
O aumento da carga até ao valor final, no periodo em que a corrente di-
minui do valor inicial até zero, constitui a resposta transitéria a alteracdo
produzida pela ligagdo da fonte.

A resposta transitéria serd estudada no capitulo sobre processamento de
sinais. No presente capitulo consideram-se apenas os valores iniciais e
finais das grandezas elétricas nos circuitos de corrente continua. Todos os
condensadores no circuito podem ser substituidos por fios com resisténcia
nula, no instante inicial # = 0 e por interruptores abertos para calcular os
valores finais. O tempo necessdrio para as cargas atingirem os valores finais
é habitualmente muito curto.



98 Circuitos de corrente continua

e N
Exemplo 5.3
Um condensador de 1.2 puE inicialmente descarregado, liga-se a uma
pilha com f.e.m. de 9 V e resisténcia interna de 230 Q e usa-se um
voltimetro com resisténcia interna de 3.2 kQ2 para medir a voltagem
no condensador. (@) Determine as correntes inicial e final na pilha. (b)

Determine o valor da carga final do condensador.
AN J

Resolucio. Aligacdo do condensador a pilha pode ser representada por um
interruptor que estd inicialmente aberto. O voltimetro deve ser ligado em
paralelo ao condensador e, assim sendo, representa-se por uma resisténcia
de 3.2 kQ em paralelo com o condensador. O diagrama do circuito é entdo

/—) 230 Q

1% 32kQ =/ 1.2pF

NG oV

(a) No instante inicial, quando se fecha o interruptor, a voltagem do con-
densador e nula, porque esta descarregado, sendo equivalente a um fio
com resisténcia nula; o diagrama equivalente é os seguinte

ﬁ— 230 Q

v 3.2kQ

Q oV

Note-se que toda a corrente que sai da fonte passa por esse fio e nenhuma
corrente passa pelo voltimetro, porque a resisténcia do fio é nula. Outra
forma de explicar este resultado é que como a resisténcia do fio é nula, a
diferenca de potencial nele também é nula e como estd em paralelo com
o voltimetro, a voltagem do voltimetro é nula (estd em curto-circuito); a
corrente no volimetro é AV/R e como AV é nula, a corrente no voltimetro
também é nula. A corrente no instante inicial é entdo igual a (unidades SI)

(%i2) I0: float(9/230);

(%02) 0.03913
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Quando o condensador fica completamente carregado, é entdo equivalente
aum interruptor aberto e o circuito equivalente é:

fl 230 Q

e a corrente final é igual a

(%i3) I: float(9/(3200 + 230));

(%03) 0.002624

(b) Como o condensador estd ligado em paralelo com o voltimetro, a di-
ferenca de potencial final entre as suas armaduras € igual a diferenca de
potencial final na resisténcia de 3.2 Q, que é:

(%i4) DV: 3200%I;

(%o4) 8.397

e a carga final do condensador é igual a

(%i5) Q: 1.2e-6*DV;

(%05) 1.008 x 107°

ouseja, Q = 10.076 uC. Note-se que os resultados dos comandos do Maxima
mostram apenas 4 algarismos significativos, mas internamente esté a ser
usada uma precisdo maior nos cdlculos e nos valores armazenados nas
variaveis.

Exemplo 5.4

No circuito do exemplo 5.1, se a resisténcia de 5.6 k<2 for substituida
por um condensador de 1.8 uE qual a carga final desse condensador e
qual a sua polaridade?

Resolucdo. O diagrama do circuito é:
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3V—

= 1.8 uF § 1.32kQ

|
I C
1.2kQ A gV

Quando a carga alcanca o valor final, o condensador atua como interruptor
aberto e o circuito equivalente é:

3V § 1.32kQ

ANV {
C
12kQ A gy

Como tal, o circuito também € equivalente a uma fonte tinica de 6 V, no
mesmo sentido da fonte de 9, ligada a uma resisténcia de 2.52 kQ. A
corrente € entdo no sentido anti-hordrio e com intensidade igual a

6

I=——
2520

Essa corrente permite calcular a diferenca de potencial no condensador
(igual a diferenca de potencial entre os pontos A e B) e a carga:

(%i6) I: float(6/2520);

(%06) 0.002381

(%i7) DV: 9 - 1320%I;

(%oT) 5.857

(%i8) Q: 1.8e-6%DV;

(%08) 1.054 x 1072

A carga final do condensador é entdo 10.543 puC e a polaridade é positiva
na armadura ligada ao ponto B e negativa na armadura ligada ao ponto A
(o célculo de DV com o comando %17 foi feito admitindo um potencial de B
maior do que o potencial de A).
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e A
Exemplo 5.5

No circuito representado no diagrama, determine a poténcia dissipada
em cada resisténcia e a energia armazenada em cada condensador, no
estado estacionadrio.

39 kQ 18 kQ

ANV AVAVAVAY,
1.5kQ

— 15V — 270 nF § 16 kQ
15V
[E—
180 nF
G J

Resolucao. Quando o circuito estiver no estado estaciondario, os condensa-
dores comportam-se como interruptores abertos e o circuito equivalente é
o seguinte

39 kQ 18 kQ
NV A%
[
1.5V § 16 kQ
-" -[ 1.5V

Na resisténcia de 39 kQ a corrente é nula (ndo tem por onde circular) e o
circuito tem apenas uma malha, com resisténcia total 1.5 + 18 + 16 = 35.5
kQ e corrente igual a

(%i9) I: 1.5/35.5e3;

(%09) 4.225x%107°

A partir dessa corrente calculam-se a seguir todas as poténcias dissipadas
nas resisténcias e as energias armazenadas nos condensadores.

* Naresisténcia de 39 kQ, P =0, ja que a corrente é nula.

e Na resisténcia de 18 kQ,

(%110) P18: 18e3*I"2;

(%010) 3.214x 1070
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P =32.136 pW

Na resisténcia de 16 k2,

(%i11) P16: 16e3*I"2;

(%o11) 2.857x 1072

P =28.566 pW

Na resisténcia de 1.5 kQ,

(%i12) P1_5: 1.5e3%I"2;

(%012) 2.678x 1076

P =2.678 uyW
No condensador de 270 nF, a diferenca de potencial é a mesma que
na resisténcia de 16 kQ:

(%i13) DV: 16e3+I;

(%013) 0.6761

(%i14) U270: 270e-9+DV~2/2;

(%o14) 6.17 x 1078

U =61.702nJ

No condensador de 180 nE um possivel percurso entre os dois pontos
onde esté ligado passa pela fonte do lado esquerdo, pela resisténcia
de 39 kQ (com diferenca de potencial nula), pela resisténcia de 1.5 kQ
e pela segunda fonte. Como tal,

(%i15) DV: 1.5 + 1.5e3*I - 1.5;
(%015) 0.06338
(%i16) U180: 180e-9*DV~2/2;

(%o16) 3.615x 10710

U =0.3615n]
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Perguntas

1. Qual dos seguintes principios fisicos estd relacionado com a lei dos n6s?
A. Conservagdo da energia.
B. Quantizagdo da carga.
C. Conservacao da carga.
D. Conservacdo da quantidade de movimento.
E. Acdo ereacao.
2. Num condensador dentro de um circuito de corrente continua, qual
das seguintes grandezas tem sempre um valor final nulo?
A. Acarga. D. A capacidade.
B. A diferenca de potencial. E. A energia armazenada.

C. A corrente.

3. Uma fonte de voltagem constante foi ligada a um condensador e 3
resisténcias, como mostra o diagrama. Qual a intensidade da corrente
final fornecida pela fonte?

6 kQ 2kQ
560
L uF 40V
1 I
A. 5mA C. 10mA E. 0
B. 8mA D. 20 mA

4. Se I, I, e I3 sdo os valores absolutos das correntes que circulam pe-
las resisténcias R;, R» e R3 no circuito da figura, qual das equacgdes é
correta?

R, Rs3

R,

(3 Rpe—



104 Circuitos de corrente continua

A L1 +L=1I; D I1=1
B. +3=D E. L=1I
C. L+I3=1

5. Qual das afirmacdes seguintes, sobre o potencial nos pontos A, BeC, é
correta?

7Q
. I;
A 6V
A Ve>Vp>Vy D. Va>Ve>Vp
B. Ve>Vy>Vp E. Vg>Vy> V¢

C. Va>Vg>V¢
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Problemas

1. No circuito da figura, determine quais das fontes de forca eletromo-
triz fornecem ou absorvem energia e calcule a poténcia fornecida, ou
absorvida, por cada uma.

4.2kQ
A% 'A%
J‘ 5V
6V — § 5.6 kQ
7.0kQ
A% 'A%
2.1kQ

2. Duas pilhas com a mesma forca eletromotriz de 9 V, tém resisténcias
internas diferentes, porque uma delas estd mais gasta. A pilha mais
gasta tem resisténcia interna de 30 2, e a menos gasta tem resisténcia
interna e 20 Q. As duas pilhas ligam-se em paralelo a uma resisténcia de
2.7kQ, como mostra o diagrama. (a) Qual das duas pilhas fornece maior
poténcia ao circuito? (b) Calcule a corrente na resisténcia de 2.7 kQ.

20Q

9V
EAY 300Q
2.7kQ
AVAYAYAY;

3. Se as duas pilhas do problema anterior fossem ligadas em série, e ndao
em paralelo, qual delas forneceria maior poténcia no circuito? Que
inconveniente podera existir do ponto de vista pratico?

4. Determine a poténcia dissipada em cada resisténcia no circuito e a
poténcia fornecida pela f.e.m. Verifique que a poténcia fornecida pela
f.e.m. é igual a soma das poténcias dissipadas em todas as resisténcias.

Lay

100 Q2
§BOQ

20Q 60 Q

150Q
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5. No circuito representado no diagrama, os dois condensadores estdo
inicialmente descarregados. Determine: (a) As correntes iniciais nas
resisténcias e condensadores. (b) As cargas finais nos condensadores,

indicando as suas polaridades.

AVAYAYAY J_
150 Q 1.5V
— 6V § 1.2kQ — 68 nF
200 Q
[
1
82 nF

6. (a) Determine a intensidade e sentido da corrente no condensador, no
instante inicial em que estd descarregado.. (b) Determine a carga final
do condensador, indicando a sua polaridade.

560 Q
AV

7. No problema 4, se a resisténcia de 100 Q for substituida por um conden-
sador de 39 nE qual a energia final armazenada nesse condensador?

8. No circuito representado no diagrama, determine a carga no condensa-
dor, no estado estaciondrio (f — 00).

0.2kQ 0.9kQ
AVAYAYAY AVAYAYAY
5 nF 1kQ
6V — — 5V
3V
NV AVAYAYAY

1.8kQ 0.1kQ
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9. No circuito representado no diagrama, sabendo que no estado estaci-
ondrio (apds muito tempo) a carga no condensador é igual a 40 uC e
as correntes na resisténcia de 50 2 e em R, sdo ambas 1 A, no sentido
indicado, determine os valores de R;, R, e Rs.

1 uF
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Respostas

Perguntas: 1. C. 2. C. 3. B. 4. C. 5. D.

Problemas

1.

As duas fontes fornecem poténcia; a f.e.m. de 6 V fornece 5.24 mW, e a
f.e.m. de 5V fornece 3.93 mW.

2. (a) A que tem resisténcia interna de 20 Q). (b) 3.32 mA.

3. A que tem resisténcia interna menor (20 Q2). O inconveniente é que

pode dar-se o caso em que a pilha mais gasta ndo fornece energia mas
dissipa, na sua resisténcia interna, parte da energia fornecida pela outra
pilha.

. Na resisténcia de 20 Q, 45 pW. Na resisténcia de 100 Q, 62.0 mW. Na

resisténcia de 150 Q, 82.1 mW. Na resisténcia de 60 2, 105.8 mW. Na
resisténcia de 80 (2, 151.4 mW. A f.e.m. fornece 401.4 mW.

. Usando subindices iguais ao valor da resisténcia ou capacidade, (a)

11200 =0, 1200 =7.5mA, 115() = 182 =40 mA, 168 =32.5 mA. (b) 1150 =0,
L2900 = Irgo = 1.07 mA, Qgg = 87.4 nC (positiva na armadura de baixo e
negativa na de cima), Qg2 = 597.4 nC (positiva na armadura da direita e
negativa na da esquerda).

. (@) 4.78 mA, de baixo para cima. (b) 2.44 uC (negativa na armadura de

cima e positiva na de baixo).

7. 236.5n].
8. 12nC.
9. Ry=24Q,R,=10Q, R3 =6.67Q,



6. Fluxo elétrico

P

L AV VA VEAVAN "

——

Y

A explicacao da forca entre particulas através da existéncia de um campo
vem desde a época em que foi desenvolvida a teoria da gravitagdo universal.
A dificuldade em aceitar que uma particula possa afetar outra particula
distante, sem existir nenhum contato entre elas, foi ultrapassada na fisica
cldssica com o conceito do campo de forca. No caso da forga eletrostatica,
o campo mediador que transmite a forca eletrostatica foi designado por
éter; a luz seria uma onda que se propaga nesse éter. No século XIX foram
realizadas inimeras experiéncias para detetar a presenca do éter, sem qual-
quer sucesso. No fim do século chegou-se a conclusdo de que tal éter nao
existe. No entanto, o campo elétrico tem existéncia fisica, no sentido de
que transporta energia e que pode subsistir mesmo apés desaparecerem as
cargas que o produzem. Na fisica quantica a interacao elétrica é explicada
como uma troca de particulas mediadoras da forca, que sdo as mesmas
particulas da luz, os fotdes; cada carga lanca alguns fotdes que sdo absor-
vidos pela outra carga. Neste capitulo considera-se a teoria cldssica que
concebe o campo como um fluido invisivel que arrasta as cargas elétricas.
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6.1. Campo elétrico produzido por cargas
pontuais

O campo elétrico produzido por uma carga pontual ja foi estudado no
capitulo 1. A figura 1.6 mostra o campo repulsivo produzido por uma carga
positiva.

A equagdo 1.5 para o médulo do campo produzido por uma carga pontual
pode ser escrita de forma vetorial. Se a carga g estiver na origem das
coordenadas, o resultado obtido é:

- kq
E=7

I (6.1)

onde r é a distancia até a origem e 7 o versor na dire¢do radial, afastando-se
da carga. Se a carga for negativa, a equacgao anterior ainda é vélida e o vetor
E aponta no sentido oposto de 7 (campo atrativo). O versor 7 obtém-se
dividindo o vetor de posic¢ao ¥ pelo seu médulo, r. Se a carga nao estiver
na origem mas numa posicdo 7, a equacdo 6.1 pode ser generalizada,
obtendo-se:

E= kq(l‘——lg) (6.2)
|7 =71l

o
4nC

AR

Figura 6.1.: Campos produzidos por duas cargas de 4 nC e 9 nC em alguns
pontos, e o campo resultante nesses pontos.

O campo produzido por um sistema de cargas pontuais obtém-se somando
vetorialmente os campos produzidos por cada uma das cargas. Por exem-
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plo, a figura 6.1 mostra os campos produzidos em alguns pontos por cada
uma de duas cargas pontuais de 4 nC e 9 nC, e o campo resultante nesses
pontos, igual a soma vetorial dos campos das duas cargas.

A equacdo 6.2 pode ser generalizada para um sistema de n cargas pontuais.
Em coordenadas cartesianas, se as cargas qi, ¢, ..., {n estiverem nos
pontos (x1, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥») de um plano Oxy (a generalizacdo
para o espaco Oxyz devera ser evidente), o resultado é:

kq;(x—x;)
Ey = Z . 7 (6.3)
i=1 [ [(x=x)%+(y—y:)?]
kqi(y—yi) }
Ey=) (6.4)
TS wm a2+ -y

Exemplo 6.1
Represente, no plano Oxy, as linhas do campo elétrico produzido por
duas cargas de 4 nC e 9 nC afastadas de 1 cm entre si.

Resolucao. Primeiro escolhe-se um sistema de unidades; medindo as
cargas em nC e as distancias em cm, o valor da constante de coulomb é:

N-cm?
=90‘u—

k
nC?

Como tal, se o valor k =90 for usado, as unidades do campo serdo uN/nC.
Arbitrando que a carga de 4 nC estd na origem e a carga de 9 nC no ponto
(1, 0) e substituindo nas equacdes 6.3 e 6.4 obtém-se:

B = 360 x 810(x—1)
X (x2+y2)3/2 ((x_1)2+y2)3/2
360 810
B, = y y

(x2 " y2)3/2 ((x— 1)2 + y2)3/2

Este campo ja foi representado em alguns pontos na figura 6.1. Para tracar
as linhas de campo elétrico, pode usar-se o programa plotdf do Maxima.

(%1i1) Ex: 90#4*x/(x"2+y~2)~(3/2) + 90%9*(x-1)/((x-1)"2+y~2)~(3/2);
360 x 810 (x—1)

(%o1)
(y2+x2)3/2 (y2+(x_1)2)3/2
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(412) Ey: 90x4*y/(x~2+y~2)~(3/2) + 90*9*y/((x-1)"2+y~2)~(3/2);
360y 810y

+
)3/2 (y2+(x_1)2

(%i3) plotdf ([Ex, Eyl, [x, -1, 31, [y, -2, 2], [vectors,"blank"])$

(%02)

(P 2

A seguir a este Gltimo comando é necessdrio clicar em alguns pontos para
obter as linhas de campo que aparecem na figura 6.2. Note-se que a expres-
sdo obtida para Ey, € igual a zero em qualquer ponto do eixo dos x (y = 0),
com excecdo dos pontos onde estdo as cargas. Igualando y=0e E, =0
obtém-se as coordenadas do ponto onde o campo é nulo, x=0.4e y =0,
que é um ponto de sela como se vé na figura 6.2. Os pontos onde estdo as
duas cargas positivas sdo nés repulsivos.

2
| \

Yo

-1

2 0 1

X

Figura 6.2.: Linhas de campo elétrico de duas cargas pontuais de 4 nC e
9 nC colocadas na origem, e no ponto (1, 0).

6.2. Propriedades das linhas de campo elétrico

O campo elétrico pode ser representado por vetores que indicam o valor do
campo em cada ponto do espaco, como foi feito na figura 6.1. O problema
é que o campo varia rapidamente com a distancia, o que faz com que os
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vetores sejam muito grandes em alguns pontos e muito pequenos noutros.

A representacao por linhas de campo é mais conveniente. As linhas de
campo seguem a dire¢do do campo e em cada ponto dessas linhas, o campo
é tangente a linha e no sentido indicado pelas setas.

As linhas de campo elétrico tém vdrias propriedades:

* Na vizinhang¢a de uma carga pontual positiva h4 linhas que saem
em todas as direcOes e perto de uma carga negativa hd linhas que
entram em todas as direcoes (ver figura 6.3).

negativa positiva

Figura 6.3.: Linhas de campo elétrico de uma carga pontual negativa (es-
querda) ou positiva (direita).

* Duas linhas de campo nunca se cruzam; num ponto de cruzamento
o campo teria duas direcoes diferentes, o que ndo é possivel.

* No préximo capitulo demonstra-se que a matriz jacobiana corres-
pondente ao campo elétrico é sempre simétrica. Isso implica que
os valores préprios dessa matriz sdo sempre reais e nunca comple-
x0s. Assim, os Unicos pontos de equilibrio que podem existir num
campo elétrico sd@o nés e pontos de sela. Um no pode ser atrativo ou
repulsivo; se for atrativo é um ponto onde existe uma carga pontual
negativa e se for repulsivo € um ponto onde existe uma carga pontual
positiva. Os pontos de sela sdo pontos onde o campo é nulo, sem
que haja carga nesse ponto.

No exemplo apresentado na figura 6.2, existe um ponto de sela em (0.4, 0),
onde o campo é nulo. Existem duas linhas de campo que terminam nesse
ponto de sela e duas linhas de campo que ai comecam.

Outro exemplo sdo as linhas de campo de um dipolo elétrico, formado por
duas cargas iguais de sinais opostos. Admitindo que as duas cargas estao
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localizadas nos pontos (-1, 0) e (1, 0), podem tracgar-se as linhas de campo
com os seguintes comandos:

(4hi4) Ex: (x+1)/((x+1)"2+y~2)~(3/2) - (x-1)/((x-1)"2+y~2)~(3/2)$
(4i5) Ey: y/((x+1)"2+y~2)7(8/2) - y/((x-1)"2+y~2)~(3/2)$

(%i6) plotaf ([Ex, Eyl, [x, -3, 31, [y, -3, 3], [vectors,"blank"])$

O resultado é apresentado na figura 6.4.

3

Figura 6.4.: Linhas de campo elétrico de um dipolo.

Uma distribuicao continua de cargas pode ser aproximada por uma série
de cargas pontuais. Por exemplo, se existirem cargas distribuidas uniforme-
mente no segmento do eixo dos x entre x = —3 e x = 3, pode-se imaginar
um sistema de cargas pontuais, equidistantes, sobre o segmento entre
x =-3 e x =3. Os comandos de Maxima para tracgar as linhas de campo
dessas 7 cargas pontuais sdo:

(%i7) Ex: sum ((x-1)/((x-1)"2+y~2)~(3/2), i, -3, 3)$
(%i8) Ey: sum (y/((x-i)~2+y~2)~(3/2), i, -3, 3)$

(%19) plotdf ([Ex, Ey], [x,-20,20], [y,-20,20], [vectors,"blank"])$
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e o gréfico obtido é apresentado na figura 6.5.

20

10

-10

-20
=20 -10 0 10 20

X

Figura 6.5.: Campo elétrico de um sistema de 7 cargas pontuais no eixo
dos x.

6.3. Fluxo

O campo elétrico pode ser compreendido melhor usando o conceito de
fluxo. Define-se o fluxo elétrico por analogia com um fluido incompressivel.
No escoamento do fluido, as linhas de campo sdo tangentes a velocidade
do fluido em cada ponto e o fluxo do campo de velocidades € igual ao
volume de fluido que passa através da superficie, por unidade de tempo.

Através de uma superficie de drea A, perpendicular a velocidade do fluido
e se o modulo da velocidade, v, for constante em todos os pontos dessa
superficie, o volume de fluido que passa através da superficie, por unidade
de tempo, é igual a v A. A figura 6.6 mostra dois exemplos de linhas de
campo e em cada caso uma superficies perpendicular as linhas de campo.

Por analogia com o fluxo do fluido, no caso de uma superficie de drea
A, perpendicular as linhas de campo eléctrico, como na figura 6.6, se o
moédulo E do campo é constante nessa supetficie, define-se o fluxo elétrico
através da superficie igual ao produto do médulo do campo vezes a drea
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Figura 6.6.: Superficies perpendiculares as linhas de campo.

da superficie:
®=EA (6.5)
O volume delimitado pelas linhas
de campo que passam por uma S3
curva fechada, por exemplo, a fron- ‘

teira da superficie S; na figura 6.7,
chama-se tubo de fluxo. Usando a
analogia com o fluido incompressi-

vel, se ndo existem dentro do tubo
pontos onde entra ou sai fluido, en-

tdo o fluxo é o mesmo em todasas ~ S1
seccoes transversais do tubo, inde-
pendentemente da curvatura ou in- Figura 6.7.: Tubo de fluxo.
clinacdo dessas sec¢oes. Por exem-

plo, no tubo de fluxo da figura 6.7, o volume de fluido que passa pelas trés
superficies Sy, Sy e S3, por unidade de tempo, deve ser o mesmo e, como
tal, o fluxo através dessas superficies, ou de qualquer outra seccao do tubo,
éigual.

Sy

Essa propriedade dos tubos de fluxo pode usar-se para calcular o fluxo de
um campo elétrico uniforme, E, através de uma superficie plana de drea
A, que nao seja perpendicular as linhas de campo. O angulo de inclinagao
das linhas de campo em relacdo ao versor normal a superficie, 7, é 6 na
figura 6.8. O fluxo através da superficie inclinada € igual ao fluxo através
da projecao dessa superficie no plano perpendicular as linhas de campo,
ou seja através da superficie a tracejado na figura 6.8, que faz um angulo 0
com a superficie inclinada. Os dois fluxos sdo iguais porque a superficie
inclinada e a superficie a tracejado fazem parte do mesmo tubo de fluxo,
formado pelas linhas de campo que as atravessam.
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Figura 6.8.: Superficie inclinada em relacao as linhas de campo.

A area da superficie a tracejado é Acos 8, onde 8 é angulo entre o campo e
a perpendicular ao plano (figura 6.8). Como essa superficie a tracejado sim
é perpendicular as linhas de campo, o fluxo através dela é igual ao médulo
do campo vezes a sua area:

®=EAcosf=(E-fh)A (6.6)

A figura 6.9 mostra trés possiveis campos
na superficie. O campo E; faz um angulo
agudo com o versor normal e, por isso, pro-
duz fluxo positivo, ou seja, fluxo que passa
no mesmo sentido do versor normal. O
campo E» é perpendicular a superficie e,
como tal, o seu produto escalar com o ver-
sor normal é nulo e esse campo nao pro-
c1uz nenhum fluxo. Finalmente, o campo E;
E3 faz um angulo obtuso com o versor nor-

mal, produzindo assim fluxo negativo, ou

seja, fluxo no sentido oposto do versor nor- Figura6.9.: Campo e versor
mal. normal.

O produto escalar E - 71 é a componente
do campo na direcdo normal a superficie. Como tal, o fluxo elétrico é a
componente normal do campo vezes a drea da superficie.

No caso de campos ndo uniformes e superficies curvas, divide-se a superfi-
cie em m segmentos com dreas AA; (i =1,...,m), como na figura 6.10. Se
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o nimero de segmentos for elevado e cada um deles for suficientemente
pequeno, podem ser aproximados por pequenos planos.

Figura 6.10.: Superficie dividida em segmentos menores.

No plano infinitesimal de drea AA; o campo serd E;, aproximadamente
constante, de forma que o fluxo @; nele é dado pela equacao 6.6. O fluxo
total na superficie é igual a soma de todos os fluxos nos pequenos planos.

m
Q=) Ei-niAA; (6.7)
i=1

A aproximacdo torna-se exata no limite em que m se aproxima de infinito.
Essa soma de uma funcao (neste caso a componente normal do campo)
vezes a drea da superficie chama-se integral de superficie, escrito da forma

seguinte:
@:ffﬁ-ﬁdA (6.8)
S

Nos casos estudados neste capitulo, esse integral de superficie pode ser
obtido facilmente, sem ser preciso entrarmos nos pormenores do calculo
de integrais de superficie.

6.4. Lei de Gauss

O campo elétrico produzido por uma distribui¢do de cargas é a sobreposi-
¢ao dos campos produzidos por muitas cargas pontuais. Convém entao
analisar o fluxo elétrico produzido pelo campo de uma tnica carga pon-
tual. Em relacdo a uma superficie S fechada, a carga pode estar ou fora ou
dentro dessa superficie, tal como mostra a figura 6.11. Se a carga estiver
fora, apenas algumas linhas de campo atravessam a superficie; se a carga
estiver dentro de S, todas as linhas de campo a atravessam.
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e

Figura 6.11.: Carga pontual fora de uma superficie fechada e dentro dela.

Quando a carga pontual estd dentro da superficie S, qualquer esfera com
centro na carga também € atravessada por todas as linhas de campo elétrico
e, como tal, encontra-se no mesmo tubo de fluxo de S (figura 6.12). O fluxo
elétrico através de S pode ser determinado calculando o fluxo que atravessa
a esfera. No lado direito da figura 6.12 mostra-se o campo num ponto da
esfera.

¢ ¢

Figura 6.12.: Fluxo produzido por uma carga pontual dentro de uma su-
perficie fechada.

Na superficie esférica, o campo é sempre perpendicular e o seu médulo
é sempre igual a E = k|g|/R?, onde R é o raio da esfera. Como tal, o fluxo
na esfera pode obter-se usando a equacio 6.5. A drea da esfera é 4T R?, e
multiplicando pelo médulo do campo obtém-se o fluxo:

k
¢:4nR2(%):4nk|q| (6.9)
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Ou seja que, o fluxo total produzido pela carga pontual g, através de qual-
quer superficie fechada em que a carga esteja no interior, é sempre 4mk|q|,
independentemente do tamanho da superficie. No caso de superficies
fechadas, é habitual calcular-se sempre o fluxo para fora da superficie. As-
sim sendo, o sinal da carga dé o sinal correto do fluxo na expressdo 4 k g;
se a carga for positiva ha fluxo para fora da superficie, mas se a carga for
negativa o fluxo serd para dentro dela.

Se a carga estd fora de S, as linhas de campo que atravessam a superficie
estdo dentro de um angulo sélido Q, menor que o dngulo total 47 da
esfera toda (figura 6.13). Se imaginarmos que a carga é uma fonte de luz,
esse angulo sdlido é a sombra projetada pela superficie S numa esfera;
uma parte, S; ,da superficie estard iluminada e a outra parte, S,, estard na
escuridao. Se ¢ for positiva, pela superficie S; entra fluxo elétrico e esse
mesmo fluxo sai todo pela superficie S,; se g for negativa, o mesmo fluxo
que entra por S sai por S;. Como tal, o fluxo total através de S é nulo.

Q

Figura 6.13.: Carga pontual fora de uma superficie fechada.

Conclui-se entdo que o fluxo elétrico devido a uma carga pontual g é nulo
em qualquer superficie fechada, se a carga estiver fora da superficie, e igual
a4mk g se a carga estiver dentro da superficie.

Uma distribuicao de carga pode ser dividida em vdrias cargas pontuais g,
g2, ..., qn, € o fluxo total através de uma superficie fechada S serd igual a
soma dos n fluxos produzidos por cada uma das cargas pontuais. As cargas
que se encontram no exterior de S ndo produzem fluxo, e cada carga g;
que esteja dentro de S produz fluxo 4 mkq;. Como tal, o fluxo total através
da superficie fechada S é:

@(S fechada) =471 k gint (6.10)
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onde gin € a carga total no interior da superficie S. Esta equacdo chama-se
lei de Gauss:

O fluxo elétrico através de qualquer superficie fechada é igual
ao valor da carga total no interior da superficie, multiplicado
pordmnk.

Se a carga total no interior for positiva, o fluxo é positivo, indicando que
hé linhas de campo a sairem da superficie. Se a carga total for negativa, o
fluxo é negativo porque hé linhas de campo a entrar na superficie.

O fluxo elétrico total a volta de uma carga pontual é diretamente proporci-
onal ao valor da carga. Em alguns casos € possivel desenhar um ntimero de
linhas de campo proporcional a carga, para dar uma ideia mais aproximada
do valor do fluxo em diferentes regides; por exemplo, na figura 6.2 foram
desenhadas 8 linhas de campo a sairem da carga de 4 nC, e 18 linhas a
sairem da carga de 9 nC.

Alei de Gauss é muito ttil para calcular campos elétricos de sistemas com
simetria, como se verd nas secoes seguintes.

Exemplo 6.2
Um eletrdo encontra-se no centro de um cubo cuja aresta mede 20 nm.
Determine o fluxo elétrico através de uma das faces do cubo.

Resoluciao. A superficie total do cubo é fechada e portanto o fluxo através
do dele pode calcular-se facilmente usando a lei de Gauss:

@ =47k gint

A carga interna ¢y € a carga do eletrdo (—1.602 x 10719 C). Assim, o fluxo
total através do da superficie do cubo é:

N-m?2

D=47x9%x10%x (—1.602x 10719 =-18.09x 107°

Por simetria, o fluxo através de cada face deve ser o mesmo, pelo que o
fluxo numa face é a sexta parte do fluxo total no cubo: —3.02 nN-m?/C. O
sinal negativo do resultado indica que o fluxo é para dentro do cubo.
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6.4.1. Campo de um plano

Considere-se um plano, com carga distribuida uniformemente. Visto em
corte, o plano aparece como um segmento de reta, e as linhas de campo
sdo semelhantes as linhas representadas na figura 6.5.

Nas regides perto da zona central do plano, as linhas de campo sdo aproxi-
madamente paralelas entre si. Quanto maior for o plano, maior é a regido
onde as linhas sao aproximadamente paralelas. No caso idealizado de um
plano infinito, as linhas sdo mesmo paralelas e o valor do campo depende
apenas da distancia ao plano, ja que a aparéncia do plano é a mesma em
qualquer ponto.

Para calcular o campo elétrico usando a lei de Gauss, imagine-se um ci-
lindro com a base e o topo paralelos ao plano, como se mostra na figura
6.14.

Figura 6.14.: Cilindro imagindrio usado para calcular o campo do plano.

As paredes laterais do cilindro ndo sdo atravessadas pelo fluxo elétrico,
porque o campo € paralelo a superficie. Em cada uma das tampas circulares
do cilindro, o campo € perpendicular e tem mdédulo constante, pois todos
0s pontos na tampa estdo a mesma distancia do plano. O fluxo na base e
no topo do cilindro é entdao AE, em que A € a drea da base do cilindro e o
fluxo total através da superficie do cilindro é:

P=2AE (6.11)

De acordo com a lei de Gauss, esse fluxo também € igual a:
®=41kQ (6.12)

onde Q é a carga na parte do plano que estd dentro do cilindro. Igualando
as duas ultimas equacdes obtém-se o médulo do campo:

Eplano =2 kT (6.13)




6.4 Lei de Gauss 123

em que o é a carga superficial, isto é, carga por unidade de area: o = Q/ A.

6.4.2. Campo de um fio retilineo

— L —
T S
j’; S
[ [
Vista lateral Vista frontal

Figura 6.15.: Linhas de campo de um fio retilineo e superficie cilindrica
usada para calcular o campo.

Considere-se um fio retilineo muito comprido, com carga distribuida uni-
formemente. As linhas de campo deverao ter a direcdo radial. Imaginando
uma superficie fechada que é um cilindro de raio R e altura L, com eixo
sobre o fio, como mostra a figura 6.15, conclui-se que o fluxo é nulo nas
tampas circulares do cilindro, pois sobre elas o campo é paralelo a superfi-
cie; na parede lateral do cilindro, o campo é perpendicular e com médulo
constante. Assim, o fluxo total sera:

®=2nRLE (6.14)

onde E é o médulo do campo a distancia R do fio. De acordo com a lei de
Gauss, esse fluxo dever ser também igual a

d=471kQ (6.15)

onde Q é a carga do fio que estd dentro do cilindro S. Igualando as duas
equacdes anteriores, obtém-se o médulo do campo:

Bro= - (6.16)

em que A é a carga linear (carga por unidade de comprimento): 1 = Q/L.
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6.4.3. Campo de uma esfera condutora

Numa esfera condutora, com carga Q e raio a, a for¢a repulsiva entre as
cargas do mesmo sinal, faz com que as cargas se distribuam de modo
uniforme sobre a superficie da esfera. Existe entdo simetria esférica e as
linhas de campo devem apontar na direcdo radial.

Para calcular o campo, imagine-se uma esfera de raio r, concéntrica com
a esfera condutora. O campo é perpendicular a superficie e tem mo6dulo
constante E; como tal, o valor do fluxo elétrico é:

®=4nr’E (6.17)

Como a carga esté distribuida na superficie da esfera condutora, no se
interior ndo existe carga e, segundo a lei de Gauss, o fluxo através da esfera
de raio r serd nulo, se r < a, ouigual a4m k Q se r > a. Em consequéncia, o
campo elétrico é nulo no interior da esfera, e fora dela tem moédulo:

_kQ

E==F (6.18)

que é mesma expressao do campo produzido por uma carga Q concentrada
no centro da esfera. Este € o mesmo resultado encontrado no apéndice B,
usando um método mais complicado (integracao).

Perguntas

1. Um plano com 2500 cm? de 4rea tem uma carga total de 20 nC, distri-
buida uniformemente. O médulo do campo elétrico perto do plano é,
aproximadamente:

A. 18.1 mN/C D. 45.2N/C
B. 4.52kN/C E. 0.452N/C
C. 1.81 N/C
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2. Uma esfera condutora de 3 cm de raio, isolada e com carga positiva,
produz um campo de médulo 36 uN/nC, num ponto que se encontra a
1 cm da superficie da esfera. Calcule a carga total da esfera.

A. 3.6 nC D. 6.4nC
B. 0.4nC E. 1.2nC
C. 1.6nC

3. Num sistema de coordenadas cartesianas (x, y, z) (em metros), existe
uma carga pontual de 2 nC em (1,0,0), uma carga pontual de —4 nC em
(0,2,0) e uma carga pontual de 3 nC em (0,0,4). Calcule o fluxo elétrico
(em unidades SI) através de uma esfera de raio 3 m, com centro na
origem.

A. 367 D. 1087w
B. 72n E. —144n
C. =727

4. Uma esfera isoladora de raio 1 m tem carga distribuida de forma des-
conhecida. O fluxo do campo elétrico criado por essa esfera através de
uma superficie esférica de raio 4 m, concéntrica com a esfera isoladora,
¢ 11.3 x 10* N-m?/C. Qual é o fluxo do campo elétrico através de uma
superficie esférica de raio 2 m concéntrica com a esfera isoladora?

A. 452 x 10* N-m?/C D. 56.5 x 103 N-m2/C
B. 22.6 x 10* N-m?/C E. 28.2 x 103 N-m?/C
C. 11.3x10* N-m?/C

5. Se numa superficie fechada o campo elétrico aponta para dentro da
superficie em todos os pontos, o que é que podemos concluir?

A. Existe carga positiva dentro da superficie.
Existe carga negativa dentro da superficie.
Nao existe nenhuma carga dentro da superficie.

O campo €é necessariamente perpendicular a superficie.

m o 0O ®

O campo € necessariamente paralelo a superficie.
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Problemas

1.

3.

4.

Na atmosfera existe um campo eléctrico que aponta na vertical, para
baixo. A nivel do mar, o médulo desse campo, é aproximadamente
120 N/C e diminui em funcao da altura; 2 km acima do nivel do mar o
campo é aproximadamente 66 N/C. Que pode concluir acerca do sinal
das cargas livres nos dois primeiros quilémetros da atmosfera? Calcule
a carga voliimica média nessa regido.

Uma carga pontual de 5 nC encontra-se a 6 cm de um fio retilineo muito
comprido, com carga linear constante de 7 nC/cm. Calcule a forca
elétrica sobre o fio (sugestdo: calcule melhor a for¢a do fio sobre a carga
pontual, que é mais f4cil de calcular, e pela lei de acdo e reacdo devera
ter o mesmo maédulo).

A figura mostra as linhas de campo elétrico de duas particulas carre-
gadas, uma delas na origem, e a outra no ponto (1, 0). No ponto (3, 0)
existe um ponto de sela. Sabendo que a carga da particula na origem é
18 nC, calcule a carga da outra particula.

3

-3
-1 0 1 2 3 4 5
X

Duas cascas esféricas concéntricas, com raios a e b, encontram-se
uma dentro da outra (a < b). A casca esférica interna, de raio a, tem
uma carga total Q distribuida uniformemente na sua superficie, e a
casca externa tem uma carga —Q, distribuida uniformemente na sua
superficie. Usando a lei de Gauss, calcule o campo elétrico nos pontos
dentro da casca interna, entre as duas cascas e por fora da casca externa.
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5. Uma esfera de raio R tem uma carga elétrica Q distribuida uniforme-
mente dentro do seu volume. Usando a lei de Gauss, calcule o médulo
do campo elétrico num ponto a uma distancia r do centro da esfera.
Considere oscasos r = Rer <R.

6. Uma particula pontual com massa igual a 25 g e carga de 50 nC encontra-
se pendurada de um fio de 7 cm que esté colado a um plano vertical.
O plano vertical tem uma carga superficial constante o = 17 nC/cm? e
pode ser considerado infinito. Calcule o dngulo 8 que o fio faz com o
plano vertical.

“

7. Para simular as cargas num condensador de placas planas paralelas,
considere um sistema de 13 cargas de valor +1 nos pontos (—6,5), (-5,5),...,
(5,5) e (6,5), e 13 cargas de valor —1 nos pontos (—6,-5), (-=5,-5),...,
(5,-5) e (6,—5). Usando Maxima, desenhe o campo elétrico e as linhas
de campo (o desenho é independente das unidades que sejam usadas;
pode admitir k =1).
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Respostas

Perguntas: 1. B. 2. D. 3. C. 4. C. 5. B.

Problemas

1.
2. 1.05mN
3.
4

. Dentro da casca interna e fora da casca externa, o campo é nulo. Entre

Existe carga positiva, com carga voltimica média igual a 2.39x107!3 C/m3.

-8 nC.

as duas cascas, o campo € na direcao radial e com médulo kQ/ r2, onde
r é a distancia desde o centro das esferas.

kQ kQ

5. SerzR,E:—z. Ser<R,E=—r
r R3

. 62.99°

7. O gréfico das linhas de campo pode ser obtido com os seguintes coman-

dos:
(%i1) E: sum([x-i,y-5]/sqrt((x-i)~2+(y-5)~2)"3
-[x-i,y+5]/sqrt ((x-1)~2+(y+5)~2)~3,i,-6,6)$

(%12) plotdf(E, [x,y], [x,-20,20], [y,-20,20], [vectors,""]);

Ap6s tragar algumas curvas, obtém-se o gréfico:

N
>
N

0



7. Potencial eletrostatico

Em 1989 Wolfgang Paul recebeu o prémio Nobel da fisica pela sua inven-
¢do da armadilha de ides que permite isolar um ido. Com essa invencao
tornou-se possivel estudar um atomo isolado, e por a fisica quantica &
prova, ja que nas experiéncias anteriores estavam sempre presentes mui-
tos atomos. O principio de funcionamento da armadilha de ides é muito
simples. Usa-se um potencial de quadrupolo, nomeadamente, um sistema
em que em dois lados opostos de um quadrado hé dois condutores com
potenciais positivos e nos outros dois lados hd condutores com potenciais
negativos, criando-se assim um ponto de sela no centro do quadrado.

Os ides tém carga positiva e sdo empurrados para o centro pelos condu-
tores com potencial positivo, e para fora do centro pelos condutores com
potencial negativo. O potencial dos condutores é sucessivamente invertido,
o que faz com que ap6s algum tempo unicamente o ido que se encontra
no centro permaneca nesse ponto de equilibrio.
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7.1. Potencial e campo elétrico

A diferenca de potencial entre dois pontos separados por um pequeno

percurso d7 é:
dV =-E-d7 (7.1)

esta definicdo implica que o potencial decresce mais rapidamente na dire-
¢ao do campo elétrico e mantém-se constante na dire¢do perpendicular ao
campo. Em cada ponto onde o campo ndo é nulo, existe uma tinica dire¢ao
em que o potencial permanece constante; o campo elétrico é perpendicu-
lar a essa direcao, e aponta no sentido em que V diminui (figura 7.1). As
cargas positivas deslocam-se no sentido em que o potencial decresce, e a
as cargas negativas deslocam-se no sentido em que o potencial aumenta.

6]0 >0
V maior ———@=———8=——— 1/ menor

Figura 7.1.: O campo elétrico aponta na direcao e sentido em que o poten-
cial diminui mais rapidamente.

Se E; for a componente do campo na direcao do deslocamento vetorial d7
e ds for o médulo desse deslocamento, a equacao 7.1 pode ser escrita
dV =-Eds (7.2)

Como tal, a componente do campo elétrico na direcdo e sentido de um
vetor qualquer d7 é:

dv
ds
onde dV € calculado na direcdo do vetor d7. A derivada na expressao
anterior é designada derivada direccional da funcdo V, na direcao definida
por dF.

Es= (7.3)

Em particular, se a direcdo escolhida for no sentido de um dos 3 eixos
cartesianos, E; serd a componente do campo na dire¢cdo desse eixo, e a
derivada direccional serd a derivada parcial em relacao a varidvel associada

ao eixo:
B = ov B = ov B = ov 7.4)
T ox ¥ T 0z '
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Para calcular o potencial num ponto, costuma arbitrar-se que o potencial
seja nulo no infinito. Assim, o potencial num ponto P obtém-se a partir do
integral

P
V:—fE-d? (7.5)

As 3 componentes cartesianas do campo nao podem ser 3 funcdes arbitra-
rias da posicao, ja que, a partir das equagdes 7.4 conclui-se que

0E, OE, O0E;y OE; 0Ey OE,
dy  0x 0z  Ox 0z  dy

(7.6)

que sdo as condi¢des necessdrias e suficientes para garantir que o campo é
conservativo. A matriz jacobiana do campo, em funcdo da posicao, é:

[0Ex OE, OEy)
0x 0y 0z
0E, O0E, OE, 7.7)
dx 0dy 0z ’
0E, OE, OE,
| 0x Jdy 0z |

e devido as condicdes 7.6, essa matriz é simétrica, pelo que s6 tem valores
proprios reais. Como consequéncia, os pontos de equilibrio do campo
elétrico podem ser pontos de sela ou nds, mas nao centros ou focos. No
espaco de fase (x, y, z, vy, vy, V), cOmMO 0 sistema € conservativo, os pontos
de equilibrio podem ser pontos de sela ou centros.

. 2
Exemplo 7.1
O campo elétrico numa regido do espaco é dado pela expressao (uni-
dades SI)
E=4xyi+@2x*+8yz%)j+ 12y2z2fc

(@) Demonstre que o campo E é conservativo. (b) Calcule o potencial

L eletrostatico (defina V = 0 na origem). )

Resolucao. (a) Para demonstrar que o campo € conservativo, basta calcular
as derivadas parciais cruzadas das trés componentes do campo e conferir
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que sdo iguais:

O0E
aEx:4x:_y
oy 0x
aEx_O_aEZ
0z ~  Ox
aEJ’ 2 0E,
—L ooyt =—=2
0z VE Ty

(b) O valor do potencial no ponto (x, y, z) € simétrico do valor do integral
de linha do campo, desde a origem (onde se arbitra que V = 0) até esse
ponto. Como o campo é conservativo, o integral pode ser calculado ao
longo de qualquer percurso e o resultado é sempre o mesmo. Escolhe-se
um percurso formado pelos trés segmentos de reta que unem os pontos (0,
0,0), (x,0,0), (x,y,0) e (x, y, 2):

X y z

V(x,y,2) =—fEx(x,0,0)dx—ny(x,y,O)dy—sz(x,y,z)dz
0 0 0
X

y z
=—f0dx—2x2fdy—12y2fzzdz
0 0 0

=—2yxz—4y2z3

7.2. Potencial devido a cargas pontuais

Em duas dimensdes, o campo elétrico produzido por um sistema de n
cargas pontuais qi, gz, ..., gn, € dado pela equacido 6.3 do capitulo anterior.
O potencial é a funcdo de x e y com derivadas parciais iguais as duas
componentes do campo. Como tal, o potencial é:

kqi
V= (7.8)
,-; V(X —x)2+ (y - yi)?

onde x; e y; sdo as coordenadas da posi¢do da particula i.

Esta expressdo generalizada a 3 dimensoes é:

W - kqi
= (7.9)
SV —x)2+(y—yi)2+(z—z)?
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em que as coordenadas (x;, y;, z;) correspondem a posicao 7; da particula
ndmero i com carga g;. O denominador na equacao 6.3 é a distancia |7 —7;]|
da carga g; ao ponto onde estd a ser calculado o potencial.

Exemplo 7.2

Uma carga pontual de +1 nC encontra-se na origem, e uma segunda
carga de +4 nC encontra-se no ponto x = 30 cm, y = 0. Encontre a
expressao para o potencial no plano Oxy e represente graficamente
essa funcao de duas variaveis.

Resolucao. A constante de Coulomb pode ser escrita como:

0 V-m 900 V-cm
N nC

k=9x1
Na equacdo 7.9 substitui-se k = 900, as posicdes das cargas em cm, 0s
valores das cargas em nC e z = 0, para obter a expressdo do potencial no
plano Oxy, em volts:

900 3600

Vix,y)= +
VXZ+y2  /(x-30)2+ )2

Para representar o gréafico dessa funcao, usam-se os seguintes comandos
no Maxima:

(%i1) V: 900/ (x~2+y~2)~(1/2) + 3600/ ((x-30)~2+y~2)~(1/2)$
(%i2) plot3d (V,[x,-10,401,[y,-25,25]1,[z,0,2000], [legend,false],

[grid,80,801)$

A figura 7.2 mostra o resultado.

A opcao [z,0,2000] foi usada para limitar o valor maximo de V a ser apre-
sentado, j4 que nos pontos onde se encontram as cargas pontuais positivas
o potencial aumenta até infinito.

7.3. Superficies equipotenciais

Outra forma conveniente de representar um potencial como o da figura 7.2,
é por meio dasequipotenciais, que sdo as curvas de nivel, ou seja, as curvas
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2000

1500

1000

500

X 30 -20

Figura 7.2.: Potencial de duas cargas de +1 nC e +4 nC, no plano Oxy.

em que em todos os pontos o potencial tem o mesmo valor. No grafico da
figura 7.2 as equipotenciais sdo a intersecao da superficie com diferentes
planos paralelos ao plano Oxy.

O programa ploteq do Maxima permite obter as curvas equipotenciais cor-
respondentes a um potencial que depende de duas varidveis. Por exemplo,
para obter as equipotenciais do potencial ja definido em %11, basta usar o
seguinte comando:

(%i3) ploteq (V, [x,-10,40], [y,-25,25], [curves,"blue"])$

A opcdo curves ndo é obrigatéria e foi usada simplesmente para que as cur-
vas equipotenciais aparecam em azul, e ndo na cor vermelha por omissao,
que tem sido usada para as linhas de campo. Algumas curvas equipoten-
ciais foram tracadas clicando em pontos do grafico. A seguir entrou-se
no menu de configuragdo, apagou-se o conteido do campo curves e
escreveu-se red no campo fieldlines para que a seguir, cada vez que se
clicar num ponto do gréfico, seja tragada uma linha de campo elétrico (a
vermelho). O grafico obtido mostra-se na figura 7.3.

As figuras 7.2 e 7.3 sdo duas representagdes diferentes do mesmo potencial,
no plano Oxy, produzido por duas cargas pontuais. O potencial dessas
duas cargas realmente depende de 3 variéveis, x, y e z e, por isso, as equipo-
tenciais sdo realmente superficies no espaco a trés dimensdes e as curvas
apresentadas na figura 7.3 sdo a interseccao dessas superficies com o plano
Oxy.
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Figura 7.3.: Superficies equipotenciais e linhas de campo de duas cargas
pontuais de +1 nC e +4 nC.

Em qualquer direcdo ao longo de uma superficie equipotencial, em trés
dimensdes, o produto escalar E-d7 é nulo, ja que dV = 0. Isso implica que
o campo elétrico é perpendicular as superficies equipotenciais (figura 7.4).

Figura 7.4.: Superficie equipotencial, e linhas de campo, perpendiculares
a superficie.

7.4. Pontos criticos do potencial

As linhas de campo elétrico apontam na direcado e sentido em que o po-
tencial diminui mais rapidamente. Como tal, num ponto onde o potencial
é um maximo local, existem linhas a apontar para fora desse ponto (n6



136 Potencial eletrostdtico

repulsivo); o fluxo numa superficie fechada a volta desse ponto é positivo.
Isto implica que na regido onde o potencial é méximo deve existir carga
positiva.

Num ponto onde o potencial tem um minimo local, as linhas de campo
apontam na direcao desse ponto (né atrativo) e o fluxo numa superficie
fechada a volta dele serd negativo. Como tal, deve haver carga negativa
nesse ponto.

Os méaximos e minimos do potencial podem ser pontos onde o potencial
se aproxima de +o0o ou —oo, no caso de cargas pontuais, ou pontos de
equilibrio, onde as derivadas do potencial sdo todas nulas. Existe um
terceiro tipo de ponto critico, ponto de sela, em que o potencial é maximo
segundo algumas direcdes e minimo segundo outras. Assim sendo, existem
dire¢oes por onde entram nesse ponto linhas de campo elétrico e outras
direcdes por onde hé linhas de campo a sair desse ponto. O fluxo numa
superficie fechada a volta do ponto deve ser nulo e, assim, o campo € nulo
nesse ponto. Os pontos de sela sdo pontos de equilibrio instédvel.

Figura 7.5.: Potencial no plano (x, y) com vdarios pontos criticos.

Como nos pontos onde o potencial € maximo ou minimo hé linhas de
campo a sair ou a entrar em todas as direcdes, esses pontos encontram-
se no interior de superficies equipotenciais fechadas, umas dentro das
outras, aproximando-se do ponto minimo ou maximo. Nos pontos de sela



7.5 Potencial e energia eletrostdtica 137

uma superficie equipotencial cruza-se com si préopria. No exemplo da
figura 7.3 ha um ponto de sela, onde uma curva equipotencial se cruza
com si propria, e existem duas linhas de campo a terminar nesse ponto e
outras duas a partir dele. Nesse ponto de sela o campo elétrico é nulo.

A figura 7.5 mostra outro exemplo de um potencial mais complicado, em
funcdo de x e y, com véarios pontos de sela, maximos e minimos locais. No
ponto P hd um méximo local, no ponto Q hd um minimo local e o ponto S
é ponto de sela.

7.5. Potencial e energia eletrostatica

Se uma particula com carga g se desloca entre dois pontos com uma di-
ferenca de potencial AV a variagdo da sua energia potencial eletrostatica

e:
AU, =qgAV (7.10)

Como o campo elétrico é conservativo, a energia mecanica conserva-se e a
variacdo de energia potencial implica uma variacdo de energia cinética.

Quando se trata de particulas elementares com cargas da ordem de gran-
deza da carga elementar, é habitual utilizar uma unidade de energia de-
signada de eletrao-volt (eV), que corresponde a energia adquirida por um
eletrdo que se desloca para uma regido onde o potencial aumenta de 1 V.
Assim, passando para o sistema internacional:

1eV=16x10"2Cx1V=1.6x10"19] (7.11)

7.6. Potencial nos condutores

Dentro de um condutor isolado o campo elétrico é nulo. Se assim nao
fosse, existiria movimento das cargas livres, criando-se um campo interno
que contrariava o campo externo; o movimento das cargas livres s6 para
quando o campo total é nulo. Num metal, o tempo que demoram as cargas
livres a redistribuirem-se até o campo interno ficar nulo é muito reduzido,
da ordem dos 10719 s.

Como o campo elétrico é nulo dentro do condutor isolado, ndo existem
linhas de campo elétrico, e o potencial em todos os pontos dentro do
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condutor é o mesmo. O fluxo em qualquer parte dentro do condutor
também é nulo e, assim, de acordo com a lei de Gauss, ndo pode existir
carga em nenhum ponto dentro do condutor. Toda a carga elétrica se
acumula na superficie do condutor.

A proépria superficie do condutor é uma superficie equipotencial, ja que
todos os pontos do condutor tém o mesmo potencial e as linhas de campo
elétrico fora do condutor sdo entdo perpendiculares a sua superficie.

Um exemplo de condutor isolado é um automével. A carrogaria metélica é
um condutor e os pneus de borracha sdo isoladores. A superficie da carro-
caria é uma superficie equipotencial e a Terra, que também € condutora, é
outra superficie equipotencial. Se ndo existir nenhuma carga elétrica no
automével, o campo elétrico da atmosfera, que € vertical e para baixo, indu-
zird cargas negativas na parte superior da carrocaria, e cargas positivas na
parte inferior. Algumas linhas de campo terminardo na parte superior da
carrocaria, perpendiculares a ela, e outras linhas de campo comecarao na
parte inferior, também perpendiculares a ela, tal como mostra a figura 7.6.
No chao, que tem menor potencial do que o automovel, as linhas de campo
terminam todas na direcdo vertical.

.° -—————°

Py 7V V7V V7V 7 N

Figura 7.6.: Linhas do campo elétrico da atmosfera e equipotenciais, num
automovel com carga nula.

Se o automovel estiver carregado, por exemplo, com carga positiva como
na figura 7.7, o potencial nele tem um valor méximo local. A superficie da
carrocaria é superficie equipotencial e ha outras superficies equipotenciais
a sua volta, com valor menor. H4 linhas de campo a comecar em todos os
pontos da superficie da carrocaria, perpendiculares a ela.

A distribuicao de cargas na superficie de um condutor isolado ndo pode
ser uniforme. Por exemplo, no caso do automoével da figura 7.7, com carga
positiva distribuida na sua superficie, admitamos que a carga superficial
o fosse igual em toda a superficie. A lei de Gaus implica que o médulo
do campo em cada ponto da superficie é igual a 4t ko; como estamos a
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Figura 7.7.: Superficies equipotenciais e linhas de campo de um automével
com carga positiva.

admitir que a carga superficial o é constante, entdo o médulo do campo,
E, seria igual em todas as partes da superficie, em particular nas regides 1,
2 e 3 indicadas na figura 7.7.

A figura 7.8 mostra as linhas de campo nessas trés regides; naregido 1, onde
o condutor é convexo, as linhas de campo afastam-se entre si, ou seja, o
campo elétrico diminui em funcao da distancia s desde a superficie. Na
regido 2, onde o condutor € plano, as linhas de campo sao paralelas na
vizinhanca da superficie, o que implica que o campo permanece constante
para s proxima de zero, mas as linhas acabam por se afastar entre si, fa-
zendo com que E comece a diminuir em func¢éo de s. Na regido 3, onde o
condutor é concavo, as linhas de campo inicialmente aproximam-se entre
si, antes de comecar a se afastar; isso implica que E aumenta em funcao de
s até um valor maximo, e logo comeca a diminuir. O grafico no lado direito
da figura 7.8) mostra como seria E, em funcao de s, nessas 3 regides.

2- plano
EA 3- concavo

T
[

1- convexo 2- plano 3- cdncavo 1- convexo

wY

Figura 7.8.: M6dulo do campo elétrico em funcdo da distancia s a par-
tir da superficie do condutor, em 3 regides de um condutor,
admitindo que a carga superficial é constante.

O potencial em cada uma das 3 regides do condutor seria a area sobre cada
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uma das trés curvas no grafico da figura 7.8 (integral do campo elétrico
desde a superficie, s = 0, até infinito). Como tal, o potencial na regidao
3, onde o condutor é concavo, seria maior do que na regido 2, onde o
condutor é plano, e ainda maior do que na regido 1, onde o condutor é
convexo.

Mas como o potencial nas trés regides tem de ser igual, conclui-se que o
campo na superficie e, portanto, a carga superficial, ndo pode ser igual nas
trés regides. A carga superficial tem de ser maior na regido convexa, menor
na regido plana, e ainda menor na regiao concava. Desta forma obtém-se
o0 mesmo valor para o integral do campo elétrico nas 3 regides, como se
mostra na figura 7.9.

E A 1- convexo

2- plano

3- concavo

/

“Y

Figura 7.9.: Grafico do mé6dulo do campo elétrico em 3 partes diferentes
da superficie de um automovel com carga.

Nas regides convexas, quanto menor for o raio da curvatura, maior serd a
carga superficial, e nas regides concavas quanto maior for o raio de curva-
tura, maior serd a carga superficial. A carga acumula-se mais nas pontas
da superficie do condutor. Esse efeito é o principio de funcionamento do
pdara-raios; os raios sdo atraidos para a ponta do pdra-raios, onde ha uma
maior acumulacao de cargas e, portanto, campo elétrico mais forte.

7.6.1. Potencial de uma esfera condutora

Numa esfera condutora, as cargas distribuem-se uniformemente na super-
ficie. No capitulo sobre o campo elétrico viu-se que esse tipo de distribui-
¢do de carga produz campo nulo no interior da esfera e no exterior, campo
é idéntico ao que existiria se toda a carga estivesse concentrada no centro
da esfera. Como tal, a expressdo do potencial fora da esfera é a mesma do
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que para uma carga pontual Q:

kQ
V= T (se:r=R) (7.12)

em que Q é a carga total da esfera, e R o seu raio.

O campo nulo no interior da esfera implica potencial constante. Como o
potencial é fun¢do continua da posi¢ado, o potencial no interior da esfera,
serd igual ao potencial na sua superficie, nomeadamente

kQ

V= ? (se:r<R) (7.13)

Dentro da esfera (r < R) o campo é nulo e o potencial é constante. Fora da
esfera, o potencial decresce na proporcao inversa da distancia ao centro
(ver figura 7.10).

VA

~Y

0 R

Figura 7.10.: Potencial numa esfera condutora carregada.
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Perguntas

1. O potencial produzido por um sistema de duas cargas pontuais, Q e g,
é nulo num ponto P (arbitrando potencial nulo a uma distancia infinita
das cargas). Isso implica que:

A. Aforca sobre uma carga de prova no ponto P é nula.
B. Qe g tém o mesmo sinal.

C. O campo elétrico é nulo no ponto P.

D

. O trabalho total necessdrio para trazer as cargas Q e g até as suas
posicoes é nulo.

E. O trabalho necessdrio para trazer uma carga desde o infinito até o
ponto P é nulo.

2. Uma carga de 4 pC encontra-se dentro de um campo elétrico com
médulo igual a 4 x 10° N/C. Qual é o trabalho necessério para deslocar
essa carga uma distancia de 20 cm numa direcao a 60° com o campo
elétrico?

A. 0.28] D. 28]
B. 160 m]J E. 16]
C. 0.68]

3. O potencial elétrico de um sistema, em funcao da distancia ao longo de
uma direcao dada é representado pelo grafico:
VA

0 >
’

Qual das cinco funcdes no gréfico a seguir representa melhor a compo-
nente do campo ao longo da mesma direcao?
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V A

~Y

4
B. 1
C. 2

4. Quatro cargas pontuais, com valores +2 g e —¢q, encontram-se nos vér-
tices de um quadrado, como mostra a figura. O que é possivel afirmar
acerca do potencial (V) e do médulo do campo (E) no centro do qua-
drado (P)?

+24 -q
P
-q +24
A. EA0, V>0 D. E#0,V<O0
B. E=0,V=0 E. EA0,V#0

C. E=0,V>0

5. Perto de uma carga pontual existe um ponto onde o potencial elétrico
produzido pela carga é 3 V (arbitrando potencial nulo no infinito) e o
modulo do campo elétrico da carga é 200 N/C. Calcule a distdncia desde
a carga até ao ponto.

A. 3m D. 0.67 cm
B. 3cm E. 6.7cm
C. 1.5cm
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Problemas

1. O potencial no plano Oxy é

1250
Vix,y)= +50x

Vx=1)2+(y-1)2

Encontre a expressdo do campo elétrico em func¢do de x e y. Usando
Maxima, represente as superficies equipotenciais e as linhas de campo.
Existe algum ponto onde o campo é nulo? A que tipo de sistema corres-
ponde esse potencial?

2. Existe campo elétrico uniforme, com médulo de 15 kN/C, entre duas
placas paralelas separadas de 2.0 cm. Determine a diferenca de poten-
cial entre as placas.

3. O potencial elétrico a uma certa distancia de uma carga pontual é 600 V
(arbitrando potencial nulo no infinito) e o valor do campo elétrico é
200 N/C. Calcule a distancia e o valor da carga.

4. Duas superficies condutoras esféricas e concéntricas tém raios de 5 cm
e 7 cm. A superficie menor tem uma carga total de 3 nC e a carga total
na superficie maior é de —2 nC. Calcule a diferenca de potencial entre
as duas superficies.

5. A figura representa as linhas de campo elétrico devido a duas cargas
pontuais separadas de 7 cm. A razao entre os valores das duas cargas é
4/9. (a) Calcule a distancia do ponto P as particulas. (b) Sabendo que
a carga da particula no lado direito é de —8 nC, calcule o potencial no
ponto P (admita V = 0 no infinito).

i
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6.

As trés figuras seguintes representam as superficies equipotenciais de
trés sistemas de duas cargas pontuais ¢; e g». Em todos os casos q; =
3 nC e a distancia entre as duas cargas é 6 cm. Nas figuras (a) e (b), a
distancia desde o ponto P até a carga q; é igual a 2 cm. Determine o
valor de g» nos trés casos.

(@) (b) (0

© Pl

O potencial no plano Oxy é (unidades SI):

B 2x 3
- (x2 _,_yz)s/z + (x2+y2)1/2

Calcule o campo elétrico em qualquer ponto do plano Oxy. Usando o
Maxima, represente as superficies equipotenciais e as linhas de campo.
Existe algum ponto de campo elétrico nulo?

A figura mostra as superficies equipotenciais devidas a uma carga pon-
tual e a um campo elétrico uniforme Eext. A grandes distancias da carga
pontual, as superficies sdo planos paralelos e a distancia entre dois pla-
nos com diferenca de potencial de 15V é de 8 cm. (a) Calcule o médulo
e a direcdo do campo externo Eey;. (D) Diga se a carga pontual é positiva
ou negativa e justifique a sua resposta. (¢) Qual a direcdo da for¢a sobre
a carga pontual? (d) Se a distancia entre a carga pontual e o ponto P é
9 cm, determine o valor da carga pontual.

90V
Yy —
v A~
30V P

15V 8 cm
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Respostas

Perguntas: 1. E. 2. B. 3. D. 4. C. 5. C.

Problemas

1250 (x— 1)
1. Ey= 5 —50
[((x-1)2+(y—-1?]
1250 (y — 1)

-2+ (y-12)?

O campo € nulo no ponto (6,
1). Trata-se do potencial de uma
carga pontual positiva, no ponto
(1, 1), dentro de um campo ex-
terno uniforme E = —5013.

0.3 kV.

3 m, 200 nC

154.3V

(@)4.2cme2.8cm. (b) —2857V
(@) 12 nC (b) —48 nC (¢) -3 nC
3% +3xy +4x%-2)°

@ g x Db

7. Ex (x2 + y2)5/2
_3y(x*+y*+2x)
YT (x4 y2)52

O campo é nulo no ponto (x, y)
=(-4/3,0)

-4 0 4 8 12

2

-2 -1 0 1 2
X

(a) 187.5 V/m, para baixo (b) negativa (c) para cima (d) —0.169 nC



8. Campo magnético

As primeiras memorias de computador que foram construidas, consis-
tiam numa quadricula de fios de cobre, com pequenos anéis de material
ferromagnético em cada intersecdo entre dois fios. Fazendo passar uma
corrente por dois fios perpendiculares, consegue-se magnetizar o anel que
estd na intersecdo entre os dois fios; nos outros anéis, a corrente de um
unico fio nao € suficiente para os magnetizar. O estado de magnetizacao
de um anel pode ser detetado pois produz interferéncias na corrente nos
fios que passam pelo anel. Para apagar uma posi¢dao na memoria (desmag-
netizar um dos anéis), faz-se passar corrente nos dois fios correspondentes,
em sentido oposto ao sentido usado para magnetizar o anel. O sistema na
fotografia estd ampliado; os 16 anéis que se mostram permitem armazenar
apenas 2 bytes, e fazem parte de uma memoria com capacidade total de
4 quilobytes. Hoje em dia usam-se outras técnicas que permitem obter
capacidades um milhdo de vezes superior (gigabytes), num espaco muito
menor.
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8.1. Forca magnética

A forga magnética é também um tipo de forca que atua a distancia, sem ne-
cessidade de um meio nem de contacto, tal como a for¢a gravitica e a forca
elétrica. Pode ser atrativa ou repulsiva, o que fez com que fosse confundida
com a forca elétrica desde a época dos gregos em que ja eram conhecidas
essas duas forcas, até 1600, quando William Gilbert a identificou como
uma forca diferente da elétrica.

Na Grécia antiga, as rochas extraidas das minas da regido da Magnésia
eram imanes naturais que deram origem ao termo magnetismo. Um iman
tem sempre um polo norte e um polo sul. Aproximando dos polos opostos
dois imanes, surge uma forca atrativa entre eles; entre polos semelhantes a
forca é repulsiva.

Um fman cria um campo magnético a sua volta. O campo pode ser dete-
tado com a agulha de uma bussola, que é também um pequeno iman. A
figura 8.1 mostra um iman em forma de barra retangular; o polo norte do
iman costuma ser pintado de vermelho. Aproximando uma bussola dos
polos do iman, consegue-se ver a direcao das linhas de campo magnético;
por convencao, as linhas de campo sdo no sentido em que aponta o polo
norte da bussola; em cada ponto define-se um vetor de campo magnético,

-

B, com o sentido e direcao da orientacdo da bussola.

As linhas de campo saem do polo norte e entram no polo sul; sdo seme-
lhantes as linhas de campo elétrico de um dipolo elétrico, mas a diferenca
é que as linhas de campo magnético ndo terminam no polo sul, nem come-
¢am no polo norte, mas sao linhas fechadas que passam pelos dois polos
(figura 8.1).

Partindo um iman em vérios pedagos menores, em cada pedago aparecem
um polo norte e um polo sul. E impossivel obter um iman com unicamente
um polo norte sul (ndo existem monopolos magnéticos). Essa é a maior di-
ferenca em relacdo ao campo elétrico, onde podem existir cargas positivas
ou negativas por separado.

No caso do campo elétrico, viu-se que através de uma superficie fechada
dentro da qual existe unicamente uma carga pontual (monopolo elétrico),
o fluxo é diferente de zero e tem o mesmo sinal da carga. O teorema da
divergéncia implica que no ponto onde se encontra a carga pontual, a
divergéncia do campo elétrico,

0E, N % N OE,
0x Oy 0z

(8.1)
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&

Figura 8.1.: Linhas de campo de um iman retangular, na direcdo em que
aponta a bussola.

tem o mesmo sinal da carga.
No caso do campo magnético, a inexisténcia de monopolos magnéticos
implica que a divergéncia do campo magnético é nula em qualquer ponto:
0B, OB, 0B
et it e Y 8.2)
0x 0y 0z

A divergéncia de um campo vetorial é igual ao traco da sua matriz jacobiana,
que no caso do campo magnético é:

0B, O0B; 0By]

0x 0y 0z

@ % Gﬂ (8.3)
0x dy 0z

0B, 0B, O0B;

| 0x oy 0z |

e o trago é igual a soma dos valores proprios da matriz. Como o trago é
nulo, os valores préprios nao podem ser todos ntimeros reais positivos
ou negativos e fica excluida a possibilidade de existirem nés ou focos no
campo magnético, isto é, nao ha pontos onde as linhas de campo conver-
gem em todas as dire¢des, nem pontos onde as linhas de campo saem em
todas as direcoes.
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Nos pontos de equilibrio do campo magnético, o valor nulo do traco da
matriz jacobiana implica que os valores préprios s6 podem ser 3 ntime-
ros reais com sinais diferentes ou um valor préprio nulo e os outros dois
imagindrios e mutuamente complexos conjugados. Como tal, os pontos
de equilibrio do campo magnético podem ser apenas centros ou pontos
de sela.

Por exemplo, num iman retangular como o da figura 8.1 as linhas de campo
abrem-se fora de cada polo, curvando-se para passar pelo outro polo; isso
implica que o campo decresce rapidamente perto dos polos. Uma forma
de conseguir que as linhas de campo ndo se abram tanto, para obter um
campo mais forte, consiste em dobrar a barra em forma de ferradura, para
que os dois polos fiquem mais préximos (ver figura 8.2).

Figura 8.2.: Tman em forma de ferradura. O polo norte esta pintado de
vermelho.

A prépria Terra é também um iman natural e, por isso, a biissola aponta na
direcao do polo norte geogréfico. As linhas do campo magnético terrestre
tém o sentido do polo sul geogréfico para o polo norte geografico. Como
tal, o polo norte geogréfico €, de facto, o polo sul magnético da Terra, e o
polo sul geografico é o polo norte magnético.

Os materiais que podem ser magnetizados, formando um iman, chamam-
se ferromagnéticos; a maior parte das substancias sdo diamagnéticas e
ndo podem ser magnetizadas nem interagem com o campo magnético
de forma aprecidvel, excepto se este for muito forte, sentindo entdo uma
forca repulsiva. Existem também substancias ditas paramagnéticas que
sdo ligeiramente atraidas pelos imanes (0os materiais ferromagnéticos sao
atraidos com maior forcga).
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8.2. Forca magnética sobre condutores com
corrente

Um campo magnético também pode ser detetado com um fio com cor-
rente. O campo magnético produz uma forca sobre o fio, diretamente
proporcional a corrente. A for¢ca magnética sobre um pequeno segmento
de fio depende também da orientacdo do fio em relagcdo ao campo magné-
tico; se o fio for paralelo ao campo magnético, a forca é nula, e se o fio for
perpendicular ao campo, a forca é maxima. O médulo da forca também é
diretamente proporcional ao comprimento do pedaco de fio. A constante
de proporcionalidade define o médulo do campo magnético, B.

A direcao da forca é sempre perpendicular ao campo magnético e per-
pendicular ao fio. O sentido da forca segue a regra da mao direita entre o
sentido da corrente e o sentido do campo magnético, ou seja, colocando
amao direita sobre o plano da corrente e do campo magnético, como se
mostra na figura 8.3, de forma que os dedos rodem desde a corrente até o
campo, o polegar indica o sentido da forga.

T
o)
e

~i

Figura 8.3.: A forca magnética é no sentido da regra da mao direita desde a
corrente até o campo magnético.

Usando vetores, a expressdo da forca magnética é a seguinte
AF=T1xBAs (8.4)

em que I é o vetor que representa a corrente, na direcao tangente ao fio e
As é o comprimento do segmento de fio.

No caso geral, tem que se integrar a equacao 8.4 para obter a forca total
sobre um fio. No caso particular de um fio retilineo, com comprimento L,
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num campo magnético uniforme, a forca resultante é:
F=LIxB (8.5)

A equacdo 8.4 permite concluir que, no sistema internacional de unidades,
aunidade do campo magnético é N/(m-A). Essa unidade € o tesla, iden-
tificado pela letra T. Um campo magnético de 1 T é bastante forte. Uma
unidade menor, usada com frequéncia, é o gauss, identificado com a letra
G:

1G=107*T (8.6)

o médulo do campo magnético terrestre, na superficie da Terra, encontra-
se entre 0.3 G e 0.6 G, consoante o local.

8.3. Momento magnético

A forga resultante sobre a agulha de uma btssola, devida ao campo magné-
tico da Terra, é quase nula, ja que sobre os dois polos magnéticos atuam
forgas opostas da mesma grandeza. No entanto, se a agulha ndo estiver ali-
nhada com as linhas do campo magnético terrestre, essas duas forgas cons-
tituem um bindrio com momento resultante que se observa facilmente
através da rotacao da agulha. Qualquer iman, em particular a agulha da
bussola, tem um momento magnético, /72 que é um vetor orientado do
seu polo sul para o seu polo norte. Um campo magnético externo B uni-
forme produz sobre o iman um bindrio M, igual ao produto vetorial entre
o momento magnético do iman e o campo externo:

M=mxB 8.7)

O momento magnético i aponta do polo sul para o polo norte do iman e
o momento do binério é no sentido que faz rodar 77z até apontar no sentido
do campo externo B.

O momento do bindrio produzido pelo campo magnético € o principio
usado nos motores elétricos (figura 8.4). O motor tem uma bobina, que
pode rodar a volta de um eixo, dentro de um campo magnético produzido
por imanes fixos. A bobina é um fio condutor enrolado em varias voltas e
cada volta completa do fio na bobina designa-se de espira.
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No caso de uma espira plana, percorrida
por uma corrente I, dentro de um campo
externo uniforme B, pode-se mostrar que
o momento do binario resultante sobre a
espira satisfaz a equacao 8.7, sendo o mo-
mento magnético da espira igual a:

o

onde A é a 4rea plana delimitada pela es-  Figura 8.4.: Motor elétrico.
pira e é; o versor perpendicular a espira,

no sentido definido pela regra da mao direita, como mostra a figura 8.5:
o polegar da mio direita define o sentido de 777, quando os outros quatro
dedos apontam no sentido da corrente na espira.

S
3

4 —

I

Figura 8.5.: Definicdo do momento magnético de uma espira.

O momento magnético de uma bobina é a soma dos momentos magnéticos
de todas as suas espiras. Se a bobina tiver NV espiras, todas com a mesma
drea A, o seu momento magnético é m=NT1Aé,.

A equacdo 8.7 pode ser generalizada ao caso em que o campo magnético
nao € uniforme, dividindo a espira em pequenos pedacos com momento
magnético infinitesimal d 71 e admitindo que o campo em cada espira
infinitesimal é constante; a soma de todas as contribuicdes conduz ao mo-
mento do bindrio total igual ao integral de d /7 x B na superficie delimitada
pela espira.

Num motor, os dois terminais da bobina ligam-se a um comutador que
roda juntamente com a bobina. Na figura 8.4 pode-se ver o comutador
(cilindro com dois setores metdalicos independentes) a fazer contato com
os dois terminais + e - ligados a uma f.e.m. externa. Quando a bobina roda,
chega até uma posi¢do em que o segmento do comutador que estava em
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contato com o terminal positivo passa a estar em contato com o terminal
negativo e vice-versa, invertendo-se o sentido da corrente na bobina.

O comutador é colocado de forma a que, quando o momento magnético
da bobina estiver na direcao e sentido do campo magnético do iman (da
esquerda para a direita, na figura 8.4), o sentido da corrente seja invertido,
fazendo com que o angulo entre o momento magnético e o campo passe de
0° para 180°. Como tal, a bobina roda constantemente, porque o momento
do bindrio magnético tende sempre a diminuir esse dngulo até 0°.

e N

Exemplo 8.1

Uma espira retangular com lados de 25 cm e 30 cm, transporta uma
corrente de 2.5 A, no sentido indicado na figura. A espira encontra-se
num plano vertical que faz um angulo de 30° com o plano Oyz e existe
um campo magnético uniforme B = 0.2 j (SI). Calcule 0 momento do
binério produzido pelo campo magnético sobre a espira e diga em
que sentido rodar4 a espira.

z
/\\2)5{n
30 cm
25A
>
y
30°
X
N J
Resolucao. A drea da espira é:
A=0.25x0.30 = 0.075 m? ’7‘/ N

Usando a regra da mao direita, vé-se que

0 momento magnético 772 da espira é para- X
lelo ao plano Oxy com o sentido indicado

na figura ao lado.

O versor normal é portanto:

én = —sin60° i+ cos60° j = —0.8661+0.5
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e o momento magnético da espira é:

m=0.075x2.5(-0.8667+0.5) = (-0.1627+0.0938 j) A- m?

O momento do bindrio é igual ao produto vetorial entre o momento mag-
nético da espira e o campo magnético:

M =(~0.1621+0.0938 }) x (0.2 j) = —32.4 k (mN-m)

A espira roda até o seu momento magnético apontar na direcdo e sentido
do campo magnético. Consequentemente, a bobina roda a volta dum eixo
paralelo ao eixo dos z, que passa pelo seu centro de massa, de forma a que
o angulo inicial de 30° aumente até 90°.

8.4. Forca magnética sobre cargas pontuais

A forca produzida pelo campo magnético sobre um fio com corrente é o
resultado das forcas que atuam sobre cada uma das cargas de condugdo,
devido ao seu movimento (figura 8.6).

Figura 8.6.: Forca magnética sobre as cargas de condug¢do, num condutor
com corrente.

Quando néo hé corrente, a velocidade média das cargas de conducao é nula
e a forca magnética resultante também é nula. Quando a corrente aumenta
no condutor, a velocidade média das cargas de conducdo aumenta em
proporcdo direta a corrente e a forca sobre cada carga de conducdo também
aumenta em proporcao direta. A forga magnética sobre cada carga de
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conducdo e, de forma geral, a forca magnética sobre qualquer particula
com carga q é dada pela equagao:

F=qixB (8.9)

em que ¥ é a velocidade da particula e B é o campo magnético no ponto
onde se encontra a particula. Como tal, a forca magnética é diretamente
proporcional ao mdédulo da velocidade da particula e a sua carga. Se a
velocidade for paralela ao campo, a for¢a é nula, e se a velocidade for
perpendicular ao campo, a forca tem intensidade méxima.

A for¢a magnética é perpendicular a velocidade da particula e perpendi-
cular ao campo. O sentido da for¢ca determina-se usando a regra da mao
direita, tal como foi feito na figura 8.3 para um fio com corrente, mas tendo
em conta que o vetor corrente I é no mesmo sentido da velocidade da
particula, se a sua carga for positiva, ou no sentido oposto, se a sua carga
for negativa.

Numa regido onde existe um campo elétrico, E, e um campo magnético, B,
a forga sobre uma particula com carga g e velocidade v é

EF=q(E+7UxB) (8.10)

Em geral, a for¢a resultante pode ter componentes nas dire¢des tangencial e
normal (ver figura 8.7). A forca magnética é sempre no plano perpendicular
a direcdo tangencial. Qualquer mudanca de energia cinética é devida
ao campo elétrico ja que o campo magnético nao realiza trabalho, por
produzir sempre uma forca perpendicular ao deslocamento.

normal
tangente

Figura 8.7.: Direcoes tangencial e normal a trajetéria de uma particula.

As linhas de campo de um campo magnético uniforme sio retas paralelas e
é habitual desenhd-las equidistantes entre si, para indicar a uniformidade
do campo. Se o campo uniforme for perpendicular a folha, a interseccao
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de cada linha de campo com o plano da folha serd representada ou com
um ponto ou com um x. Um ponto representa uma linha de campo que
aponta para cd da folha e um x corresponde a uma linha de campo que
aponta para 14 da folha; por exemplo, na figura 8.8 esta representado um
campo magnético uniforme, perpendicular a folha e apontando paraléd da
folha.

Considere-se uma particula com carga ¢, que se desloca num campo mag-
nético uniforme, ndo havendo outras forcas presentes (figura 8.8). Se a
velocidade inicial da particula for perpendicular ao campo, o médulo da
forca magnética é g v B.

X X X X
B qg<o0
X X
v
X X
X X X X

Figura 8.8.: Carga pontual num campo B uniforme e para l4 da folha.

Como em cada instante a forca é perpendicular a velocidade, e o modulo
da velocidade permanece constante (a forca magnética ndo altera a ener-
gia cinética), o resultado é um movimento circular uniforme em que a
forca centripeta, m v?/r é a forca magnética g v B. O raio da trajetéria e a
velocidade angular do movimento sdo entdo:

B
_mrv =92 8.11)

r=—
qB m

As particulas com carga negativa rodam em sentido oposto as particulas
com carga positiva e no caso da figura 8.8, a carga da particula é negativa.

Se a velocidade inicial ndo for perpendicular ao campo, a componente
da velocidade no sentido do campo permanece constante, enquanto que
a componente perpendicular roda, com a velocidade angular dada pela
equacao 8.11. A sobreposicao do deslocamento uniforme, na direcdao do
campo, com 0 movimento circular uniforme no plano perpendicular, pro-
duz um movimento helicoidal que segue as linhas de campo magnético.
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O raio da hélice é menor nas regides onde o campo é mais forte e as linhas
de campo estdo mais proximas umas das outras.

Um campo elétrico uniforme e um campo magnético uniforme, perpendi-
culares entre si, servem para selecionar particulas com uma determinada
velocidade, como no dispositivo da figura 8.9, chamado filtro de velocida-
des. Na figura 8.9 o campo elétrico aponta para cima, e o campo magnético
aponta para cé da folha.

L] [ ] [ ] [ ] [ ] L] I
- E
Fe 0/ V< —
B
L] [ ] [ ] [ ] [ ] L]

v o i E
q@—-—> E o—> v=g
L] [ ] [ ] : [ ] [ ]

E b = E
m V> —=
B

L] [ ] [ ] [ ] [ ] \

Figura 8.9.: Filtro de velocidades.

Uma particula com carga positiva g e velocidade para a direita fica sujeita
auma forca elétrica g E para cima, e uma forca magnética de médulo g v B,
para baixo. Consequentemente, a forca resultante é nula se o médulo da
velocidade for exatamente igual a

U—E (8.12)
=3 )

Coloca-se uma barreira no filtro, de maneira que unicamente as particulas
que se deslocam em linha reta (com velocidade E/B) logrem ultrapassar a
barreira.

8.5. Campo magnético de um fio com corrente

O campo magnético produz forcas sobre os condutores com corrente e
os condutores com corrente também produzem campos magnéticos. Um
cabo condutor que transporta corrente produz linhas de campo magnético
a suavolta. O campo produzido por um condutor com corrente pode ser
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calculado por meio da lei de Biot-Savart, que ndo é estudada aqui. No caso
do campo elétrico, viu-se que para alguns casos simples pode usar-se a lei
de Gauss para calcular o campo. A lei andloga a lei de Gauss, para o campo
magnético, é alei de Ampeére que estabelece que

O integral de linha do campo magnético, em qualquer curva
fechada, é proporcional a corrente elétrica total em todos os
condutores que atravessam o interior da curva.

A expressdo matemaética da lei de Ampere é

fﬁ-d?:mkmnnt (8.13)
C

onde C é uma curva fechada no espaco, k;; € uma constante magnética
e Iin¢ € a corrente total de todos os condutores que atravessam o interior
de C. Para calcular a corrente total I, Somam-se as correntes em todos
os condutores que cortam a superficie no interior de C, atribuindo sinal
positivo as correntes que passam no sentido da regra da mao direita, em
relacdo a direcdo em que é percorrida a curva C no integral e sinal negativo
para as correntes no sentido oposto.

O valor da constante magnética é
km=10""T-m/A (8.14)

em unidades de G-cm/A, o valor da constante é 0.1. A equacdo 8.13 é valida
no vdcuo; Num meio diamagnético, ky, deve ser substituida por u/(4n),
onde i é a permeabilidade magnética do meio.

Um caso em que a lei de Ampere € util para calcular o campo, é o de
um fio retilineo, muito comprido. Considere-se uma curva C que é uma
circunferéncia de raio r, perpendicular ao fio, com centro no eixo do fio.
Dada a simetria do sistema, as linhas de campo ou tém a direcao radial, ou
sdo tangentes a circunferéncia C; se tivessem a dire¢ao radial, o integral de
linha do campo ao longo de C seria nulo, o que nao € possivel, de acordo
com a lei de Ampere, pois a corrente total através de C nédo € nula.

Como tal, as linhas de campo magnético do fio tém de ser circunferéncias
perpendiculares ao fio e com centro no eixo do fio, como se mostra na
figura 8.10. O sentido do campo deve seguir a regra da mao direita, em
relacdo a corrente corrente, para que o integral de linha de B tenha o
mesmo sinal da corrente. Ou seja, colocando o polegar da mao direita
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no sentido da corrente, os outros dedos indicam o sentido das linhas de
campo magnético.

AP

Figura 8.10.: Campo magnético de um fio retilineo com corrente.

Como o campo magnético é tangente a curva C e tem modulo constante, o
integral de linha do campo é:

fﬁd?:des:zﬂrB (8.15)
C

De acordo com alei de Ampere, o integral tem de ser iguala4mn k,, I, o que
implica que o campo magnético ao longo da curva C deve ter médulo

2km1
r

Bfio reto = (8.16)

onde r é a distancia desde o eixo do fio ao ponto onde se calcula o campo.

O campo magnético de um sistema com vdrias correntes obtém-se so-
mando vetorialmente os campos produzidos por cada corrente. Para um
sistema de 7 fios paralelos, a equacao 8.16 conduz a seguinte expressao
para as componentes do campo, no plano perpendicular aos fios:

n
onde I; é a corrente no fio nimero i, com sinal positivo se for no sentido

positivo do eixo dos z, ou sinal negativo no caso contrério e (x;, y;) sdo as
coordenadas do ponto onde o fio ntimero i corta o plano Oxy.

2km I; (x — x;)
(x—x)?2+ (y—yi)?

n 2k I (y -
:Z m i (y— ¥ i 817

(x—x)?+(y- y,)2




8.5 Campo magneético de um fio com corrente 161

Quando o fio ndo é retilineo, deixa de haver simetria e a lei de Ampere ndo
permite calcular o campo magnético; no entanto, as linhas de campo sdo
parecidas com as linhas do fio retilineo. Por exemplo, a figura 8.11 mostra
as linhas de campo de uma espira circular com corrente, no plano que
contém o eixo da espira; as linhas de campo magnético neste exemplo
sdo parecidas com as obtidas com dois fios perpendiculares a folha, com
correntes de sentidos opostos.

Figura 8.11.: Campo magnético produzido por uma espira com corrente.

e A
Exemplo 8.2

A figura representa as linhas de campo magnético de dois fios retili-
neos (perpendiculares a folha) com correntes I; e I». A corrente no fio
do lado esquerdo é I; = 3 A. Sabendo que a distancia entre os dois fios

é 6 cm e a distancia entre o fio do lado esquerdo e o ponto P é de 2 cm,

calcule o integral de linha do campo magnético, ¢ vecB-d7, ao longo

C
da circunferéncia C indicada na figura.

A J

Resolucao. O integral do campo magnético, em qualquer percurso fechado,
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pode ser calculado pela lei de Ampere:

fé-df=4nkmzc
C

A corrente total I¢ através da circunferéncia C é igual a I, — I, ja que o
desenho das de campo permite concluir que I é no sentido positivo de
C (para la da folha) e I; é no sentido oposto. Para calcular I; recorre-se
ao facto de o campo total ser nulo no ponto P; isso implica que no ponto
P os campos produzidos pelos dois fios tém o mesmo médulo. Como o
modulo do campo de cada fio é diretamente proporcional a corrente e
inversamente proporcional a distancia, e como as distancias dos fios até P
sdo 2 cm e 8 cm, obtém-se a seguinte relacdo:

L L
2 8

e, portanto, I, é igual a 12 A e Ic =9 A. Admitindo que ndo existe qualquer
meio a volta dos fios, usa-se a constante ky, nalei de Ampere e obtém-se:
o N
fB-d?zzlnx 107 x9= 11.3“T

C

8.6. Forca entre condutores com corrente

Cada condutor com corrente cria um campo magnético que produz forcas
magnéticas sobre outros condutores com corrente. Como tal, entre dois
condutores com corrente existem for¢as magnéticas. Calculando o sentido
do campo produzido por cada condutor e o sentido da forca que esse
campo exerce sobre o segundo condutor, conclui-se que:

A forca magnética entre dois fios retilineos e paralelos percorri-
dos por correntes é atrativa, se as correntes tém o mesmo sentido,
ou repulsiva, se as correntes tém sentidos opostos.

A figura 8.12 mostra os dois casos em que as correntes tém o mesmo sentido
(a) ou sentidos opostos (b).

Se ambos fios, retilineos e paralelos, tém o mesmo comprimento L, muito
maior que a distancia r entre eles, o campo de cada um pode ser calculado
pela equacdo obtida na seccao anterior para o campo magnético de um fio
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(a)

L I

Fon Fip

Figura 8.12.: Forcas magnéticas entre dois fios com corrente.

(b)

retilineo; por exemplo, o campo do fio 1 nos pontos onde se encontra o fio

2 tem moédulo:

By

r

(8.18)

e a forca que esse campo exerce sobre o fio 2 obtém-se a partir do produto
vetorial I» x By L. Como tal, o médulo da forca magnética entre os dois fios

2

é
Fp=Fn=

2k LT I

(8.19)
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Perguntas

1. Dois fios retilineos e paralelos, afastados 6 cm entre si, transportam
correntes de 190 mA, em sentidos opostos. Determine o médulo do
campo magnético num ponto B, na linha central, a 3 cm de cada fio.

A. 1.25uT D. 2.5uT
B. 0 E. 1.5uT
C. 3uT

2. Se o campo magnético aponta para norte, qual a dire¢do da forca mag-
nética sobre uma particula com carga positiva que se desloca para o
este?

A. Para cima. D. Para baixo.
B. Para o oeste. E. Parao leste.

C. Parao sul.

3. Uma particula alfa é formada por dois protdes e dois neutrdes. Se uma
particula alfa se desloca com velocidade igual a 6.15 x 10° m/s, numa
dire¢do perpendicular a um campo magnético com médulo B =0.27 T,
qual o valor da forca magnética sobre a particula?

A. 53x10714N D. zero
B. 3.3x10°N E. 4.8x10°N
C. 27x1074N

4. Um segmento retilineo de fio condutor que transporta uma corrente
I, encontra-se numa regido onde existe campo magnético uniforme,
ndo nulo. Se a forca magnética sobre o fio é nula, qual das seguintes
afirmacoes € verdadeira?

A. O campo é paralelo ao fio.
O campo é perpendicular ao fio.
O campo € variavel.

E uma situacao impossivel.

m o 0w

O campo € conservativo.
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5. Afigura mostra trés fios retilineos, compridos, paralelos e perpendicu-
lares a folha, todos com corrente da mesma intensidade, 2 mA, e do
mesmo sentido (para cé da folha). A distdncia entre quaisquer dois fios
vizinhos é 5 cm. Determine o dngulo que a for¢ca magnética sobre o fio
B faz com o semieixo positivo dos x.

y
Q

O O

B 5cm C X
A. 27° D. 45°
B. 60° E. 30°
C. 90°

Problemas

1. Um protdo "navega'na atmosfera solar, a uma velocidade de 0.15¢,
onde c é a velocidade da luz no vazio (2.998 x 10 m/s). O protdo atra-
vessa um campo magnético uniforme de 0.12 T, formando um angulo de
25° com a sua velocidade. Calcule o raio do cilindro que envolve a 6rbita
helicoidal do protdo (a massa de um protdo é 1.67 x 10727 kg e admita
que com a velocidade 0.15 c os efeitos relativistas sdo desprezaveis).

2. Considere dois fios de cobre, retilineos e paralelos, de 60 cm de compri-
mento, distanciados de 9 cm e com raios de 2 mm e 3 mm. Calcule o
valor da for¢ca magnética entre os fios quando cada um deles for ligado a
uma f.e.m. de 1.5 V. (Use o valor da resistividade do cobre a temperatura
ambiente: 17 nQ-m.)

3. Afigura mostra dois fios compridos e paralelos, no plano perpendicular
a eles. A intensidade da corrente em cada fio € a mesma, I, mas com
sentidos opostos, como indicam o ponto e o x nos dois fios. (a) Repre-
sente graficamente os vetores de campo magnético devido a cada fio e
0 campo magnético resultante no ponto P. (b) Deduza a expressao para
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4.

o0 médulo do campo de magnético em qualquer ponto P sobre o eixo x,
em funcao da distancia x de P a origem.

Q
——
<Y

Um feixe de protdes desloca-se com velocidade constante 7, segundo o
eixo dos x, atravessando duas regides, I e I, caraterizadas do seguinte
modo: em I, existe um campo magnético, 31 e em II, coexistem um
campo magnético, Bz, e um campo elétrico, E=Ej j. Todos os campos
sao uniformes nas regioes em que foram definidos e anulam-se fora
delas. O peso dos protdes ndo € significativo. Quais as condi¢des a que
devem obedecer os campos B; e B, para que o feixe ndo sofra qualquer
perturbacdo no seu movimento, enquanto atravessa duas regides? Se
em vez de protoes, fosse um feixe de eletrdes, as condicoes estabelecidas
manter-se-iam?
I II

X

Num filtro de velocidades ha campos elétrico e magnético uniformes e
perpendiculares, e as particulas entram com velocidade perpendicular
aos dois campos. O médulo do campo magnético € 0.1 T e o do campo
elétrico 0.2 MV/m. (a) Qual a velocidade das particula a saida do filtro?
(particulas que ndo sdo desviadas na sua passagem pelo filtro.) (b) Qual
a energia dum protdo a saida do filtro? (¢) Qual a energia de um eletrao
a saida do filtro? (a massa de um protdo é 1.67 x 10727 kg e a de um
eletrdo 9.11 x 10731 kg).

Calcule a intensidade méxima do momento do bindrio magnético que
atua sobre uma bobina circular de 400 espiras de raio 0.1 cm, percorrida
por uma corrente de 92 mA, num campo magnético uniforme de 0.3 T.
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7. Afigura mostra as linhas de campo magnético de um fio com corrente,
dentro de um campo magnético uniforme Beyg; o fio é perpendicular
a folha e os eixos y e z foram escolhidos sobre o plano da folha. (a)
Escreva o versor do campo externo, usando o sistema de eixos dado. (b)
Escreva o versor da corrente no fio. (¢) Determine as componentes do
versor da forca sobre o fio. (d) Considerando que I = 0.5 A e se o valor da
forca sobre o fio, por unidade de comprimento, é 2 x 1075 N/m, calcule
a distancia até ao ponto P.

/\

¥4

W°

/(/P\_(\

8. Os dois fios representados na figura sdo muito compridos, paralelos a
folha e cada um transporta uma corrente de 3 A. Um dos fios estd no
plano Oxy e o outro estd num plano paralelo ao plano Oxy mas com
z =5 cm. Calcule o campo magnético total no ponto P com coordenadas

Xx=-1m,y=2z=0.
3A

1m 30°
P 30°

>
X

AN
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Respostas

Perguntas: 1. D. 2. A. 3. A. 4. A. 5. E.
Problemas

1. 1.65m

2. 10.25N

3. (@

dkyla
b) B=———.
®) X2+ a?

4. By = B11, B = Bax i1+ (E/v) k, onde By, B2y e E podem ser quaisquer
funcdes, ndo necessariamente constantes. As condicdes obtidas sdo as
mesmas, seja a carga das particulas positiva ou negativa.

(@) 2x10°m/s. (b)3.34x1071°J. (¢) 1.82 x 10718 7],

3.47x 107> N-m

(@ -(V3/2)j+1/2) k. (b) 1. (¢ —(1/2) j — (v/312)k. (d) 2.5 mm.
(—59.47—102.9j +2388.1k) nT.

&N oo



9. Inducao eletromagneética

A energia eélica é uma das fontes de energia renovéveis que estdo a ser uti-
lizadas para reduzir a contaminacao produzida pelos combustiveis fésseis.
Portugal é um dos paises em que a energia de origem eélica corresponde a
uma maior percentagem da energia elétrica total, com aproximadamente
9%. Independentemente do tipo de combustivel ou fonte de energia usada
para gerar energia elétrica, em quase todos os casos é gerada energia me-
canica de rotagdo que é logo usada para gerar eletricidade. O principio que
permite transformar a energia mecanica de rotacao em eletricidade é a
inducdo eletromagnética. Viu-se no capitulo anterior que quando circula
corrente por uma bobina que estd dentro de um campo magnético, esta
tem uma tendéncia a rodar; a inducao eletromagnética é o efeito inverso:
numa bobina que se faz rodar dentro de um campo magnético é induzida
uma corrente elétrica.
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9.1. Campo elétrico induzido

Considere-se uma barra condutora em movimento num campo magnético
uniforme, B, como na figura 9.1. Sobre cada particula com carga g do
condutor atua a forca magnética

Fm=qVxB (9.1)

Essaforca faz deslocar as cargas de con-
dugdo no condutor e na situagio da X x p X X
figura 9.1, acumular-se-4 carga posi- ]
tiva em P e negativa em Q, qualquer

X X X X
que for o sinal das cargas de condu- B 7
¢do. Contudo, se o problema for ana- >
lisado do ponto de vista do referen- % % x x

cial que se desloca com o condutor (fi-
gura 9.2), este estd em repouso e, por- L
tanto, ndo hé forca magnética sobre as x x Q x x
cargas. Como se explica entdo o movi-
mento das cargas na barra?

Figura 9.1.: Condutor num
campo magnético.

O problema é que a equacdo 9.1 ndo

pode ser vilida em qualquer referencial, porque a velocidade v é diferente

em diferentes referenciais inerciais, mas a segunda lei de Newton implica

que a forca deve ser a mesma em qualquer referencial inercial.

= = = =
P
]
= = = =
B .
W E;
= = = =
~Q
= = = =

Figura 9.2.: Campo elétrico induzido, Ei.

A equacdo 9.1 é correta apenas no referencial em que o campo magnético é
estético (ndo muda com o tempo). A solugdo do problema é que os campos
elétrico e magnético ndo sdo independentes, e a forca 9.1 é apenas uma
parte da equacdo geral para a forca eletromagnética, que deverd dar o
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mesmo resultado em qualquer referencial inercial:
F=q(E+7xB) 9.2)

No referencial que se desloca com a barra (ver figura 9.2), 7 x B é nulo,
porque a velocidade da barra é nula. Mas o movimento das linhas de
campo magnético, com velocidade — 7, produz campo elétrico induzido,
E;, e forca q E;. Comparando com a forca obtida no referencial em que o
campo magnético € estatico e ndo hd campo elétrico (equacao 9.1), conclui-
se que o campo induzido é:

Ei=0xB 9.3)

E como se no condutor existisse uma f.e.m. induzida , igual a diferenca de
potencial entre os seus extremos. Sendo / o comprimento da barra, a f.e.m.
induzida é:

€;=1|0xB| (9.4)

4 N\
Exemplo 9.1

Uma barra condutora desliza sobre dois trilhos metélicos horizontais,
unidos numa extremidade como, na figura. A distancia & é igual a
3.3 cm e no instante ¢ = 0 a barra encontra-se a uma distancia x =
2.2 cm da extremidade dos trilhos. Para ¢ > 0 a velocidade da barra é
uniforme com médulo v = 3.5 cm/s e no sentido indicado na figura,
permanecendo sempre em contacto com os trilhos de forma que possa
circular corrente por eles e pela barra. (@) Sabendo que os trilhos e a
barra sao fios cilindricos de cobre com didmetro de 1.2 mm, calcule
aresisténcia total do circuito em funcao de ¢, para ¢ > 0 (admita que
a temperatura € 20 °C). (b) Se existir um campo magnético externo,
constante e uniforme, com médulo B = 36 G, no sentido indicado na
figura, calcule a corrente no circuito em funcdo do tempo, para ¢ > 0.

X
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Resolucao. (a) O circuito neste caso é um retangulo com arestas x e h. O
comprimento total do fio que constitui o circuito é

L=2x+2h

A distancia x aumenta com o tempo ¢ segundo a equacao:
X=xp+vt

onde xop = 2.2 cm e v = 3.5 cm/s. A drea da seccao transversal do fio é
A=mr?, onde r =0.06 cm é o raio do fio. A resistividade do cobre a 20 °C é
p=17x10"7 Q-cm e a resisténcia do fio que forma o circuito é

_pL _ 2p(h+xo+vt) 34x1077(5.5+3.51)

R
A nre 7t x 0.062

=1.65+1.05¢

em mQ, se ¢ for medido em segundos. (b) Na barra em movimento existe
uma f.e.m. induzida:
si:hlﬁXEI:th

e a intensidade da corrente no circuito é

g, Bvh
I = — =
R R
que em unidades SI, da:
_36x107*x35x107x33x1072 416
B (1.65+1.05¢) x 103 ©1.65+1.05¢

em maA.

9.2. Gerador de Faraday

Um tipo de gerador de tensdo continua, inventado por Faraday, consiste
num disco condutor, de raio R, que roda com velocidade angular w dentro
de um campo magnético perpendicular a ele (figura 9.3).

No referencial que roda com o disco, existe um campo elétrico induzido na
direcdo radial, com médulo igual a

Ei=Bwr (9.5)
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Figura 9.3.: Gerador de Faraday.

A diferenca de potencial entre os pontos P e Q na figura 9.3 é

R

1

VQ—VP:fEidr: 5BwR2 9.6)
0

e colocando duas escovas condutoras em contato com os pontos P e Q

obtém-se uma fonte de forca eletromotriz.

9.3. Lei de Faraday

A equagdo 9.3 para o campo elétrico induzido nao sé se aplica a condutores
em movimento, como a qualquer referencial que se desloque com veloci-
dade 7 em relacdo a um sistema onde as linhas de campo aparecem como
fixas no espaco. Do ponto de vista desse referencial, as linhas de campo
deslocam-se com velocidade — U e sempre que houver alteragao das linhas
de campo magnético, surgird campo elétrico induzido.

Outra situacao em que ha alteracao das linhas de campo magnético é
quando o campo magnético é varidvel, dando origem a um campo elétrico
induzido. Uma expressao geral que inclui quer as situacdes em que o
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referencial se desloca em relacdo ao campo, quer as de campo magnético
variavel, é a lei de Faraday:

Numa espira condutora C, sempre que o fluxo magnético ¥V
através da superficie delimitada por C varia, surge uma for¢a
eletromotriz induzida ao longo da espira, igual a derivada do
fluxo em ordem ao tempo.

d¥

_E 9.7

Ei =

O fluxo magnético ¥, através da superficie S delimitada pela espira, define-
se de forma anéloga ao fluxo do campo elétrico. Se o campo for uniforme
sobre o plano da espira, com médulo constante B e formando um angulo
6 com o versor perpendicular a espira, o fluxo magnético é

98)

onde A é a drea da espira. Se o campo ndo for uniforme, é preciso divi-
dir a espira em pequenos elementos diferenciais e somar todos os fluxos
infinitesimais, obtendo-se um integral de superficie.

O versor perpendicular a espira, 71, pode ser escolhido a apontar para
qualquer dos dois lados da superficie; o versor que for escolhido, define
o sentido positivo da corrente na espira, usando a regra da mao direita
(figura 9.4). O sinal obtido no lado direito da equagdo 9.7 indica o sentido
do campo induzido na espira, tendo em conta que o sentido positivo é o
que segue a regra da mao direita em relacao ao versor 7.

S
S

__/

C

Figura 9.4.: Definicao do versor normal a uma curva plana.

O sentido do campo induzido pode também ser determinado pela lei de
Lenz:



9.3 Lei de Faraday 175

A forga eletromotriz e o campo induzido sdo sempre no sentido
que produz um campo magnético induzido que contraria a
variagdo do fluxo magnético externo.

Tal como no caso do campo elétrico (nas regides onde ndo héa cargas) ou
do escoamento de um fluido incompressivel, o fluxo é o mesmo através de
todas as superficies atravessadas pelas mesmas linhas de campo. As linhas
de campo magnético que passam pela periferia de uma seccdo conexa de
uma superficie delimitam uma regiao do espaco que é um tubo de fluxo
magnético constante.

Figura 9.5.: Iman em movimento junto de uma espira condutora.

Um exemplo de aplicacdo da lei de Faraday é o caso de um iman que se
aproxima de um anel condutor, com velocidade v. O movimento do iman
implica variacdo do fluxo magnético através do anel.

Na situacao representada na figura 9.5, o fluxo magnético no anel é no
sentido da esquerda para a direita e estda a aumentar. Aparece entao cor-
rente induzida no anel, dando origem a fluxo magnético da direita para a
esquerda, que contraria o aumento do fluxo externo. Como tal, o campo
magnético induzido aponta para a esquerda, o que implica que a corrente
e a f.e.m. induzidas no anel sdo no sentido indicado na figura. E como se
tivesse sido ligada uma pilha no anel.

e N
Exemplo 9.2
Uma espira condutora retangular com lados de 20 cm e 30 cm encontra-
se sobre o plano Oyz, com um vértice na origem, como mostra a figura.
A partir do instante ¢ = 0 aparece na regido onde se encontra a espira
um campo magnético varidvel com componentes (unidades SI):

By=6t"-4 B,=5f B,=0
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(a) Calcule a f.e.m. induzida na espira, N
em funcao do tempo ¢, a partir do ins-
tante ¢t = 0. (b) Diga (justificando) qual 20 cm
€ o sentido da corrente induzida na es-
. 30 cm
pira.
X / y
N J

Resolucdo. (@) Como o campo é uniforme pode-se usar a equacao 9.8. A
espira é perpendicular ao eixo dos x e pode-se escolher o versor normal
a espira igual a 7; assim sendo, o produto B cos6 serd a componente x do
campo B e o fluxo magnético através da espira é

¥ =AyAzBy=0.06(61—4)

A f.e.m. induzida calcula-se usando a lei de Faraday

dv 0.72t
gj=——=-0.
! dt

(em volts, se t for dado em segundos).

(b) Como t é positivo, o valor de €; calcu-

lado na alinea anterior é sempre negativo. 7%
Isso quer dizer que a corrente induzida é
no sentido oposto do sentido usado para
definir o versor normal a espira. A escolha
de 7 = 1 implica que se estd a percorrer a @
espira no sentido anti-hordrio, vista desde
o semieixo positivo dos x. A corrente indu- / \

zida é entdo no sentido dos ponteiros do X ~L\ Y

rel6gio, como mostra a figura ao lado.

Outra forma de obter o sentido da corrente consiste em observar que o
campo By inicialmente aponta no sentido negativo do eixo dos x, mas esta
sempre a aumentar no sentido positivo do eixo dos x. O campo induzido
deve contrariar esse aumento, apontando no sentido negativo do eixo dos
x. Pela regra da mao direita, um campo magnético induzido no sentido
negativo do eixo dos x implica corrente induzida em sentido dos ponteiros
do relégio.
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9.4. Gerador de tensao alternada

Um gerador de tensao alternada (figura 9.6), consiste numa bobina que
se faz rodar dentro de um campo magnético; o fio onde comeca a bobina
estéd soldado a um anél condutor e o fim do fio, depois de ser enrolado na
bobina, solda-se a outro anel condutor; esses dois anéis mantém o contato
com duas escovas, P e Q, enquanto a bobina roda, de forma que Vp -V €
igual a diferenca de potencial AV na bobina.

Figura 9.6.: Gerador de tensdo alternada.

O fluxo magnético através da bobina é:
Y =NBAcosf 9.9

onde N é o ntimero de espiras, B o campo magnético médio, A a 4rea de
cada espira, e 8 o angulo médio entre o campo e a normal a bobina.

Se a bobina roda com velocidade angular constante, w, 0 &ngulo 8, em fun-
¢do do tempo, é dado por w t +6y. Como tal, a derivada do fluxo magnético
em ordem ao tempo é

AV = Vi sin(w ¢+ 6p) (9.10)

onde Vhsx = NB Aw. A expressao 9.10 d4 a diferenca de potencial entre
as duas escovas condutoras, em funcado do tempo e é designada tensao
alternada. A diferenca de potencial oscila entre um valor maximo Vip4x po-
sitivo e um valor minimo negativo — Vin4x. A frequéncia da tensdo alternada,
f=w/(2m), é o niimero de oscilacdes por unidade de tempo.
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O gerador de tensdo alternada, também chamado alternador, usa-se para
gerar energia elétrica a partir de energia mecanica. A fonte da energia
mecanica, que faz rodar a bobina, pode ser o vento, nas centrais de energia
edlica, a corrente de dgua, nas centrais hidroelétricas, o fluxo de vapor
de dgua evaporada por combustao de carvao, o movimento do motor, no
alternador usado para recarregar a bateria num automével, etc.

E importante regular a velocidade de rotacdo da bobina, de forma a manter
uma velocidade angular constante, para que a tensao elétrica produzida
tenha uma frequéncia constante. E por isso que as aspas num moinho de
vento de uma estagdo edlica rodam lentamente e com velocidade angu-
lar constante. Existe um mecanismo mecanico usado para regular essa
velocidade.

9.5. Inducao mutua

Num circuito a corrente dé origem a campo magnético e, portanto, a fluxo
magnético. Como tal, qualquer variacdo da corrente d4 origem a uma forca
eletromotriz induzida no circuito.

Por exemplo, quando se fecha um interruptor num circuito de corrente
continua, a corrente ndo aumenta instantaneamente de zero até um valor
final, devido a indutancia do circuito. A tendéncia da corrente para au-
mentar bruscamente é contrariada por uma corrente induzida oposta, que
impode o aumento da corrente de forma gradual. Igualmente, quando se
abre o interruptor, a corrente nao passa a ser nula de forma instantanea
mas sim gradual.

Imaginem-se dois circuitos, lado a lado (figura 9.7). No primeiro circuito
ha uma fonte de tensdo que produz corrente e uma resisténcia varidvel que
permite alterar a intensidade dessa corrente. No segundo circuito nao ha
nenhuma fonte de tens3o.

Ry Ry

—
£

Figura 9.7.: Indutancia mitua entre dois circuitos.
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A corrente no circuito 1 (lado esquerdo) origina fluxo magnético através do
circuito 2, diretamente proporcional a corrente I; que produz esse campo
magnético:

®,=-MI (9.11)

onde M é uma constante chamada indutancia midtua, que depende da
forma dos circuitos e da distancia entre eles.

A variacao da corrente no circuito 1 induz forca eletromotriz no circuito 2:

=M— 9.12
&2 T 9.12)

No sistema internacional, a unidade da indutancia (V-s/A) é o henry, repre-
sentado pela letra H, em homenagem ao fisico Joseph Henry (1797-1878).

9.6. Indutancia

A corrente numa bobina produz campo magnético que atravessa as espiras
da bobina, como mostra a figura 9.8. Como tal, a bobina produz fluxo
magnético através de si propria e qualquer alteracdo da corrente na bobina
dé origem a variacao desse fluxo, produzindo forg¢a eletromotriz induzida
na bobina, que contraria a alteracdo da corrente.

Figura 9.8.: Campo magnético produzido pela corrente numa bobina.

O campo magnético produzido pela bobina é diretamente proporcional
a corrente. Como tal, o fluxo magnético produzido pela bobina sobre si
propria é proporcional a corrente:

Y=LI (9.13)
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e a constante L é a indutancia da bobina. A f.e.m. autoinduzida na prépria
bobina é:

dI
ei=-Lo (9.14)

Quanto maior for a drea das espiras na bobina, maior é a sua indutancia.
Quanto maior for o nimero de espiras, n, na bobina, maior serd também
a area atravessada pelas linhas de campo e maior serd também o préprio
campo magnético. Como tal, a indutancia de uma bobina com 7 espiras
é diretamente proporcional a n?. A indutancia da bobina é n? vezes a

indutancia de cada uma das suas espiras por separado:
2
Lbobina = 1" Lespira (9.15)

Todos os dispositivos tém indutancia, mas geralmente essa indutancia
tem valor muito baixo que pode ser ignorado, exceto no caso das bobinas,
usadas nos circuitos quando é necessdrio ter indutancia nio desprezével.
A f.e.m. autoinduzida 9.14 num dispositivo, representa-se num circuito
de alguma das duas formas indicadas na figura 9.9. O simbolo usado no
lado direito chama-se indutor, e em relacao aos sinais usados na figura,
a voltagem no indutor é: (o sinal positivo é devido a troca dos sinais em
relacdo ao diagrama do lado esquerdo)

dr
AV =L— (9.16)
dt
€i + L _
_||_ e g

Figura 9.9.: Diagrama de circuito de um indutor.

Tal como a indutancia mitua, a indutancia L mede-se em henrys no sis-
tema internacional de unidades.

9.7. Circuitos com indutores

Num circuito de corrente continua, com fontes de tensao continua, as
correntes atingem o estado estaciondrio em que permanecem constantes.
No estado estaciondrio, a equacdo 9.16 implica que em todos os indutores
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no circuito a voltagem é nula, mas a corrente pode ter qualquer valor. Isso
implica que, no estado estaciondrio, os indutores podem ser considerados
curtos-circuitos (fios com resisténcia nula).

Em qualquer instante em que se altera o estado estaciondrio, por ligar ou
desligar alguma fonte, ou por abrir ou fechar algum interruptor, a corrente
nos indutores ndao muda de forma instantanea porque, de acordo com a
equacio 9.16, qualquer aumento instantaneo da corrente implica voltagem
infinita, que é impossivel. A corrente nos indutores varia sempre de forma
continua, enquanto que nas resisténcias, condensadores e fontes pode ser
descontinua nos instantes em que se altera o estado estaciondrio. Mas a
derivada da corrente nos indutores nesses instantes nao é nula, devido a
alteragdo introduzida no circuito. Como tal, a voltagem pode ter qualquer
valor nesses instantes, e a corrente mantém o mesmo valor que tinha no
estado estaciondrio.

Conclui-se entdo que em qualquer instante #y em que é feita alguma mu-
danca repentina no circuito, a voltagem num indutor pode ter qualquer
valor, mas a corrente devera ter o mesmo valor Iy que tinha imediatamente
antes da mudanca ter acontecido. Se no instante f) em que se altera o
estado estaciondrio do circuito a corrente no indutor € nula, o indutor é
equivalente a um interruptor aberto, onde a corrente é nula, mas a volta-
gem pode ter qualquer valor.

Apbs o instante fy em que hd uma alteracdo repentina do circuito, as cor-
rentes nos indutores mudam gradualmente (resposta transitéria), . Mas
como ndo podem mudar indefinidamente, o circuito volta a atingir o es-
tado estaciondrio em que as correntes nos indutores tém valores finais
constantes. Para calcular esses valores finais das correntes, os indutores
podem ser substituidos por curtos-circuitos (estado estaciondrio).

e N
Exemplo 9.3
Uma bobina com resisténcia de 10 Q e 2kQ
indutancia de 1 H é ligada a duas resis- VWV
téncias e a uma fonte de 12 V, como
indica o diagrama. Encontre a cor- 10 Q 1H

rente na resisténcia de 2 kQ, no ins-

tante em que se fecha o interruptor e

muito tempo ap6s esse instante inicial. —
Determine a razdo entre as correntes 1kQ 12V

9 inicial e final nessa resisténcia. )
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Resolucdo. Como antes de ser fechado o interruptor nao passa corrente
pelo indutor, no instante inicial o indutor é equivalente a um interruptor
aberto, ou seja, ndo circula corrente pela resisténcia de 10 Q e é como
se essa resisténcia e o indutor ndo existissem. Ignorando esses dois ele-
mentos, o circuito corresponde a uma tinica malha com a fonte e as duas
resisténcias de 1 kQ e 2 kQ2 em série. Nessas condicoes, a corrente inicial
nessas duas resisténcias é

12

Jo= —— =4
%7 3000

Para calcular a corrente final, substitui-se o indutor por um curto-circuito:

2kQ
AVAYAYAY
10 Q
AVAYAYAY
—
1kQ 12V

as resisténcias de 2 kQ e 10 Q estdo em paralelo, podendo ser substituidas
por uma tGnica resisténcia com valor 2000(10 = 2/201 kQ, que fica em série
com a resisténcia de 1 kQ e a resisténcia equivalente entre os terminais da

fonte é
2 203

201 201
a corrente final que sai da fonte é 12/R = 2412/203 mA e a diferenca de
potencial na resisténcia de 2 kQ é

R=1+

2 2412 24
201/\ 203 203

a corrente final na resisténcia de 2 kQ é:

I_AV_ (24/203) 12
" R 2000 203

A razao entre as correntes inicial e final é:

Io 4 203
Do =T 6767
I~ (12/203) 3
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O exemplo anterior mostra uma das propriedades importantes dos in-
dutores que os torna muito tteis como balastros, dispositivos em que a
corrente inicial é elevada mas a corrente final € muito menor. Os balastros
sdo usados nas lampadas fluorescentes em que é necessaria uma corrente
elevada quando alampada € ligada, para garantir a ionizacdo do gés den-
tro do tubo tornando-se condutor; apés a ionizagdo do gas, se a corrente
mantivesse o valor inicial elevado, alampada queimava-se.

(B

@@@

©
Figura 9.10.: Diagrama de circuito de uma lampada fluorescente.

A figura 9.10 mostra o circuito usado numa lampada fluorescente, inven-
tado por Nikola Tesla (1856-1943). Neste caso a fonte de alimentacao é de
tensao alternada. O balastro é a bobina G; como a sua resisténcia interna
costuma ser baixa, foi ignorada no diagrama e as barras paralelas a trace-
jado representam um nucleo de material ferromagnético colocado dentro
da bobina para aumentar a sua indutancia. Inicialmente, o gas dentro do
tubo A é isolador, porque ndo esta ionizado; a corrente passa pelos dois
filamentos E que aquecem o gds, facilitando a producdo de ides.

Dentro do arrancador C, hd uma lamina metdlica curva, que com a pas-
sagem da corrente é aquecida e dilata, mudando a sua curvatura. Isso faz
com que o interruptor em D seja aberto, deixando de passar corrente pelos
filamentos e arrancador, mas passando através do tubo A, onde o gés j4 foi
ionizado.

Um outro efeito da bobina G é que no instante em que o interruptor D é
aberto, a corrente ndo cai imediatamente para zero; continuam a acumular-
se cargas nos dois terminais do interruptor aberto, criando-se um campo
elevado que pode produzir faiscas. Para evitar essas faiscas, que podem
queimar o metal, liga-se um condensador E, em paralelo, que acumula
cargas de forma segura.
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Figura 9.11.: Circuito de lampada.

As atuais lampadas economizadoras de energia sdo também lampadas
fluorescentes, em versao reduzida. As fungées do balastro e o arrancador
sdo garantidas por um pequeno circuito dentro da lampada, como pode
ser visto na figura 9.11.

Perguntas

1. Quando um comboio com motor elétrico sobe um trajeto com declive,
consome poténcia elétrica proveniente de uma central elétrica. No seu
modo mais eficiente de operacéo, nos trajetos em que o comboio desce:

A. Deve consumir ainda maior poténcia.

B. Pode gerar poténcia elétrica sendo alimentada de volta para a cen-
tral.

C. Nao consome nem gera poténcia elétrica.
D. Consome a mesma quantidade de poténcia.

E. Nenhuma das anteriores.

2. Uma barra condutora, com 25 cm de comprimento, desloca-se com
velocidade uniforme de 12 m/s, num plano perpendicular a um campo
magnético uniforme de 80 G. Calcule a diferenca de potencial induzida
nos extremos da barra.

A. 240V D. 0.384V
B. 0.24V E. 3.84kV
C. 0.024V
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3.

Uma espira de fio condutor desloca-se, com velocidade constante, den-
tro de uma regido onde existe um campo magnético uniforme e cons-
tante no tempo, perpendicular ao plano da espira. A f.e.m. induzida
nos terminais da espira é entao:

A. Variavel no tempo. D. Positiva.
B. Constante e diferente de zero. E. Nula.

C. Negativa.

Se o ntimero de espiras duma bobina é reduzido para metade e a cor-
rente através dela é triplicada, mantendo outras propriedades (drea das
espiras, forma, etc.) constantes, a sua indutancia entdo:

A. Aumenta 4 vezes. D. Diminui 6 vezes.
B. Aumenta 6 vezes. E. Diminui 4 vezes.

C. Aumenta 9 vezes.

Uma bobina retangular de 3 cm por 5 cm tem 100 espiras e o seu versor
perpendicular faz um angulo de 55° com um campo magnético uni-
forme de 0.35 T. A bobina roda, durante 0.33 s, até o angulo entre o
campo e o versor perpendicular aumentar para 90°. Calcule a forca
eletromotriz induzida média.

A. 160 mV D. 68 mV
B. 130 mV E. 29 mV
C. 91 mV
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Problemas

1.

Um iman desloca-se a velocidade constante sobre o eixo de uma espira,
como mostra a figura. (a) Represente num grafico, em forma qualitativa,
o fluxo magnético ¥ através da espira em fun¢do do tempo ¢. Indique
o instante f; em que o iman estd a meio da travessia da espira. (b)
Represente o grafico da corrente I na espira em func¢éo do tempo.

—4»
v

Uma barra metdlica de comprimento [/ =9 cm desloca-se com veloci-
dade constante v = 18 cm/s, numa regido onde ha campo magnético
uniforme com intensidade B = 3.5 G, perpendicular a barra (ver figura).
Determine a diferenga de potencial Vp — V.

X X P X X
X X X X
B v

g
X X X X
X X Q X X

O comprimento total entre as pontas das asas de um avido Boeing 747 é
60 m . O avido voa a 800 km/h e com altura constante, na dire¢do sul-
norte, numa regido onde o campo magnético terrestre faz um angulo
de 60° com a vertical e a sua intensidade € 0.5 G. Calcule a diferenca de
potencial induzida entre as pontas da asas.

O plano de uma espira quadrada de cobre, com 4 cm de lado, estd na
posicdo horizontal. Coloca-se um eletro-iman em forma de barra na
posicdo vertical, acima do plano da bobina e com o seu polo norte
mais préximo da espira mas um pouco afastado do seu centro, de tal
forma que as linhas de campo magnético atravessam a espira formando
um angulo de 30° com a vertical. Calcule a f.e.m. induzida média na
espira, enquanto a intensidade do campo magnético do eletro-iman,
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5.

na superficie da espira, varia desde zero até um valor final de 0.5 T, num
intervalo de 200 ms. Qual o sentido da corrente induzida na espira?

A figura mostra uma barra condutora de comprimento d e massa m
que desliza sobre dois trilhos metélicos verticais, dentro de um campo
magnético B uniforme. A resisténcia elétrica dos trilhos e da barra sdo
desprezaveis comparadas com R. A barra mantém sempre o contato
com os trilhos, permitindo que circule corrente pela resisténcia R, mas
o atrito é desprezavel, assim como o efeito da resisténcia do o ar na
barra. Quando a barra comeca a cair livremente, o seu movimento € ini-
cialmente acelerado mas rapidamente atinge uma velocidade constante
v. Calcule o valor dessa velocidade limite v.
R

X X X X X

X QX

X X X X X

X X X X X

Isolador

No interior da circunferéncia a tracejado na figura existe um campo
magnético que aponta para 14 da folha e com médulo que depende
do tempo ¢ segundo a expressdo 0.6 e~ !"15 (unidades SI). Determine a
intensidade, dire¢do e sentido do campo elétrico induzido dentro do
anel condutor de raio r =9 cm.

- >f X\\\
e B N
, AN
; X X x N
, \
, \
\
Ix X X X,
|
|
|
| |
\x X X X
\ /
\ /
. X X /
N /
N /
~ 7
S ox x_ -~
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7. Uma espira condutora retangular, para- N
lela ao plano Oyz, desloca-se com velo- 20 cm
cidade constante ¥ =3 j (m/s) dentro de
uma regido onde existe um campo mag- 30 cm
nético com componentes: By = (6 — y) 3m/s
(S) e By = B, = 0. Calcule a f.e.m. indu- \
zida na espira, em funcao do tempo t, a \
partir do instante £ = 0 em que a espirase x / \ y
encontra na posicdo da figura, com um
lado ao longo do eixo dos z.

8. No circuito da figura, calcule as correntes iniciais no indutor e no con-
densador, a corrente final no indutor e a carga final no condensador.

3.6 uF

2.5kQ 72H
—AANAN———F 85 6 —]

—’\/\/\/\/—|I—

50 Q 5V

9. (a) No circuito da figura, o interruptor S; tem estado fechado durante
muito tempo e o interruptor Sy aberto; determine a corrente no indutor.
(b) A seguir, abre-se o interruptor S; e simultaneamente fecha-se o
interruptor Sy; nesse preciso instante, a corrente no indutor deve ter o
mesmo valor calculado na alinea anterior. Explique qualitativamente
0 que acontece com a corrente no indutor e a carga no condensador a
partir desse instante.

Sz 4 }J.F

2mH
TN

S1

[—
2.5kQ 50V

10. No circuito representado no diagrama, a fonte foi ligada no instante
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t =0, quando o condensador estava descarregado e ndo havia corrente
no indutor. Determine as correntes em cada resisténciaem =0 e
quando o circuito atingir o estado estaciondrio.

1.2 uF \/
%22 mH

1.8kQ

11. No circuito representado no diagrama, a fonte foi ligada no instante
t =0, quando nao havia corrente no indutor. (a) Determine a voltagem
na resisténcia de 3.4 kQ em ¢ = 0. (b) Determine o valor da derivada
voltagem na resisténcia de 3.4 kQ, em ¢ = 0. (¢) Determine a voltagem
na resisténcia de 3.4 kQ, quando o circuito atingir o estado estacionario.

412 mH 2.1kQ
AT AN
34 kQ§ =5V

12. A fonte no circuito do diagrama foi ligada no instante ¢ = 0, quando
a corrente nos dois indutores era nula. (a) Determine a diferenca de
potencial em cada um dos dois indutores, no instante ¢ = 0. (b) Encontre
o valor da derivada da corrente em cada indutor, em ¢ = 0. (¢) Determine
a intensidade da corrente em cada indutor, apds o circuito atingir o
estado estaciondrio.

1.2H 5H
— T T

24V — §6Q §24Q
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Respostas

Perguntas: 1. B. 2. C.3.E. 4. E. 5. C.

Problemas

1.

O fluxo aumenta até um valor maximo, decresce até um valor minimo
local em t;, volta a aumentar até o valor maximo e a seguir diminui
monotonicamente. A corrente troca de sentido 3 vezes, nos 3 pontos
onde o fluxo é maximo ou minimo. Enquanto o anel se aproxima desde
longe a corrente aumenta desde zero, e quando o anel ja estd a afastar-se
longe do iman, a corrente decresce até zero.

2. 567x107°V.
3. 0.33V.

4. 3.5mV. Vista de cima, a corrente na espira tem sentido anti-horario.

_mgR
V="To g

6. E; =0.0018e~"/1>, na direcio tangente ao anel e no sentido horario.

7. 0.18 V, no sentido anti-hordrio visto desde a esquerda.

10.

11.
12.

. Inicialmente, 100 mA no condensador e 0 no indutor. No fim, 1.96 mA

no indutor e 17.6 uC no condensador.

(@) 20 mA. (b) A corrente diminui enquanto a carga aumenta; quando
a corrente decresce até zero, a carga atinge um valor maximo e nesse
momento, o condensador comeca a descarregar, surgindo uma corrente
que aumenta, no sentido contrario a corrente inicial. Quando a carga
diminui até zero, a corrente € maxima e com a mesma intensidade
inicial. O ciclo repete-se indefinidamente, pois nédo existe nenhuma
resisténcia que dissipe energia.

Em ¢ =0, 1.91 mA na resisténcia de 4.7 kQ, e 2.0 mA nas resisténcias de
1.8 kQ e 2.7 kQ. No estado estacionario, 2.56 mA na resisténcia de 1.8
kQ, 0.93 mA na resisténcia de 4.7 kQQ, e 1.63 mA na resisténcia de 2.7 kQ.
(@) 0. (b) 41.26 kV/s. (¢) 5 V.

(a) 24 V no indutor de 1.2 H, e 0 no indutor de 5 H. (b) 20 A/s no indutor
de 1.2 H, e 0 no indutor de 5 H. (¢) 5 A no indutorde 1.2 H, e 1 A no
indutor de 5 H.



10. Processamento de sinais

Um sintetizador é um instrumento musical baseado no processamento
de sinais eléctricos. E produzida uma tensao elétrica oscilatéria que é
logo processada passando por vérios filtros que alteram a forma da funcdo
que representa a tensdo em funcao do tempo. O sinal de saida é alimen-
tado num altifalante produzindo o som desejado. A fotografia mostra um
sintetizador Moog, modelo Minimoog, de 1970.
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10.1. Sinais

Uma aplicagdo importante dos circuitos elétricos é no processamento de
sinais. Os sinais a processar sdo tensdes ou correntes elétricas varidveis
em funcdo do tempo. Esses sinais podem ser produzidos, por exemplo,
num microfone ou em transdutores de diversos tipos, usados para medir
pressoes, temperaturas ou outras propriedades fisicas. O sinal elétrico pro-
duzido pelo transdutor constitui uma fonte de tensdo ou corrente varidvel
no circuito elétrico usado para o seu processamento.

Neste capitulo designa-se por sinal qualquer grandeza que varie em funcdo
do tempo em alguma parte de um circuito. Por exemplo, uma tensao V (¢),
uma corrente I(f) ou a carga Q(#) num condensador. Utiliza-se um til
para indicar transformadas de Laplace correspondentes, nomeadamente,
V(s), I(s) e Q(s). Quando é 6bvio que se estd a falar de sinal, por vezes
escreve-se apenas V e V, ficando implicito que sio funcdes que dependem
do tempo ¢ e da frequéncia s (o apéndice C apresenta um sumadrio sobre a
transformada de Laplace).

10.2. Circuito RC

A figura 10.1 mostra o diagrama de circuito para um condensador, com
carga inicial Qp, que é descarregado por ligacao a uma resisténcia R. Esse
circuito é designado de circuito RC.

N B
R§ C= Q R§ C = Q)
J e

tr<0 t=0

Figura 10.1.: Descarga de um condensador.

O instante £ = 0 em que o condensador é ligado a resisténcia corresponde
ao instante em que é fechado o interruptor no diagrama de circuito da
figura 10.1. Quando o condensador comeca a descarregar, a corrente é
igual a taxa de diminuicdo da carga no condensador, —d Q/d t.
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Em qualquer instante ¢ = 0, a corrente e a diferencga de potencial no conden-
sador sdo iguais a corrente I e a diferenca de potencial I R na resisténcia,
respetivamente:

dQ Q
-—=1] —==1IR 10.1

dt C (10-1
Combinando estas duas equacdes obtém-se uma equacao diferencial para
a carga em funcao do tempo,

dQ_ Q

S=-2S (120 (10.2)

Calculando a transformada de Laplace (apéndice C) de ambos os membros
da equacdo obtém-se

A
Q-Q= _Q 10.3
) 0 RC (10-3)
e segue-se que

Qo

S+

Q= - (10.4)

RC
A transformada inversa desta equacdo da a carga em fun¢do do tempo no
circuito RC:

Q(t) = Qoe /(RO (10.5)

Constata-se que a carga no condensador decresce de forma exponencial. A
corrente obtém-se dividindo a carga por R C e, portanto, decresce também
de forma exponencial. Os graficos da carga e da corrente, em funcado do
tempo, sdo apresentados na figura 10.2.

QA IA

. Qo |
Qo RC

N,

7

t
Figura 10.2.: Carga e corrente no circuito RC.

A constante t¢ = RC, com unidades de tempo, chama-se constante de

tempo. E o tempo que demoraria a descarregar o condensador se a cor-
rente mantivesse o seu valor inicial Qq/#c. A constante de tempo f¢ é
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também igual ao intervalo de tempo em que a carga e a corrente diminuem
até 1/e (ou seja, 37%) dos seus valores iniciais. Quanto maior é a constante
de tempo, mais lenta é a diminui¢do da carga e da corrente no circuito RC.

10.3. Equacoes diferenciais dos circuitos

Considere-se um circuito onde existe uma fonte com tensao variavel V. (1),
que constitui o sinal de entrada. Interessa calcular a tensdo V() produzida
em algum elemento do circuito; essa tensdo V(f) considera-se o sinal de
saida do circuito.

Para facilitar a andlise, admite-se que o sinal de entrada V,(t) s6 aparece
a partir de um instante arbitrado ¢ = 0, tal que para ¢ < 0 o sistema se
encontra em equilibrio estdvel. No final desta seccdo explica-se o que isso
quer dizer.

O primeiro exemplo considerado é o cir-
cuito RLC da figura 10.3, onde o sinal de
saida é a tensdo no condensador. Os sim-
bolos + e - ndo implicam tensdes positi-
vas ou negativas; indicam apenas que V()
(ou V(1)) é o potencial no ponto designado
+, subtraido do potencial no ponto desig-
nado —.

Se I(z) for a corrente no circuito, as diferen-  Figura 10.3.: Circuito RLC.
cas de potencial na resisténcia e no indutor
sao:

Ver(®) =RI(1) VL(t)ZLf(t) (10.6)
onde I(f) é a derivada de I(f) em ordem a t.

No condensador, a diferenca de potencial é o sinal de saida V' (¢), que é
diretamente proporcional a carga no condensador

_an
V()= C (10.7)

Por aplicagdo da regra da malha ao circuito da figura 10.3 obtém-se

LI+RI+V =V, (10.8)
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Como a corrente [ é igual a derivada da carga Q no condensador, derivando
aequacdo 10.7 obtém-se:

I=CV (10.9)

onde V é a derivada de V (¢). Derivando novamente obtém-se

i=Ccv (10.10)

Finalmente, substituindo 10.9 e 10.10 na equacao 10.8 obtém-se a equacio
que permite calcular o sinal de saida V a partir do sinal de entrada V:

LCV+RCV+V=V, (10.11)

Para um sinal de entrada conhecido, Ve (t), e valores conhecidos de R, C e
L, aequacao diferencial 10.11 pode ser resolvida para obter o sinal de saida
V().

O segundo exemplo corresponde ao
mesmo circuito RLC da figura 10.3, mas
com tensdao de saida na resisténcia (fi-
gura 10.4). A tensao de saida verifica a lei
de Ohm

V=RI (10.12)

E aplicando a regra das malhas obtém-se

. Q Figura 10.4.: Circuito RLC.
LI+ V+E:Ve (10.13)

Derivando ambos 0os membros da equacdo anterior, substituindo I em
funcao de V (usando a equacdo 10.12) e lembrando que a derivada da
carga no condensador € igual a corrente I, obtém-se a equacdo diferencial
para este circuito:

L. . 1 .

—V+V+——=V=V (10.14)

R RC
O ultimo exemplo analisado nesta seccao é, mais uma vez, 0 mesmo cir-
cuito RLC, mas em que o sinal de saida é a diferenca de potencial no indutor
(figura 10.5).
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Neste caso a tensdao de saida verifica a
equacao
V=LI (10.15)

Derivando a equagdo da malha duas vezes
e substituindo I em funcio de V (usando
a equacgdo anterior), obtém-se a equacao
diferencial para o circuito na figura 10.5:

R 1 ) Figura 10.5.: Circuito RLC.

V+=-V+—=V=V (10.16)

L LC

Para cada possivel sinal de entrada, V(t), as equacdes diferenciais dos
3 exemplos considerados (equagoes 10.11, 10.14 e 10.16) sdo equacoes
diferenciais lineares, ndo homogéneas, com coeficientes constantes. Qual-
quer outro circuito mais complicado, formado por fontes, resisténcias
condensadores e indutores, conduz ao mesmo tipo de equacao diferencial.

Em t < 0 o sinal de entrada é nulo e a equacao diferencial linear torna-se
homogénea. Todas as equacdes diferenciais lineares homogéneas com
coeficientes constantes podem ser escritas na forma de um sistema dina-
mico auténomo e linear, como se mostra no livro Dindmica e Sistemas
Dinamicos (Villate, 2015, capitulo 9). Como tal, o sistema dindmico tem
um tinico ponto de equilibrio com V = V =0 (se a equacdo for de segunda
ordem; j4 se for de terceira ordem, V = V=V =0,etc).

Na prética, a resisténcia R de cada elemento num circuito nunca é exa-
tamente nula mas sim um valor positivo, o que faz com que o sistema
dindmico seja dissipativo e o ponto de equilibrio seja estavel (atrativo).
Como tal, admite-se que em ¢ < 0 o sistema evolui para o estado de equi-
librio estavel e no limite t — 0™ o circuito estd no estado estaciondrio em
que o sinal de saida e a sua derivada sdo ambos nulos (V = V = 0). Ou seja,
admite-se que todas as cargas e correntes no circuito sdo nulas no instante
inicial (f — 07).

10.4. Unidades de tempo e de frequéncia

Afrequéncia tem unidades de inverso do tempo. A unidade SI de frequéncia
é o hertz, em homenagem a Heinrich R. Hertz (1857-1894), representado
pelo simbolo Hz e equivalente a s~!. Na seccdo 10.2 viu-se que o compor-
tamento de um circuito RC depende de uma tinica constante prépria do
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sistema, com unidades de tempo:

tc=RC (10.17)

Como tal, conclui-se entdo que o termo RC V na equacio 10.11 tem uni-
dades de voltagem, ja que V tem unidades de voltagem sobre tempo; de
facto, para que a equacao seja vélida, todos os termos nos dois membros
da equacao devem ter as mesmas unidades, neste caso voltagem.

Ja na equacao 10.14, o segundo membro da equacao tem unidades de
voltagem sobre tempo e observando o primeiro termo do primeiro membro
da equacdo, conclui-se que L/R tem unidades de tempo, pois as unidades
de V sdo voltagem sobre tempo ao quadrado. Define-se entdo uma segunda
constante de tempo:

= (10.18)
A constante LC que aparece na equacdo 10.16 é igual ao produto das
duas constantes de tempo (f¢ 1) e como tal, tem unidades de tempo ao
quadrado. Todos os termos da equacao 10.16 tém unidades de voltagem
sobre tempo ao quadrado.

As equagoes 10.17 e 10.18 permitem definir o sistema de unidades mais
conveniente num circuito determinado. Por exemplo, se as resisténcias
no circuito fossem da ordem dos k(2 e as capacidades da ordem dos nF, a
unidade de tempo mais conveniente seria o ps (produto entre kQ e nF),
a unidade de indutancia mais conveniente seria entdo o mH (produto
entre us e kQ) e a unidade de frequéncia mas conveniente seria MHz
(inverso de ps). Com os valores das resisténcias em kQ, capacidades em
nE indutancias em mH, tempos em ps e frequéncias em MHz, podem-
se ignorar as unidades e trabalhar com ntimeros de ordens de grandeza
semelhantes.

10.5. Impedéncia

As equagdes dos circuitos com condensadores e indutores sao sempre equa-
¢oes diferenciais, como se viu nos exemplos da sec¢do 10.3. No entanto,
como essas equacdes sdo lineares e de coeficientes constantes, as corres-
pondentes transformadas de Laplace sdo sempre equacgdes algébricas em
fun¢do de um parametro s com unidades de frequéncia.
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E muito mais f4cil encontrar diretamente a equacao algébrica do circuito,
em funcao do pardmetro s, resolvé-la para encontrar a transformada de
Laplace do sinal de saida e a seguir calcular a transformada de Laplace in-
versa para determinar o sinal de saida em ordem ao tempo. Para encontrar
a equacao do circuito no dominio da frequéncia s, é necessdrio saber a
relacdo que existe entre corrente e tensao no dominio da frequéncia, para
cada tipo de elemento no circuito e aplicar a lei dos nés e a lei das malhas.

Como ja foi referido, nos circuitos dissipativos pode sempre admitir-se
que no instante inicial t = 0, o sinal de entrada V,(t) e o sinal de saida
V(t) sao nulos. Assim sendo, as transformadas de Laplace de Ve eV sdo
sVe(s) e sV(s), onde V, e V sdo as transformadas dos sinais de entrada e
saida. Como as derivadas dos sinais também sao inicialmente nulas, as
transformadas de V, e V sdo s? V.(s) e s2 V(s).

Numa resisténcia, a lei de Ohm define a relacao entre os sinais da tensdo e
da corrente
V(t)=RI(1) (10.19)

e aplicando a transformada de Laplace a ambos os membros da equacao
obtém-se:

V=RI (10.20)

Num indutor, a relagao entre a tensao e a corrente é

%0 —Lw (10.21)
7 dr :

Como se estd a admitir que a tensao e a corrente sao nulas em ¢ < 0, usando
a propriedade da transformada de Laplace da derivada obtém-se a equa-
cao:

V=LsI (10.22)

que é semelhante a lei de Ohm 10.20 para as resisténcias, exceto que em
vez de R se tem uma func¢do Z(s) que depende da frequéncia:

Z(s)=Ls (10.23)

Num condensador, a diferenca de potencial é diretamente proporcional a
carga acumulada:

V(i) =—— (10.24)
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e a condicdo de cargas e correntes nulas em ¢ < 0 implica que a carga num
instante ¢ > 0 é igual ao integral da corrente, desde ¢ = 0 até ¢:

t

V(= éfl(u)du (10.25)
0

Usando a propriedade da transformada de Laplace do integral, obtém-se:

- T
V=— (10.26)
sC
Mais uma vez, obteve-se uma relacdao semelhante a lei de Ohm, mas em
que o valor da resisténcia R € substituido por uma fun¢ao que depende da
frequéncia:
1
7(s) = — (10.27)
sC

Conclui-se entdo que, no dominio da frequéncia, as resisténcias, indutores
e condensadores verificam todos uma lei de Ohm generalizada:

V(s)=Z(s)I(s) (10.28)

onde a funcdo Z(s) denominada impedancia generalizada, é dada por:

R (resisténcias)
7-J Ls (indutores) (10.29)

1 (condensadores)

Cs
Note-se que a impedéncia dos indutores aumenta quando a frequéncia s
aumenta, a impedéncia dos condensadores diminui com o aumento da
frequéncia, e a impedancia das resisténcias é constante, qualquer que seja
a frequéncia.

10.6. Associacoes de impedancias

Na seccdo 3.7 encontrou-se o valor da resisténcia equivalente para duas
resisténcias ligadas em série ou em paralelo. No processo de demonstracio
teve-se em conta que nas resisténcias em série a corrente € a mesma mas a
diferenca de potencial total € igual a soma das diferencas de potencial, nas
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resisténcias em paralelo a diferenca de potencial é a mesma mas a corrente
total é soma das correntes nas resisténcias e que em cada resisténcia a
tensdo AV é diretamente proporcional a corrente 1.

As mesmas condicoes sao validas no caso de combinacdes de resistén-
cias, indutores ou condensadores em série ou em paralelo, no dominio da
frequéncia onde a transformada de Laplace da tensao (V) é diretamente
proporcional a transformada de Laplace da corrente (I) em qualquer um
desses dispositivos (basta repetir o mesmo raciocinio da seccao 3.7 substi-
tuindo AV por V, I por I e R por Z).

Como tal, as regras para obter a impedancia equivalente de combina-
¢oes de resisténcias, indutores ou condensadores, ligados em série ou em
paralelo, sdo idénticas as regras para obter a resisténcia equivalente de
resisténcias em série ou em paralelo. No caso de dois dispositivos em série
(figura 10.6, a impedancia equivalente € igual a soma das impedancias dos

dois dispositivos:
1030)
Vi(1) Va(1) Vi(8) + Va(2)
f+ Z1 l /'i' Zy l /J" VAR D) _\’

| S | S | S
I(¥) I(¥)

Figura 10.6.: Impedéncias em série e sistema equivalente.

No caso de dois dispositivos em paralelo (figura 10.7), aimpedéancia equi-
valente é:

VAVZ)
Zo=2/1| 20 =—— 10.31
P 1 ” 2 Zi+ 72 ( )
V4|
(— VAWZ)
4> —
L(7) L+ 2
—
REAON L(0) + (1)

Sy B— n -
Zy _ L V(D) _j
+
L V(1) —j

Figura 10.7.: Impedéncias em paralelo e sistema equivalente.
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Exemplo 10.1

Liga-se um condensador a uma fonte de tensdo continua para o carre-
gar. Descreva a variacdo da carga e da corrente no condensador, em
funcao do tempo (resposta transitoria).

Resolucao. A fonte de tensdo continua, com f.e.m. ¢, ligada num instante
arbitrério ¢ = 0, pode ser considerada como um sinal de entrada V; = € u(t),
onde u(¢) é afuncao degrau unitario (ver apéndice C). A transformada de
Laplace de V, é entdo V, = £/s.

O lado esquerdo da figura seguinte mostra o diagrama do circuito, onde
R representa a soma da resisténcia interna da fonte com a resisténcia dos
fios usados para ligar a fonte ao condensador, e no lado direiro mostra-se o
grafico de V, = € u(1)

ANAA Ve A
/_) &
Vv —=C
\&
H{(Ve)= >

A impedancia total do circuito é a soma das impedancias da resisténcia e
do condensador, ja que estdo em série

1
Zi=R+—
Cs

e, pela lei de Ohm generalizada, a transformada da corrente no circuito é:

Ve €

1 1
R+— Rs+—
Cs C

A transformada de Laplace da tensdo no condensador € igual a impedéncia
do condensador vezes I:

1 RC

s RCs+1

£
—¢
S(RCs+1)

V=

I
Cs
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A tensdo no condensador, em funcao do tempo, é a transformada de La-
place inversa

V() =¢e(1-e RO (10.32)

A carga em fun¢do do tempo Q(¢) obtém-se multiplicando a expressdo ante-
rior por C e a figura 10.8 mostra os graficos da carga e da corrente (d Q/d 1)
em funcdo do tempo. A carga aumenta de forma exponencial, desde zero
até o valor maximo C¢. Substituindo um condensador por um interruptor
aberto (aproximacdo para t — 0o), verifica-se que o valor assimptoético da
tensdo no condensador é € e a carga aproxima-se assimptoticamente de
Ce.

QA

Cer——-- =

~
N,
>

=l )

|
|
4 |
[
|

\ > >
Figura 10.8.: Gréficos do periodo transitério da carga e corrente num con-
densador a ser carregado com uma fonte de tensao continua.

4 N\
Exemplo 10.2
No circuito da figura, determine o sinal de saida V (#), quando o sinal
de entrada V;(?) € o sinal triangular representado no grafico.

C
I Ve A

~ *

<
AVAYAAY
~

NG l'l()

A J

~Y

Resolucdo. A impedéancia equivalente e a transformada da corrente sdo
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iguais as do exemplo anterior:

Ve
1
+ EE—
Cs
Mas como a tensao de saida é agora medida na resisténcia, vem:

_ . RCsV,
V=R[=—— (10.33)
RCs+1

Usando a funcao degrau unitério, o sinal de entrada escreve-se:

=~
I

Vot
Ve =—(u(t) — u(t - to))
Iy

e é util escrevé-la da forma equivalente:
Vo
Ve = . (tu(r) — toult—to) — (£ — to) u(t — o))
0

Aplicando agora a propriedade de deslocamento no tempo da transfor-
mada de Laplace, obtém-se a transformada de Laplace do sinal triangular
de entrada:

. Vol tfye s geThs
=g [ )

Ty 82 s s2
e substituindo V, na equacéo 10.33 obtém-se
V:E( RC _RCtoe‘t(’s_ RCe 108 )
tH \S(RCs+1) RCs+1 S(RCs+1)

Para calcular a transformada inversa, comeca-se por ignorar os fatores
exponenciais e calcular as transformadas inversas seguintes

2—1{ RC }=$—1 I | _rwo
RCs+1 s+ L

RC
2—1{ RC }=2—1 R_C_ RC :RC(I_e_”(RC))
s(RCs+1) S s+pe

em que foi usada expansdo em fracdes parciais no segundo caso. Usando
esses dois resultados, a transformada inversa de V pode escrever-se da
forma seguinte:

VoRC

fo
VoRC

Io

4O (1-e ROV, u(t - ty) e =0/ (RC) (10.34)

u(t— to) (1—e - 0/RC)
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Este exemplo pode ser resolvido também usando o programa Maxima.
Comeca-se por definir o sinal de entrada (para maior claridade usam-se
maitsculas para as fung¢ées do tempo, Ve, V, I e mintsculas para as suas
transformadas de Laplace, ve, v, i)

(%i1) Ve: VO*t*(1 - unit_step(t - t0)) /t0$

Para calcular a transformada de Laplace usa-se a funcao laplace, a qual
devem ser dados 3 argumentos: a func¢do, a varidvel usada para o tempo e
a varidvel usada para a frequéncia.

(%i2) ve: laplace (Ve, t, s);

A impedancia total e a transformada da corrente no circuito sao:

(%i3) Zt: R + 1/(C*s)$

(%i4) i: ve/Zt$

A transformada do sinal de saida € a tensdo na resisténcia, no dominio da
frequéncia:

(%1i5) v: expand (R*i);
RV RV RV
styesh

(%o5) —

Sty S
seslope & iR+ -2
C C

s2tgeSto R+
o comando expand foi usado para separar os 3 termos na expressao. Neste
momento devia ser possivel calcular diretamente a transformada inversa
de ve, usando a funcao ilt do Maxima, mas atualmente (versdo 5.43 do
Maxima) a funcao ilt ndo estd completamente implementada e ndo conse-
gue calcular transformadas inversas de funcdes com termos exponenciais.
Para essas funcdes, pode-se ignorar a funcao exponencial, calcular a trans-
formada inversa e a seguir deslocéd-la no tempo, usando a propriedade do
deslocamento no tempo da transformada de Laplace (equacdo C.13 do
apéndice C).

A separacao dos 3 termos, eliminando as funcées exponenciais nos dois
primeiros termos, pode ser feita da forma seguinte:

(%16) v1: ratsimp (exp(s#*t0)*part(v,1));
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CRVy

(%06) -
s2tHCR+ sty

(%17) v2: ratsimp (exp(s#*t0)*part(v,2));

CRVp
" 7 _
(ho) sCR+1
(%i8) v3: part(v,3);
RV
(%08) —
2 0
s“tgR+ —
C

e podem-se calcular as correspondentes transformadas inversas de Laplace

(%i9) Vi: ilt (vi, s, t)$
(%110) Vv2: ilt (v2, s, t)$

(%i11) v3: ilt (v3, s, t)$

Finalmente, pela propriedade de deslocamento no tempo (equagao C.13)
obtém-se V(1)
(%112) V:subst (t=t - tO0, ratsimp(V1+V2))*unit_step(t - t0) + V3;
t 1o t
— 1) e TR —to) €Tk — TR
u(t—tg)e CR ((CR—1ty)eCR —CReCR | )y CRe_C*[RVO_'_CRVO
fo lo lo

(%012)

esta expressdo é equivalente a ja obtida na equacgdo 10.34. A vantagem
de utilizar o Maxima é que se pode usar este resultado, por exemplo, para
representar o grafico do sinal de saida, dando valores numéricos aos para-
metros.

Por exemplo, com os parametros ) =5, R=2, C=1e V = 3 o gréfico
obtém-se com o comando:

(%113) plot2d(subst([t0=5,R=2,C=1,V0=3],V),[t,0,10], [ylabel,"V"])$

A figura 10.9 mostra o grafico obtido para o sinal de saida.

A descontinuidade em ¢ = 5 deve-se a que entre t =0 e ¢ =5 a fonte ali-
menta tanto o condensador como a resisténcia, passando o condensador
a ser elemento ativo no circuito e alimentando a resisténcia, a partir do
instante em que a tensdo da fonte desaparece, em ¢t = 5. O sentido da
corrente inverte-se assim em ¢ = 5, dando origem a mudanca abrupta no
sinal da tensdo de saida.
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1.5

0 2 4 6 8 10
t

Figura 10.9.: Sinal de saida no exemplo 10.2 com: # =5, R=2,C=1e
Vo =3.

Outra fun¢do do Maxima que € bastante 1til para calcular integrais e trans-
formadas inversas é partfrac, para obter expansoes em fracoes parciais. E
necessdario dar dois argumentos a essa func¢ao: a expressao a ser expandida
e a variavel nessa expressdo. Por exemplo, a expansao:

RC  RC R:C?
s(RCs+1) s RCs+1

usada no exemplo anterior para obter o resultado 10.34, podia ser obtida
com o comando:

(%i14) partfrac (R*C/(s*(R*C*s + 1)), s);
CR C?R?

%old — =
(ho14) s sCR+1

e A
Exemplo 10.3

No circuito da figura, calcule as transformadas de Laplace das tensoes

e correntes em cada um dos 3 dispositivos, em funcao da transformada
da tensdo de entrada, V. Encontre as expressdes para essas tensoes e
correntes, em funcdo do tempo, no caso particular em que a entrada é
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uma fonte ideal de tensao continua com f.e.m. €.

3.6 uF

2.5k 7.2H
AN —— 88

L J

Resolucao. Convém comecar pela escolha de um sistema de unidades que
facilite os calculos numéricos. Para todas as impedancias (resisténcias)
usam-se kQ e para as capacidades UF; isso implica usar ms como unidade
de tempo e H como unidade de indutincia. Usando V para as tensoes, as
correntes estarao em maA.

Com esse sistema de unidades, as impedancias do condensador, da resis-
téncia e do indutor sdo: 1/(3.6s), 2.5 e 7.2 s onde s € medida em kHz. A
resisténcia e o indutor estao em série e podem ser combinados numa tnica
impedancia com valor:

1
7.28+25=7.2 (s+ —)
2.88

Note-se que a tltima simplificacdo é uma questdo de gosto, para trabalhar
com contantes de tempo e neste caso 2.88 = 7.2/2.5 é a constante de tempo
para esse segmento do circuito. O circuito original é entdo equivalente ao
seguinte circuito com dois elementos em paralelo:

1
3.6s
Il
I

7.25+2.5

| —
| I

H(Vo)=

Nos dois elementos em paralelo a tensdo é a mesma, igual a tensao V.
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Como tal, a transformada da corrente que passa através do condensador é

N 74 3
fo=—-2=36sV,
Zc

e a transformada da corrente através da resisténcia e do condensador é
N 74 V
Ig=l[=—=—2"2__

Zpr 1.25+25

As transformadas das tensoes na resisténcia e no indutor sio:

7o = RFo e 2.5V, 7oz oo 7.25V,
R R 95425 R LR 555425

No caso em que a fonte é de tensdo continua, V, = ¢, e portanto,
Ve=¢ls
No condensador,
Ve=Ve=¢ Ic=3.6¢ = Ic=3.6€6(1)

onde §(r) é a funcao delta de Dirac (impulso unitario). Refira-se que a
corrente € infinita em ¢ = 0 e nula em outros instantes, mas o integral da
corrente € igual a carga armazenada no condensador, 3.6 €. Esta solucao
é apenas uma aproximacao, admitindo que a resisténcia das armaduras
do condensador € nula; na realidade essas armaduras tém uma pequena
resisténcia r, a tensdo nao aumenta instantaneamente até € mas demorara
um tempo pequeno da ordem de r C e a corrente nao serd realmente
infinita, mas sim muito elevada num pequeno intervalo de tempo da ordem
derC.

Na resisténcia:
~ e
Ip=————
s(7.2s5+2.5)
Ve =251 - VRzg(l_e—t/Z.BS)

Ig=0.4¢e(1-e >88)

ou seja, a tensdo aumenta exponencialmente desde zero até ¢ e a corrente
aumenta exponencialmente desde zero até 0.4 €.

No indutor:

IL:IR:0,4€(1—G_H2'88) VLZE—VRZEC_HZ'&S
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e conclui-se que a tensao decresce exponencialmente desde € até 0 e a
corrente aumenta exponencialmente desde 0 até 0.4 ¢.

Os resultados obtidos no exemplo anterior, no caso em que a tensio de
entrada é continua, podem ser corroborados tendo em conta que, para
tensoes constantes, ap6s um tempo suficientemente elevado, um conden-
sador comporta-se como um circuito aberto (impedancia infinita porque a
frequéncia é nula) e um indutor como um curto circuito (impedancia nula
porque a frequéncia é nula).

Como tal, a corrente no condensador deve-se aproximar de 0 e a tensdo de
€. No indutor e na resisténcia a corrente deve-se aproximar-se de 0.4¢; a
tensdo na resisténcia aproxima-se de € e no indutor tende para 0.

10.7. Funcao de transferéncia

As equacodes diferenciais dos circuitos com fontes, resisténcias, conden-
sadores e indutores sdao sempre lineares. Se em t < 0 todas as tensdes e
correntes sdo nulas, a transformada de Laplace da equacao do circuito fica
igual a um polinémio P(s), vezes a transformada do sinal de saida V (s),
igual a outro polinémio Q(s), vezes a transformada do sinal de entrada
Ve(s):

P(s) V(s) = Q(s) Vu(s) (10.35)

A expressdo geral para a transformada do sinal de saida é entao

V(s) = H(s) Ve(s) (10.36)
onde a funcao:
QW
H(s) = P0) (10.37)

chama-se funcéo de transferéncia. Refira-se que a funcao P(s) no deno-
minador € o polinémio caracteristico da respetiva equacgao diferencial
homogénea. Como tal, os valores préprios da equacdo homogénea sdo
pontos onde a funcdo de transferéncia H € singular (infinita).

O conhecimento da fun¢do de transferéncia de um circuito permite cal-
cular a saida para diferentes sinais de entrada, por simples multiplicacao
de H pelas transformadas de Laplace dos sinais de entrada, V;, seguida do
célculo das transformadas inversas.
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Por exemplo, no caso do circuito do exemplo 10.2, a funcdo de transferéncia
é obtida calculando V/V, na equacdo 10.33

H(s) = —— (10.38)

Quando a frequéncia s é igual a 1/(R C) esta funcao de transferéncia é igual
a 0.5. Se a frequéncia for menor que 1/(RC), H aproxima-se de 0 e se s for
maior que 1/(RC), H aproxima-se de 1. Isso quer dizer que as frequéncias
menores que a frequéncia de corte, 1/(R C), serdo atenuadas, enquanto
que as frequéncias elevadas ndo sofrem muita atenuacao, razao pela qual
o circuito do exemplo 10.2 é denominado filtro passa-alto. A figura 10.10
mostra o grafico desta funcao de transferéncia, no caso especifico em que
RC éigual a 2 unidades de tempo.

1
0.9 1
0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1

0

2s
2s+1

0 2 4 6 8 10
S

Figura 10.10.: Func@o de transferéncia de um filtro passa-alto com RC = 2.

Exemplo 10.4
Encontre a fun¢do de transferéncia e a equacao diferencial do circuito
representado no diagrama.
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—V —
+—|C e

g

A J

Resolucao. A impedancia total do segmento onde estd a ser medida a
tensdo V é:

e a impedancia total do circuito é Z;¢ + R. A transformada da corrente no

circuito é entao

e sVe .

Ls2+Rs+—
C

A transformada da tensdo de saida é igual ao produto da impedéancia a
saida pela transformada da corrente

5 1
_ _ Ls +E _
V="Zcl= Ve
Ls’+Rs+—
e a funcao de transferéncia é:
1
SHIc
H , Rs 1
+—+—
L LC

O denominador de H é o polinémio carateristico da equagao do circuito e
o numerador, multiplicado por V¢, é a transformada do segundo membro
dessa equacdo; como tal, a equacdo diferencial do circuito é:

. RV V. .
Vdt—+—=Ve+—
L LC LC
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Perguntas

1. A equacdo diferencial de um circuito é: 3V -2V + V = 2V,. Qual das
seguintes funcdes representa a funcao de transferéncia desse circuito?

2 -2
 — D — =
3s2-2s5+1 3s2-2s+1
2s 2s
" 3s2-2s5+1 T s2-2s5+3
2
" §2-25+3

s+10

2. A funcio de transferéncia de um filtro é: H(s) = . Determine a

expressdo do sinal de saida V(1) quando o sinal de entrada é V(1) =e™".

A. 3el —4¢?! D. 3e " —4¢?!
B. e f—4e72! E. 3ef—2e72!

C. 4e71—-3¢72!

3. No circuito do diagrama, a expressao da corrente fornecida pela fonte é
I(t) = e~?! (em mA se o tempo estiver em ms). Encontre a expressio da
corrente através da resisténcia em func¢ao do tempo.

2kQ
3H
0.25 uF
O
I(1)
A. 2+1t)e 2t D. 2te 2!t
B. 2e72! E. 0.5e72¢

C e—Zt
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4.

Uma resisténcia com valor R, um condensador com capacidade C e um
indutor com indutancia L estdo ligados em paralelo entre dois pontos
de um circuito. Determine a impedéancia equivalente desse sistema em
paralelo.

RLs RLCs*+Ls+R

" RLCs2+Ls+R D. RLs

B RLs  LCS+RCs+1
: 2 S T
LCs*+RCs+1 RLs

c LCs®2+RCs+1
’ Cs

Quando a entrada num circuito € a tensdo continua V. = 5, a saida é
2.5(1—e~2%). Se no mesmo circuito a entrada for 5e* qual sera a saida?

A. 2.5e ! (1-e721) D. 5e f(1-¢e7f)
B. 5e7/(1-e7?%!) E. 2.5(1—e72*D)
C. 25e7"(1-¢7)

Problemas

1.

2.

Um condensador de 50 pF é carregado usando uma fonte com f.e.m. de
6 V e resisténcia interna de 350 (2, através de uma resisténcia de 100 kQ.
(a) Calcule a corrente inicial no instante ¢ = 0 em que é ligada a fonte.
(b) Num instante t; > 0, a corrente é de 20 pA; calcule as diferencas de
potencial no condensador e na resisténcia nesse instante. (c¢) Calcule a
carga armazenada no condensador em f;. (d) Calcule o valor de ¢;.

A memoria RAM de um computador funciona com uma fonte de ali-
mentacdo de 5V, extraindo uma corrente de 80 mA. O conteiido da
memoria é apagado se a tensdo de alimentacdo diminuir abaixo de
3 V. Para proteger os dados na memdria em caso de cortes na fonte
de alimentacdo, liga-se um condensador de 1 F aos terminais da fonte
de alimentacdo. Faca uma estimativa do tempo que o condensador
pode manter os dados na memoria. Admita que a tinica resisténcia no
circuito é a da memoria RAM.
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3. Uma resisténcia de 3 kQ e um condensador de 5 nF estado ligados em
série a uma fonte com tensao V,(f) =2-2t,entret =0et=4,e Vo (1) =0
nos outros instantes (f medido em ps e V; em V). Calcule a corrente no
circuito em ¢ > 0.

4. O circuito na figura é um atenuador inversor (observe a posicdao dos
sinais positivo e negativo da saida). (@) Encontre a equacao do circuito.
(b) Calcule a funcao de transferéncia. (c) Explique a designacao de
atenuador inversor.

R,
/) AAYA%AY
g
174 § R
E (Vo)
A Ve )=

5. No circuito LR da figura: (a) Encontre a funcdo de transferéncia. (b)
Calcule a tensdo V (t) no caso em que o sinal de entrada é uma fonte de
tensdo continua com forca eletromotriz V; = €. (c) Represente o grafico
do sinal V (¢) calculado na alinea anterior.

L
S s '3\s ' W

AVe )=

6. No circuito da figura: (a) Calcule a impedancia total, em funcao de
s. (b) Calcule a transformada da corrente que passa pelo indutor. (c)
Encontre a func¢ao de transferéncia, se a tensao de saida for medida
no condensador. (d) Determine a equacao diferencial para a tensdo de
saida.

vV =cC §R C

A




Problemas 215

7. O circuito na figura é denominado filtro passa-baixo. Escreva a equa-
¢do que relaciona o sinal de saida com o sinal de entrada. Encontre a
funcao de transferéncia do sistema e determine o sinal de saida quando
o sinal de entrada é o indicado no lado direito da figura. Explique por-
que se designa este circuito de filtro passa-baixo.

A Ve A
- Vo l———
|
V =—=C |
\$ |
H{(Ve)= |

Ny
>
t

8. No circuito representado no diagrama, a fonte foi ligada no instante
t =0, quando nao havia corrente no indutor. Determine a expressao
da voltagem na resisténcia de 3.4 kQ, em func¢do do tempo ¢. Com a
expressdo obtida, confirme as respostas dadas para o 11 no capitulo 9.

412 mH 2.1kQ
AT AN
3.4 kﬂ§ -5V

9. A fonte no circuito do diagrama foi ligada no instante ¢ = 0, quando
a corrente nos dois indutores era nula. Encontre as expressdes das
correntes nos dois indutores em fun¢do do tempo. Com as expressoes
obtidas, confirme as respostas dadas para o 12 no capitulo 9.

1.2H 5H
EEYe 3.3 3 ) WIS § 3.9 5 W

24V — §GQ 24 Q)
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10. A figura mostra o diagrama de circuito de um filtro. O sinal de entrada é
Ve e o sinal de saida é V. Encontre a funcdo de transferéncia do filtro e a
equacdo diferencial que permite calcular V (¢) para um sinal de entrada
Ve (t) dado.

3H
T

V. = 45uF 2.2kQ 6@
+
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Respostas

Perguntas: 1. B. 2. D. 3. D. 4. A. 5. D.

Problemas

1.

5. (a)

(@) 59.79 YA. (b) 3.993 V no condensador e 2.0 V na resisténcia. (c)
0.200 mC. (d) 5.495 s.

. 32s.

32
I(r) = ?e—l’/IS —10+u(r—4) (10—8 e—(t—4)/15)
(em mA, se ¢ estiver em segundos).

@V =——2 v, (b -2
a B R+ Ry e R+ Ry

(c) O sinal de saida tem sempre a mesma forma do sinal de entrada, mas
multiplicado por uma constante negativa, com valor absoluto menor
que 1, como no exemplo do grafico seguinte:

5

S = N W

Ve

0 10 20 30 40

_ _—Rt/L
Tsrr Dell-e)

(c) O gréfico é o seguinte:
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V) A
o e e il
//I
;o
/ |
/ |
4 |
/
// [
/ |
/ |
/ |
// !
, |
/, |
/, |
/ |
|
|
! >
L t
R
RLCs*+Ls+R (RCs+1)V,
(@) (b) >
RCs+1 RLCs*+Ls+R
(© R (d)LCV+LV+V V.
C — =
RLCs®+Ls+R R ¢

. Equacdo: RCV+V =1,

Funcao de transferéncia: ———
RCs+1

Saida: Vp (1 —e RO —y(t - t) (1 — e~ -0/ (ROY))

Chama-se passa-baixo, porque H é 1 para frequéncias baixas (s — 0) e
nula para frequéncias altas (s — 00).

8. Em unidades SI, V(1) =5 (1 — e 8%5241)
9. No indutor de 1.2 H, I(t) =5—-4e 3/ — e8! (SI). No indutor de 5 H,

10.

8 3
It)=1-—e3"+=e8" (SI
(1) 5 5 (SD
Funcdo de transferéncia (com s em kHz e voltagens em volts):

2.2
H(s) = 5
29.7s“+3s+2.2

Equacao diferencial (voltagens em volts e tempo em milisegundos):

297V +3V+22V =22V,




11. Circuitos de corrente alternada

No fim da década de 1880 viveu-se nos Estados Unidos da América um
periodo conhecido como a Guerra das Correntes. Nessa época ja existia
uma rede elétrica publica, usada principalmente para alimentar lampa-
das incandescentes e motores elétricos. A exploracao dessa rede elétrica
revertia grandes beneficios a Thomas A. Edison que tinha obtido vérias
patentes pela invencao da lampada e de varios dispositivos para gerar
corrente continua. Outras pessoas tentaram entrar nesse novo negocio
miliondrio com as suas inovacgdes; George Westinghouse, que ja tinha tido
sucesso comercial com as suas préprias patentes, contratou Nicola Tesla,
um cientista brilhante, imigrante da Croécia. Tesla obteve uma patente
pelo dispositivo esquematizado acima, utilizado para produzir e distribuir
corrente alternada. A guerra das correntes acabaria por ser ganha pelo
sistema de corrente alternada de Tesla e Westinghouse; uma das principais
vantagens sobre o sistema de corrente continua de Edison € a facilidade de
poder aumentar ou diminuir a tensdo por meio de transformadores.
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11.1. Circuito LC

No circuito do lado esquerdo da figura 11.1, o interruptor S; estd fechado
(hd muito tempo) e o interruptor Sy aberto. Num instante, ¢ = 0, abre-se o
interruptor S; e, simultaneamente, fecha-se o interruptor Sy. Como tal, em
t = 0 o circuito equivalente € o representado no lado direito da figura 11.1,
denominado circuito LC.

Sz C
L
rEEE S\
Sy L

A
€

Figura 11.1.: Circuito LC, em ¢ < 0 (esquerda) e circuito equivalente em
t =0 (direita), com S; aberto e S, fechado.

A impedéancia do condensador é 1/(C s) e a do indutor Ls. A transformada
da voltagem no indutor, V, ndo é simplesmente Z I, porque no instante
t = 0 a corrente que o percorre ndo € nula. No dominio do tempo, a relacao
entre a voltagem e a corrente no indutor é,

v=1Y 1Ly
- dt '
e a transformada de Laplace € entao:
V=L(sI-1I) (11.2)

No condensador ndo hé que acrescentar nenhum termo adicional, porque
a sua carga inicial é nula; a transformada da voltagem no condensador é
Z 1=1/(Cs). Alei das malhas conduz a equacao:

L(sI-I))+—=—=0 = s21—510=——c (11.3)

Esta equacgdo algébrica é a transformada de Laplace da equacao diferencial
(observe-se que I, = 0, porque o circuito estd no estado estacionario no



11.1 Circuito LC 221

instante em ¢ = 0):
1

LC
que é a equacao de um oscilador harménico simples. O polinémio cara-
teristico dessa equacdo linear tem duas raizes imagindrios +iy/1/(LC) e a
solucdo da equacao é

"= (11.4)

I(t) =1y cos(wt) (11.5)

em que w é a frequéncia angular do circuito,

1
w=— (11.6)
VvLC
A carga no condensador, em funcao do tempo, é
dIi 1o .
Q()=CAV=-CL—=—sin(w?) (11.7)
dt o

e como tal, a corrente e a carga oscilam com frequéncia f = w/(2n), desfa-
sadas 180°, de forma que quando uma delas é nula, a outra tem o seu valor
absoluto méaximo (figura 11.2).

A corrente 11.5 chama-se corrente alternada e a carga 11.7 € uma carga
alternada. No capitulo sobre inducdo eletromagnética estudou-se também
um gerador que produz tensdo alternada (equacao 9.10). Em geral, uma
funcao alternada é uma funcao periédica com valor médio igual a zero;
a carga e a corrente no circuito LC, assim como a tensao do gerador de
tensdo alternada, sao 3 exemplos particulares em que a funcao alternada é
ou seno ou cosseno.

N
Iy I

anéx T

Y

- Qméx T Q

—Ipt

Figura 11.2.: Corrente e carga no circuito LC (Qmax = Ip/w).
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11.2. Funcoes sinusoidais

Uma funcao sinusoidal F(¢) é uma funcao alternada que oscila entre dois
valores —Fpax € Fmax € tem a mesma forma da funcao seno ou cosseno,
como mostra a figura 11.3. Basta saber os valores das 3 distancias T, Fsx €
I'max referidas na figura, para caraterizar cada uma dessas fungoes.

FA

t
} T |

Figura 11.3.: Funcao sinusoidal com periodo T e valor maximo Fps.

O intervalo T entre dois maximos ou dois minimos consecutivos é o pe-
riodo da funcdo e o seu inverso, f = 1/T, é a frequéncia.

Designando por fnh4x 0 valor absoluto da coordenada ¢ onde a funcao
atinge o seu valor méximo Fpyx, pela tltima vez antes de ¢ = 0, define-se a
fase da funcao como:

_ o [max
(p—ZT[( T ) (11.8)

Uma funcio sinusoidal também pode ser caraterizada pelo seu valor ma-
ximo Fp4x (chamado amplitude), a sua fase ¢ e a sua frequéncia angular:
w, definida por:

w=— (11.9)

As funcdes sinusoidais tém todas a forma geral:

F(#) = Fmax cos (w £+ ¢) (11.10)

Note-se que é possivel representar a mesma funcao de varias formas. Pode-
se substituir o cosseno por seno e subtrair 11/2 a fase, sem alterar o resultado.
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Pode-se também inverter os sinais da frequéncia angular e da fase, simul-
taneamente, e ainda somar ou subtrair qualquer multiplo de 2 it a fase. No
entanto, para facilitar a caraterizacdo dessas funcoes, usaremos apenas a
funcdo cosseno, frequéncias angulares positivas e fases no intervalo [0, 2 7[.
Essas 3 escolhas, embora arbitrarias, sao habituais.

Duas func¢des sinusoidais que nao tenham o mesmo valor méaximo, fase
e frequéncia angular, sdo necessariamente diferentes. E duas funcoes
sinusoidais com a mesma frequéncia angular terdo, necessariamente, a
mesma frequéncia e o mesmo periodo.

11.3. Fasores

As funcdes sinusoidais com a forma 11.10 podem ainda ser escritas usando
aférmula de Euler e a funcao Re(z) que extrai a parte real de um nimero
complexo z:

Finax cos (0 £ +¢) = Re (Fmaxe' @ *9) = Re (Fnaxe'?e!®’)  (11.11)

Esta forma facilita a identificacdo de uma propriedade importante na soma
de duas fungdes sinusoidais com diferentes valores méaximos e fases, mas
com a mesma frequéncia:

Re (Fnaxe'? e'“!) + Re (Gmaxe'? €'“") =
Re (Fmaxe'? e’ + Gaxel?el®’) =

Re ((Fmaxe'? + Gmaxe'?) ) (11.12)

Ou seja, a soma de duas fung¢des sinusoidais com a mesma frequéncia é
também uma fungdo sinusoidal com a mesma frequéncia.

Quando se trabalha com varias funcdes sinusoidais, todas com a mesma
frequéncia, podem-se admitir implicitamente a funcao Re() e a parte que
depende do tempo, e!“?, representando cada funcao pelos ntimeros com-
plexos que multiplicam essa exponencial:

F=Fnuxe?, G=Gmuxe?, H=Hpae?... (11.13)

Essas expressdes complexas que definem o valor méximo e a fase das
fungdes sinusoidais sdo denominadas fasores. O uso de letras negritas
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é porque estes objetos tém algumas das propriedades dos vetores e dos
numeros complexos, mas nado sdo realmente nem vetores nem nimeros
complexos.

Mais concretamente, a soma de duas func¢des sinusoidais com a mesma
frequéncia é outra funcao sinusoidal da mesma frequéncia, e o respetivo
fasor é obtido somando os niimeros complexos ou os vetores que repre-
sentam os fasores das funcdes somadas (ver exemplo abaixo). No entanto,
como o produto entre duas funcoes sinusoidais com a mesma frequéncia é
igual a uma funcao constante mais uma func¢do sinusoidal com o dobro
da frequéncia, o produto entre fasores nao pode ser definido pelo simples
produto entre niimeros complexos nem pelo produto entre vetores (na
seccdo 11.6 explica-se como obter o produto entre funcées sinusoidais).
Como tal, os fasores sdo outro tipo de objetos diferentes dos ntimeros
complexos e dos vetores.

Im. A Im. A

Figura 11.4.: Representacao gréafica de um fasor F.

Outra forma util de representar os fasores consiste em escrever o valor
méximo e a fase separados pelo simbolo de angulo: F = Fp,4 Z¢. E também
util a representacdo vetorial no plano, em que em ¢ = 0 o fasor é um vetor
desde a origem até o ponto (Fpsx cos(®), Fnsx sin(¢)), como mostra a
figura 11.4. Em £ > 0, esse vetor roda um angulo igual a w ¢, terminando no
ponto (Fpax cos(w £+ @), Fnax sin(w £+ ¢)). Ou seja, o vetor que representa
o fasor no plano roda no sentido anti-horario, com velocidade angular
constante w. O valor da funcao sinusoidal (parte real) é a projecdo desse
vetor no eixo horizontal. Enquanto o vetor roda no plano, o valor da funcao
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oscila entre Fisx € —Fmax-

4 I\
Exemplo 11.1
Num né num circuito de corrente alternada entram duas correntes e
saem outras duas correntes. Sabendo que as expressoes das corren-
tes que entram sdo /2 sin(w ¢ + 11/4) e 2v/2 cos(w t + 1/4), e uma das
correntes que sai é (3 — \/§) cos(w t), calcule a outra corrente que sai,

9 indicando o seu valor maximo e a sua fase. )

Resolucao. Em termos mateméticos, o que estd a ser pedido é o célculo de
. s T
\/Esm(w r+ Z) +2v2cos (w r+ Z) ~(3-V3) cos(w?)

de forma a obter uma tinica funcdo cosseno.

Comecando por escrever os fasores das 3 correntes, no caso da primeira
corrente é necessario subtrair n/2 a fase, para substituir o seno por cosseno.
O fasor da quarta corrente é a soma dos dois primeiros fasores, subtraido
do terceiro:

14211 +12—13

_ (\/54—2)+(2\/§42)—(3—\/§)40

Im. A Im. A
I
I
Iy
>
-Is Re.

Figura 11.5.: Soma de fasores.

A seguir, calculam-se as partes real e imaginéria de cada fasor, tarefa que é
facilitada usando a representac¢do gréfica (lado esquerdo na figura 11.5).

O fasor da quarta corrente é entdo:

L=(0-)+Q+i2)-3-V3)=V3+i
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O valor maximo desse fasor é a hipotenusa do tridngulo retangulo com ca-
tetos de v/3 e 1 unidades, nomeadamente Iz, = 2. A fase é 0 angulo oposto
ao cateto de comprimento 1 nesse tridngulo retangulo, ¢ = arctan(1/v/3) =
1/6. O resultado obtido é:

14:2cos(a)t+g)

Embora os fasores nao sejam verdadeiros vetores, somam-se exatamente
como se fossem vetores, somando coordenadas, ou geometricamente,
como no lado direito da figura 11.5.

11.4. Tensao alternada

Uma tensao alternada é um sinal sinusoidal dado por:

]V: Vinix COS( £ + ) (11.14)

Nos diagramas de circuito, uma fonte ideal de tensdo alternada representa-
se pelo simbolo indicado na figura 11.6. Junto do simbolo indica-se a
tensdo maxima e pode também indicar-se a frequéncia ou a fase. Os valores
apresentados na figura sdo os que estdo em uso na rede elétrica publica da
Unido Europeia: frequéncia f de 50 Hz e tensao méxima de 325 V.

325V, 50 Hz 325V, 50 Hz 325V, 50 Hz
A\ - + A\
& & &

Figura 11.6.: Trés formas de representar uma fonte ideal de tensao alter-
nada com tensdo méxima de 325 V e frequéncia de 50 Hz.

Se no diagrama identificam-se os terminais com os sinais + e —, isso querera
dizer que a expressao dada para a tensdo na fonte representa a diferenca
de potencial entre o terminal identificado com o sinal + e o terminal com o
sinal —. Observe-se que essa diferenca de potencial muda de sinal periodi-
camente e em alguns intervalos o potencial no terminal — passa a ser maior
do que no terminal +. Por vezes utiliza-se também uma ligacao a terra e,
nesse caso, nao é necessdrio indicar sinais mas admite-se que a expressao
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dada para a tensdo da fonte é a diferenca de potencial do terminal que ndo
estd ligado a terra menos o potencial na terra, que costuma ser arbitrado
igual a zero.

11.5. Impedancia complexa

Se todas as fontes de tensdo num circuito forem fontes de tensao alternada
com a mesma frequéncia, em qualquer parte do circuito a tensao é também
alternada, com a mesma frequéncia, ja que a regra das malhas garante
que a tensao € igual a soma das outras tensdes na mesma malha, com
sinal oposto e conclui-se que se a tensdo em algum segmento da malha é
sinusoidal, a tensdo em qualquer outro segmento também serd sinusoidal
e com a mesma frequéncia.

No capitulo anterior deduziu-se a lei de Ohm generalizada para as transfor-
madas de Laplace da tensdo e da corrente (equacdo 10.28):

V(s)=Z(s)I(s) (11.15)

Como V é uma funcdo sinusoidal, a sua transformada de Laplace é (ver o
apéndice C):

(11.16)

com tal,

§)=——F——F— (11.17)
(s—iw) Z(s)

Admitindo que Z(iw) ndo é igual a zero, a expansdo em fracdes parciais da

expressdo no segundo membro deve incluir um termo com denominador

(s—iw)

I(s) = L, Tirans(5) (11.18)
w

em que o termo Tirans € a corrente transitoria, que nio tem nenhum fator
(s —iw) no denominador.

Substituindo essa expressao e a transformada da tensdo na lei de Ohm
generalizada, obtém-se:

I -
— =Z(9) ( — + Itrans) (11.19)
S—1w w



228 Circuitos de corrente alternada

Multiplicando ambos os membros da equagao por (s —iw) e substituindo s

por iw obtém-se:
V=Z@{w)l (11.20)

Ou seja, os fasores da tensdo e da corrente também verificam a lei de
Ohm generalizada, com a frequéncia real s substituida por uma frequéncia
imagindria iw, o que conduz a uma impedéancia complexa Z(iw). Alguns
autores preferem chamar Z(iw) simplesmente impedancia; também pode-
se usar a notagdo Z(w), em vez de Z(iw), mas Z(iw) mostra em forma
explicita a sua relacdo com a impedéancia generalizada Z(s).

A impedéancia complexa Z(iw) é uma funcao complexa que pode ser divi-
dida nas suas partes real e imagindria:

Z(iw) = R(w) +iX(w) (11.21)

sendo a funcdo real R(w) designada de resisténcia e a funcido real X (w) de-
signada de reatéancia. A resisténcia é sempre positiva, independentemente
da frequéncia angular w, enquanto que a reatancia pode ser positiva para
algumas frequéncias (reatancia indutiva) e negativa para outras frequén-
cias (reatancia capacitiva).

Para um determinado valor de w, o médulo | Z]| e fase ¢, da impedancia
complexa Z(iw) podem ser calculados usando a representacdo grafica de
R +1iX no plano complexo, obtendo-se o tridngulo de impedéancia apre-
sentado na figura 11.7. Como R ndo pode ter valores negativos, o angulo
(7 situa-se sempre entre —n/2 e 1t/2 radianos.

Im(Z) A

|Z]

¢z N

N
R Re(2)

Figura 11.7.: Triangulo de impedéncia, com a resisténcia R e a reatancia X
nos catetos.

Note-se que a impedancia complexa Z(iw) nao é um fasor mas sim um
nimero complexo ordinério, que pode ser multiplicada e somada a ou-
tras impedancias usando as regras do produto e a adicdo de ntiimeros



11.5 Impedancia complexa 229

complexos. Também se pode multiplicar ou dividir um fasor por vérias
impedancias e o resultado é outro fasor com a mesma frequéncia.

Se os fasores da tensao e da corrente forem Vs £y € Imax Z¢@1, aleide
Ohm para fasores (equacdo 11.20) resulta em:

Vinax Z@v = (1 Z] Imax) Z(@ 7z + 1) (11.22)
podendo-se portanto separar a equacao complexa 11.20 em duas equacoes

reais:
Vinax = 121 Imax Qv =@z + @] (11.23)

11.5.1. Resisténcias

Numa resisténcia, a impedancia generalizada é independente da frequén-
cia eigual a R; como tal, o m6dulo da impedancia complexaé |Z|=Rea
sua fase é nula ¢z = 0. As equacgdes 11.23 indicam que as fases de VeI sdao
iguais e os seus valores méximos verificam a relacao,

Vimax = R Imax (11.24)

“+Y

Figura 11.8.: Fasores da tensao e da corrente numa resisténcia.

Os vetores no lado esquerdo da figura 11.8 sdo os fasores no instante ¢ =0,
mas como os dois vetores rodam com a mesma velocidade angular, estardo
sempre na mesma direcdo e sentido em qualquer instante. Imaginando
esses dois vetores a rodar no sentido anti-horério, com a mesma velocidade
angular, as suas projec¢oes no eixo real (tensdo e corrente em func¢do do
tempo) sdo as funcoes apresentadas no lado direito da figura. Diz-se que
atensdo e a corrente estao em fase: os dois vetores tém sempre a mesma
direcdo e sentido, de forma que ambas as funcdes atingem os respetivos
valores maximo e minimo em simultaneo.
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11.5.2. Condensadores

Nos condensadores, a impedancia generalizada é 1/(C s) e aimpedancia

complexa € entdo:

1
s-I (11.25)

Ziw)=—=—
iwC owC 2

Em particular, a reatdncia de um condensador é negativa e inversamente
proporcional a frequéncia angular,

Xc=—— 11.26
c 0C ( )

sendo a sua resisténcia nula.

Aplicando as equagdes 11.23 obtém-se

I= Vo C L@y +m/2)

Re. A V,I A

Y

Im. A

Figura 11.9.: Fasores da tensao e da corrente num condensador.

Ou seja, a fase da corrente é m/2 maior que a da tensdo. Na represen-
tacao vetorial dos fasores, no lado esquerdo da figura 11.9, a corrente é
perpendicular a tensao e estd adiantada em relacdo ao sentido de rotacao
anti-horério. Os vetores estdo nas posi¢oes em que estao os fasores em ¢ =
0; enquanto esses vetores rodam no sentido anti-hordrio, com velocidade
angular constante, a projecao no eixo das abcissas produz as funcgdes re-
presentadas no lado direito da figura. Como os dois vetores rodam com
a mesma velocidade angular, sdo perpendiculares em qualquer instante.
O desfasamento de n/2 entre a corrente e a tensdao também observa-se
nos gréficos do lado direito, pelo facto de I(t) ter valor mdximo ou minimo
cada vez que V(t) é nula. E o facto de ser a corrente a que estd adiantada
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em relacdo a tensdo descobre-se observando dois maximos (ou minimos),
das duas funcodes I(f) e V (1), que estejam préximos entre si. O maximo de
I(t) ocorre sempre antes do que o maximo de V (¢).

11.5.3. Indutores

Nos indutores a impedancia generalizada é L s, sendo a impedéancia com-
plexa:
Z(iw)=iwlL=wL/m/2 (11.27)

A reatancia de um indutor é positiva e diretamente proporcional a frequén-

cia angular:
1.2

sendo a sua resisténcia nula.

Pelas equacdes 11.23 conclui-se que a fase da corrente é n/2 menor que
a da tensdo. Na representacao grafica dos fasores (lado esquerdo da fi-
gura 11.10) o fasor da corrente é perpendicular ao da tensdo e estd atrasado,
em relacdo ao sentido da rotagdo. Como os dois vetores rodam com a
mesma velocidade angular, em qualquer outro instante também sdo per-
pendiculares.

As projecdes no eixo real quando os vetores rodam no sentido anti-horario
conduzem as duas func¢des representadas no lado direito da figura. O
atraso em 1t/2 do fasor da corrente € visivel no grafico das funcoes, porque
olhando para os valores maximos dessas duas funcodes, que estdo mais
préximos entre si, primeiro ocorre o maximo de V() e a seguir o de I(%).

Figura 11.10.: Fasores da tensdo e da corrente num indutor.
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e B\
Exemplo 11.2
Cacule a tensao e corrente instantaneas em todos os elementos do
circuito representado no diagrama.

3.6 uF

2.5kQ 7.2H
EYAV.V\V— N g

325V, 50 Hz
©

A J

Resolucao. Este circuito é o mesmo que ja foi analisado no exemplo 10.3 do
capitulo anterior. Usando o mesmo sistema de unidades tem-se: impedan-
cia em kQ, capacidade em pE indutdncia em H, tempo em ms, frequéncia
em kHz, tensdo em V e corrente em mA. A frequéncia angular da fonte é:
o =2 x 1t x 50 Hz, mas como deve ser convertida para kHz, tem o valor
1t/10.

A impedancia da resisténcia é 2.5, a do condensador 10/(3.6m) £ — /2 =
0.884/ —m/2 e ado indutor é 7.2n/10/4n/2 = 2.26 Z7/2. Como a resis-
téncia estd em série com o indutor, podem ser substituidos por um tinico
elemento com impedéancia igual a soma das impedéancias:

~i0.884 ~10.884
| |
25 1226 3.37 £0.7355
() (~O)
Y &

Como os dois elementos no circuito simplificado estdo em paralelo, o
fasor da tensdo é o mesmo para os dois e igual ao fasor da fonte: 325 £0.
Dividindo esse fasor pelas impedéncias dos dois elementos calculam-se as
correntes correspondentes. Em seguida, multiplicando o fasor da segunda
corrente pelas impedancias da resisténcia e do indutor, calculam-se os
fasores das tensoes:
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—1368 —-1368
L= =
96.4/-0.7355 241/-0.7355  218/0.835
1 NNV SRR
A A
& &

A partir dos fasores podem-se exprimir as tensoes e correntes instantaneas:

=325co0s(0.1m ) I1=368cos(0.1m¢t+m/2)
241 cos(0.1mt—0.735) 1=96.4cos(0.1m¢t—0.735)
218 cos(0.1mt+0.835) 1=96.4cos(0.1mz—-0.735)

c. Vv
R: V
L.V

Interessa mostrar a resolucao deste exemplo usando o Maxima. As impe-
déancias do condensador, resisténcia e indutor representam-se por zi, 2z €
z3, respetivamente e z4 representa a impedancia da associacdo em série
da resisténcia com o indutor em série. Para obter maior precisdo numé-
rica, escrevem-se os valores dados no enunciado na forma de nimeros
racionais:

(%i1) s: %ixYpi/10$
(%i2) z1: 10/36/s$
(%i3) =z2: 5/2%

(%i4) z3: 72%s/10$

(%i5) z4: z2 + z3%

Os fasores da tensdo e a corrente no condensador sio:

(%i6) Vi: 325%

(%i7) I1: vi/z1$

A corrente maxima e a fase sdo o médulo e a fase do nimero complexo I1,
que no Maxima sdo obtidos com as funcdes cabs e carg (cabs quer dizer
complex absolute value e carg complex argument. O médulo e a fase de
um ntimero complexo também costumam chamarem-se valor absoluto e
argumento.)
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(%1i8) float(cabs(I1));
(%08) 367.6
(%19) carg(I1);

b

(%ho9) 3

Os fasores da corrente e as tensées na resisténcia e no indutor sdo:

(%i10) I4: V1/z4$
(%i11) float(cabs(I4));
(%o11) 96.4

(%i12) float(carg(I4));
(%012) —-0.7354
(%i13) V2: I4#z2$
(%i14) float(cabs(V2));
(%ho14) 241.0
(%115) float(carg(V2));
(%015) —-0.7354
(%i16) V3: I4%z3$
(%i17) float(cabs(V3));
(%o1T7) 218.0
(%i18) float(carg(V3));

(%018) 0.8353

11.6. Poténcia nos circuitos de corrente
alternada

Em qualquer ponto de um circuito de corrente alternada, a corrente é uma
funcao sinusoidal; em cada periodo de oscilacdo, a mudanca de sinal da
funcao sinusoidal indica que o sentido da corrente muda. O integral da
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funcao, em cada periodo € nulo, o quer dizer que a carga total transferida é
nula; durante metade do periodo hd transporte de carga num sentido e no
meio periodo seguinte a mesma carga é transportada no sentido oposto.

N3ao ha transferéncia efetiva de carga nos circuitos de corrente alternada.
As cargas de conducdo simplesmente oscilam a volta de uma posicao de
equilibrio. Apesar de ndo haver transferéncia efetiva de cargas, ha dissi-
pacao efetiva de energia elétrica, pois a oscilacao das cargas é contrariada
pela resisténcia dos condutores e ha efeito Joule, independentemente do
sentido da corrente.

Em qualquer dispositivo passivo num circuito com fonte de tensdo alter-
nada, a tensdo e a corrente sao funcoes sinusoidais com a mesma frequén-
cia da fonte, apds uma possivel resposta transitéria inicial:

V(t) = Vinaxcos(w t+@vy) I(f) = Imaxcos(w it +@y) (11.29)

A poténcia instantanea, P(f), é a poténcia no dispositivo em qualquer
instante ¢

P(t) =V (1) I(t) = Vmax Imax cos(w t +¢@y) cos(w t + @j) (11.30)

Usando uma relagdo trigonométrica para o produto de dois cossenos e o
facto de ser (¢v — 1) = ¢z (equacao 11.23), conclui-se que a expressao
anterior é equivalente a:

1
P(1) = > Viax Imax [COSQR T+ @y + @) + cos(¢7)] (11.31)

Note-se que o primeiro cosseno dentro dos paréntesis retos em 11.31 é uma
funcdo sinusoidal, com frequéncia igual ao dobro da frequéncia da fonte,
enquanto o segundo cosseno é uma funcao constante. Ou seja, o produto
das duas funcoes sinusoidais (V e I) com a mesma frequéncia nao con-
duz outra funcao sinusoidal com a mesma frequéncia, mas a uma funcao
sinusoidal com o dobro da frequéncia, deslocada no eixo das ordenadas.

A poténcia instantdnea 11.31 pode ser positiva ou negativa em alguns
intervalos e nula em alguns instantes, dependendo do valor da constante
cos(¢z), chamada fator de poténcia. Como ¢z estd entre —n/2 e n/2, 0
fator de poténcia situa-se entre O e 1.

Se a reatancia for nula (dispositivo resistivo) e a fase da impedancia (¢ )
é nulo, o fator de poténcia é igual a 1 e a poténcia instantinea é sempre
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positiva, indicando que o dispositivo estd sempre a dissipar energia. Ja se
a resisténcia for nula (dispositivo reativo), a fase da impedancia é +mn/2,
o fator de poténcia é nulo e os intervalos em que a poténcia instantanea
é positiva (dissipacao de energia) sdo do mesmo comprimento que os
intervalos em que é negativa (fornecimento de energia); a poténcia média
é nula.

No caso geral, em que o fator de poténcia é maior que 0 e menor que 1, os
intervalos em que h4 dissipacdo de energia sdao mais compridos do que
os intervalos em que héa fornecimento de energia e, em média, o circuito
dissipa energia.

O valor médio da poténcia, P, calcula-se integrando a funcao 11.31 durante
um periodo e dividindo pelo valor do periodo. O integral do primeiro
termo € nulo, durante um periodo, enquanto que o valor médio do termo
constante é igual a si proprio. Consequentemente, a poténcia média é:

_ 1
pP= 3 Vinax Imax COS@ z (11.32)

e tem valor positivo ou nulo, indicando que, em média o dispositivo passivo
ndo pode fornecer energia. E também habitual definir a tensdo eficaz e a
corrente eficaz:

Vinax Imax

Vet = — If= _\/E (11.33)

e como tal, a poténcia média é igual ao produto da tensdo e corrente
eficazes e o fator de poténcia:

P = Vet Ief cos g,

A tensdo maxima de 325 V usada na Unido Europeia corresponde a uma
tensao eficaz de 230 V. No continente americano usa-se tensao maxima de
170V, a 60 Hz, que corresponde a uma tensdo eficaz de 120 V.

11.7. Filtros de frequéncia

A equacdo 10.36, obtida no capitulo anterior, € vdlida para qualquer sinal de
entrada. Para um sinal de entrada V, sinusoidal, usando a expressao para a
transformada de Laplace das funcdes sinusoidais (apéndice C) obtém-se,

Vis)= ——— (11.34)
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Se H(iw) tiver um valor finito, a expansdo de V em fracoes parciais conduz
a

V(s) = + Virans (8) (11.35)

s—iw
onde V é um niimero complexo, que corresponde ao fasor da saida (ap6s
a resposta transitoria), e o termo Viang € a transformada da tensao de
resposta transitoéria, que ndo tem o fator (s —iw) no denominador.

Substituindo essa expansao na equagdo 11.34, obtém-se:

~ V. H(s)
— + Virans(8) = .
S—1w S—1w

(11.36)

Multiplicando ambos os membros da equagao por (s —iw) e substituindo s

por iw obtém-se:
V=H({iw)V, (11.37)

onde a funcdo H(iw) é uma funcdo complexa, de varidvel real w, chamada
funcao de resposta em frequéncia. Como tal, se a tensdo de entrada for a
tensdo alternada Viy4 cos(w £ + ), a tensao de saida serda

V = Vinax | H(iw)| cos(w t+ @ + @ p) (11.38)

onde |H(iw)| e ¢y sdo o médulo e a fase da funcdo complexa H(iw).

Por exemplo, no caso do filtro passa-alto, mostrou-se no capitulo anterior
que a funcdo de transferéncia é (equacgao 10.38):

H() = — (11.39)

A funcao de resposta em frequéncia é entao:

. iRCw
Hiw)= ——— (11.40)
1+iRCw
e o seu modulo e fase sdo:
. RCw b
|Hiw)| = ————— ¢ =——arctan(RCw) (11.41)
V1+ (RCw)? 2

A figura 11.11 mostra o médulo da func¢éo de resposta em frequéncia num
filtro passa-alto com frequéncia angular de corte, 1/(RC), iguala 0.5 e a
figura 11.12 mostra a fase dessa func¢do. Note-se que quando a frequéncia
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1.2

—

0.8 1

|[Hiw)| 0.6

0.4 1

0.2 1

0 2 4 6 8 10
w
Figura 11.11.: Médulo da fungdo de resposta em frequéncia num filtro

passa-alto com frequéncia angular de corte w. = 0.5 unida-
des.

1.6

1.4 1

1.2 1

1 ]

PH 0.8

0.6 1

0.4 1

0.2 1

0 2 4 6 8 10
w

Figura 11.12.: Fase da funcdo de resposta em frequéncia num filtro passa-
alto com frequéncia angular de corte w. = 0.5 unidades.
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angular for igual a frequéncia de corte w, = 1/(RC), H(iw) terd médulo
1/v/2=0.707 e fase igual a /4.

Vérios filtros podem ser combinados de forma sequencial, e a funcao de
resposta é o produto das fun¢des de todos os filtros na sequéncia. Por
exemplo, o filtro passa-banda da figura 11.13 é a combinagdo de um filtro
passa-alto, com frequéncia angular de corte w; = 1/(Ry C;) e um filtro
passa-baixo, com frequéncia angular de corte w, = 1/(Ry C).

C R,

_|
Ve @ R % Cs TIE\) v

Figura 11.13.: Filtro passa-banda.,

A funcao de resposta em frequéncia desse filtro é a seguinte (problema 11):

iwsw

Hiw) = (11.42)

0wy + -0 +i(w +wr+wl/g)w

onde g = Ry/ Ry, chamada ganho, é uma constante sem unidades. O mé-
dulo dessa funcao, |H(iw)|, é nulo em w = 0 e w — oo, e tem um valor
maximo w;/(w; +wy +wl/g), quando a frequéncia angular w for igual a
média geométrica das duas frequéncias de corte: w = /w1 w3.

Um filtro ideal deveria ter uma funcdo de resposta nula, para as frequén-
cias que se pretende eliminar, e 1 nas outras frequéncias. Com circuitos
mais complicados conseguem-se obter filtros com comportamento mais
préximo do ideal. Outro fator a ter em conta é a resposta transitéria, que
tem sido ignorada por ser nula apds algum tempo, mas num filtro de boa
qualidade é necessario garantir que a resposta transitéria desaparece o
mais rapidamente possivel.

11.8. Ressonancia

Quando um circuito com condensadores e indutores € ligado a diferentes
fontes com a mesma tensdo méxima V45, mas com diferentes frequéncias,
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a poténcia absorvida pelo circuito varia em fun¢do da frequéncia. Normal-
mente, existe uma frequéncia de ressonincia tal que a poténcia dissipada
pelo circuito é maxima. Se a frequéncia da fonte é igual a frequéncia de
ressonéncia do circuito, diz-se que o circuito estd em ressonincia com a
fonte.

No caso particular do circuito RLC, com uma resisténcia, um indutor e
um condensador em série, a reatdncia equivalente X é funcdo continua
da frequéncia f. Quando f se aproxima de infinito ou de zero, o valor
absoluto da reatancia aproxima-se de infinito. Como tal, a corrente nos
3 dispositivos é nula. A frequéncia de ressonancia é a frequéncia que faz
com que a reatancia seja nula e o médulo da impedéncia seja minimo. Isso
implica que o angulo da impedancia (¢) serd nulo e o fator de poténcia
(cos) igual a 1. A corrente maxima e a poténcia média em funcao de f
sdo ambas méximas e a tensao e a corrente estdo em fase.

A frequéncia (ou frequéncias) de ressonancia é um valor carateristico de
cada circuito. Nos circuitos em que os indutores e condensadores nao
estdo em série, a frequéncia de ressonancia pode surgir quando a reatdncia
ndo é nula, com fator de poténcia diferente de 1, ou seja corrente desfasada
da voltagem.

4 N\
Exemplo 11.3

Calcule a frequéncia de ressonancia do circuito e a poténcia média
maxima que pode fornecer a este circuito uma fonte com tensdo ma-
xima Visx.

2 pF
[l
[
Vméx'\D §3MQ
S g .y pS—
8H
N J

Resolucdo. Com a resisténcia em MQ e a capacidade em pE convém usar
ps para a unidade de tempo e, portanto, MHz para a frequéncia e H para a
indutancia.
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A impedancia total do circuito é a soma das 3 impedancias:

i 1
Z=3+18w—L=3+i(8w——)
20 20

Observe-se que a parte real da impedancia equivalente ndo depende da
frequéncia, porque o condensador e o indutor estdo em série e, como
tal, o valor minimo do médulo da impedancia obtém-se quando a parte
imagindria seja igual a zero:

1 1 w
8w——=0 =3 w=— — f:—:00398
2w 4 27

No sistema de unidades usado, a frequéncia de ressonéncia é 0.0398 MHz,
igual a 39.8 kHz.

Se a fonte tivesse essa frequéncia, a impedancia equivalente seria real,
Z =3 MQ, e a corrente méaxima teria o valor Imsx = Vimax/3 (A, s€ Vinax
estiver em volts). A poténcia média maxima é P = Vipax Imax/2 = Vriéx/ 6
(LW, se Vipsx estiver em volts).

[

No circuito do exemplo anterior, a tensdo de entrada carrega e descarrega o
condensador. Inicialmente, a carga no condensador oscila com a frequén-
cia de oscilacdo da tensao na fonte; mas quando a carga no condensador é
elevada, a diferenca de potencial do condensador pode contrariar a tensao
da fonte, impedindo a entrada de mais carga.

A situacao é semelhante a uma massa pendurada de uma mola el4stica,
na qual atua outra forca externa que tenta manter a massa oscilando para
cima e para baixo. Se a for¢a externa nado oscila com a uma frequéncia igual
a frequéncia prépria de oscilacdo da mola eldstica, hd momentos em que a
forca externa estd a tentar fazer subir a massa, enquanto a mola eléstica
faz for¢a no sentido oposto.

No caso do circuito, se a fonte nao existisse mas o condensador tivesse uma
carga inicial, comecaria a descarregar, produzindo corrente. No momento
em que o condensador descarrega completamente, o indutor faz com que
a corrente persista por alguns instantes, recarregando o condensador com
cargas de sinais opostos a carga inicial. O ciclo repete-se, com uma frequén-
cia prépria do circuito. No entanto, a resisténcia faz com que a carga do
condensador seja menor em cada ciclo, até desaparecer (equilibrio esta-
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vel). Existe ressonancia quando a fonte oscila com a frequéncia prépria do
circuito.

Se a resisténcia fosse nula, quando a frequéncia da fonte fosse a frequéncia
de ressonéncia, Z seria nula e aparentemente Iinsx = Vinax/ Z seria infinita.
No entanto, a corrente ndo aumenta instantaneamente até esse valor, mas
sim gradualmente, com as oscila¢des da carga no condensador. Quando
essa carga maxima se torna muito elevada, ha rutura do dielétrico no
condensador ou a corrente elevada queima o indutor.

Perguntas

1. As expressoes das correntes no segmento de circuito representado no
diagrama sdo

L(D)=coswt+27/3) L(t)=V3cos(wt+T/6)

Encontre a expressao para I(?).

L
—
S
1
—
L
A. 3cos(wt—m/2) D. V3 cos(wt+m/2)
B. 2 cos(wt—m/3) E. 2 cos(wt+m/3)

C. 3cos(wt+m/2)
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2.

Um condensador de 2.73 pF e uma resisténcia de 1166 Q estdo ligados
em série a uma fonte de tensdo alternada com frequéncia de 50 Hz e
tensdo maxima de 325 V. Calcule a corrente eficaz na resisténcia.

A. 247 mA D. 212 mA
B. 139 mA E. 170 mA
C. 9mA

Um condensador de 2.73 pF e uma resisténcia de 1166 Q estdo ligados
em série a uma fonte de tensao alternada de 50 Hz. Pode-se concluir
entdo que a tensdo da fonte esta:

Adiantada 90° em relacao a corrente.
Adiantada 45° em relacao a corrente.
Atrasada 90° em relacdo a corrente.

Atrasada 45° em relacdo a corrente.

m o 0w >

Em fase com a corrente.

Qual das afirmacdes seguintes é verdadeira, em relacdo a uma bobina
de 2 mH e um condensador de 5 pF?

A. O valor absoluto da reatancia da bobina é menor.
B. O valor absoluto da reatancia do condensador é menor.

C. Se a corrente for continua, o valor absoluto da reatancia da bobina é
menor.

D. Se a corrente for continua, o valor absoluto da reatancia do conden-
sador é menor.

E. Se a corrente for continua, a reatancia dos dois dispositivos é nula.

Num circuito RLC de corrente alternada, em série, quando a reatancia
equivalente for nula, qual das seguintes afirmacdes é verdadeira:

A. Aimpedancia é nula.
O fator de poténcia é nulo.
O angulo de desfasamento é nulo.

A corrente é nula.

m O 0w

A tensio é nula.
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Problemas

1. Sabendo que o fasor representado na figura 11.4 é F=5.2 /30°, deter-
mine a expressdo para a funcdo sinusoidal, F(¢), representada por esse
fasor.

2. Aresisténcia de umabobina é 150 Q e a sua indutancia é 1.4 H. A bobina
é ligada a rede elétrica com tensdo maxima 325 V e frequéncia de 50 Hz.
Encontre a expressdo para a corrente na bobina em funcao do tempo ¢.

3. Uma bobina, com indutancia de 36 mH e resisténcia de 40 Q, liga-se
em paralelo com um condensador de 32 nF e com uma fonte de tensao
alternada V(1) = 345cos(150m t) (em volts, e o tempo ¢ em segundos).
Calcule: (a) A corrente maxima na bobina. (b) A corrente eficaz no
condensador. (¢) As poténcias médias dissipadas na bobina e no con-
densador.

4. Demonstre que a transformada inversa da equacgdo 11.3 conduz a cor-
rente alternada indicada na equacao 11.5.

5. No 9 do capitulo 9, determine a frequéncia do circuito e os valores
maximos da corrente e da carga.

6. Nos dois circuitos representados na figura, calcule a corrente e a tensdo

em todos os elementos do circuito.
(@) (b)

J—lpF

170V 3kQ 325V
@ 2H @ § 3kQ
60 Hz 50 Hz 2H

7. A figura mostra um filtro rejeita-banda que atenua as frequéncias an-
gulares proximas de 1 kHz. (a) Determine a func¢do de resposta em
frequéncia, H(iw), do circuito. (b) Mostre que para w =1 kHz, H(iw) é
igual a zero. (c¢) Calcule o médulo de H(iw) e trace o seu gréfico para w

entre 0 e 2 kHz.
10 uF

100 mH
Ve 1kQ 174
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8.

10.

Num segmento de um circuito de corrente alternada a tensdo em fun-
¢do do tempo é dada pela expressdo 24 cos(m t/10 + 1.5) (em volt, com
t em milissegundos) e a corrente é 8 cos(m /10 +2.0) (HA, com f em
ms). (a) Calcule a resisténcia e reatancia desse segmento. (b) O seg-
mento do circuito avariou e pretende-se substitui-lo com resisténcias,
condensadores ou indutores, mas o orcamento s6 permite comprar
dois dispositivos. Quais dispositivos deviam ser comprados, com que
valores, e como deviam ser ligados no circuito?

A figura mostra a tensdo e a corrente num condensador. A corrente é
produzida pela tensao: se ndo houver tensao elétrica, ndao hé corrente.
Como se explica entdo que no instante ¢ = 0 a corrente seja diferente de
zero, sendo a tensao nula?

VIA V

Y

A figura mostra o ecra de um osciloscépio onde aparecem a tensao e
a corrente num elemento de um circuito. As distancias L e d foram
medidas diretamente no ecra, obtendo-se os valores L =6 cm, d =1 cm.
O osciloscépio também permite determinar que a tensdao mdaxima é
Vmax = 36 V e a corrente maxima é Ihsx = 12 mA. Com esses dados,
calcule a parte real e a parte imagindaria da impedancia do elemento do
circuito.

YA _ Ki)‘
I

2
§\

=Y
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11. Considere o filtro passa-banda:
G
[l
I

e(n) R MMC%E«) %

(a) Demonstre que a func¢ado de resposta em frequéncia é a expressao
na equacdo 11.42, onde g = Ry/R;, w1 = 1/(R; Cy) e wy = 1/(Ry Cy) (su-
gestdo: encontre primeiro a funcao de transferéncia H(s), usando as
expressoes z; = Rywi/s e zp = Ryw»/s para as impedancias dos dois
condensadores). (b) Determine o valor méaximo de | H(iw)]| e a frequén-
cia angular w em que essa funcdo é maxima. (c¢) Trace o gréfico de
|H(iw)|, com w, entre 0 e 3 kHz, no caso em que C; =6 uE C, =1 uE
R1=6k96R2=4kQ
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Respostas

Perguntas: 1. E. 2. B. 3. D. 4. C. 5. C.

Problemas

[a—

nt 7
. F(t)=5.2 cos(—+—)
2 6

2. I(t) =0.669sin(314.16 ¢t —1.2421) A.
3. (@) 7.94 A. (b) 3.68 mA (¢) 1.261 kW na bobina e 0 no condensador.
4

- = Ips Iy
. Aexpressdo para a transformada da corrente é / = ——— =Re — |,
2+ w? s—iw

onde w = v/1/(LC) e a transformada inversa é a expressao 11.5.
. f=1.779kHz, I ;s = 20 mA, Qmax = 1.789 uC.

(=2 %)

. (a) Tensoes em V, correntes em mA, tempo em ms.
Condensador: V =113 cos(0.378 £ —0.847) I = 2.5 cos(0.378 £ + 0.724)
Resisténcia: V =127 c0s(0.378 ¢ + 0.724) I = 42.5 cos(0.378 t +0.724)
Indutor: V =170 cos(0.3781¢) I =225 cos(0.378t—m/2)
(b) Tensdes em V, correntes em mA, tempo em ms.
Condensador: V =405 cos(0.314¢) I =127 cos(0.314 ¢t + m/2)
Resisténcia: V =325 cos(0.314¢) I =108 cos(0.314 1)
Indutor: V=799 cos(0.314t+7) I =127 cos(0.314 ¢t + 1/2)

7. @ Hiw=—22""1 ) \Hiw) ]
. a 1) = ——F——m (C 1w)| =
100> -10-iw Vot -1.99 w?+1
1.2 : : :
1,
0.8 1
|Hiw)| 0.6
0.4 1
0.2 1
0 |
0 0.5 1 1.5 2
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8.

(a) resisténcia 2.63 MQ e reatancia —1.44 MQ. (b) Uma resisténcia de
2.63 MQ e um condensador de 2.21 nF, ligados em série.

9. Atensdo e corrente apresentadas no grafico apenas poderao ter essas

10.
11.

formas sinusoidais algum tempo apos ter sido ligada a fonte, quando
aresposta transitoria ja tiver desaparecido. Se a fonte de tensdo fosse
ligada apenas no instante ¢ = 0, a corrente ndo poderia ter nesse instante
um valor diferente de zero; em vez da funcao sinusoidal no gréfico,
terifamos uma funcdo que parte de zero e se aproxima gradualmente da
funcdo sinusoidal (resposta transitéria mais resposta sinusoidal).

z=(1.5+12.598) kQ

(b) |H(iw)|max = w2/ (w1 + w2 + w1/ §), Wmax = /w1 W2.
(c) O gréfico é o seguinte:

0.6

0.5

0.4 1

|Hiw)| 0.3

0.2 1

0.1




12. Ondas eletromagneéticas e luz

ANt An

Os diodos emissores de luz (LED) sao muito usados atualmente em apa-
relhos eletrénicos. Um LED produz luz de forma muito eficiente, com
um consumo elétrico de apenas alguns miliwatt. Sdo construidos em di-
ferentes formas, tamanhos e cores. Cada algarismo num écran numérico
é obtido com um conjunto de 8 LED; para obter cada um dos nimeros
acendem-se as combinacgdes de LED necessdrias.

-,

——ea

Um LED é construido com cristais semicondutores e tem um tempo de
duragdo muito elevado. A luz que produz tem uma cor prépria que nao
muda com a corrente ou as condicdes de operacao.
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12.1. Equacoes de Maxwell

As equacgdes bésicas que permitem calcular o campo eletromagnético sao
conhecidas como equacdes de Maxwell. Uma forma suficiente de definir os
dois campos, elétrico e magnético, em qualquer ponto do espaco, consiste
em descrever o fluxo desses campos em qualquer superficie fechada e
o integral de linha em qualquer curva fechada. Sao necessérias entdo
quatro equagdes, uma para o fluxo do campo elétrico, @, outra para o fluxo
do cmapo magnético, ¥, e duas mais para os integrais de linha dos dois
campos.

Essas quatro equagdes ja foram introduzidas ao longo dos capitulos ante-
riores e vao ser reescritas aqui. A primeira equacao de Maxwell é a lei de
Gauss, que relaciona o fluxo do campo elétrico numa superficie fechada
com as cargas no seu interior:

@(Sup. fechada) =41k Gint (12.1)

No caso do campo magnético, como ndo existem monopolos magnéticos,
o fluxo através de qualquer superficie fechada é nulo.

¥ (Sup. fechada) =0 (12.2)

Esta é a segunda equacdo de Maxwell.

A terceira equacdo de Maxwell é a equacdo que define o integral de linha
do campo elétrico em qualquer curva fechada C. Essa equacdo é a lei de
Faraday, introduzida no capitulo 9.

. dv
fE.dF:_— (12.3)
C

em que o integral no primeiro membro corresponde a f.e.m. induzida na
curva C fechado. O fluxo magnético no segundo membro da equacao é o
fluxo através da superficie delimitada pela curva C.

A quarta equacao, que define o integral de linha do campo magnético em
qualquer curva fechada C, é a lei de Ampere, ja estudada no capitulo sobre
0 campo magnético:
fﬁ-d?zzmkmlim (12.4)
C
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mas Maxwell reparou que esta equacao s6 poderia ser vadlida no caso em
que nao existam campos elétricos variaveis.

No capitulo sobre inducdo eletromagnética viu-se que os campos elétrico
e magnético sdo diferentes em diferentes referenciais inerciais, e utilizou-
se a invariancia da forca eletromagnética para calcular o campo elétrico
induzido num referencial em que o campo magnético ndo é estatico. De
igual modo, num referencial em que o campo elétrico nao € estatico, deve
aparecer um campo magnético induzido.

Na equacdo 12.4 falta um termo que dependa da variacdo do campo elétrico
e que corresponda ao integral de linha do campo magnético induzido.

Considere-se o exemplo de um fio retilineo sobre o semieixo negativo dos
X, que se estende desde —oo até a origem (figura 12.1). Se durante alguns
instantes existe no fio uma corrente I, no sentido positivo do eixo dos x, ha
acumulacgdo de cargas positivas na origem; se g = f(¢) representa a carga
acumulada na origem no instante ¢, a derivada dessa funcdo em ordem ao
tempo é igual a corrente:

dg
[=— 12.5
T, (12.5)
P; P> P3
q(t)>0
-
| | N,
—- ;

Figura 12.1.: Fio retilineo, no eixo dos x, desde —oo até a origem.

Para calcular o médulo do campo magnético em trés pontos Py, P, e P3,
que se encontram a uma distancia r do eixo dos x, considerem-se 3 circun-
feréncias de raio r, perpendiculares ao eixo dos x, com centro no eixo e
orientadas no sentido indicado na figura 12.1. Aplicando a lei de Ampere a
essas 3 circunferéncias, conclui-se que o médulo do campo magnético no
ponto P; é 2 ky, I/7 e nos pontos P, e P3 é nulo.

A linha continua no gréfico 12.2 mostra o médulo do campo magnético
obtido usando a lei de Ampére para todos os pontos a uma distancia r do
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eixo dos x. Em P, (x = 0) existe uma descontinuidade; o campo passa de
2 km I/ 1 para zero. A curva a tracejado € o resultado mais realista esperado:
o campo decresce gradualmente até zero.

B A

2kml
~ . r

M okml

~
<

P, P, P;

Figura 12.2.: Campo B na figura 12.1.

Para obter a curva a tracejado na figura 12.2 é necessério incluir no segundo
membro da equagdo 12.4 um termo adicional que é nulo longe da origem
e na vizinhanca da origem aproxima-se de -2 ki, I, se x for negativo, ou
27k I, se x for positivo.

A carga g na origem produz fluxo elétrico @ negativo através do interior
da circunferéncia que passa por P; e positivo através do interior da cir-
cunferéncia que passa por P3. Quando os pontos P; e P3 se aproximam
de P», o fluxo elétrico nessas duas circunferéncias é —2nkq e 2nk g res-
petivamente. Como tal, a derivada do fluxo elétrico em ordem ao tempo
passade —2n kI para2mn k! e o termo que falta no segundo membro da
equacao 12.4 é:

km d®

T (12.6)
Incluindo esse termo na equacado 12.4, obtém-se a quarta equagao de
Maxwell:

o km d@

B-dr=4nky lint+ — — 12.7
f r T Km Lint k dr ( )
C

12.2. Campos induzidos

Um campo magnético varidvel no tempo induz um campo elétrico, e um
campo elétrico varidvel induz um campo magnético. Um exemplo € o
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campo magnético uniforme do 6 no capitulo 9; a variacdo do campo em
funcao do tempo induz um campo elétrico com linhas de campo circulares.

O campo elétrico induzido é proporcional a derivada do fluxo magnético e
o campo magnético induzido é proporcional a derivada do fluxo elétrico.
Quando um campo € uniforme, o fluxo através de uma superficie é maior
se a superficie for perpendicular ao campo; isso implica que o campo
induzido é perpendicular ao campo variavel.

|B| a diminuir |E| a diminuir
//_\\ //__\\
— | | e
e | (D A_LD| s
P e Y P e Y
I~ =1 S~ L
A1 D AT D

Figura 12.3.: Campo elétrico induzido por um campo magnético uniforme
de intensidade variavel varidvel (esquerda) e campo magné-
tico induzido por um campo elétrico uniforme de intensidade
variavel (direita).

A figura 12.3 mostra o campo elétrico induzido por um campo magnético
uniforme mas varidvel, e o campo magnético induzido por um campo
elétrico uniforme e variavel. No primeiro caso, devido ao sinal negativo
no lado direito da equacao 12.3, o campo elétrico induzido tem sentido
oposto ao obtido com a regra da mao direita em relacdo a derivada do
campo magnético; como o campo magnético estd a diminuir, a derivada
do campo aponta para baixo e a regra da mao direita indica rotacdo no
sentido hordrio; portanto, as linhas do campo induzido estdo orientadas
no sentido anti-horério.

O sinal positivo do tltimo termo na equacdo 12.7 implica que as linhas do
campo magnético induzido seguem a regra da méo direita em relacdo ao
aumento do campo elétrico. No caso do campo elétrico varidvel no lado
direito da figura 12.3, como o campo estd a diminuir, a derivada do campo
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elétrico aponta para baixo e a regra da mao direita indica que o campo
magnético induzido é no sentido horério.

12.3. Campo eletromagnético no vacuo

No vécuo, ndo podem haver cargas ou correntes, pois ndo ha matéria, mas
pode haver campos elétricos e magnéticos. Nesse caso, as quatro equagoes
de Maxwell tomam a forma,

@(Sup. fechada) =0 (12.8)
¥ (Sup. fechada) =0 (12.9)
fﬁ dr = d¥ (12.10)
- dt '
C
N km d®
B-d7r=— — 12.11
ﬁg Tk e (12.10)
C

O tnico parametro nessas equacoes € a constante ky,/k. No sistema inter-
nacional de unidades, o valor dessa constante é:
km  1077T-m-A"1 1§

= = — 12.12
k' 9x10°N-m?2-C2 9x10!6 m? ( )

que € exatamente igual ao inverso do quadrado da velocidade da luz no
vacuo, c=3x 108 m/s

k 1
7‘“ =5 (12.13)

Maxwell foi o primeiro a descobrir esta relacdo entre as constantes elétrica
e magnética e a velocidade da luz, a meados do século XIX, quando o va-
lor da velocidade da luz no vacuo ja era conhecido com muita precisao,
mas ninguém suspeitava que existisse qualquer relacdo entre o eletro-
magnetismo e a luz. Maxwell concluiu entdo que a luz deve ser uma onda
eletromagnética, composta por campos elétrico e magnético que se podem
propagar no vacuo.

Para investigar as solucdes das equacdes 12.8,12.9,12.10 e 12.11, admita-se
que numa regido existem campos elétrico e magnético que sdo solucdes
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dessas equagoes; cada um dos campos € induzido pela variacdo do ou-
tro. Se os campos forem uniformes nessa regido, ja se viu que devem ser
perpendiculares entre si. Pode-se fixar a origem num ponto onde existem
campo elétrico e magnético e escolher os eixo dos x e dos z a apontar nas
diregoes e sentidos do campo B e E nesse ponto, respetivamente.

Aplique-se a equacgdo 12.11 num percurso retangular infinitesimal C;, per-
pendicular ao eixo dos z, com lados Ax e Ay e um vértice na origem,
orientado como indica a figura 12.4. O fluxo elétrico através do interior de
C1 é:

D, =EAxAy (12.14)

Figura 12.4.: Fluxo elétrico e integral de linha do campo magnético num
retangulo no plano Oxy.

Estando o campo magnético na dire¢ao e sentido do eixo dos x, o integral
de linha do campo magnético ao longo de C; é:

thds:B(y)Ax—B(y+Ay)Ax (12.15)
C

e substituindo 12.14 e 12.15 na equagdo 12.11, obtém-se:

OE

— 12.16
T ( )

1
B(y)Ax—-B(y+Ay)Ax= —zAxAy
c

Dividindo os dois membros dessa equagdo por AxAy e calculando o limite
Ay — 0, obtém-se no primeiro membro a derivada parcial de B em ordem
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a y, com sinal negativo:
- O_B = i 6_E 12.17)
ay c? ot (12.
Em seguida, aplique-se a equac¢do 12.10 num percurso retangular infinite-
simal Cp, perpendicular ao eixo dos x, com lados Ay e Az e um vértice na
origem, orientado no sentido que mostra a figura 12.5.

A

Figura 12.5.: Fluxo magnético e integral de linha do campo elétrico num
retangulo no plano Oyz.

O fluxo magnético através do interior de C, é BAy Az, e o integral de linha
do campo elétrico ao longo de C, é E(y + Ay) Az — E(y) Az. Substituindo
na equacio 12.9 obtém-se:

0B
E(y+Ay)Az—E(y)Az=—AyAzE (12.18)
e dividindo ambos os membros por Ay Az e calculando o limite Ay — 0, o
primeiro membro fica igual a derivada parcial de E em funcdo de y:

OE 0B (12.19)
dy ot ’
Derivando a equacdo 12.17 em ordem a ¢ e a equacao 12.19 em ordem a
y e combinando as duas equacdes, pode-se obter uma equacao em que
figura unicamente o campo elétrico:

0°E  ,0°E

92 _p222 12.20
a2 ¢ 9y2 (12.20)
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Também se pode obter uma equacao apenas para o campo magnético,
derivando a equacao 12.17 em ordem a y e a equacdo 12.19 em ordema ¢ e
combinando os resultados:

0°B  ,0°B

As equacdes 12.20 e 12.21 sdo a mesma equacao, designada de equacao de
onda.

12.4. Ondas planas polarizadas

As solucdes das equacdes 12.20 ou 12.21 podem ser obtidas num outro
sistema de coordenadas em que a equacdo assume uma forma mais sim-
ples. A componente E do campo elétrico, na equagdo 12.20, é uma funcdo
que depende de y e de t. Fazendo uma mudanca para duas varidveis
carateristicas r e s definidas por:

r=y+ct s=y-ct (12.22)

e usando a regra de derivacao de funcdes compostas, calculam-se as deri-
vadas parciais de E, em funcdo de r e s, substituindo-as na equacao 12.20
para obter:

0’E 0

ords
E facil ver que para verificar essa equagdo, uma das duas derivadas parciais
de E, em ordem a r ou em ordem a s, deve ser nula. Isto é, o campo E deve
ser uma funcdo f(r) que depende apenas de r, ou uma funcao g(s) que
depende apenas de s. Em funcao das varidveis y e t, a funcao E pode ter
uma das duas formas:

(12.23)

E=f(y+ct) E=gy—ct) (12.24)

ou qualquer combinacdo linear desses dois tipos de fun¢ées. Quaisquer
funcdes f ou g conduzem a solugdes particulares da equacado de onda.

Para cada valor de ¢, a funcdo f(y+ ct) é idéntica a funcao f(y),em =0,
mas deslocada no sentido negativo do eixo dos y de uma distancia igual
a ct. Assim sendo, o campo E = f(y + ct) descreve uma onda que se
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propaga no sentido negativo do eixo dos y, com velocidade c. Uma anélise
semelhante mostra que E = g(y — ¢ t) descreve uma onda que se propaga
no sentido positivo do eixo dos y, com velocidade c.

O campo magnético B, que também verifica a equacdo de onda, também
deve ter uma forma semelhante a equacao 12.24, mas nao pode ser in-
dependente da solucdo obtida para E, devido as relacoes 12.17 e 12.19.
Substituindo as solucdes 12.24 na equacao 12.17, obtém-se as solucdes
correspondentes para o campo magnético:

1 1
B:—Ef(y+ct) Bzzg(y—ct) (12.25)

O fator ¢ no denominador indica que a intensidade do campo magnético
numa onda eletromagnética é muito menor que a intensidade do campo
elétrico. Os sinais obtidos nestas expressoes para B indicam que os campos
indicados nas figuras 12.4 e 12.5 correspondem a uma onda que se propaga
no sentido positivo do eixo dos y e se a onda se propaga no sentido negativo
do eixo dos y, o campo magnético tem o sentido oposto ao que foi indicado
nas figuras 12.4 e 12.5.

Conclui-se que existem duas familias de solu¢des das equacdes de onda
eletromagnética. A primeira familia corresponde a ondas que se propagam
no sentido positivo do eixo dos y com campos elétrico e magnético dados
pelas seguintes expressoes:

E=gly-ctk (12.26)

oo

1
= E gly—co 7 (12.27)

em que g pode ser qualquer fun¢do continua de uma variavel, g(s). A
figura 12.6 mostra uma dessas solugoes.

A segunda familia de solucdes sdo ondas eletromagnéticas que se propa-
gam no sentido negativo do eixo dos y, e com campos que verificam as
expressoes:

E=fy+cdk (12.28)

E=—%f@+cni (12.29)

onde f é qualquer funcdo continua de uma variavel, f(r).
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Figura 12.6.: Onda eletromagnética plana polarizada, com velocidade no
sentido positivo do eixo dos y.

Estas solucoes foram obtidas admitindo que as direcées dos campos elé-
trico e magnético sdo iguais em todo o espacgo e esse tipo de onda eletro-
magnética chama-se onda plana polarizada. Lembre-se que a direcdo do
campo magnético é necessariamente perpendicular ao campo elétrico.
A dire¢do de propagacdo da onda é perpendicular a dire¢cdo do campo
elétrico e a dire¢cdo do campo magnético e é sempre no sentido do produto
vetorial (E X E) ; nomeadamente, seguindo a regra da mao direita de E para
B.

A direcao de polarizacao é, por definicao, a dire¢cdo do campo elétrico. O
campo magnético da onda é muito mais fraco do que o campo elétrico.
O modulo da velocidade de todas as ondas eletromagnéticas no vacuo é
sempre a constante c.

As ondas planas polarizadas, que se propagam na direcdo do eixo dos
x ou dos z, tém formas semelhantes as equacdes 12.26 ou 12.28, com y
substituido pela coordenada correspondente a direcdo de propagacdo, o
versor k substituido pelo versor na diregdo de polarizacio e i substituido
pelo versor perpendicular as direcdes de propagacao e de polarizagio,
seguindo a regra da mao direita do versor de propagacao para o versor de
polarizacao.
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12.5. Ondas harmonicas

Uma onda harménica é uma onda com a forma de uma funcio sinusoidal,
como na figura 12.7, no caso de uma onda que se desloca no sentido
positivo do eixo dos x.

A distancia A entre dois pontos consecutivos onde o campo e a sua derivada
tém o mesmo valor, é designada por comprimento de onda (por exemplo,
a distancia entre dois maximos ou minimos consecutivos). O valor maximo
do médulo do campo, Ep4x, € a sua amplitude, o valor maximo.

E AN

Eméx

i3

=Y

I A

.

Figura 12.7.: Onda harmonica.

O tempo que a onda demora a percorrer um comprimento de onda designa-
se por periodo, T. O inverso do periodo é a frequéncia f = 1/T, que
indica o nimero de comprimentos de onda que passam por um ponto,
por unidade de tempo. No sistema SI a unidade da frequéncia é o hertz,
1Hz=1s"".

No caso de uma onda eletromagnética no vicuo, a velocidade de propaga-
¢do é c e observa-se a relacao:

A
c=T=Af (12.30)

A equacao da funcao representada na figura 12.7 é:
) X
E(x) = Eypgy sin (2;1Z +(p) (12.31)

onde a constante ¢ é a fase inicial. Essa funcao representa a forma da
onda num instante inicial, que se pode tomar como t = 0. Para obter a
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funcdo de onda num instante diferente, substitui-se x por x —ct, ja que a
onda se propaga no sentido positivo do eixo dos x, com velocidade ¢

2
E(x, 1) = Emay sin (Tn (x—ch+g (12.32)

e usando a relacdo entre a velocidade e o periodo, pode-se escrever

+ 12.33
T|T¢ ( )

. X t
E(x,t) = Emax s1n(2n (% - —

Para x =0, obtém-se a equagdo que descreve o campo elétrico na origem,
em funcao do tempo:

E(x) = —Enqsx sin (27[ % + q)) (12.34)

e vé-se que o campo elétrico na origem é uma funcao sinusoidal com
periodo T e amplitude Ep . O campo noutros pontos tem exatamente a
mesma forma sinusoidal, mas com diferentes valores da constante de fase.

e A
Exemplo 12.1
Uma onda eletromagnética plana propaga-se no viacuo, no sentido
negativo do eixo dos z. Num dado instante ¢ = 0 o campo elétrico
é E = 34sin(3,25 x 10%2)1, onde z é medido em metros e o campo é
medido em N/C. Escreva a funcao que define o campo magnético em
L qualquer ponto e em qualquer instante.

J

Resolucdo. A funcdo que define o campo elétrico em ¢ = 0 indica que
se trata de uma onda harmonica polarizada na direcdao do versor i. O
campo elétrico de uma onda harménica plana, polarizada segundo i, que
se propaga no sentido negativo do eixo z, é:

E=E sin(Zn(z+ d

+<p)i

Substituindo ¢ = 0 e comparando com o campo dado no enunciado, conclui-

se que:

27 8
=0 7:3.25><10 Emax =34
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e A/ T deve ser igual a velocidade da luz no vacuo que em unidades SI é
3x108. Assim, 27/ T =9.75x10'6 e 0 campo elétrico em qualquer ponto e
em qualquer instante é:

E =34sin(3.25x 1082 +9.75 x 10'%1)3

O médulo do campo B é igual ao médulo do campo elétrico, dividido pela
velocidade da luz; o sentido de B deve garantir que o produto vetorial ExB
seja na direcao de propagacdo (—k) e portanto:

B=-1.13x10""sin(3.25 x 1082 +9.75x 10'%7)

12.6. Espetro eletromagnético

O comprimento de onda, A, e a frequéncia, f, de uma onda harmoénica
ndo podem variar independentemente, pois estao relacionados por A f = c.
Dada a frequéncia ou o comprimento de onda, € possivel classificar a onda
dentro do espetro eletromagnético e determinar as suas propriedades. O
valor maximo dos campos determina a intensidade, mas nao a classificacao
no espetro.

Penetra a

Atmosfera da Terra? sim 230 sim Da0
tipo de radiacdo radio micro-ondas infravermelho visivel ultravioleta raios X raios gama
comprimento de onda 10°m 102m 10°m 0.5x10° m 10%m 10%m 10%m

Escala aproximada
do comprimento
de onda

nicleo
atomico

10* 108 1012 10% 10 10 10%°
Temperatura de corpos.
COrpos em que essa | |

edificios ~ humanos borboletas pomada protozoarios moléculas ~ atomos

radiagao representaf I | ))
o comprimento de 1 1

onda mais intensamente 1K 100 K 10,000 K 10,000,000 K

emitido -272°C -173°C 9,727 °C ~10,000,000 °C

Figura 12.8.: Espetro eletromagnético.

Em principio, podem existir ondas eletromagnéticas com qualquer valor
de A entre 0 e co. Alguns exemplos de ondas eletromagnéticas sdo as
ondas de radio e de comunicacdes mdveis, as ondas usadas num forno



12.6 Espetro eletromagnético 263

de microondas para aquecer os alimentos e a luz visivel. O que distingue
entre essas ondas é a frequéncia respetiva, ou de forma equivalente, o
comprimento de onda. A figura 12.8 mostra o espetro eletromagnético
identificando algumas das ondas comuns.

Usualmente, a radiagado eletromagnética produzida por um sistema ndo
tem uma frequéncia tinica f, como no caso das ondas harmdnicas, mas é
uma sobreposicao de ondas harménicas com uma distribuicdo de frequén-
cias. Por exemplo, a luz solar tem um espetro continuo de frequéncias
na banda visivel; a mistura das vérias cores faz parecer a luz branca mas
fazendo passar essa luz através de um prisma (figura 12.9), consegue-se
ver o espetro das vérias cores (diferentes frequéncias).

violeta
azul
verde
amarelo
laranja
vermelho

luz branca

Figura 12.9.: Dispersao da luz num prisma.

Dentro de um meio diferente do vacuo, a constante de Coulomb k na
equacgao 12.13 deve ser dividida pela constante dielétrica K do meio. Isso
conduz a uma velocidade da luz menor do que no vécuo. A constante die-
létrica é maior quanto maior a frequéncia; como tal, a cor que se propaga
mais lentamente no prisma (violeta) sofre um maior desvio, como mostra
a figura 12.9. O arco-iris é outra manifestacdo desse mesmo fenémeno
(dispersao daluz). A luz do Sol atravessa gotas de 4gua nas nuvens e é refle-
tida, como se mostra na figura 12.10; se ndo houvesse dispersao, veriamos
um ponto de luz intensa, refletida, na direcdo oposta a onde estd o Sol. A
dispersao da luz dentro das gotas de dgua faz com que esse ponto de luz
refletida se torne num anel, com um angulo de aproximadamente 42°, a
volta desse ponto. Como a dispersdo das diferentes cores é diferente, em
vez de um anel sdo criados varios anéis. A cor que sofre maior dispersdo
(violeta) acaba por ficar no anel mais préximo do centro, porque a reflexao
na supertficie interna da gota inverte a ordem das cores.
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Figura 12.10.: Dispersdo e reflexdo da luz numa gota de 4gua.

12.7. Teoria ondulatoria da luz

Existem vérios fen6menos que corroboram que a luz é uma onda; por
exemplo, a interferéncia, difracdo e polarizacdo. Alguns cristais tém a
propriedade de polarizar a luz: s6 deixam passar uma parte da luz incidente.
Colocando um segundo filtro polarizador a seguir ao primeiro e rodando
um dos filtros, existe uma posicao para a qual nao passa nenhuma luz
(figura 12.11).

Observando com um filtro polarizador a luz refletida numa superficie e
rodando o filtro, existe uma posicado em que nado se consegue ver a luz
refletida.

Normalmente a luz é uma sobreposicdo de ondas com campos que 0s-
cilam em diferentes direces. Num filtro polarizador as moléculas estdao
orientadas numa direcdo determinada, o eixo do polarizador, e s6 deixam
passar a luz polarizada nessa direcdo (direcao do campo elétrico).

Aluzrefletida numa superficie é polarizada na dire¢do tangente a superficie.
Um filtro polarizador com o seu eixo perpendicular a essa superficie nao
deixa passar nenhuma luz. Uma forma de saber se as lentes nuns 6culos
de sol estdo polarizadas ou nao, consiste em olhar para um reflexo e rodar
a lente; se estiver polarizada, deverd existir um dngulo em que os reflexos
desaparecem.

Os cristais liquidos tém a propriedade de orientar as suas moléculas numa
direcdo, quando sdo atravessados pela corrente elétrica, tornando-se pola-
rizadores. Esse é o principio usado nos ecras LCD (Liquid Crystal Display)



12.8 Teoria corpuscular da luz 265

Figura 12.11.: Dois filtros polarizadores com os eixos paralelos (acima) e
com os eixos perpendiculares (abaixo).

de calculadoras, teleméveis e televisores. A luz que sai do ecra é polari-
zada com um filtro polarizador e a seguir, passa por pontos onde existem
vdrios cristais liquidos, com correntes elétricas consegue-se controlar os
pontos onde os cristais sdo polarizados perpendicularmente ao primeiro
polarizador, impedindo a luz de passar.

12.8. Teoria corpuscular da luz

Antes de Maxwell ter proposto que a luz é uma onda eletromagnética,
na década de 1860, havia um debate agitado na comunidade cientifica,
entre os que defendiam a teoria corpuscular proposta e os que defendiam
a teoria ondulatdria da luz. Newton no século XVII, acreditava na teoria
corpuscular e o seu contemporaneo Huygens (1629-1695) defendia a teoria
ondulatéria.

A figura 12.12 mostra um raio de luz que sai de uma fonte de luz e incide
na superficie de um semicirculo de vidro. O angulo que o raio incidente
faz com a perpendicular a superficie do vidro é de 60°; o raio incidente
separa-se num raio refletido que também faz um angulo de 60° com a
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perpendicular a superficie e um raio refratado que entra no vidro e faz um
angulo de 35° com a perpendicular.

Figura 12.12.: Raios de luz incidente (esquerda acima), refletido (direita
acima) e refratado (abaixo) num semicirculo de vidro.

Segundo a teoria corpuscular, a luz é formada por pequenas particulas que
saem da fonte e se deslocam em linha reta. Assim explica-se facilmente a
existéncia de raios de luz, que se deslocam em linha reta. A teoria corpus-
cular explica com sucesso a igualdade dos angulos dos raios incidente e
refletido com a perpendicular a superficie porque é o mesmo que acontece
quando sdo disparadas particulas contra uma superficie rigida. Conse-
gue também explicar a diferenca entre os angulos dos raios incidentes e
refratado com a perpendicular, admitindo que os corpusculos de luz se
deslocam com velocidade diferente no ar e no vidro.

A teoria ondulatéria da luz também consegue explicar a criacao de fei-
xes de luz, embora o argumento néo seja tdo intuitivo como no caso da
teoria corpuscular. As ondas também verificam as leis da reflexdo e da
refracdo, mas no caso da refracao ha uma diferenca importante entre as
previsoes das duas teorias. Quando a luz passa do ar para o vidro, como na
figura 12.12, o angulo do raio refratado com a perpendicular € menor que
o angulo entre o raio incidente e a normal. Segundo a teoria corpuscular,
isso implica velocidade da luz maior no vidro do que no ar, enquanto que
na teoria ondulatéria implica velocidade das ondas de luz menor no vidro
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do que no ar.

Na época de Newton e Huygens nao era facil medir a diferenca da velo-
cidade da luz no vidro e no ar e o prestigio de Newton fez com que fosse
dada maior credibilidade a teoria corpuscular do que a teoria ondulatéria.
Hoje em dia sabe-se que a velocidade da luz no vidro é de facto menor do
que no ar, como prevé a teoria ondulatéria. A teoria eletromagnética de
Maxwell acabou com o debate, ficando estabelecido, sem lugar a davida,
que a luz é uma onda eletromagnética.

No entanto, no fim do século XIX foi descoberto o efeito fotoelétrico, que
nao pode ser explicado com a teoria ondulatéria. Einstein explicou esse
efeito em 1905, através da teoria dos fotdes: a luz é formada por particulas
designadas de fotdes. Cada fotdo transporta uma energia igual a:

123

em que f é a frequéncia da luz associada ao fotado e & é a constante de
Planck:

h=6.626x10"34].s (12.36)

Ou seja, a energia de uma onda eletromagnética ndao pode ter um valor
qualquer, mas apenas multiplos inteiros do quantum de energia & f, ja
que o namero de fotdes tem de ser um nimero inteiro.

Numa onda cléssica, a energia pode ser absorvida de forma continua;
nomeadamente, a onda pode transferir qualquer parte da sua energia a um
sistema. No caso de uma onda quantica, como as ondas eletromagnéticas,
a transferéncia de energia a um sistema s6 pode ser feita por absorc¢ado de
alguns fotdes; a energia transferida é a soma das energias desses fotdes e,
portanto, deve ser um multiplo inteiro do quantum de energia £ f.

Hoje em dia acredita-se que os fotdes ou qualquer outra particula tém
também uma natureza ondulatéria. A energia de um fotdo e das outras
particulas é produzida ou absorvida em quantidades discretas, mas € trans-
portada de um ponto para outro na forma de uma onda. Todas as formas
de matéria e energia apresentam propriedades de onda e de particula.
Esse fen6meno, designado de dualidade onda-particula, é a base da fisica
quantica.
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12.9. Diodos emissores de luz (LED)

Os diodos emissores de luz (LED) sao dispositivos com um catodo e um
anodo, identificados como mostra a figura 12.13. Ligando uma diferenca
de potencial superior a um valor minimo, com o 4nodo a maior potencial
que o citodo, o LED produz luz monocromética. A imagem de abertura
deste capitulo mostra vérios tipos de LED. Quando o potencial do anodo
for menor que o potencial do cidtodo, o LED nao deixa passar corrente e
ndo acende.

anodo Jn
:- — D
anodo catodo

catodo

Figura 12.13.: LED e diagrama de circuito correspondente. O cdtodo cos-
tuma ser um fio mais curto e estar perto de uma zona onde
a cobertura pléstica é plana.

A energia elétrica que os portadores de carga perdem na passagem da
interface entre os dois semicondutores é transformada em luz. Essa energia
corresponde a diferenca entre dois niveis de energia no semicondutor e
tem um valor especifico préprio dos semicondutores usados no LED.

Como se viu, a energia que transporta cada fotdo é dada pela equagdo 12.35
como tal, os fotdes emitidos no LED tém todos aproximadamente a mesma
frequéncia, igual a diferenca entre os niveis de energia dos eletrdes nos dois
elétrodos do LED, dividida pela constante de Planck; isso implica que a luz
do LED é monocromdtica. Assim, a cor da luz emitida pelo LED depende
do semicondutor usado. A tabela 12.1 mostra as cores proprias de alguns
semicondutores.

Quando circula corrente pelo LED, cada carga de conducao que atravessa
a interface no LED perde a energia correspondente a de um fotdo. Assim, a
curva carateristica do LED é semelhante a carateristica de um recetor, com
ordenada na origem positiva, e declive constante positivo (figura 12.14).

A forca contra-eletromotriz do LED, ¢’ (ordenada na origem da carateris-
tica tensdo-corrente), é a energia por unidade de carga, que as cargas de
conducao perdem na passagem pelo LED e é convertida em luz.

Assim, a energia que cada eletrao perde quando atravessa a interface entre
os dois semicondutores é igual a: e&’. Essa energia é a energia do fotdo que
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Tabela 12.1.: Cores associadas a alguns semicondutores usados atual-

mente.
Semicondutor Cor daluz A
Arsenieto de gélio e aluminio Infravermelha 880 nm
Arsenieto de gélio e aluminio Vermelha 645 nm
Fosfato de aluminio, indio e gélio Amarela 595 nm
Fosfato de gélio Verde 565 nm
Nitreto de gélio Azul 430 nm
AV A

[

>
I
Figura 12.14.: Carateristica tensao-corrente de um LED.

é emitido:

'—phf=— 12.37
ee f 1 ( )

onde c é a velocidade daluz e A é o comprimento de onda da luz emitida.

Resolvendo a equacao 12.37 em ordem a h obtém-se:

(12.38)

Esta equacao é ttil para medir experimentalmente o valor da constante
de Planck, a partir da carateristica tensdo-corrente de um LED usando a
montagem experimental apresentada na figura 12.15, por exemplo.
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IV_—
N2 LED CV)

1kQ

Figura 12.15.: Circuito usado para determinar a carateristica de um LED.

A resisténcia de 1 kQ é usada para evitar que a corrente no LED ultrapasse
alguns miliampere e ndo queime o LED; se o LED estiver ligado no sentido
correto, deve produzir luz. Com os valores medidos da diferenca de poten-
cial em funcao da corrente traca-se a curva carateristica do LED, que pode
ser ajustada por uma reta. A ordenada na origem dessa reta (¢') e o valor
do comprimento de onda préprio do LED (tabela 12.1) permitem obter o
valor da constante de Planck a partir da equacdo 12.38.

Perguntas

1. Qual das afirmacdes € verdadeira para uma onda eletromagnética no
vacuo? Quanto menor for o periodo:

Menor é o comprimento de onda.
Maior € a velocidade.

Menor é a amplitude.

O 0w >

Maior é a amplitude.

E. Nenhuma das outras respostas.

2. Qual dos seguintes fenémenos é uma prova a favor da teoria ondulatéria
da luz, contra a teoria corpuscular?

A. Refracdo daluz. D. Polarizacao da luz.
B. Efeito fotoelétrico. E. O arcoiris.

C. Reflexdo daluz.
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3. Uma onda eletromagnética harmoénica tem frequéncia de 2.0 GHz. Cal-
cule o comprimento de onda.

A. 30m D. 150 m
B. 15cm E. 3.0m
C. 6.67m

4. Que tipo de radiacdo é uma onda eletromagnética com comprimento
de onda de 1 cm?

A. Luz visivel. D. Microonda.
B. Raios gama. E. Raios X.
C. Onda de radio.

5. Uma onda eletromagnética propaga-se no sentido positivo do eixo dos
z. Num certo ponto e num certo instante, o campo elétrico da onda
aponta na direcdo e sentido positivo do eixo dos y. Em que direcdo e
sentido aponta o campo magnético nesse mesmo ponto e no mesmo
instante?

A. No sentido positivo do eixo dos y.
No sentido negativo do eixo dos y.
No sentido positivo do eixo dos x.

No sentido negativo do eixo dos x.

m o 0w

No sentido negativo do eixo dos z.

Problemas

1. Uma onda eletromagnética propaga-se no vacuo, no sentido positivo
do eixo dos x. No instante t = 0, o campo elétrico em funcdo de x é
dado pela fung¢do (unidades SI)

50
E= >
xX“+2

Calcule o campo no ponto x = 50 m, no instante ¢ = 0.2 s.
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2.

Em 1886 Heinrich Hertz conseguiu produzir e detetar ondas de radio,
pela primeira vez, com o aparelho no diagrama. Hertz observou que
nio se detetava nenhuma onda quando se colocava uma placa metdlica
entre a fonte e o recetor; explique porque. Também descobriu que ndo
era detetada nenhuma onda se o recetor fosse rodado 90° em relagdo a
linha que une a fonte e o recetor; explique porqué.

oscilador
de alta ’9 detetor
frequéncia

fonte recetor

Considere uma onda eletromagnética plana, polarizada na direcdo do
eixo dos x, que se propaga no viacuo na direc¢do positiva do eixo dos y,
com frequéncia de 12 MHz e amplitude Ep 4 = 0.008 V/m. (a) calcule o
periodo e o comprimento de onda. (b) Escreva uma expressao para E(f)
e para E(t).

Uma onda eletromagnética plana propaga-se no vacuo no sentido ne-
gativo do eixo dos x. Num dado instante ¢ = 0 o campo elétrico é
E= Enaxsin(2.25 x 107 x) IE, com x em metros. (a) Calcule o compri-
mento de onda. (b) Calcule a frequéncia. (c¢) Diga qual é a direcdo de
polarizacdo da onda.

Uma lamina metdlica muito extensa encontra-se sobre o plano Oxy.
Alamina é ligada a uma fonte varidvel que produz um campo elétrico
uniforme no plano Oxy, mas varidvel no tempo segundo a equagio:
E= Emsxsin(w 1)1, onde Epsx € w sdo constantes. O campo elétrico na
lamina origina uma onda eletromagnética plana. Escreva as func¢des
que representam os campos elétrico e magnético dessa onda, em funcao
do tempo e da posicao.

Usando a equacao 12.17, demonstre que se o campo elétrico for E =
f(y+ct), o campo magnético é B=—f(y+ ct)/ceseocampo elétrico
for E = g(y—ct), o campo magnéticoé B=g(y—ct)/c.

A figura representa o campo eletromagnético de uma onda plana de
420 MHz, no instante ¢ = 0. As linhas de campo verticais representam
0 campo elétrico e as linhas perpendiculares a folha de papel sao as
linhas do campo magnético. Calcule a distancia d e escreva o vetor do
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campo magnético em fun¢do do tempo e da coordenada x.
YA
X L[] X
X X o (oo X |X| X
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X o X
I d I

8. Calcule a energia, em joules e em eletrao-volts, dos fotdes na luz laranja,

com comprimento de onda de 616 nm.

9. Determine o comprimento de onda de um fotao com energia igual a

2.00 eV. A que tipo de radiacao corresponde esse fotao?

Respostas

Perguntas: 1. A. 2. D. 3. B. 4. D. 5. D.

Problemas
1. 490 mV/m.

2. O campo elétrico na placa metélica é nulo, o que implica que as ondas
nao passam de um lado para o outro. O recetor sé deteta ondas pola-
rizadas na direcao da linha entre as duas esferas no detetor; as ondas
produzidas pela fonte estdo polarizadas na direcao da linha entre as
duas esferas na fonte.

3. (@ P=83.33ns,1=25m
(b) E =0.008c0s(0.2513 y — 75.40 x 1081 + ¢) i
B=-2.67x10""cos(0.2513 y —75.40 x 108t + ) k.

4. (@) 279 nm. (b) 1.074x10° Hz. (¢) O eixo dos z

5. As expressdes dos campos sao:

. w
Enaxsinlwt——2)i,v z=0
c

. w
Emaxsin(w t+ — 2)1,
c

z<0
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Emax

. w
sinwt——2)j, z=0
c

oo
I

Eméx

w
sinlwt+—2)j, z<0
c

6. A derivada de f(y+ct) em ordema t é ¢ f'(y + ct). Substituindo na
equacao 12.17 conclui-se que a derivada de B é funcao de y e igual a
—f'(y+ct)/c. Como aderivadade f(y+ct) emordemayé f'(y+ct),
entdo B éiguala—f(y+ct)/c.

A derivada de g(y — ct) em ordem a t é —c g'(y — c t). Substituindo na
equacao 12.17 conclui-se que a derivada de B em ordem a y é igual a
g'(y—ct)/c. Como a derivadade g(y—ct) emordema y é g'(y —c1),
entdo B éiguala g(y—ct)/c.

7. d =357 cm, B = —Bmgx cos (2m(4.2 x 10% £ +1.40 x)) k (¢ em segundos, x
em metros)

8. 3.23x107197,2.02 eV.

9. 620 nm. Trata-se de luz visivel de cor laranja-vermelha.



A. Constantes e dados

numericos

A.1. Prefixos SI

Fator Prefixo Simbolo Fator Prefixo Simbolo
108 exa E 107! deci d
1015 peta P 1072 centi c
1012 tera T 1073 mili m

109 giga G 1075 micro u
105  mega M 107  nano n
103 quilo k 10712 pico p
102 heto h 1071 femto f
10! deca da 10718 ato a
A.2. Constantes fundamentais
Constante Simbolo Valor Unidades
Constante de Coulomb k 9x10°? m/F
Constante magnetostatica km 1077 N/A?
Velocidade da luz no vacuo c 2.998x108 m/s
Constante de Planck h 6.626x10734 J-s
Carga elementar e 1.602x10719 C
Massa do eletrdo Me 9.109x1073! kg
Massa do protao mp 1.673x10727 kg
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A.3. Constantes dielétricas e rigidez dielétrica

Material Constante dielétrica, K Rigidez, E, 4x (kV/mm)

Agua (20 °C) 80 —
Ar seco 1.00059 3

Oleo 2.24 12
Papel 3.7 16
Acrilico 3.4 40
Vidro pirex 5.6 14
Porcelana 7 5.7
Poliéster 2.55 24
Parafina 2.1-2.5 10

A.4. Resistividade e coeficientes de temperatura

Material p20 (NQ-m) a0 (°C™1)
Prata 16 0.0038
Cobre 17 0.0039

Aluminio 28 0.0039

Tungsténio 55 0.0045
Ferro 100 0.0050
Chumbo 220 0.0043
Niquel-crémio 1000 0.0004

Grafite 35000 —0.0005




B. Calculo do campo elétrico

B.1. Campo de uma esfera condutora

Numa esfera condutora isolada, a carga distribui-se uniformemente na
superficie. Se o raio da esfera é R e a carga total Q, entdo a densidade
superficial de carga é constante e igual a carga total dividida pela drea da
superficie da esfera

Q

Para calcular o campo elétrico num ponto P qualquer, que estd a uma
distancia r do centro da esfera, é conveniente definir o eixo dos z com
origem O no centro da esfera e passando pelo ponto P, como se mostra na
figura B.1

Figura B.1.: Esfera condutora com carga.

Divide-se a superficie da esfera em muitos pedacos infinitesimalmente
pequenos, calcula-se o campo produzido por cada pedaco no ponto P e o
campo total é a sobreposi¢do de todos esses campos. A figura B.1 mostra
duas partes infinitesimais da superficie da esfera, ambas com drea d A, em
dois pontos que estdo a mesma distancia s de P, de forma que os segmentos
desde esses pontos até P estdo no mesmo plano com o eixo dos z. Um
desses pontos tem coordenadas polares (R, 0, ¢), e o outro (R,0 + 1, ¢b),



278 Cdlculo do campo elétrico

onde ¢ é o angulo indicado na figura. O dngulo § mede-se no plano xy,
perpendicular ao eixo dos z

O elemento infinitesimal de 4rea, d A, determina-se multiplicando os com-
primentos dos dois arcos obtidos quando os dois angulos, ¢ e 8, aumentam
infinitesimalmente em d¢ e df. O aumento do dngulo ¢ produz um arco
de comprimento Rd¢, e o aumento do dngulo 8 produz um arco que, pro-
jetado no plano xy, tem raio R sin(¢) e angulo df. Como tal, o elemento
infinitesimal de drea na superficie da esfera é

dA = R*sin(¢) d8 d¢ (B.2)

A carga infinitesimal nessa regido obtém-se multiplicando essa drea pela
carga superficial (equacado B.1)

dg = % sin(¢p) d6 d¢p (B.3)

Essa carga infinitesimal pode ser considerada uma carga pontual e, as-
sim sendo, o médulo do campo que ela produz no ponto P é dado pela
expressdo do campo para uma carga pontual (equacao 1.5)

dE = 4’:{'1932 sin(¢p) d6 d¢ (B.4)
onde s é a distadncia desde a regido infinitesimal na superficie da esfera,
até o ponto P. Os campos produzidos pelas duas regides infinitesimais
mostradas na figura B.1 tém o mesmo médulo dE (equacdo B.4) e fazem o
mesmo angulo @ em relacao ao eixo z, mas nos dois lados opostos do eixo
dos z. Como tal, as componentes desses dois campos perpendiculares ao
eixo dos z anulam-se, ficando apenas a soma das componentes paralelas
ao eixo dos z. Conclui-se entdo que o campo total devera ser na direcao
do eixo dos z e para o calcular basta integrar a componente cos(a) dE, do
campo produzido pela regido infinitesimal no (R, 0, ¢), em ordem a8 e a

¢, com os limites necessdrios para incluir todos os pontos da superficie:

2T
_ _ kIQ cos(a) sin(¢)
E= f cos(a)dE = 4JTK6[0f 2 dfde¢ (B.5)

sup. esfera

Como s e a dependem de ¢ mas ndo dependem de 8, o integral em ordem
a 6 é simplesmente igual a2

k1Q| [ cos(a) sin(¢)
E=
2K ) §2

do (B.6)
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Este integral é mais simples de calcular expressando os dois angulos ¢
e a em func¢do da distancia s, usando o teorema do cosseno aplicado ao
tridngulo de lados r, R e s na figura B.1

R*=s?+r?-2sr cos(a) (B.7)
s> =R*+r?—2Rr cos(¢p) (B.8)
A expressdo para a obtém-se a partir da equacao B.7

s2+r2—R?
cos(q) = —— (B.9)
28r

Lembre-se que R e r sdo constantes para todos os segmentos da superficie
esférica. A expressdo para sin(¢) d¢ obtém-se derivando a equacdo B.8

sin(¢p) dep = % ds (B.10)

Substituindo as expressdes B.9 e B.10 na equacao B.6 obtém-se

kol . rP-R?
re —
- 1+ ds B.11
4KRr2f( §2 ) (B.11)
Smin

Onde $min € Smax S30 os valores minimo e maximo da distancia s, em ¢ =0
e ¢ = m. O resultado do integral é

k1Ql

r2_R2
=— _ B.12
4KRr? ) (8.12)

(Sméx — Smin) (1 +
Sméx Smin

E necessario considerar dois casos diferentes, quando o ponto P esta dentro

ou fora da esfera. Quando o ponto P esta dentro da esfera, s,yyn = R—71,
2

Smax = R+ 1 €, como tal, Smax Smin = RZ— 1 e
rz_RZ d2_R2
1+ =l+———5=0
Sméx Smin Re—r

Ou seja, o campo elétrico em qualquer ponto dentro da esfera é nulo. Fora
da esfera, spmin=7—R, Smax ="+ R e

_ k1Ql
4KRr?

rz—Rz)_lel
r2—R2) Kr2

(2R)(1+
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Que é o mesmo campo produzido por uma carga pontual Q colocada no
centro da esfera. Resumindo, o campo da esfera condutora é na direcao
radial, atrativo se Q < 0 ou repulsivo se Q > 0 e com médulo igual a

k
9l ,F>R
E=< Kr? (B.13)
0 ,r<R

B.2. Campo de duas esferas condutoras
concéntricas

A figura B.2 mostra duas esferas condutoras concéntricas isoladas, de raios
R; e Ry. A esfera de raio R; tem carga total Q,, a esfera de raio R, tem carga
total Q2 e Ry < R». O campo de cada uma das esferas é dado pela expressdo
obtida na seccao anterior e o campo total é a soma desses dois campos.

Figura B.2.: Esferas condutoras concéntricas com carga.

No interior da esfera menor, o campo é nulo porque todos os pontos nessa
regido encontram-se no interior das duas esferas e as esferas condutoras
ndo produzem campo no seu interior. Nos pontos que estdo entre as duas
esferas, o campo é igual ao campo da esfera menor, porque esses pontos
estdo no interior da esfera maior, onde esta ndo produz nenhum campo.
Nos pontos fora das duas esferas, o campo total é igual a soma dos campos
das duas esferas, ou a sua diferenca, segundo Q; e Q> tenham o mesmo
sinal ou sinais opostos.
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A expressdo para o médulo do campo total a uma distdncia r do centro das
esferas é entao

k +
|Q1 + Q2| >Ry
. Kr?
E={ klQil Ri<r<R (B.14)
Kr?
0 ,Fr <R

O campo é sempre na direcdo radial. Entre as duas esferas, o campo aponta
no sentido radial se Q; é positiva, ou no sentido oposto se Q; é negativa.
Fora das duas esferas, o campo é repulsivo se Q; + Q. € positiva, ou atrativo
se Q1 + Q2 é negativa.

As expressoes obtidas neste apéndice para o campo da esfera condutora e
das duas esferas concéntricas podem ser obtidas mais facilmente usando a
lei de Gauss, como se explica no capitulo 6. No entanto, o método usado
neste apéndice é mais geral e permite obter campos de distribuicdes de
carga mais complicadas. O problema é que os integrais obtidos podem
nao ter solucdo analitica, tendo de ser calculados de forma numeérica.






C. Transformada de Laplace

C.1. Definicao

Neste apéndice apresenta-se apenas um sumario sobre a transformada
de Laplace. Um estudo mais completo do tema encontra-se nos livros de
matemadtica para engenharia ou nos livros sobre equacdes diferenciais, por
exemplo: An Introduction to Differential Equations and their Applications
(Farlow, 1994).

Define-se a transformada de Laplace de uma funcao f(#) como o integral:

L)} :ff(t)e_”dt (C.)
0

Note-se que o resultado desse integral j&d ndo depende de ¢ mas sim do
parametro s, que se admite ser um ntmero real.

Neste livro, para representar a transformada de Laplace, utiliza-se um til
por cima da letra que representa a fun¢do. Por exemplo, g(s) é a funcao
obtida por aplicacdo da transformada de Laplace a funcao g(1).

Avariavel s tem unidades de inverso do tempo, ou seja unidades de frequén-
cia, ja que o expoente st é adimensional. Comot al, g(#) e g(s) costumam
ser designadas de representac¢des da fungdo no dominio do tempo e no
dominio da frequéncia, respetivamente.

Tal como no caso da derivacdo, uma forma rapida de calcular a transfor-
mada de uma funcdo é por meio de algumas regras simples que se vdo
obter nas seccoes seguintes. A transformada inversa de uma funcao f(s) é
afuncdo f (1) cuja transformada de Laplace é igual a f(s).

Para que a transformada de Laplace de uma funcao f'(¢) exista, é necessdrio
que f(t) observe as duas propriedades seguintes:

1. A funcdo tem de ser parcelarmente continua, isto é, f(t) pode ter al-
guns pontos isolados onde é descontinua, mas é necessariamente con-
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tinua em cada intervalo entre dois pontos de descontinuidade.

2. Afuncao f(¢) deve ser de ordem exponencial: existe um nimero real a
tal que o limite
lim |f(£)|e %" (C.2)
t—o0

existe. O dominio da respetiva transformada de Laplace f(t) é s > a.

Note-se que no célculo da transformada de Laplace ndo interessa a forma
como a funcdo seja definida em ¢ < 0. Isto prende-se com o intervalo
de integracdo usado na defini¢do da transformada. E possivel usar ou-
tros intervalos diferentes, mas o intervalo ¢ > 0 € particularmente util nos
problemas fisicos estudados neste livro, em que unicamente interessa a
evolucdo de um sistema fisico a partir de um instante inicial ¢ = 0.

C.2. Propriedades

C.2.1. Linearidade

Para quaisquer duas funcdes f () e g(¢) e duas constantes a e b, verifica-se:

2{af(t)+bg(t)}=af(s)+bg(s) (C.3)

e a transformada inversa também é um operador linear:

L Haf()+bgs)h=af(t)+bg(t) (C.4)

C.2.2. Derivada da transformada

A derivada da transformada de f(t), em ordem a frequéncia s é,
df d [ o0
- _ —Stqp_ _ Sstg_
ds dsffme dz Oftf(f)e dt=-21{t f(1)} (C.5)
0

e derivando sucessivamente n vezes conclui-se que

d*f

Li"fr=(-1) I

(C.6)
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C.2.3. Transformada da derivada

A transformada da derivada de f(t) em ordem ao tempo esté relacionada
com a propria transformada de f(¢). Integrando por partes o integral que
define a transformada, obtém-se:
o oo

+sffe_”dt (C.7)
0 0

g{f/}:\/’f/e—stdt:fe—st
0

o ultimo integral é a transformada de f(¢) e, no primeiro termo, o limite
de fe *! quando t tende para infinito é zero, jd que f(t) é uma funcdo de
ordem exponencial. Como tal, obtém-se a seguinte relagdo:

Lify=sf-f0) (C.8)

A transformada de derivadas de ordem superior calcula-se aplicando a
mesma propriedade vérias vezes sucessivas; por exemplo, a transformada
da segunda derivada é igual a:

LU =s LN -f O =s(sf-fO)-f (0
=2 f-sf0)-f'(0) (C.9)
C.2.4. Deslocamento na frequéncia

A transformada do produto entre uma funcao exponencial e outra funcao
qualquer é:

ff{e“tf(t)}=ffe(“_s”dt=f(s—a) (C.10)
0

Nomeadamente, quando se multiplica uma fung¢ao por e, no dominio
do tempo, a sua representacdo no dominio das frequéncias desloca-se a
unidades no sentido positivo do eixo da frequéncia s.

C.2.5. Deslocamento no tempo
Define-se a funcao degrau unitario, ou funcédo de Heaviside, como:

0 ,t<a
u(t—a :{ (C.11)
1 ,t>a
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Como tal, o produto,

ut—a) f(t—a (C.12)

é a funcao f(¢) deslocada uma distancia a no sentido positivo do eixo do
tempo ¢, sendo nula para t < a. Calculando a transformada de Laplace
desse produto obtém-se:

Llu(t—a) f(t— a)} :ff(t— a)e”*tdt

=ff(r)e_s(r+“)dr:e_‘”/f(r)e‘”dr
0 0

e conclui-se que:

Llult—a) f(t—a)} =e P f(s) (C.13)

Isto €, quando a funcao é deslocada a unidades no sentido positivo do
tempo ¢, a sua representacao no dominio da frequéncia fica multiplicada
pore 45,

Note-se que no caso particular a = 0, esta propriedade implica que a trans-
formada de u(t) f(t) é idéntica a transformada de f(¢); o produto u(t) f(t)
simplesmente torna o resultado nulo para ¢ < 0 deixando a funcao igual
para t > 0 e como ja foi dito, no célculo da transformada de Laplace apenas
interessa a definicao da funcdo em ¢ > 0.

Esta propriedade é muito 1til para calcular as transformadas de Laplace de
funcdes com descontinuidades. Uma outra forma equivalente é

Llult—a) f()} =e S LIf(t+ a)}‘ (C.14)
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C.3. Transformadas de fun¢oes importantes

C.3.1. Polindbmios

A transformada de #”, onde p é qualquer ntimero real, pode ser simplifi-
cada usando a mudanca de varidvel u = st

oo o0 d
p
££{t”}=ftpe_”dt=f(z) e_”—u
s s
0 0
o0
:s_(p“)fupe_”du (C.15)
0

e este ultimo integral é a funcao gama de p + 1; como tal, a transformada
de tP é

T(p+1)

g{tp} - sh+l

(C.16)

em particular, quando p é um namero inteiro positivo n, a fun¢do gama
de n + 1 é igual ao fatorial de n e obtém-se:

n, . n
Lt = i (C.17)
eparan=0
1
PL{1} = 3 (C.18)

C.3.2. Funcoes exponenciais

Aplicando a propriedade de deslocamento na frequéncia s, com f(t) =1
e tendo em conta que Z£{1} = 1/s, obtém-se a transformada da func¢ao
exponencial,

PLle? = 1 (C.19)
S—dad

e como a derivada de 1/(s—a) é —1/(s — a)?, usando a propriedade da
derivada da transformada conclui-se:

aty _ 1
Zite"y = =3 (C.20)
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O mesmo resultado pode ser obtido a partir da transformada de ¢ e usando
a propriedade de deslocamento em s.

C.3.3. Funcoes sinusoidais

Para calcular a transformada de Laplace das funcdes sinusoidais é conveni-
ente usar a formula de Euler:

F () = finax cos (@ £+ @) = Re (finax e @ +9))
=Re fmaxe'’ e") (C.21)

onde Re{z} é a fun¢do que d4 a parte real do niimero complexo z. Com tal,
a transformada de Laplace da funcao sinusoidal f() é:

79 = 2 {Re(fmaxe'” ¢ )}

(C.22)

. . el
=Re (fmaxe'? L {e'“'}) =Re (]C?;Llew)

Por simplicidade, costuma-se omitir a funcdo Re, ficando implicito que s6
interessa a parte real. Definindo o fasor F da funcao sinusoidal f(f) como o
produto fmsxe'?, a transformada de Laplace da func¢ao sinusoidal é entéo:

Lfmax cos(wt+¢)} = (C.23)

s—iw

onde F é o respetivo fasor. Como sinx = Re (—ie‘x), conclui-se também
que:

—iF
S—iw

Lfmaxsin(wt+ @)} = (C.24)

C.3.4. Funcao impulso unitario

A funcdo impulso unitério, ou funcao delta de Dirac, 6 (t — a), é a derivada
da funcdo degrau unitdrio u(t — a). Note-se que nao € realmente uma
funcdo, porque em ¢ = a a funcdo u(f— a) é descontinua e a sua derivada
nao existe.

Pode interpretar-se 6 (f — a) usando uma fun¢ao degrau unitario continua,
que ndo muda abruptamente de 0 para 1 em ¢ = @, mas sim aumentando
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gradualmente de 0 para 1 num pequeno intervalo que inclui ¢ = a; como tal,
6(t — a) é nula excepto nesse pequeno intervalo em que o degrau unitario
passa de 0 para 1, e a drea total sob d (¢ — a) deve ser igual a 1. No limite em
que o comprimento desse intervalo se aproxima de zero, o valor de 6 (¢ — a)
aproxima-se de infinito, em ¢ = a, e de zero em qualquer outro valor de
L #a.

Uma funcéao f(¢), continua em a, verifica a propriedade seguinte:

yt<a

t
0
0(z—a)dz= C.25
-[of(Z) (z—a)dz {f(a) isa (C.25)

A transformada da funcdo impulso unitdrio é a transformada da derivada
da func¢do degrau unitario. Aplicando a propriedade da transformada da
derivada, obtém-se:

Lot-a}=e (C.26)

As propriedades da transformada de Laplace e as transformadas das fun-
¢Oes calculadas nas secgOes anteriores encontram-se resumidas na ta-
bela C.1.
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Tabela C.1.: Propriedades da transformada de Laplace.

Funcido Transformada
f® f
" n!
t w
e?! f(1) fs—a)
[l sf($)-f0)
: 1
ff(z)dz Ef(s)
0 ~
df
tf(n “ds
z e
S ~
u(t—a) f(t—a e S f(s)

u(t—a f(1)
o(t—a)

i
fimax cos(wt+¢)

fmax sin(w £+ ¢)

e B L{f(t+a)

e—as

af(as)
F
s—iw
—iF
S—iw
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