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Prefacio

Este livro destina-se a alunos universitdrios do primeiro ano de ciéncias e
engenharia. Espera-se que o aluno tenha alguns conhecimentos de dlgebra
linear e de cdlculo infinitesimal e diferencial. Com o desenvolvimento
dos computadores pessoais, o tipo de problemas que podem ser resolvidos
numa disciplina introdutéria de fisica aumentou significativamente. As
técnicas de computacao e simula¢io permitem ao aluno desenvolver uma
visdo geral de um problema de fisica, sem ter de aprender métodos analiticos
complicados. As técnicas computacionais inicialmente desenvolvidas para
resolver problemas de mecanica tém sido aplicadas com sucesso em dominios
exteriores a fisica, dando origem a teoria geral dos sistemas dindmicos.

O objetivo € transmitir ao leitor conhecimentos basicos de mecanica e dos
métodos computacionais usados para resolver sistemas dinimicos. E usado
o Sistema de Computacdo Algébrica (CAS) Maxima [http://maxima.
sourceforge.net] para facilitar a resolu¢do dos problemas.

O tema central do livro é a mecénica, incluindo-se também alguns temas
contemporaneos, como sistemas nado lineares e sistemas cadticos. A abor-
dagem adotada situa-se no ambito da mecanica cldssica, admitindo-se a
existéncia de um espago absoluto e de um tempo absoluto, independentes
dos observadores.

O livro foi escrito como texto de apoio para a disciplina de Fisica 1 (EIC0010)
do primeiro ano do Mestrado Integrado em Engenharia Informética e
Computagdo (MIEIC) da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto
[http://www.fe.up.pt] e € o primeiro de dois volumes. O segundo
volume é “Eletricidade, Magnetismo e Circuitos” [http://def.fe.up.
pt/eletricidade] (Villate, 2014). Sao feitas atualizacOes frequentes
ao texto que podem ser obtidas no sitio Web [http://def.fe.up.pt/

dinamica] do livro.

Este livro estd a ser usado numa disciplina semestral, com 12 semanas de
aulas e 2 horas de aula tedrica mais 2 horas de aula tedrico-pratica por
semana. As aulas tedricas sdo do tipo palestra, num anfiteatro, e as aulas
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tedrico-praticas decorrem numa sala com computadores portateis, onde os
alunos podem consultar a versdo Web do livro e usar o software Maxima.

Os seis primeiros capitulos seguem o programa tradicional das disciplinas
de introduc@o a mecanica para estudantes de ciéncias e engenharia, sem
incluir sistemas de vérios corpos nem mecénica dos fluidos. O capitulo 7 é
uma introdugdo aos sistemas dindmicos. O capitulo 8 aborda a mecanica
lagrangiana e os capitulos 9, 10 11 e 12 sdo sobre sistemas dindmicos.

Nesta edicdo de 2015 foram feitas vdrias corre¢des, introduzidos alguns
problemas novos e a formatacdo do livro foi modificada para poder ser
visualizado melhor em telefones e tablets e para que a versio para impressao
use um formato menor do que A4. A notagdo para os versores foi alterada e
0s versores cartesianos sdo agora i, j e k. No capitulo 1, a explicacdo sobre
velocidade e aceleracao instantineas foi melhorada e foi introduzida uma
nova sec¢ao sobre movimento uniforme e uniformemente acelerado. No
capitulo 11 foi acrescentada uma seccdo sobre dindmica populacional. No
capitulo 12, o exemplo da bola sobre uma mesa oscilatéria foi substituido
pelo péndulo caético. O apéndice A sobre o Maxima foi atualizado e
melhorado.

Agradeco ao professor Jodo Rui Guedes de Carvalho a revisao cuidadosa
que fez do manuscrito e as suas sugestdes e troca de opinides sobre o tema.
Agradeco também aos alunos o entusiasmo e interesse que t€ém sido fonte
de inspiracdo para escrever este livro e a sua valiosa ajuda na correcdo
de erros e gralhas. Muitos alunos ao longo de vérios anos de ensino t€ém
contribuido para melhorar este livro. Finalmente devo agradecer também
aos colegas que lecionaram comigo as aulas tedrico-praticas desta disciplina
quando este livro comecou a ser escrito, Maria Helena Braga, Francisco
Salzedas, Helder Silva e Jodo Carvalho, quem para além da sua formacao
em fisica partilhou comigo a sua experiéncia como atleta de competicao,
elucidando-me em alguns aspetos da fisica do desporto.

Jaime E. Villate
E-mail: villate@fe.up.pt
Porto, fevereiro de 2015
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A cinemadtica é a andlise do movimento sem consideracdo das suas causas.
No caso das corredoras na fotografia, o movimento dos bracos e pernas é
oscilante, enquanto que o movimento da cabecga é mais aproximadamente
uniforme e, por isso, mais facil de descrever; basta contabilizar o deslo-
camento horizontal da cabeca, em funcdo do tempo. Para descrever o
movimento das pernas, para além de considerar o deslocamento horizontal,
€ necessdrio considerar a variagdo de algum angulo em fun¢do do tempo.



2 Cinemdtica

1.1. Movimento dos corpos rigidos

Um objeto encontra-se em movimento se a sua posicao for diferente em
diferentes instantes; se a posi¢do permanece constante, o objeto estd em
repouso. Para medir a posi¢do do objeto, é necessdrio usar um referencial;
nomeadamente, outros objetos usados como referencia. Se a posi¢do do
corpo em estudo varia em relagdo ao referencial, o corpo estd em movimento
em relagdo a esse referencial. Assim, o movimento é um conceito relativo,
j4 que um objeto pode estar em repouso em relagdo a um dado referencial,
mas em movimento em relacdo a um outro referencial.

O movimento mais simples de um corpo rigido, de translacdo sem rotagao, é
quando todos os pontos do corpo seguem trajetdrias idénticas (ver figura 1.1).
Assim sendo, basta estudar o movimento de um tnico ponto para conhecer
o movimento do corpo rigido.

Translacao Rotagdo

i 30°

20°

50°
Translacdo e rotagdo

Figura 1.1.: Movimentos de translacdo, rotacdo em torno de um eixo e
sobreposi¢do dos dois.
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No movimento de rotagdo em torno de um eixo, todos os pontos num eixo
permanecem em repouso e os outros pontos deslocam-se. Na segunda parte
na figura 1.1, o martelo rodou em torno de um eixo perpendicular a pagina.
Nesse tipo de movimento as trajetérias de pontos diferentes ja ndo sdo
idénticas mas todas elas s@o arcos de circulo, com o mesmo angulo, que s6
diferem no valor do raio. Basta saber como varia o dngulo de rotagdo para
descrever o movimento de qualquer ponto no corpo.

Um movimento mais complicado € a sobreposi¢ao de translacio e rotagcao
em torno de um eixo (terceira parte na figura 1.1). Nesse caso, as trajetorias
do diferentes pontos do corpo sdo curvas diferentes. No entanto, esse
movimento mais complicado pode ser descrito apenas com a trajetéria de
um ponto qualquer do corpo e a variacido do angulo de rotacdo de uma reta
qualquer no corpo; com efeito, o &ngulo de rotagdo é o mesmo para qualquer
segmento no corpo rigido e apds fixar a posi¢do do ponto num instante e o
angulo de rotacdo, consegue dizer onde estardo todos os outros pontos do
corpo nesse instante.

Existe também outro tipo de rotacdo mais geral, rota¢do a volta de um ponto,
em que um Unico ponto permanece em repouso. Nesse caso as trajetdrias
dos diferentes pontos sdo curvas na superficie de uma esfera com centro
no ponto em repouso. A forma mais conveniente de descrever esse tipo
de movimento consiste em determinar a variagdo de trés dngulos. O caso
mais geral do movimento de um corpo rigido consiste na sobreposicdo
de translagdo e rotacdo a volta de um ponto. Nesse caso serd necessario
conhecer a trajetdria de um ponto do corpo e a variacdo de trés angulos.

1.2. Movimento e graus de liberdade

Os graus de liberdade de um sistema sdo as varidveis necessarias para
determinar a sua posicdo exata. Por exemplo, para determinar a posicdo de
uma mosca numa sala “retangular”’, podem medir-se as suas distancias até o
chao e duas paredes perpendiculares da sala, dando origem a um sistema de
trés coordenadas perpendiculares (coordenadas cartesianas ou retangulares),
que se costumam designar pelas letras x, y e z (figura 1.2).

Ou seja, o movimento de um ponto no espaco estd associado a 3 graus
de liberdade. A trajetéria do ponto € uma curva no espago, que pode ser
descrita indicando as expressdes para as 3 coordenadas cartesianas x, y € z
em func¢do do tempo. Como 0 movimento mais geral de um corpo rigido
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Figura 1.2.: Coordenadas cartesianas de uma mosca numa sala retangular.

€ a sobreposi¢do do movimento de um ponto e variacdo de trés angulos,
esse movimento tem 6 graus de liberdade: 3 coordenadas que descrevem o
movimento do ponto, mais os 3 dngulos que descrevem a rotagdo. Outros
movimentos mais simples possuem menos graus de liberdade; a rotagdo em
torno de um eixo fixo tem apenas um grau de liberdade, a translacdo sem
rotacdo 3 graus de liberdade e a translacdo com rotacdo em torno de um
eixo fixo estd associada a 4 graus de liberdade.

Neste capitulo estuda-se apenas 0 movimento de um ponto. Esse estudo
sera suficiente para descrever a translagao dos corpos rigidos e servird de
base para estudar movimentos mais complexos.

Quando um ponto estd limitado a seguir uma trajetéria pré determinada,
o movimento desse ponto t€ém um tnico grau de liberdade. Por exemplo,
no movimento de cada uma das rodas de um carrinho nos carris de uma
montanha russa, enquanto o carrinho siga os carris sem perder o contacto
com eles, o movimento do centro da roda segue uma curva determinada.
Se a posi¢do do ponto num instante inicial € conhecida, para determinar a
posi¢do em qualquer outro instante basta saber o deslocamento ao longo
dos carris, desde o instante inicial até esse instante.

No movimento de translacdo de um automdvel numa autoestrada podera ser
suficiente um tnico grau de liberdade (figura 1.3). Se o automdvel sofrer
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uma avaria e o condutor tiver que telefonar para pedir um reboque, basta
dizer em que quilémetro da autoestrada se encontra para que o condutor
do camifo de reboque saiba para onde se dirigir. Assim, o movimento dos
automoveis na autoestrada € caraterizado por um dnico grau de liberdade, o
deslocamento ao longo da estrada.

o™

Figura 1.3.: A translagdo de um automdvel numa autoestrada considera-se
um movimento com um grau de liberdade.

De referir que o deslocamento na estrada ndo € medido em linha reta, mas
ao longo de uma curva no espago; no entanto, como a forma detalhada dessa
curva ja estd estabelecida, basta uma varidvel para descrever a posicdo em
cada instante. Em outros casos poderd ser necessario descrever a variagao
de outros graus de liberdade, por exemplo, a distiancia a berma da estrada.
Se o automével fosse perfeitamente rigido e sempre em contacto com a
estrada, a descrigdo completa do movimento seria feita incluindo também
um angulo. Na prética hd sempre muitos mais graus de liberdade porque
ndo existem corpos perfeitamente rigidos.

Se um ponto estd limitado a deslocar-se sobre uma superficie, basta usar
duas coordenadas para determinar a sua posicdo e o seu movimento tem
dois graus de liberdade.

Um bidlogo a seguir o movimento de uma raposa num territdrio terd apenas
de medir a sua longitude e latitude, por exemplo, com um dispositivo de
GPS, para indicar o ponto onde se encontra em cada instante. Nao sdo
necessdrias 3 varidveis, mas apenas duas, se 0 mapa topografico da regido
for conhecido, permitindo localizar um ponto apenas com a sua longitude
e latitude; uma terceira varidvel, a altura, tem um valor pré determinado
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de acordo com a topografia do terreno, como no exemplo da figura 1.4.
Realmente hd um terceiro grau de liberdade, a altura sobre a superficie do
terreno, mas como essa altura terd variagdes insignificantes comparada com
as variagdes da latitude e longitude, poderd ndo ter relevancia.

Figura 1.4.: A transla¢do na superficie de um terreno ¢ um movimento com
dois graus de liberdade.

Consequentemente, o movimento da raposa € um movimento com dois graus
de liberdade, porque bastam duas coordenadas para determinar a posi¢do. A
latitude e a longitude na superficie do terreno ndo sdo realmente distancias
mas sim angulos com vértice no centro da Terra, mas continuam a ser dois
graus de liberdade que podem ter diferentes valores em diferentes instantes.

Regressando ao exemplo inicial do voo da mosca, que foi considerada como
um Unico ponto em movimento com 3 coordenadas x, y € z, a mosca também
pode mudar a sua orientacdo. Para definir a orienta¢do da reta segundo o
corpo da mosca podem usar-se 2 dngulos e € necessdrio um terceiro angulo
para indicar a rotacdo da mosca em relacdo a essa reta; ao todo sdo 6 graus
de liberdade. Mas a mosca pode também esticar ou dobrar o corpo e abrir ou
fechar as asas, por exemplo, pelo que, do ponto de vista fisico, tem muitos
mais graus de liberdade. Se a mosca for modelada com 3 corpos rigidos: as
duas asas e o bloco constituido por cabeca, térax e abdémen, para descrever
o movimento do primeiro corpo rigido — cabecga, térax e abdémen — sao
precisos os seis graus de liberdade j4 descritos. Cada asa acrescenta outros
3 graus de liberdade — os angulos da rotagdo a volta de um ponto fixo onde
a asa estd ligada ao térax — tendo no total 12 graus de liberdade.
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1.3. Deslocamento e velocidade

Neste capitulo considera-se apenas 0 movimento com um grau de liberdade,
no qual a trajetéria € uma curva conhecida. Para determinar a posi¢do na
trajetoria, s, escolhe-se como origem um ponto qualquer da trajetéria (ponto
onde s = 0) e arbitra-se sinal positivo para os pontos a um dos lados da
origem e negativo para os pontos no outro lado. A posi¢cdo num ponto
da trajetéria € o comprimento de arco s da trajetdria, desde o ponto até a
origem, com sinal positivo ou negativo segundo o lado onde estiver o ponto.

A posicdo é uma funcdo do tempo s(¢), porque em cada instante o objeto
s6 pode estar num ponto e é uma funcdo continua porque o objeto ndo
pode passar de um ponto para outro, sem passar antes por todos os pontos
intermédios. Num instante posterior a t, ou seja, em ¢t + Az, onde At é
positivo, o objeto estara na posicdo s(t + Az). O aumento da posicdo nesse
intervalo de tempo A ¢, chamado deslocamento, € igual a:

As=s(t+At)—s(t) (1.1)

Define-se a velocidade média, nesse intervalo de tempo At, igual ao
deslocamento dividido pelo intervalo de tempo:

As

A7 1.2)

V=
O deslocamento e a velocidade média podem ser positivos ou negativos. Se
o deslocamento e a velocidade sdo positivos, quer dizer que o movimento é
no sentido positivo em que se mede s; caso contrario, 0 movimento é no
sentido negativo. O valor absoluto de v é a rapidez com que se desloca o
objeto. As unidades da velocidade sdo distancia sobre tempo: por exemplo,
metros por segundo, m/s, quilémetros por hora, km/h, etc.

. N\
Exemplo 1.1
Um condutor que se desloca sempre no mesmo sentido de uma estrada
registou a distancia total por si percorrida durante vérios instantes,
obtendo os valores na seguinte tabela:

tempo (h) 010510 15| 2.0
distancia (km) | 0 | 60 | 90 | 100 | 140

Calcule a velocidade média em cada intervalo de meia hora e represente
os graficos da posicao na trajetéria e da velocidade média.

)
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Resolucdao. Como nido existe inversdo do sentido do deslocamento, as
distancias na tabela correspondem também as posi¢des em relacido ao ponto
inicial. Sendo #1, 19, ..., t5 0s 5 instantes indicados na tabela, as velocidades
médias nos vérios intervalos sio:

60 -0 km
Vio = g =120

O gréfico da posi¢do em fungdo do tempo pode ser criado com o programa
Maxima (consulte o apéndice A). Convém agrupar os valores de tempo e
posicdo numa lista que é logo usada na funcdo plot2d para tracar o grafico:
(%il) s_t: [[0,0], [0.5,60], [1,90], [1.5,100], [2,140]1]$
(%1i2) plot2d ([discrete, s_t], [style, points],

[xlabel, "t (h)"], [ylabel, "s (km)"1)$

O resultado mostra-se na figura 1.5. Como s(¢) é uma funcéo continua,
o seu gréafico deve ser uma curva que passa pelos pontos apresentados na
figura, mas a informag¢do dada nao permite determinar qual € essa curva.

140

120

100 .

80

s (km)

60 .

40

20

0 0.5 1 15 2
t (h)

Figura 1.5.: Grafico da posicdo na trajetéria em alguns instantes.
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Para tracar o gréfico da velocidade média em funcdo do tempo, ha que ter
em conta que cada velocidade média foi calculada num intervalo de tempo e,
por isso, o seu valor deve ser atribuido a todos os pontos nesse intervalo. Os
dois comandos seguintes associam os dados de tempo e velocidade média
a uma lista, que é logo usada na fung¢ao plot2d para criar o grafico. Nao é
necessario usar a op¢ao style, porque serd usado o valor por omissao que
liga os pontos dados com segmentos de retas.

(%i3) v_t: [[0,120],[0.5,120],[6.5,60],[1,607,[1,20],[1.5,20],
[1.5,80],[2,80]]1%
(%i4) plot2d ([discrete, v_t], [x,0,2], [v,0,150],

[xlabel,"t (h)"],[ylabel,"v (km/h)"1)$

A figura 1.6 mostra o resultado.

140

120

100

S 80
2
=60
40
20
0 ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2

t(h)

Figura 1.6.: Grifico da velocidade média em alguns intervalos de tempo.

O gréfico 1.6 ndo d4 informacdo precisa sobre o verdadeiro movimento
do automével. Por exemplo, no segundo intervalo, entre 0.5 e 1 hora, em
vez de ter andado a uma velocidade de 60 km/h como mostra o grafico, o
condutor pode ter mantido a mesma velocidade de 120 km/h que teve durante
a primeira meia hora durante mais 15 minutos e depois ter parado por 15
minutos; assim, durante os primeiros 15 minutos desse segundo intervalo o
automovel deslocava-se mais 30 km, ficando na posicao s = 90 km registada
na tabela.
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A posigao calcula-se a partir da velocidade média, combinando as duas
equacdes 1.1 e 1.2:
s(t+At)=s(t)+ VAt (1.3)

O segundo termo na equagdo anterior é o deslocamento A s durante o
intervalo de tempo Ar. Dividindo esse intervalo em n subintervalos
At...At,, aequagdo anterior fica:

s(t+ A1) =s(0)+ Y i Ay (1.4)
i=1

Onde v; € a velocidade média no subintervalo A¢;. Assim sendo, a velo-
cidade média de 60 km/h no intervalo At = 0.5 h, conduz a um desloca-
mento A s = 30 km, que é o0 mesmo que se obtém com velocidade média
v1 = 120 km/h, durante A #; = 0.25 h, seguida de vy = 0, durante A t5 = 0.25 h.

Mas a velocidade também ndo pode passar de 120 km/h para 0, sem
antes passar por todos os valores entre 120 e 0. Ou seja, a velocidade,
tal como a posicdo, também é uma fungdo continua do tempo. Para
determinar essa funcao continua € entdo necessdrio dividir o intervalo A ¢
em muitos subintervalos. No limite quando » vai para infinito, o somatério
na equacdo 1.4 chama-se integral e ¢ indicado assim:

t+At
s(t+At) =s(t)+ f vdt (1.5)

t

Dentro do integral, v sem barra por cima indica a velocidade instantanea,
ou seja, a velocidade média em cada intervalo de tempo muito pequeno,
com At aproximando-se de zero:

. As ds
v = lim o= (1.6)

Este limite chama-se derivada; o lado direito da equacdo mostra a notagio
usada habitualmente para a derivada. Neste caso trata-se da derivada da
fungdo s(¢) em ordem a ¢. Neste livro usa-se com maior frequéncia outra
notagdo alternativa para as derivadas em ordem ao tempo, em que um ponto
por cima da fung¢ao indica a sua derivada em ordem ao tempo:

V=3 (1.7)
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A partir de agora, quando se fale de velocidade estard implicito que se estd a
falar da velocidade instantnea, num instante qualquer ¢.

Num automoével, o valor absoluto da velocidade instantanea € dado com boa
aproximagao pelo velocimetro. O valor dado pelo velocimetro tem algum
erro associado com o facto de que o instrumento tem um tempo de resposta
minimo #,;,. Num velocimetro de boa qualidade, com tempo de resposta
muito baixo, ou em situacdes em que a velocidade ndo tem mudangas muito
bruscas, admite-se que o velocimetro indica a velocidade instantinea exata.

1.4. Aceleracao

Seguindo o mesmo raciocinio usado no caso da posi¢ao s(z), o aumento da
velocidade num intervalo de tempo At € igual a:

Av=v(t+At)—v(r) (1.8)

E define-se a aceleracdo tangencial média, nesse intervalo, igual ao
aumento da velocidade, dividido pelo intervalo de tempo:

Av

as
Combinando essas duas ultimas equacdes, a velocidade no fim do intervalo
pode ser calculada a partir da velocidade no inicio do intervalo e da acelera¢do

tangencial média:
v(it+At) =v(t)+a At (1.10)

Ou em fung¢do da aceleragdo tangencial instantanea a

t+At
vt + A1) = v(t) + j aydr (1.11)

t

Onde a aceleracio tangencial instantanea € igual a derivada da velocidade,
em ordem ao tempo, ou seja, a segunda derivada da posi¢do em ordem ao

tempo.
a1

A aceleragdo tem unidades de distincia sobre tempo ao quadrado. Por
exemplo, metros por segundo ao quadrado, m/s?.
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Se a aceleracdo tangencial de um objeto € negativa, a sua velocidade estd a
diminuir: pode estar a abrandar se a velocidade é no sentido positivo ou pode
estar a andar cada vez mais rapido, se a velocidade € no sentido negativo.
Aceleragdo tangencial positiva indica que o objeto estd a andar cada vez
mais rdpido, se a velocidade € positiva, ou mais devagar se a velocidade é
negativa. Aceleracdo tangencial nula implica velocidade constante.

O uso do termo “aceleragdo tangencial”, e ndo apenas aceleracdo, é porque
como se explica no capitulo 3, a acelerag@o tem outra componente perpendi-
cular a trajetdria, que ndo estd relacionada com a variagdo da velocidade
mas sim com a curvatura da trajetéria. No caso da velocidade, também se
mostra nesse capitulo que é sempre na direcdo da trajetéria e, por isso, ndo
é necessdrio o indice t, porque v é sempre tangencial.

Tal como a posi¢ao e a velocidade, a acelerag@o tangencial também € uma
fungdo do tempo. No entanto, ndo tem de ser uma fungdo continua. A
posicdo e a velocidade sdo propriedades que definem o estado de um objeto
e esse estado ndo pode mudar bruscamente, enquanto que a aceleracio esta
associada a fatores externos que podem aparecer ou desaparecer em qualquer
instante. Como tal, ndo costuma definir-se nenhuma outra grandeza fisica
associada a derivada da aceleracao.

. N\
Exemplo 1.2

Um barco encontra-se inicialmente parado num canal; no instante ¢ = 0
liga-se o motor durante 5 minutos e a seguir deliga-se, deixando que o
barco abrande até travar pela resisténcia da 4gua. Em unidades SI, a
expressao da velocidade em fungdo do tempo ¢ €

12 (1 —e=3/50), 0 <t<300
12 (1—e718) e1831/50 ¢ > 300

Encontre as expressdes da aceleracdo tangencial e da posi¢do na
trajetéria, em fungdo do tempo. Represente os gréficos da velocidade,
aceleracdo e posicao em funcdo do tempo. Calcule as distancias
percorridas enquanto o motor esteve ligado e enquanto esteve desligado

até o barco parar.
A J

Resolugdo. Antes de comecar, observe-se que a expressdo dada para a
velocidade é continua, como era de esperar. A aceleracdo tangencial calcula-
se derivando a expressao da velocidade. Para fazer os cédlculos no Maxima,
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pode comecar-se por associar as duas expressdes para a velocidade a duas
varidveis diferentes

(%i5) v1: 12*(1l-exp(-3*t/50))$

(%i6) v2: 12*(l-exp(-18))*exp(18-3*t/50)$%

A derivacgao é feita usando a funcdo diff

(%i7) al: diff (vi, t);
186—31‘/50
25
(%18) a2: diff (v2, t);
18 (1_ 6718) 618 - 3t/50
B 25

(%07)

(%08)

Observe-se que a aceleragdo tangencial neste caso € descontinua. Em
t =300, a expressio al aproxima-se de 18 e~18/25, que é um valor positivo,
enquanto a2 aproxima-se de —18 (1—e~18)/25, que é negativo. A aceleraciio
¢ descontinua em ¢ = 300 s, devido a que o motor foi desligado subitamente
nesse instante.

Para obter a expressao da posi¢cdo em qualquer instante ¢, usa-se a equaco 1.5,
substituindo o instante inicial ¢ por zero e o instante final +A ¢ por um tempo
t qualquer e arbitrando que a posi¢ao inicial s(0) € igual a zero. Se ¢ for
menor ou igual a 300, a expressdo para a velocidade € a primeira expressao
dada:

51(r) = ft 12 (1 - e—3’/5°) dr
0

Se ¢ for maior que 300, em vez de substituir-se ¢ por 0 na equagdo 1.5
substitui-se ¢ = 300, a posicao s(300) ja ndo pode ser arbitrada porque
deve ser consistente com o cdlculo em ¢ menor que 300 e usa-se a segunda
expressdo dada para a velocidade.

t
$2(0) = 51(300) + [ 12 (1 —e—18) e18-31/50 4
300

No Maxima, esses dois integrais calculam-se assim:
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(%i9) sl: expand(integrate(vl, t, 0, t));
(%09)  200e731/50 4+ 12¢ — 200
(%i10) s2: subst(t=300, sl) + expand(integrate(v2, t, 300, t));

(%010)  200e~ 31/50 — 200e!8-31/50 4+ 3600
Ou seja, a expressdo para a posicao (arbitrando a origem no ponto inicial) é:

200731750 4+ 121 - 200, 0<t<300
~ 1200e731/50 — 200 18-31/50 1 3600, ¢ > 300

O gréfico da velocidade obtém-se com o seguinte comando:

(%i11) plot2d(if t<300 then vl else v2,[t,0,400], [ylabel,"v"],

[y,0,14]1);

E o resultado € apresentado na figura 1.7.

14

12 ¢

10

0 50 100 150 200 250 300 350 400
t

Figura 1.7.: Gréafico da velocidade.

O gréfico da aceleracdo € obtido com:

(%112) plot2d(if t<300 then al else a2,[t,0,400],[ylabel,"a"]);



1.4 Aceleracdo 15

E o resultado pode ver-se na figura 1.8.

0.8

0.6
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-0.8
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t

Figura 1.8.: Grafico da aceleragao.
Finalmente, para criar o grafico da posicao usa-se o seguinte comando:

(%113) plot2d(if t<300 then sl else s2,[t,0,400],[ylabel,"s"]);

E o resultado pode ver-se na figura 1.9.
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Figura 1.9.: Grifico da posicdo na trajetdria.

Os gréficos fornecem muita informacao 1til que € menos evidente nas
expressoes algébricas. O grifico da velocidade mostra que o barco atinge
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rapidamente, no primeiro minuto, uma velocidade maxima de 12 m/s e
permanece com velocidade quase constante até o instante em que € desligado
o motor; a partir desse instante, a velocidade diminui rapidamente e em ¢
= 360 s (6 minutos) ja & praticamente nula. A expressdo exponencial da
velocidade implica que, em teoria, nunca chega a ser completamente nula.

Na prética, a expressdo dada no enunciado para a velocidade ndo pode ser
vélida quando o valor obtido for muito pequeno; por exemplo, em ¢ = 400 s
a velocidade obtida com essa expressao é

(%114) float (subst (t=400, v2));

(%014) 0.02975

quase 3 centimetros por segundo. Existem outros fendmenos como correntes
na dgua ventos e ondas na superficie da dgua, que produzem variagcdes da
velocidade maiores do que esse valor. A expressdo dada para a velocidade é
o resultado de um modelo matemadtico, que s6 pode ser vdlido quando os
valores obtidos ultrapassem os efeitos de outras flutuagdes que ndo sao tidas
em conta no modelo.

No gréafico da aceleragao, a descontinuidade em ¢ = 300 s aparece como
uma risca continua, devido a que o comando plot2d do Maxima nao deteta
a descontinuidade nesse ponto, mas considera as duas partes do grafico
como uma Unica fungdo continua. O grafico da distncia percorrida mostra
um aumento linear em quase todo o intervalo dos primeiros 5 minutos e
a paragem rapida apds esses primeiros minutos. A distancia percorrida
enquanto o motor esteve ligado € o deslocamento desde ¢ = 0 até ¢ = 300;
como arbitrou-se s(0) = 0, essa distancia &,

5(300) = 4 (850 +50 e_18) ~ 3400

Segundo o modelo tedrico, o barco demorava um tempo infinito até parar; na
pratica, demorard s6 um pouco mais de 6 minutos, como j4 foi dito. Como
tal, a distancia percorrida enquanto o motor esteve desligado é s(c0) — s(300).
O valor s(o0) é o limite de s(¢) quando ¢ € infinito. No Maxima, o limite
calcula-se assim:

(%i15) limit (s2, t, J;

(%015) 3600
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Conclui-se entdo que o barco percorre 200 m desde o instante em que o
motor € desligado até parar.

1.5. Movimento uniforme e uniformemente
acelerado

Chama-se movimento uniforme ao movimento com velocidade constante.
Como a derivada de uma funcdo constante é nula, entdo a aceleracio
tangencial € nula nesse caso. Na equagdo 1.4, independentemente do
numero de subintervalos, o resultado serd o mesmo, porque v € igual em
todos os subintervalos (a velocidade média € igual a velocidade v) e o
resultado é:

s=s59+ Vvt (1.13)

onde s representa a posicdo s(f) em qualquer instante ¢, so € a posi¢do no
instante = 0 e v € a velocidade constante.

O movimento uniformemente acelerado é o movimento com aceleracdo
tangencial constante. Na equagdo 1.10, a aceleracao tangencial média em
qualquer subintervalo € a prépria aceleracdo a; constante e obtém-se a
expressao para a velocidade em qualquer instante ¢,

v=vg+agt (1.14)

onde vg € a velocidade em ¢ = 0. Substituindo esta expressao na equagao 1.5,
obtém-se a expressdo para a posicao,
( 1
s:so+f(v0+att)dt:so+v0t+§att2 (1.15)
0

Entre as equagdeso 1.14 e 1.15 pode eliminar-se o tempo ¢ e obtém-se assim
uma terceira relacao entre a velocidade e a posi¢do:

v2:v§+2at(s—s0) (1.16)
Ha que ter em conta que as equagdes 1.14, 1.15 e 1.16 sdo apenas vélidas
no caso em que a aceleragao tangencial € constante. Quando esse nao for
0 caso, para obter a expressdo da velocidade a partir da equagdo 1.11, é
necessdrio integrar a expressao de a;, em ordem a ¢. E para obter a expressao
da posicdo a partir da equacao 1.5, é necessdrio integrar a expressdo de v
em ordem a t. Se essas expressdes ndo sao conhecidas, em alguns casos
pode usar-se 0 método explicado na seguinte seccao.
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1.6. Equacoes cinematicas

As equagdes diferenciais 1.7 e 1.12 obtidas nas duas sec¢des anteriores sdo
as equacoes cinematicas, que relacionam as 3 varidveis cinematicas s, v,
a, e o tempo t. Se for conhecida uma expressdo matematica para uma das
varidveis cinemadticas em fungdo do tempo, as expressdes para as outras duas
varidveis podem ser obtidas a partir das equacdes cinemadticas, tal como no
exemplo 1.2.

Nos casos em que € conhecida uma expressdo para a velocidade em fungdo
da distancia percorrida s, a derivada da velocidade em ordem ao tempo deve
ser calculada usando a regra da cadeia para fun¢des compostas:
dv dvds dv . dv (1.17)
aGg=—=——=—4§=V— .
dtr dsdr ds ds
Esta € outra equacdo cinemdtica. Resumindo, as equagdes cinematicas sdao
quatro:

v=_§ ag =v ag=§ atzvﬂ (1.18)

ds
e cada uma delas relaciona trés das quatro varidveis: ¢, s, v e a;. Para poder
resolver alguma dessas equagdes diferenciais de primeira ordem usando os
métodos analiticos tradicionais, € necessdrio ter uma relacio entre essas 3
varidveis, para poder eliminar uma das 3 varidveis na equacao diferencial, ja
que uma equacio diferencial ordindria tem sempre duas varidveis.

Por exemplo, a equacdo v = § relaciona as trés varidveis v, s e ¢ (0
ponto implica que ¢ aparece na equagdo); para poder resolver essa equacgao
analiticamente é necessdrio saber uma relacio entre duas ou trés das varidveis
v, s e t, para poder eliminar uma das varidveis na equacio v = 5. As seccdes
seguintes mostram alguns exemplos.

1.6.1. Projecao do movimento num eixo

Em alguns casos € mais conveniente determinar a posi¢do do ponto na
trajetdria indicando o valor da projecdo desse ponto num eixo retilineo, por
exemplo o eixo dos x, em vez de usar o comprimento de arco.

A derivada da proje¢do x em ordem ao tempo ¢ a velocidade, v, com que a
projecdo do ponto se desloca ao longo do eixo dos x e a derivada de v, em
ordem ao tempo € a aceleragdo, a,, do movimento do ponto projetado no
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eixo dos x. Observe-se que v, = 0 ndo implica que a velocidade v seja nula;
pode acontecer que nesse ponto a trajetdria seja perpendicular ao eixo x.

As equagdes cinemdticas da projecio do movimento no eixo dos x sdo
semelhantes as equacdes 1.18

dvy
dx
No caso particular do movimento retilineo, o eixo pode ser a propria trajetoria

e, nesse caso, x = §, vy = V € a, = a;. Em vez da varidvel x pode usar-se
qualquer outra letra para identificar ou eixo, por exemplo, y ou z.

(1.19)

Vy =X Ax =Vx GQx =X Ay = Vy

1.6.2. Aceleracao da gravidade

Na proximidade da superficie da Terra, a aceleracio de todos os objetos em
queda livre tem o mesmo valor constante, chamado aceleracdo da gravidade
e representado pela letra g. Em diferentes locais o valor de g sofre ligeiras
alteracdes locais, mas é sempre aproximadamente 9.8 m/s?. A resisténcia
do ar produz outra aceleracido que contraria o movimento, mas quando essa
resisténcia for desprezdvel, admite-se que o valor da aceleracdo é constante
eigual a g.

A aceleragdo tangencial produzida pela gravidade poderd ser positiva,
negativa ou nula, ja que pode fazer aumentar ou diminuir a velocidade do
objeto, e podera ter um valor diferente de g se a trajetoria nao for vertical.
Mas se o eixo dos y for definido na vertical e apontando para cima, a
aceleracdo a, da proje¢do do movimento no eixo dos y tem sempre o valor

constante a, = —9.8m/s? (ou +9.8 se o sentido positivo do eixo y for
definido para baixo).
s N

Exemplo 1.3

Atira-se uma pedra para cima, desde uma ponte que estd 5 m acima
de um rio; a componente vertical da velocidade com que € langada a
pedra € igual a 9 m/s. A pedra acaba por afundar-se no rio. Calcule
a velocidade com que a pedra bate na superficie do rio e a altura
mdxima por ela atingida, medida desde a superficie do rio (admita que

L a resisténcia do ar pode ser desprezada). )

Resoluc¢io. Escolhendo o eixo y na vertical, apontando para cima e com
origem na superficie do rio, a posicao inicial € yy = 5 e o valor da componente
y da aceleragdo € a, = —9.8 (unidades SI).
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Como o movimento ¢ uniformemente acelerado este exemplo pode ser
resolvido usando as equacdes 1.14, 1.15 e 1.16. No entanto, mostra-se aqui a
resolucdo usando outro método mais geral, chamado método de separaciao
de variaveis, que € itil em outros casos mais complicados.

O valor constante da aceleracdo a, pode ser substituido nas equagdes
cinemdticas 1.19 (usando y em vez de x); as duas equacdes cinemaéticas
onde se substitui a, ficam -9.8 = dv,/dfe -9.8 = v, dv,/dy, que sdo
equacdes diferenciais ordindrias porque cada uma tem apenas duas varidveis;
vy €t na primeira equacdo € vy € y na segunda.

Como o problema pede para calcular vy a partir da altura inicial yy dada,
usa-se a equagdo que relaciona y com vy:

9.8 =v, —
dy

A seguir, considera-se a derivada nessa equacdo como se fosse um quociente
entre d v, e d y e agrupa-se num lado da equagdo todo o que depende de y e
no outro lado todo o que depende de v,

-9.8dy =v,dv,

Diz-se que foram separadas as varidveis nos dois lados da equagdo. Uma
vez separadas as varidveis, integram-se os dois lados da equagdo e podem
dar-se ja valores aos limites dos dois integrais. No integral do lado esquerdo,
a altura varia desde yg = 5 até y = 0 (limites de integracdo para d y). No
integral do lado direito, a velocidade varia desde 9 até um valor final v¢ que
se pretende calcular e que, portanto, é colocado no limite do integral como
varidvel desconhecida a ser calculada:

—f9.8dy = fvydvy
5 9

Calculam-se os dois integrais manualmente ou usando o Maxima (integrate
(9.8,y, 5, 0) e integrate (vy, vy, 9, vf)). O resultado obtido é:

2

v 81
9.8><5=5f—7 — ve = —V98 + 81

(a segunda solugdo da equagdo, +V98 + 81, corresponde a velocidade com
que a pedra deveria ter partido da superficie da dgua, para passar pela ponte
com componente da velocidade de 9 m/s para cima).
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Assim sendo, a componente vertical da velocidade com que a pedra entra no
rio é vy = —13.38 m/s; como a pedra foi lancada verticalmente, a trajetéria é
vertical e esta € também a velocidade v. Para determinar a altura maxima,
tem-se em conta que no ponto onde a pedra termina a sua subida e comeca
a descer, a componente vertical da sua velocidade deve ser nula. Repete-se
o mesmo cdlculo dos integrais acima, mas deixando a altura maxima yp,
como varidvel a ser calculada, enquanto que a velocidade final € substituida
por O:

Ym 0
—j9.8dy=jvydvy
5 9

o resultado obtido para a altura maxima (em metros) é:

81
986G -ym)= -5 = =913

|

Em algumas equagdes diferenciais € impossivel separar as varidveis; para
esses casos existem outras técnicas de resolucdo. A abordagem usada nos
capitulos seguintes deste livro é utilizar métodos numéricos de resolucdo
quando o método de separagdo de varidveis nao pode ser usado.

4 N
Exemplo 1.4
Num tiro com arco (ver figura), a aceleracao da flecha diminui linear-
mente em funcao da sua posicao no arco, s, desde um valor mdximo
inicial de 4500 m/s2, na posi¢do A, até zero, na posicado B que se
encontra 600 mm de A. Calcule a velocidade com que sai disparada a
flecha em B.
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Resolucao: No intervalo 0 < s < 0.6 m, a aceleragdo tangencial (unidades
SI) é:

4500
ay = 4500 - 0.6

S
= 4500 (1 _ —)
S 0.6

que pode ser substituida na equacdo que relaciona a, v € s para se obter
uma equacdo diferencial de varidveis separdveis:

s dv
=y — 4 (1 - —) =y —
ai =v - 500 06 vds

Separando as varidveis s e v e integrando obtém-se:

0.6 v
S —
45000“1 O‘G)dS—Ofvdv

A resolugdo dos dois integrais conduz a:

v2 0.62
— =4 6 —
2 500 (0 6 2 % 0.6)

e o valor da velocidade final €

v = V4500 % 0.6 = 52.0 %

Perguntas

1. A aceleragdo tangencial de um objeto € a; = 4 ¢ (unidades SI). Se num
instante inicial a velocidade for igual a 4 m/s, qual serd a velocidade 3
segundos mais tarde?

A. 22 m/s C. 40 m/s E. 4 m/s
B. 18 m/s D. 36 m/s

2. Em qual dos seguintes casos é possivel afirmar, sem lugar a divida, que
a rapidez do objeto estd a diminuir?

A. v=3m/s, a; =5 m/s>
B. v=-3m/s, a; =5 m/s?
C. vy =3m/s, ay =5 m/s?
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D. vy =-3m/s, ay =5 m/s
E. vy = -3 m/s, ay = -5 m/s?

3. A projegdo x da velocidade de uma particula que se desloca no eixo dos
x é dada pela expressdo: v, = 2 x?
Qual € a expressdo correta para a projecao x da aceleracido?

3 2 x2
A 8x c =X D. 2x

B. 4x 4 E. 23

4. O grafico mostra a velocidade de um corpo, em fungao do tempo. Deter-
mine a distancia percorrida desde t =0 até r = 5 s.

v (m/s)
A ‘
|
/
2F---> — !
L |
| | :
| |
0 3 5 9 t(s)
A. 1m C. 7m E. 19m
B. 12m D.5m

5. Num gréfico que mostra a velocidade em funcio da posicdo na trajetoria,
o declive em cada ponto representa:

A. A aceleracdo tangencial.

B. A velocidade.

C. A aceleracgio tangencial dividida pela velocidade.
D. A velocidade vezes a aceleragdo tangencial.
E

. A velocidade dividida pela aceleragdo tangencial.

Problemas

1. A posicdo de um objeto na sua trajetéria é dada pela expressdo s =
2¢3 — 612 + 10 (unidades SI). Determine o tempo, posicdo e aceleracio
tangencial nos instantes em que a velocidade do objeto € nula (v = 0).
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2. A aceleraciio de um objeto que se desloca no eixo dos x é a, = —4 m/s?.
Seemt =0, v, =+24 m/s e x = 0, determine a velocidade e a posicdo
em ¢t = 8 s e a distancia total percorridaentre t =0et =8 s.

3. Em 7y = 0, um objeto encontra-se em repouso na posi¢cao sg = 5 cm
num percurso. A partir desse instante o objeto comeca a deslocar-se no
sentido positivo de s, parando novamente num instante #;. A expressao
da aceleragdo tangencial, entre #g € t1, é: ay = 9 — 312, onde o tempo
mede-se em segundos e a aceleracio em cm/s?. Calcule: (a) O instante
em que o objeto volta a parar. (b) A posi¢do no percurso nesse instante.

4. A aceleracdo tangencial de uma particula é dada pela expressdo a; =
—k/s?, onde k é uma constante positiva. A particula parte do repouso
em s = 800 mm, e em s = 500 mm a sua velocidade € —6 m/s. Calcule:
(a) O valor de k. (b) A velocidade da particula em s = 250 mm.

5. A aceleracdo de um objeto que oscila no eixo dos x € a, = —k x, onde k
é uma constante positiva. Calcule: (a) O valor de k para que a velocidade
seja vy = 15 m/s quando x = 0 e a posi¢do seja x =3 m quando v, =0.
(b) A velocidade do objeto quando x = 2 m.

6. A aceleracio tangencial de um objeto é a; = —4 s (1 + k s2) (unidades
SI), onde s € a posi¢@o ao longo da trajetéria e k uma constante. Sabendo
que num instante o objeto passa pela origem s = 0 com velocidade v =
17 m/s, determine a velocidade em s = 4 m, para os seguintes valores da
constante k: (a) k =0, (b) k =0.015, (c) k = -0.015.

7. O quadrado da velocidade v de um objeto diminui linearmente em fungao
da posicao na sua trajetoria, s, tal como se mostra no grafico. Calcule a
distancia percorrida durante os dois dltimos segundos antes do objeto
chegar ao ponto B.

Vo (mls)’

2500 1

s (m)
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8.

10.

11.

A aceleragdo tangencial de um objeto € a, = —0.4 v, onde a; é medida
em mm/s? e v em mm/s. Sabendo que em ¢ = 0 a velocidade é 30 mm/s,
calcule: (a) A distancia que o objeto percorre antes de parar. (b) O
tempo necessario para o objeto parar. (c¢) O tempo necessdrio para que a
velocidade diminua ate 1 por cento do seu valor inicial.

A aceleracdo tangencial de um objeto em queda livre no ar, incluindo a
resisténcia do ar, é dada pela expressdo a; = g — Cv2/m, onde C e m
sdo constantes. Se o objeto parte do repouso em ¢ = 0: (¢) Demonstre
que a velocidade num instante posterior ¢ €

C
V= %tanh( Wgt)

(b) Determine a expressdo da velocidade do objeto apds ter caido uma
distancia s. (c) Porqué sera que a velocidade vy = 4/m g/C chama-se
velocidade terminal?

Uma pedra € lancada verticalmente para cima desde uma ponte que estd
40 m por cima da superficie de um rio. Sabendo que a pedra cai na dgua
4 segundos ap6s ter sido langada, calcule: (a) A velocidade com que a
pedra foi langada. (b) A velocidade com que a pedra entra na dgua.

A posi¢ao de uma particula que se desloca no eixo dos x € aproximada
pela relacdo x = 2.513 — 6212 + 10.3¢ (unidades SI). (a) Encontre
as expressoes para a velocidade e a aceleragao em funcdo do tempo.
(b) Determine os valores do tempo, a posicdo e a aceleracio nos instantes
em que a particula estd em repouso (v, = 0). (¢) Trace os graficos da
posicao, da velocidade e da aceleragdo, em 0 < ¢ < 20.

Respostas

Perguntas: 1. A.2. B.3. A. 4. C.5. C.

Problemas

1.
2.

3
4
5

t=0,s=10m,a,=—12m/s’et=2s,s=2m, a; = 12 m/s>.
Velocidade —8 m/s, posi¢ao x = 64 m e distancia percorrida 80 m.
(a) 3s(b)25.25 cm.

(a) 24 m3/s? (b) 11.49 m/s.

(@) 25s72 (b) £11.18 m/s (a particula oscila).
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(a) £15 m/s, porque o objeto oscila (b) +14.74 m/s, porque o objeto
oscila. (¢) 15.25 m/s, unicamente positiva porque o objeto desloca-se
sempre no sentido positivo. (para saber se o objeto oscila ou anda sempre
no mesmo sentido, pode obter-se a expressao de v para qualquer valor
final s e representar o grafico de v vs s).

7. 6533 m
8. (@) 75 mm (b) infinito (c¢) 11.51 s.

10.
11.

b)v = /% 1 —e¢2Cs/m

(c) Porque ap6s um tempo elevado, v aproxima-se para:
mg

limv=,/—
t—o0 C

(@) 9.6 m/s. (b) —29.6 m/s.

(b)) Em £ =0.0835 s, x =0.429 m, a, = —123 m/s?
Emz=164s,x=-5480m, a, =123 m/s?



2. Cinematica vetorial

Quando um objeto se desloca no espaco sem seguir uma trajetéria deter-
minada, a sua posi¢do ja ndo pode ser definida com uma udnica varidvel
como nos exemplos estudados no capitulo anterior. No século XVII, o
matemadtico Gottfried Leibniz escreveu que seria desejavel criar uma drea da
matematica que descrevesse a posi¢ao diretamente, assim como na dlgebra
usam-se varidveis para representar valores numéricos. Na mesma época,
Isaac Newton enunciou a lei do paralelogramo para somar forcas. No
entanto, o conceito de vetor usado hoje em dia, que permite concretizar o
sonho de Leibnitz, s6 foi inventado muitos anos depois, no século XIX.
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2.1. Vetores

Uma grandeza que tem sempre o mesmo valor, quando € medida por dife-
rentes observadores em diferentes referenciais, chama-se escalar. Algumas
das grandezas usadas no capitulo anterior sdo escalares; por exemplo, o
deslocamento A s e o intervalo de tempo At.

Alguns exemplos de grandezas fisicas que nao sdo escalares sao as compo-
nentes da posi¢do, velocidade e aceleragcdo ao longo de um eixo. Alterando
a direcdo, o sentido ou a origem desse eixo, os valores dessas grandezas
também se alteram.

E qtil escrever as equacdes da fisica de

forma a que sejam iguais em qualquer refe- P,
rencial e os vetores permitem atingir esse

objetivo. Um exemplo tipico de vetor € o P,
vetor deslocamento, que € um segmento de

reta orientado entre dois pontos P; e P3 no

Qy

espago, em que o primeiro ponto € conside- a P

rado a origem do segmento e 0 outro ponto }

o fim. Ps
P, b

Por exemplo, na figura 2.1, estd represen-
tado o vector com origem num ponto P; e
fim num ponto P; a seta indica qual € o Ps
ponto final e por cima da letra usada para
representar o vetor coloca-se também uma
seta, d, para que fique claro que se trata de
um vetor e ndo de uma varidvel algébrica
comum.

Figura 2.1.: Vetores livres.

2.1.1. Propriedades dos vetores

A distancia entre o ponto inicial e final de um vetor deslocamento chama-se
médulo, ou norma. Se um vetor é representado por d, entdo neste livro
o moédulo desse vetor representa-se por a (a mesma letra mas sem seta).
Como a distancia entre dois pontos € um escalar, o médulo de um vetor é
uma grandeza escalar. Um vetor € caraterizado pelo seu médulo, pela sua
direcdo, que € a orientagcdo da reta que passa pelos dois pontos, e pelo seu
sentido, que indica qual o ponto inicial e qual o ponto final nessa reta.
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Dois vetores sdo iguais se, e sO se, a suas dire¢des, sentidos e médulos
sdo iguais. Por exemplo, na figura 2.1 o vetor entre os pontos P; e Py e
o vetor entre os pontos P3 e P4 consideram-se iguais e, por isso, foram
identificados com a mesma letra, a. A distancia entre P3 e P4 € igual a
distancia entre P; e Py e as retas que passam por esses dois pares de pontos
sdo paralelas. O vetor 1;, entre os pontos P; e Pg, ndo € igual a a por
ter modulo e direcdo diferentes. Este tipo de vetores chamam-se vetores
livres porque ndo interessam os pontos especificos onde estejam colocados,
sempre que esses pontos definam corretamente o médulo, dire¢@o e sentido
do vetor.

Na figura 2.2, partindo do ponto P o vetor a

produz um deslocamento até o ponto Q; a se- R
guir, o vetor b provocara um deslocamento

até o ponto R; assim_)sendo, o deslocamento Q
combinado de a e b é equivalente ao des-
locamento desde P até R, representado na

figura pelo vetor ¢. Diz-se que ¢ é igual a a
soma dos vetores d e b

S

Oy

i+b=2¢ 2.1)

Figura 2.2.: Soma de vetores.

Ou seja, a adi¢do de dois vetores consiste em deslocar um deles de forma a
fazer coincidir o seu ponto inicial com o ponto final do primeiro, obtendo-se

como resultado o vetor que vai desde o ponto inicial do primeiro vetor até o
ponto final do segundo.

Aequacgio G + b = ¢ implicaque b = ¢ — @ e a figura 2.2 mostra
que o vetor b vai desde o ponto final de a até o ponto final de ¢, quando
0s pontos iniciais de d e ¢ coincidem. Como tal, para subtrair dois vetores
deslocam-se para um ponto inicial comum e o resultado da subtragdo é o
vetor que vai desde o ponto final do segundo vetor, até o ponto final do
primeiro vetor.

A adi¢@o de vetores é comutativa: deslocar o vetor ba continuacdo do vetor
a produz o mesmo resultado do que deslocar o vetor a a continuagdo do
vetor b (figura 2.3). A soma dos vetores d e béa diagonal do paralelogramo
em que dois dos lados sdo iguais a d e os outros dois lados sdo iguais a b. A
soma de vdrios vetores também verifica a propriedade associativa.

Seguindo as regras para soma e subtracio de vetores, a soma de um vetor
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S

Qy

Qy

S

Figura 2.3.: Regra do paralelogramo para somar vetores.

com si préprio, d + d, é um vetor com a mesma dire¢do e 0 mesmo sentido,
mas com moédulo duas vezes maior e a subtragdo de um vetor a si préprio,
d — a, produz um vetor nulo (0 mesmo ponto inicial e final). Generalizando
esses resultados, define-se o produto de um escalar k e um vetor d, igual a
outro vetor com a mesma dire¢do de @ mas com médulo igual a |k|a. O
sentido de k @ é o mesmo de a, se k for positivo, ou oposto se k for negativo.
Costuma escrever-se primeiro o escalar e a seguir o vetor, mas o produto
entre escalar e vetor é comutativo. Se k for igual a zero, k @ é o vetor nulo,
0.

Qualquer vetor a € igual ao produto a d, em que a € um vetor de médulo
unitdrio, com a mesma dire¢do e sentido de a (figura 2.4). Esse vetor
unitdrio, com a mesma dire¢do e sentido de a, chama-se versor de a. Neste
livro usa-se um til para indicar versores.

a .
/ 4
Figura 2.4.: Versor a associado ao vetor d.

No capitulo anterior foi dito que a posi¢ao de um ponto P no espago é
dada por trés coordenadas definidas em algum sistema de coordenadas e
foram introduzidas as coordenadas cartesianas. A figura 2.5 mostra as
coordenadas cartesianas (x, y, z) de um ponto P.

Existem duas formas diferentes de definir os sentidos positivos dos trés
eixos x, y e z. A forma habitual consiste em seguir a regra da mao direita:
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Z
A
7.
O >y b
l j z
7
y y
NN
X

Figura 2.5.: Coordenadas cartesianas de um ponto P e versores cartesianos.

fecha-se o punho direito, esticam-se os dedos maior, indicador e polegar, de
forma a formarem angulos retos entre si; o indicador apontard no sentido do
eixo dos x, o dedo maior no sentido do eixo dos y e o polegar no sentido do
eixo dos z. Um referencial cartesiano pode ser definido indicando o ponto
O que define a origem e 3 versores perpendiculares, 7, j e k, que definem as
direcdes e sentidos dos 3 eixos.

Qualquer vetor pode ser obtido somando 3 deslocamentos ao longo dos 3
eixos; por exemplo,

=axi+ayj+tazk

=byi+byj+b k (2.2)

Q)

S

em que (ayx, ay, a;) € (by, by, b;) sdo as componentes cartesianas dos
vetores. Usando as propriedades da soma vetorial e do produto de escalar
por vetor, a soma dos dois vetores d € b pode obtida somando as respetivas
componentes:

G+b=(ay+by)i+(ay+by)j+(a; +b)k 2.3)

Ou seja, a soma de dois vetores € outro vetor com componentes iguais a
soma das componentes dos vetores originais. Observe que a direcdo, o
sentido e 0 médulo de um vetor a sdo independentes do sistema de eixos
usado e da escolha da origem O; no entanto, as suas componentes (dx, dy,
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a;) sdo diferentes em diferentes sistemas de eixos. Se dois vetores sdo iguais,
as suas componentes, no mesmo sistema de eixos, também devem ser iguais.

O vetor posi¢io de um ponto P, com coordenadas (x, y, z), é o vetor 7
que vai desde a origem O até o ponto P e pode ser obtido somando 3
deslocamentos ao longo dos 3 eixos (ver figura 2.5):

F=xi+yj+zk 2.4

Observe-se que as componentes desse vetor posi¢ao sdo iguais as coordena-
das cartesianas do ponto P, (x, y, z). O vetor posi¢do do ponto P depende
da origem do sistema; ou seja, em dois sistemas com origens diferentes
os vetores posicao do ponto P sdo diferentes. Em dois sistemas diferentes
mas com a mesma origem, o vetor posicao de P é o mesmo, mas as suas
componentes sdo diferentes nos dois sistemas.

2.1.2. Velocidade e aceleracéo vetoriais

A trajetéria de um ponto em movimento pode ser definida em cada instante
t através do vetor posicao do ponto,

P = xO)i+y@) j+z(0) k (2.5)

Cada uma das trés componentes, x(z), y(¢) e z(¢), ¢ uma fungio do tempo.
Num intervalo de tempo A ¢t = fo —t1 0 deslocamento do ponto (ver figura 2.6)
éigual a

AF =i -1 (2.6)

em que 7 € I, S30 0s vetores posi¢do nos instantes z; € fo.

O vetor obtido dividindo o deslocamento A7 por At € o vetor velocidade
média, com a mesma dire¢do e sentido do deslocamento A 7. Define-se o
vetor velocidade em cada instante, igual ao deslocamento dividido por A¢,
no limite em que A ¢ se aproxima de zero,

R A7 dF
v = lim

im — = — 2.7
A}—>0Al‘ dt 27

Como as componentes cartesianas do deslocamento vetorial AV sdo A x,
Ay e Az, entdo o vetor velocidade € igual a

V=Xi+yj+ik (2.8)



2.1 Vetores 33

Figura 2.6.: Trajetéria de um ponto e deslocamento A 7 entre dois instantes
1 € 1o.

As equagdes obtidas aplicando a equacgdo 1.5 as trés componentes do vetor
posicdo combinam-se numa Unica equacao vetorial:

t
?:70+jvdt (2.9)
0

O aumento do vetor velocidade, AV, durante o intervalo de tempo At,
dividido por esse intervalo, define o vetor aceleracao,

AV dv
id= lim — = — 2.10
a A}I—%At drt ( )

e as suas componentes sao as derivadas das componentes da velocidade:

d=vi+vy j+v k=3i+yj+zk (2.11)

As equagdes obtidas aplicando a equagdo 1.11 as trés componentes do vetor
velocidade combinam-se também numa tnica equagdo vetorial:

t
§=§0+f5dt (2.12)
0

As equagdes 2.8 e 2.11 sdo as equacdes cinemadticas em 3 dimensdes, escritas
de forma vetorial. Como a igualdade de dois vetores implica a igualdade das
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suas componentes, verifica-se vy = X, a,y = Vy = X e equagdes semelhantes
para as componentes y e z. Portanto, o movimento em 3 dimensoes € a
sobreposicdo de 3 movimentos em uma dimensao, ao longo dos eixos x, y e
zZ, € cada um desses movimentos obedece as equacOes cinemdticas ao longo
de um eixo, estudadas no capitulo anterior.

Para cada uma das componentes cartesianas hd uma quarta equagao cinema-
tica que relaciona a aceleracdo com a velocidade e a posicao,

d vy dv dv
ay = Vy I ay:vyd—yy aZ:de—ZZ (2.13)

que podem ser combinadas numa equagao vetorial: @ -d7 =V - d vV, onde
o ponto “-” representa o produto escalar, que serd introduzido na préxima
seccdo. No entanto, para resolver equacdes diferenciais usando o método
do capitulo anterior € mais 1til usar as 3 equagdes 2.13 por separado.

A rapidez |v| referida no capitulo anterior é o médulo do vetor ¥. Quando se
trabalha com vetores, costuma chamar-se velocidade ao vetor v e “valor da
velocidade” a v; de forma andloga, o vetor a costuma chamar-se acelera¢do
e a chama-se valor da aceleracgao.

4 N\
Exemplo 2.1

A velocidade de uma particula em fungao do tempo ¢ verifica a expressao
(unidades SI):

V= (5 —t2e_t/5)i+ (3 —e_’/u)j

A particula parte da posicdo (27 + 5 j) no instante # = 0. Encontre o
vetor posicdo, a velocidade e a aceleracdo no instante # = 15 s e quando
t tende para infinito. Trace o grafico da trajetdria da particula durante

L os primeiros 60 segundos do movimento. )

Resolucao. As componentes da velocidade podem ser representadas por
uma lista no Maxima:
%il1) v: [5-t*2%exp(-t/5), 3-exp(-t/12)];

(%01) 5-12e7t/5, 3—e7t/12

As fungdes diff e integrate aceitam também uma lista com expressoes,
derivando (ou integrando) cada um dos elementos da lista. Assim sendo, a
aceleracdo (derivada da velocidade em ordem ao tempo) €,
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(%i2) a: diff (v, t);
2 /5 et/12

t“e
%02 —2te7t/5 |
(%02) e B

O vetor posi¢do em qualquer instante pode obter-se a partir da equacio 2.9.
Quando se integram listas no Maxima, integrate ndo aceita que a mesma
varidvel de integracdo apareca num dos limites do integral. Para evitar esse
erro, a varidvel de integracgdo, ¢, pode ser substituida por outra varidvel u.
(%13) assume (t > 0)$
(%14) r: expand([2,5] + integrate(subst(t=u,v), u, 0, t));

(%04) [5t2 e /5 4 50re!/5 +250e71/5 + 51— 248, 127112 + 31— 7

usou-se o comando assume para indicar que ¢ € positiva; se nao tivesse sido
usado, Maxima teria perguntado o sinal de ¢, j4 que o resultado do integral
depende desse sinal.

O vetor posi¢do, a velocidade e a aceleracio aos 15 segundos sao,

(%15) float (subst (t=15, r));
(%05) [-67.2, 41.44]
(%i6) float (subst (t=15, v));
(%06) [-6.202, 2.713]
(%i7) float (subst (t=15, a));

(%07) [0.7468, 0.02388]

Para obter os vetores no limite do tempo infinito, usa-se a fun¢ao limit e o
simbolo inf que representa infinito:

(%i8) limit (r, t, inf);
(%08) [o0, 0]
%i9) limit (v, t, inf);
(%09) [5, 3]
(%110) limit (a, t, inf);

(%010) [0, 0]
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Ou seja, a particula atinge velocidade constante 57 + 3 J, afastando-se até o
infinito.

Para tracar o grafico da trajetdria, usa-se a op¢do parametric da funcdo
plot2d. As componentes x e y do vetor posicao devem ser dadas por
separado, porque a funcdo plot2d ndo admite que sejam dadas numa lista.
O primeiro elemento da lista r (componente x) identifica-se comr [1] e o
segundo elemento (componente y) com r[2]

(%il11) plot2d ([parametric,r[1],r[2]], [t,0,60], [xlabel,"x"],

[ylabel,"y"1);

O resultado mostra-se na figura 2.7.

180
160
140
120
100
80
60
40

20 >
0

-100 -80 -60 -40 -20 O 20 40 60
X

Figura 2.7.: Trajetdria da particula durante os primeiros 60 segundos, desde
o instante em que a particula se encontrava no ponto (5, 2).

O dominio do tempo, desde 0 até 60, foi indicado usando a notacio [t, O,
60]. O grafico obtido € apresentado na figura 2.7.

2.1.3. Produto escalar

O produto escalar entre dois vetores d e b, indicado por meio de um ponto
entre os vetores, d - b, define-se como o produto entre os médulos dos dois
vetores e o cosseno do angulo 8 entre eles:

Gd-b=ab cosh (2.14)
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A figura 2.8 mostra dois vetores d e beo angulo 0 entre eles. A projecdo
do vetor d na direcdo paralela ao vetor bé igual a a@ cos @ e a projecao do
vetor b na direcdo paralela ao vetor a € igual a b cosd. Assim sendo, o
produto escalar entre os dois vetores € igual ao produto do médulo de um
dos vetores pela projecdo do outro vetor na dire¢do do primeiro.

Figura 2.8.: Dois vetores a e beo angulo 6 entre entre eles.

Este produto denomina-se escalar porque os médulos dos dois vetores e
o angulo entre as dire¢des sdo grandezas escalares, que ndo dependem do
referencial usado para os medir; consequentemente, o produto a b cos 6 é
também um escalar, independente do sistema de eixos usado.

Duas retas que se cruzam num ponto definem dois dngulos 6 e (180° —6).
No caso de vetores, ndo existe ambiguidade na definicdo do angulo, porque
deslocando os vetores para um vértice comum, mede-se o dngulo na regido
por onde passa o vetor a + b (ver figura 2.9).

O produto escalar entre dois vetores com mddulos a e b estd sempre no
intervalo [-a b, a b]. Se o angulo entre os vetores é agudo, cosd > 0, o
produto € positivo. Se o dngulo é obtuso, cos 6 < 0, o produto € negativo e
se os vetores sdo perpendiculares, cos 6 = 0, o produto € nulo (figura 2.9). O
valor minimo do produto, —a b, obtém-se quando os vetores t€m a mesma
direcdo, mas com sentidos opostos. O valor maximo, a b, obtém-se quando
os vetores tém a mesma dire¢do e 0 mesmo sentido.

d \
9 =S
b

Qy
S
y
D
S

Figura 2.9.: Vetores que formam angulos agudo, reto e obtuso.

Como o médulo dos versores € igual a 1, o produto entre dois versores é
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sempre igual ao cosseno do dngulo entre eles. Assim sendo, o dngulo entre
duas dire¢des no espago pode ser determinado calculando o arco cosseno
do produto escalar entre dois versores nessas dire¢des

6.» = arccos (d . l;) (2.15)

Em func¢do das componentes cartesianas dos vetores, o produto escalar €,

d-b=(axi+ayj+a,k) (byi+byj+b, k) (2.16)

Usando a propriedade distributiva do produto escalar e o facto de que o
produto escalar entre dois dos versores cartesianos i, j e k diferentes ¢
zero, por serem perpendiculares, e o produto de um desses versores consigo
proprio € 1, obtém-se uma expressao Gtil para calcular o produto escalar em
funcdo das componentes cartesianas,

-

a-i;:axbx+ayby+azbZ 2.17)

As componentes dos dois vetores sdo diferentes em diferentes referenciais,
mas o produto (ayx by + ay by + a; b;) deve dar o mesmo resultado em

qualquer referencial, ja que a - b é um escalar.

Usando as duas expressdes 2.14 e 2.17 para calcular o produto escalar de
um vetor consigo proprio, obtém-se:

2

i-d=d*=a,+a, +a (2.18)

Conclui-se que o0 médulo de um vetor @ com componentes (ay, dy, az) €

dado pela expressao,
a=.la?+ ag +a? (2.19)

2.2. Velocidade e aceleracao relativas

A figura 2.10 mostra os vetores posicao de um mesmo ponto P em dois
referenciais diferentes, Oxyz e O’x’y’7’

Nesta sec¢do as derivadas serfo calculadas no referencial O’x’y’z’ que

se considera estatico. O referencial Oxyz e o ponto P encontram-se em
movimento em relagdo ao referencial fixo O’x"y’z’. Os vetores posi¢do do
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Figura 2.10.: Vetores posicao de um ponto em dois referenciais diferentes.

ponto P, em relagdo aos dois referenciais, sdo 7 e 7, que verificam a seguinte
relagdo:

=/

Fr=F+7 (2.20)

[¢]

em que 7} é o vetor posi¢do da origem O do referencial em movimento, em
relacdo ao referencial fixo.

As derivadas de 7’ e 7/, em ordem ao tempo, sdo as velocidades dos pontos
P e O, em relagdo ao referencial fixo. O vetor 7 tem componentes (x, y, 7)
no referencial em movimento:

F=xit+yj+zk (2.21)

Se o movimento do referencial Oxyz € unicamente de translagdo, sem
rotagdo, os versores 7, j € k s30 os mesmos em qualquer instante e, como tal,
a derivada do vetor posi¢ao no referencial em movimento &,

dr
dr
em que v € a velocidade do ponto P, em relagdo ao referencial em movi-
mento. Observe-se que se o referencial tivesse movimento de rotagdo, seria

necessario também calcular as derivadas dos versores e a equagao anterior
teria um termo adicional devido a essas derivadas.

—ki+yj+zk="V (2.22)

Assim sendo, a derivacdo da equacao 2.20 em ordem ao tempo conduz a
relagdo entre as velocidades,

(2.23)

o™~
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Isto é, a velocidade do ponto P, relativa ao referencial fixo, € igual a sua
velocidade relativa ao referencial em movimento, mais a velocidade do
referencial em movimento, relativa ao referencial fixo.

A relac@o entre as velocidades pode ser derivada novamente, em ordem
ao tempo, e, tendo em conta novamente que os versores do referencial
em movimento permanecem constantes, obtém-se uma equagdo andloga a
relacdo entre as velocidades:

=/

- -y
a’'=a+a, (2.24)
em que d’ e a., sdo as aceleragdes dos pontos P e O, relativas ao referencial
fixo, e a € a aceleragdo do ponto P, relativa ao referencial em movimento.

Assim, por exemplo, se viajarmos num comboio que se desloca com
velocidade V. e observarmos um objeto com velocidade v, dentro do
comboio, a velocidade desse objeto em relagdo a Terra serd igual a v + V..
Mas como a Terra se desloca em relagdo ao Sol, a velocidade do objeto em
relag@o ao Sol seria v + V. + V;, em que V, € a velocidade da Terra relativa
ao Sol. Em relacdo a Galaxia teriamos de somar também a velocidade do
Sol na galaxia e assim sucessivamente.

O principio de adi¢@o de aceleracdes relativas é aproveitado para treinar os
candidatos a astronautas. Se o astronauta, a bordo de um avido, tropega e cai
para o chdo, a sua aceleragd@o durante a queda, em relagdo a Terra, € o vetor g,
que aponta para o centro da Terra e com valor igual a aceleracdo da gravidade.
Se o avido também estiver em queda livre, a sua aceleracdo em relagdo a
Terra serd o mesmo vetor g (figura 2.11). A aceleragio do astronauta em

ooy

g Y

Figura 2.11.: Avido e passageiro em queda livre (aceleracdo relativa nula).
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relacdo ao avido € igual a diferenca entre essas duas aceleracdes em relagao
a Terra, que € zero. Ou seja, em relacdo ao avido, o astronauta ndo acelera
em nenhuma direcdo, mas flutua no meio do aviao durante os segundos que
o piloto conseguir manter o avido em queda livre.

2.3. Lancamento de projéteis

No capitulo 1 foi estudado o movimento de um objeto em queda livre, sob a
acdo da gravidade, quando a resisténcia do ar pode ser ignorada, considerando
unicamente a componente vertical do movimento. Nesta seccio estuda-se o
mesmo problema, considerando agora todas as componentes do movimento.

Escolhendo o eixo dos z na direcdo vertical, com sentido positivo para cima,
a forma vetorial da aceleracdo da gravidade é

~

i=—gk (2.25)

onde g é, aproximadamente, 9.8 m/s2.

Se um projétil for langado com velocidade inicial vy, a acelera¢do da
gravidade alterard essa velocidade, na direcdo de k, produzindo uma nova
velocidade que estard no mesmo plano formado pelos vetores v € k. Conclui-
se assim que a trajetdria do projétil estard sempre no plano vertical formado
por Vg e k. A tGnica excepedo a essa regra € quando v for vertical; nesse
caso, ¥y e k ndo formam um plano e a trajetdria € uma reta vertical.

4 N\
Exemplo 2.2
Um canhdo dispara uma bala, desde o terraco de um edificio, na posi¢ao
(unidades SI):
Fo=9i+4j+15k

com velocidade inicial (unidades SI):
Vo=131+2257+ 15k

em que o eixo dos z aponta na dire¢do vertical, para cima, e com origem
no chao. Admitindo que a resisténcia do ar pode ser desprezada, calcule
a altura méxima atingida pela bala e a posicdo em que a bala bate no

9 chao. )
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Resolucao: A expressdo para o vetor ve-
locidade em qualquer instante obtém-se
substituindo a velocidade inicial e a ex-
pressdo 2.25 da aceleracdo da gravidade na
equacdo 2.12 e integrando

t
v =137+22.57+ 1512—}9.812dz
0

=137+22.57+(15-9.80k

Onde r € medido a partir do instante inicial

em que a bala é disparada.

Substituindo essa expressdo e a posi¢ao

inicial na equacdo 2.9, obtém-se a expressao

para o vetor posi¢cdo em qualquer instante
t

F=9i+4j+15k+ [ (132+ 22.5j+ (15 9.8t)/2) dr
0
=(9+130)i+ (4 +2250)j+(15+ 151 —4.9:2) k

A altura mixima serd atingida no instante em que a velocidade seja na
horizontal, ou seja, quando a componente v, da velocidade for nula

_ 1
9.8

nesse instante, a componente z do vetor posicdo determina a altura maxima:

Bnax = 15+ 151 —4.91% = 15+ 15 x 1.531 — 4.9 x 1.5312
=26.48 m

15-9.8t=0 = t =1.531s

Para calcular o instante em que a bala bate no chao, calcula-se o tempo ¢ em
que a componente z da posicdo € igual a zero,

15+1571-4.92=0

e 15+ V152 + 4 x 4.9 x 15
- 9.8

=3.855s

e nesse instante a posi¢do da bala é,

F=(9+13x3.855)i + (4 + 22.5 x 3.855);
=(59.121+90.74 )) m
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2.4. Movimentos dependentes

Em alguns sistemas em que aparentemente sdo necessdrias varias varidveis
para descrever o movimento das diferentes componentes do sistema, o
nimero de graus de liberdade pode ser menor devido a existéncia de
restrigdes no movimento. A figura 2.12 mostra um exemplo; enquanto o

cilindro desce, o carrinho desloca-se sobre a mesa.

Figura 2.12.: Sistema com dois movimentos dependentes e um tnico grau
de liberdade.

O movimento do carrinho pode ser descrito pela variagdo da distancia
horizontal x até o eixo da roldana fixa. O movimento do cilindro € igual ao
movimento da roldana mdvel e, como tal, pode ser descrito pela expressao
para a distancia vertical y entre os centros das roldanas, em func¢ao do tempo.

Mas enquanto o fio permanecer esticado e sem se quebrar, existird uma
relacdo entre as velocidades e as aceleracdes do carrinho e do cilindro. Para
encontrar essa relacdo, escreve-se a o comprimento do fio, L, em funcio
das distancias x e y:

L:x+2y+d+%+ﬂr2 (2.26)

em que r; e ro sdo os raios das duas roldanas. O fio toca um quarto do
perimetro da roldana fixa (x r1/2) e metade do perimetro da roldana mével
(mry). Tendo em conta que L, d, r; e ro s@0 constantes, e derivando a
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equagao anterior em ordem ao tempo, obtém-se,

¥=-27 2.27)

Ou seja, o valor da velocidade do carrinho serd sempre o dobro do valor da
velocidade do cilindro. O sinal negativo na equacgao acima indica que se o
cilindro desce o carrinho desloca-se para a direita e vice-versa.

Derivando novamente essa dltima equagao em ordem ao tempo, conclui-se
que a aceleracdo tangencial do carrinho é também o dobro da aceleracdo
tangencial do cilindro:

X=-2¥ (2.28)

Essas relacdes entre as posi¢des, velocidades e aceleracdes implicam que o
sistema tem apenas um grau de liberdade. Uma vez conhecidas as expressoes
para a posicao, velocidade e aceleracdo de um dos objetos, as expressdes da
posi¢do, velocidade e aceleracio do outro objeto serdo obtidas multiplicando
(ou dividindo) por 2.

Um segundo exemplo, com dois graus de liberdade, € o sistema de trés
roldanas e trés cilindros na figura 2.13. As alturas dos trés cilindros sdo
determinadas pelos valores das 3 distancias ya, yB € yc; como existe um
Unico fio em movimento, existe apenas uma restricdo (comprimento do fio
constante), que permitird expressar uma das trés distdncias em fungdo das
outras duas.

A B C

Figura 2.13.: Sistema com trés movimentos dependentes e dois graus de
liberdade.
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O comprimento do fio é,
L = yp +2yp + yc + constante (2.29)

em que a constante € a soma de metade dos perimetros das roldanas, que
ndo € importante conhecer, ja que vai desaparecer quando a equagao for
derivada e s¢ altera as posicdes num valor constante.

A derivada da equacg@o anterior em ordem ao tempo €,
ya+2yB+yc=0 (2.30)

Neste caso existem varios possiveis movimentos; por exemplo, se o cilindro
A estiver a subir e o cilindro C estiver a descer com a mesma velocidade, o
cilindro B permanecera estitico; ou um dos cilindros podera estar a descer e
os outros dois a subir. O que sim ndo € possivel € que os 3 cilindros estejam
simultaneamente a descer ou a subir.

A derivada da equagao 2.30 conduz a relagao entre as aceleracoes,

Ja+2¥p+Jc=0 (2.31)

e A
Exemplo 2.3
No sistema da figura, calcule o valor da velocidade com que sobe o
cilindro, quando o anel A for puxado para baixo com velocidade de
valor 2 m/s.
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Resolucao: Neste caso hd 4 sistemas em movimento, as trés roldanas moéveis
e o anel A (o movimento do cilindro € igual ao da roldana mével da qual
estd pendurado) e 3 fios inextensiveis; portanto, este sistema tem apenas um
grau de liberdade. Com o valor da velocidade de A dada no enunciado serd
possivel calcular as velocidades de todas as roldanas moveis.

Sendo y; a distincia desde o teto até o anel e yo, y3 e y4 as distancias desde
o teto até cada uma das roldanas mdveis, os comprimentos dos 3 fios sdo:

Ly = y1 + 2y + constante
Ly = y3 + (y3 — y2) + constante
L3 = y4 + (y4 — y3) + constante
Derivando essas trés equagdes, obtém-se:
Vyl = -2 Vy2 Vy2 = 2vy3 vy3 — 2vy4
e substituindo, encontra-se a relac@o entre vy € vy4,
Vyl = -8 Vy4

isto é, o valor da velocidade com que desce o anel € 8 vezes o da velocidade
com que o cilindro sobe. Assim sendo, o cilindro sobe com velocidade de
valor 0.25 m/s.

Perguntas

1. O bloco na figura encontra-se sobre um plano inclinado a 40°. Um
extremo do fio estd preso na parede e o outro extremo estd a ser deslocado
com velocidade de valor v no sentido indicado na figura. Qual € o valor
da velocidade do bloco em fungdo de v?
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A v D. 2v
B. v/2 E. v sin40°
C. v cos40°

2. Um automoével entra numa curva com velocidade de valor 10 m/s em
direcao sul e 6 segundos mais tarde continua com o mesmo valor da
velocidade, mas em direcdo oeste. Calcule o médulo da aceleracdo média
durante esse intervalo.

A. 1.67 m/s? D. 3.33 m/s2
B. 2.36 m/s2 E. 0
C. 2.89 m/s?

3. Um projétil € disparado formando um angulo de 40° com a horizontal.
Se no ponto mais alto da sua trajetdria o valor da sua velocidade € 80 m/s
e se a resisténcia do ar pode ser ignorada, qual foi aproximadamente o
valor da velocidade com que foi langado?

A. 104.4 m/s D. 51.3 m/s
B. 124.5 m/s E. 80 m/s
C. 61.3m/s

4. Uma particula que se desloca a 4 m/s na direcdo do eixo dos y sofre uma
aceleraciio com valor constante 3 m/s?, na direcio do eixo dos x, durante
dois segundos. Qual serd o valor final da velocidade?

A. 5.0m/s D. 8.4 m/s
B. 6.3 m/s E. 10.0 m/s
C. 7.2 m/s

5. No sistema da figura, com um carrinho, uma barra, um cilindro, 2
roldanas mdveis e 4 roldanas fixas, a barra permanece sempre horizontal.
Quantos graus de liberdade tem o sistema?
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Problemas

1.

(a) Demonstre a lei dos cossenos: Em qualquer tridngulo com lados de
comprimento a, b e c, verifica-se a relagao,

a?=b>+c*>-2bc cosa

em que « € o angulo oposto ao lado de comprimento a; o teorema de
Pitdgoras ¢ um caso particular, em que o ¢ um angulo reto. Sugestao:
desenhe o triangulo formado por dois vectores be e asuasomad = b+¢
e calcule o produto a - @. (b) O angulo entre dois vetores, com médulos
de 5 e 8 unidades, € 42°; usando a lei dos cossenos, calcule o médulo da
soma desses vetores.

Dados dois vetoresa = 3i+4 j — Skeb=—i+ 27+ 6 k, calcule:
(a) O médulo de cada vetor.

(b) O produto escalar d - b.

(¢) O angulo entre os vetores.

(d) Asomad+ b,

(e) A diferencaa — b.
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3.

Uma particula desloca-se no plano xy. A velocidade, em funcdo do
tempo, é dada pela expressdo: v = 3e%7—5e7'j (SI). No instante ¢ = 0
a particula encontra-se no eixo dos y, na posicéo 2 J.

(a) Determine em que instante passard pelo eixo dos x e a que distancia
da origem estard nesse instante.

(b) Calcule a aceleragdo em ¢ = 0 e no instante em que passa pelo eixo
dos x.

Um corpo encontra-se inicialmente na posi¢do 7y = 371+ J — k (unidades
ST) com velocidade vy = 5]+ 4 k. Em qualquer instante, a aceleracao
é dada pela expressdo a@ = 21271 + 3¢ k. Encontre as expressoes para a
velocidade e a posicdo em fun¢do do tempo.

Um projétil € langado desde o chido, com uma inclinagdo de 30° com a
horizontal. Que valor deverd ter a velocidade inicial para que bata no
chao a 30 m do ponto de lancamento? (admita que a resisténcia do ar
pode ser desprezada.)

Uma pedra roda pelo telhado de uma casa, que faz um angulo de 20°
com a horizontal. No instante em que a pedra abandona o telhado e cai
livremente, o valor da sua velocidade € 4 m/s e encontra-se a uma altura
de 6 m. Admitindo que a resisténcia do ar é desprezdvel,

(a) Calcule o tempo que demora a cair ao chao, desde o instante em que
abandona o telhado.

(b) A que distancia horizontal bate a pedra no chdo, em relacdo ao ponto
onde abandonou o telhado?

(c) Calcule o angulo que a velocidade da pedra faz com a vertical no
instante em que bate no chao.

Um barco transposta passageiros de uma margem de um rio para a outra
margem, seguindo o percurso mais curto de 1.5 km entre as duas margens.
Quando o motor do barco funciona na poténcia médxima, a travessia
demora 20 minutos, num dia em que o valor da velocidade da corrente no
rio é 1.2 m/s; calcule o valor da velocidade do barco, nesse dia, (a) em
relacdo a Terra e (b) em relacdo a dgua. (c) Determine o tempo minimo
que o barco demorava a atravessar 0 mesmo rio, num dia em que o valor
da velocidade da corrente fosse 0.8 m/s.
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8. Dentro de um comboio que se desloca horizontalmente, com velocidade
de valor constante 35 km/h, um passageiro em pé€ numa cadeira lanca
horizontalmente um objeto, no sentido oposto ao deslocamento do
comboio. Em relag@o ao chio da carruagem, o objeto foi lancado desde
uma altura de 3 m e desloca-se horizontalmente 3 m antes de bater no
chdo. Em relagdo ao referencial da Terra, qual foi a distincia horizontal
percorrida pelo objeto antes de bater no chao?

9. Um objeto parte da origem em ¢ =0 e em ¢ > 0 a sua posicdo € dada pelo
vetor 7 = 3 (1 —e?)i+4 (1 — e 2’) j (unidades SI).

(a) A que distancia da origem estard o objeto quando ¢ — oo?

(b) Calcule a distancia total percorrida desde t = 0 até ¢+ — oo (o integral
obtido ndo pode ser calculado por métodos analiticos, mas pode ser
resolvido numericamente, no Maxima, usando a fungao romberg,
que precisa dos mesmos 4 argumentos dados a funcdo integrate; em
vez de t — oo, use, t = 10 e obtenha o resultado; aumente o valor de
t sucessivamente e observe os resultados obtidos até poder concluir
que o resultado estd a aproximar-se de um valor limite).

10. No sistema da figura, encontre a relacdo entre os valores das velocidades
e das aceleragGes da barra A e do cilindro B, admitindo que a barra A
permanece sempre horizontal.
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11.

O carrinho na figura desloca-se para a esquerda, com velocidade de valor
constante 4 m/s. Sabendo que a altura 4 € igual a 25 cm e arbitrando
t = 0 no instante em que a distancia x € nula, encontre expressdes para
os valores da velocidade e da aceleracdo do cilindro (admita que os raios
das roldanas podem ser desprezados).

I d |

Respostas

Perguntas: 1. B. 2. B.3. A. 4. C. 5. B.

Problemas

1.

(@ad-d=a*>=b>+c*+2 b- & Como o angulo entre os dois vetores é
6 = 180° — a, segue que b - ¢ = bc cos(180° — a) = —b ¢ cosa

(b) 12.18 unidades.

(@ a=5V2 b=+Vil. (b) =25. (c) 123.5°. (d) 2i+ 6]+ k. ()
41+2j—-11k.

(@)t =0.5108 s, x = 0.96 m.

(O)Emt=0,a = (-61+5j) m/s?>. Quando passa pelo eixo dos x,
a=(-2.161+ 3j) m/s2.
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4.V=2r51+5]+ (4+31%) k
4 3\ -
F= (3+E) i+(1+5t)j+(—1+4t+§) k
5. v=18.43 m/s.
6. (a) 0.976s. (b) 3.67 m. (c) 19.0°.
7. (@) 1.25 m/s. (b) 1.73 m/s. (c) 16 minutos e 20 segundos.
8. 4.6 m.
9. (a) 5m. (b)5.23 m.
10. vg = —4vp,ag = —4dan
11 v = 641 64V25612 + 1 SD

Voo Zel VT 655364+ 51212 + 1



3. Movimento curvilineo

As fortes aceleragdes sentidas numa montanha russa no sao devidas apenas
aos aumentos e diminui¢des de velocidade, mas sdo causadas também pelo
movimento curvilineo. A taxa de aumento da velocidade € apenas uma das
componentes da aceleragdo, a aceleracdo tangencial. A outra componente
da aceleragcao depende da velocidade e do raio de curvatura da trajetéria
como se demonstra neste capitulo.
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3.1. Versor tangencial

Em cada ponto de uma trajetéria pode definir-se um versor tangencial é;,
na direcdo tangente a trajetéria e no sentido em que a posicdo s aumenta.
A figura 3.1 mostra o versor tangencial em trés pontos A, B e P de uma
trajetoria.

Figura 3.1.: Versor tangencial é; em trés pontos da trajetéria.

Observe-se que no ponto P existem dois versores tangenciais. Um deles
é tangente a curva entre B e P e o outro € tangente a curva entre P e Q.
O vetor velocidade de um corpo que segue essa trajetéria serd sempre na
mesma dire¢do do versor tangencial (o sentido pode ser 0 mesmo ou oposto).
Nos pontos como P, onde existem dois vetores tangenciais, a velocidade é
necessariamente nula; o corpo fica momentaneamente em repouso nesse
ponto, comecando logo a deslocar-se em outra direcdo diferente a que seguia
antes de parar.

Nos pontos onde a velocidade ndo € nula, existe sempre um tinico versor
tangencial é;, que define a dire¢do do vetor velocidade. Ou seja, a velocidade
vetorial pode ser escrita,

v=v ét (31)

Conforme referido no capitulo 2, a velocidade vetorial v € igual a derivada
do vetor posigdo 7

dr
dt

v = (3.2)
O vetor posicdo 7 ndo tem de ter nenhuma relagdo com o versor tangencial,
ja que 7 depende do ponto que esteja a ser usado como origem do referencial
(ver figura 3.2). No entanto, a equacdo 3.2 garante que, independentemente
da escolha do referencial, o vetor deslocamento, d 7 serd sempre 0 mesmo.
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Figura 3.2.: Deslocamento vetorial entre duas posicdes ¥ e ¥ + AF.

Se A ¥ for o vetor deslocamento durante um intervalo de tempo A 7 (figura 3.2),
a distancia percorrida durante esse intervalo, |A s|, é sempre maior ou igual
que o médulo de A7. A distincia percorrida é medida sobre a trajetdria,
enquanto que o médulo do deslocamento é medido no segmento de reta
entre os pontos inicial e final.

O médulo de A7 s6 € igual a As quando a trajetdria € reta, com versor
tangencial constante. No limite quando A ¢ for muito pequeno, os dois
pontos estardo muito préximos na trajetdria e, assim sendo, a dire¢do de A7
serd aproximadamente a mesma direcdo do versor tangencial e o médulo
de A7 serd aproximadamente igual a |A s|; isto é, o vetor deslocamento é
aproximadamente igual a A s é;. A derivada do vetor posicao € entdo,

As ds
— = —¢ 3.3
Ao A ST A 3-3)

d7 . 4
_ = 11m _
dt A0 At

E, substituindo na equacdo 3.2, obtém-se,

34

<!
Il
.
N5
o+

O valor da velocidade, em qualquer movimento, é sempre igual a derivada
da posicdo na trajetéria, s, em ordem ao tempo. Este resultado explica
porqué no capitulo 1 denominou-se “velocidade” a derivada s , jd que § ndo
é apenas uma componente da velocidade mas sim o valor da velocidade.
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3.2. Versor normal

A aceleracdo vetorial a € igual a derivada da velocidade em ordem ao tempo
e, como tal, derivando o lado direito da equacdo 3.4 obtém-se a expressio
da aceleracdo em relag@o ao versor tangencial:

a7 dé
5:_‘;:§et+gﬁ (3.5)

Observe-se que a derivada do vetor tangen-
cial ndo € nula, porque esse vetor nio é
necessariamente igual em diferentes instan-
tes. A figura 3.3 mostra como calcular a
derivada de ¢é;. Deslocando os dois versores
tangenciais dos pontos A e B da figura 3.1
para um ponto comum, o aumento de é; no

intervalo desde A até B é o vetor A ¢, que Figura 3.3.: Variagdo do ver-
sor tangencial.

e (B)

une os dois vetores.

Sendo o médulo de é; igual a 1, os dois versores é; na figura 3.3 descrevem
um arco de circulo com raio 1 e angulo A 8. Se o angulo for medido em
radianos, o comprimento desse arco serd igual a Af. Se o intervalo de
tempo At for aproximadamente zero, os dois pontos considerados, A e
B, estardo muito préximos na trajetéria, o vetor A é; serd perpendicular a
trajetdria e o seu médulo serd aproximadamente igual ao arco de circulo
A 6; conclui-se que a derivada de é; é,
dés _ lim Ad _ lim A6 én =0éy, (3.6)
dt Ar—0 At Ar—0 At
em que é, € o versor normal, perpendicular 2 trajetdria, e 6 representa o
valor da velocidade angular. Substituindo essa derivada na equagio 3.5,
obtém-se a expressdo para a aceleracdo:

d=5é +506 é, 3.7)

Concluindo, a aceleracio € um vetor com componentes tangente e normal
(perpendicular) a trajetéria. A componente na direcdo tangente, a; = §, é a
aceleracao tangencial j4 introduzida no capitulo 1. A componente normal
da aceleracdo € igual ao produto do valor da velocidade s pelo valor da
velocidade angular 6,

an =356 (3.8)
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Tendo em conta que os versores é; e é, sdo perpendiculares em todos os
pontos da trajetdria, a equacao 3.7 implica que o médulo da aceleracdo,
|d|, € o comprimento da hipotenusa de um tridngulo retingulo em que os
catetos sdo as componentes tangencial e normal da aceleragdo; o teorema
de Pitdgoras para esse tridngulo € entao,

a=a’+a? (3.9)

O angulo de rotagdo do versor tangencial, A 6, € também igual ao angulo
de rotagdo do versor normal é,,. A figura 3.4 mostra os versores normais
nos mesmos pontos A e B da trajetdria na figura 3.1. Observe-se que no
ponto A existem dois versores normais, com a mesma dire¢cao mas sentidos
opostos, porque a trajetdria curva-se para cima antes do ponto A, mas a
partir do ponto A comeca a curvar-se para baixo. Esse tipo de ponto, onde o
sentido da curvatura muda, chama-se ponto de inflexao.

Figura 3.4.: Versores tangencial e normal em alguns pontos da trajetoria.

No ponto P da figura 3.4 existem duas direcdes
normais, porque, como foi discutido na secgao
anterior, existem dois versores tangenciais. Em
qualquer ponto o versor normal aponta no
sentido em que a trajetdria se curva, excepto
no caso de uma trajetoria retilinea, em que
existem infinitos versores perpendiculares ao
versor tangencial é;.

A figura 3.5 mostra o versor normal no inicio e
no fim do percurso entre os pontos A (instante
fp) e B (instante 7y + At) correspondente ao
movimento da figura 3.4. As direcdes dos dois

Figura 3.5.: Raio de
curvatura.
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versores normais cruzam-se num ponto comum C. As distncias desde C
até os pontos A e B sdo diferentes (Ra € Rp), mas serdo iguais no limite
At — 0, em que o ponto C aproxima-se do centro de curvatura da curva. A
distancia desde o centro de curvatura num instante e o ponto da trajetdria,
nesse mesmo instante, € o raio de curvatura, R, da trajetéria.

Em cada ponto da trajetdria existem um centro e um raio de curvatura. Cada
percurso infinitesimal de comprimento d s pode ser aproximado por um
arco de circunferéncia de raio R e dngulo d 6; a distancia percorrida € o
comprimento desse arco, d s = Rd 6. Assim sendo, conclui-se que o valor
da velocidade angular &,

. A0O As S
=1 —=1i = — .1
0 A}I—I}O At A}r—{lo RAt R (3.10)

Ou seja, em cada ponto da trajetéria o valor da velocidade angular 6 é igual
ao valor da velocidade, s, dividida pelo raio de curvatura R nesse ponto.
Usando este resultado, a componente normal da aceleracao, ay,, pode ser
escrita do modo seguinte

(3.11)

=| S

an =

O versor normal e a componente normal da aceleragdo, apontam sempre
no sentido do centro de curvatura. Como tal, a componente normal da
aceleracdo, a,, também costuma chamar-se aceleracao centripeta.

Observe-se que a aceleracao tangencial, §, pode ser positiva ou negativa,
mas a aceleragdo normal, ou centripeta, é sempre positiva, porque o produto
§6 = v?/R é sempre positivo (s e # ambos aumentam, se 0 movimento &
no sentido do versor tangencial, ou ambos diminuem se o0 movimento € no
sentido oposto).

. N\
Exemplo 3.1
A posicdo de uma particula, em fung¢do do tempo ¢, é dada pela
expressao (SI):

- 39 ~

r=>5t1+ §t2]+2(1 -k
Determine a expressao para o raio de curvatura da trajetéria em fungao
do tempo e calcule o raio de curvaturaemt=0et = 1.
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Resolucao: Para determinar a express@o do raio de curvatura € necessario
saber as expressoes do valor da velocidade e da componente normal da
aceleracdo, em funcdo do tempo. Essas expressdoes podem ser obtidas a
partir da velocidade e da aceleragdo. Usando o Maxima calculam-se esses
vetores do modo seguinte

(%il1) vetor_r: [5*t, 3*tr2/2, 2*(1-t*2)]$
(%i2) vetor_v: diff (vetor_r, t);

(%02) [5, 3¢, —4¢]

(%1i3) vetor_a: diff (vetor_v, t);

(%03) [0, 3, —4]

Os valores da velocidade, v, e da aceleracdo, a, sdo os mddulos desses
vetores (0 produto escalar no Maxima representa-se por um ponto entre os
vetores):

(%i4) v: sqrt (vetor_v.vetor_v);
(%04) V2512 + 25

(%i5) a: sqrt (vetor_a.vetor_a);

(%05) 5

Observe-se que o valor da aceleracdo é constante, o que implica uma
trajetéria parabdlica ou linear. Para calcular a componente normal da
aceleragao, calcula-se primeiro a componente tangencial da aceleracio, v,

(%i6) at: diff (v, t);
25t

(%06) _
V2512 + 25

e, usando a equacgdo 3.9, obtém-se a componente normal da aceleragao:

(%17) an: ratsimp (sqrt (a*2 - at*2));
5

(%07)
V2 +1

As componentes tangencial e normal da aceleragdo dependem do tempo,
embora o valor da aceleragdo seja constante; isso ja aponta para o facto de
que a curvatura da trajetéria ndo serd constante e, como tal, a trajetéria serd
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parabdlica. Usando a equagdo 3.11 determina-se a expressio para o raio de
curvatura:

(%i8) R: ratsimp (v*2/an);

(%08) Vi2 +1 (512 +5)

Nos instantes r = 0 e t = 1 os raios de curvatura sao,

(%19) subst (t=0, R);
(%09) 5
(%110) float (subst (t=1, R));

(%010) 14.14

3.3. Movimento circular

No caso em que o raio de curvatura R é constante e o centro de curvatura
permanece fixo, a trajetdria é uma circunferéncia e o movimento € circular,
como no caso ilustrado na figura 3.6. Para determinar a posi¢cdo em cada
instante, basta um Unico grau de liberdade, que pode ser a posi¢do na
circunferéncia, s, ou o angulo 6.

Figura 3.6.: Duas posi¢des numa trajetéria de um movimento circular.

A relagdo entre o angulo e a posi¢do na trajetdria, se a origem usada para
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medir as duas e o sentido positivo sdo os mesmos (ver figura 3.6), é
(3.12)

Sendo R constante, derivando os dois lados da equacao anterior obtém-se,

3.13)

em que w = 6 é a velocidade angular. A equacdo 3.13 é a mesma
equacdo 3.10, que aqui foi obtida no caso particular do movimento circular,
em que R € constante, mas trata-se de uma equaco geral, vdlida em qualquer
movimento. Derivando os dois lados da equagdo 3.13 em ordem ao tempo

obtém-se,
314

onde @ = & é o valor da aceleracao angular. A aceleracdo centripeta é
dada pela equacdo 3.11, que pode ser escrita também em fungdo do valor da
velocidade angular,

an=Rw’=vw (3.15)

No caso particular em que a velocidade angular € constante, a velocidade
linear também sera constante, as aceleragdes angular e tangencial serdo nulas
€ o movimento chama-se movimento circular uniforme. Nesse caso, como
a velocidade angular é constante, a derivada 6 pode calcular-se dividindo
o angulo num intervalo de tempo qualquer, pelo valor desse intervalo de
tempo:

A8

= — 3.16
W= (3.16)

Num intervalo de tempo igual ao periodo, 7, do movimento circular
uniforme, o dngulo corresponde a uma volta completa, A9 =2m, e a
equacgdo anterior conduz a uma expressio para o periodo,

T=2" (3.17)

A frequéncia de rotagdo, f, igual ao inverso do periodo, é o ntimero do
voltas que o ponto da por unidade de tempo.

A relacdo entre o angulo de rotagdo 6 e os valores da velocidade angular w
e da aceleracdo angular a, € andloga a relacdo entre a posicao na trajetoria,
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s, o valor da velocidade, v, e a aceleracdo tangencial, ay,
. w
w=40 a=w a=w— (3.18)

Estas s@o as equacdes cinemdticas para o movimento de rotacio, que
podem ser resolvidas usando os mesmos métodos usados no capitulo 1.
As equacdes 3.12, 3.13 e 3.14 mostram que as varidveis cinemadticas de
translacdo (s, v, a;) sou todas iguais ao produto da respetiva varidvel
cinematica de rotacio, (6, w, @), pelo raio de curvatura R.

3.4. Cinematica dos corpos rigidos

A figura 3.7 mostra um corpo rigido em movimento. O ponto O’ € a origem
de um referencial externo fixo e o ponto O € um ponto do corpo, usado
como origem de um referencial Oxyz que se desloca com o corpo.

Figura 3.7.: Corpo rigido em movimento e referencial Oxyz que se desloca
com ele.

Um ponto P do corpo rigido tem vetor posi¢do 7/, no referencial fixo, e 7
no referencial que se desloca com o corpo rigido. A relagdo entre esses dois
vetores € a seguinte

F'=r+7F] (3.19)
No referencial Oxyz, em que o ponto O esté estitico, qualquer possivel
movimento do corpo rigido deixard sempre estdticos os pontos numa reta
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que passa por O. Seria impossivel conseguir que todos os pontos, excepto
O, mudassem de posi¢do. A reta que passa por O e que permanece estdtica
€ o eixo de rotacdo do sélido, e na figura 3.7 foi escolhido como eixo dos z.
Em diferentes instantes o eixo de rotacao pode ser diferente, mas aqui serd
discutido o caso da rotacdo plana, em que os eixos x, y € z permanecem
sempre nas mesmas diregoes.

Conforme referido na secc¢do 2.2, como o referencial Oxyz tem apenas
movimento de translagao e as direcdes dos 3 eixos permanecem constantes,
a velocidade e a acelerac@o do ponto P, em relacdo ao referencial fixo, sdo
iguais a velocidade e acelera¢do em relacdo ao referencial do corpo rigido,
mais a velocidade e aceleracdo do ponto O, relativas ao referencial fixo

Vi=Vv+Vv ] a'=d+ad) (3.20)
O médulo do vetor 7 e 0 angulo que esse vetor faz com eixo dos z permanecem
constantes (figura 3.7). O ponto P descreve um movimento circular, num

plano paralelo ao plano xy, com centro no eixo dos z € com raio R, como
mostra a figura 3.8.

/
<
i~

Figura 3.8.: Trajetoria no referencial do corpo rigido.

A velocidade vV e a aceleragdo a, relativas ao referencial que se desloca
com o corpo rigido, sdo a velocidade e a aceleragdo do movimento circular
do ponto P. De acordo com os resultados da seccd@o anterior, o valor da
velocidade v é,

v=Rw 3.21)

e as componentes normal e tangencial da aceleragéo a sdo,

a, = Rw? ai = Ra (3.22)
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Para expressar a velocidade e aceleracao de forma vetorial, é conveniente
introduzir coordenadas cilindricas. A figura 3.9 mostra as trés coordenadas
cilindricas (R, 6, z) do Ponto P. O plano que passa por P, paralelo ao plano
xy, corta o eixo dos z num ponto Q; z € a distdncia desde esse ponto até a
origem O e R € a distancia desde o ponto P até o ponto Q. O angulo 8 é o
angulo que a projecdo do segmento QP, no plano xy, faz com o semi eixo
positivo dos x.

Figura 3.9.: Coordenadas cilindricas.

Os trés versores perpendiculares associados as coordenadas cilindricas sdao
os versores R, ég e k. O versor k é fixo; os outros dois versores apontam
em diferentes direcdes nos diferentes pontos do espago, mas estdo sempre
num plano paralelo ao plano xy. O versor R tem a direcio do segmento QP,
no sentido que se afasta do eixo dos z. O versor ¢y tem direcdo tangente a
circunferéncia com centro em Q e que passa pelo ponto P, no sentido em
que 6 aumenta.

A dire¢do da velocidade v é a mesma do versor ég. Como o valor da
velocidade angular w € a derivada do dngulo # em ordem ao tempo, w
positiva corresponde a rotagdo no sentido em que ¢ aumenta e w negativa
implica rotacdo no sentido oposto. Assim sendo, a expressdo para a
velocidade é,

V=Rwéy (3.23)
A componente tangencial da aceleragdo a é na dire¢do do versor ég € a
direcao da componente normal € a dire¢do do versor R, mas no sentido

oposto; assim sendo conclui-se que,

d=Raég— Rw>R (3.24)
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3.5. Produto vetorial

E conveniente definir a velocidade angular como um vetor @, na direciio do
eixo de rotagdo, como mostra a figura 3.10. O vetor & tem médulo igual
ao valor da velocidade angular, w, direcao paralela ao eixo de rotagcdo e
sentido segundo a regra da mio direita para a rotacdo, ou seja, imaginando
um sistema de eixos cartesianos em que o eixo dos z aponta na direcdo e
sentido de @, o corpo rigido roda de forma a que o eixo dos x se aproxime
do eixo dos y. Também pode fechar-se o punho direito e estender o dedo
polegar apontando no sentido de & e o sentido de rotagdo é o sentido em
que se curvam os outros 4 dedos.

y
X
Figura 3.10.: Vetores velocidade angular e posi¢ao.

A vantagem de usar um vetor para representar a velocidade angular é que o
vetor @ define no espago o plano do movimento circular, o seu sentido e
o valor da velocidade angular. A equacgdo 3.23 pode ser escrita de forma
vetorial, independente do sistema de coordenadas utilizado, através do
produto vetorial,

V=WOXF (3.25)

Por defini¢do, o produto vetorial entre dois vetores € outro vetor, com médulo
igual ao produto dos mddulos dos vetores pelo seno do angulo entre eles.
No caso do produto vetorial & X 7, 0 médulo é wr sin¢. A figura 3.10
mostra o angulo ¢ entre os vetores. O produto r sin ¢ € igual a R, j4 que o
segmento de reta com comprimento R na figura 3.10 € perpendicular a &.
Assim sendo, 0 médulo de & X 7 € igual a R w, que € igual ao médulo de v.

A direcao do vetor obtido pelo produto vetorial de dois vetores € a reta
perpendicular ao plano formado pelos dois vetores. Na figura 3.10 vé-se
que no caso de @ e 7 esse plano € perpendicular ao plano xy, de modo
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que a dire¢do de @ X 7 serd uma reta paralela ao plano xy e perpendicular
ao segmento de comprimento R. O sentido do vetor obtido pelo produto
vetorial define-se usando a regra da mao direita, desde o primeiro vetor até
o segundo; no caso do produto @ X 7, a regra da mao direita implica que,
estendendo os dedos polegar, indicador e médio da mao direita de forma a
que fiquem perpendiculares entre si, se o indicador apontar no sentido de w
e 0 médio no sentido de 7 o polegar apontard no sentido do produto @& X 7,
obtendo-se assim a direcdo e sentido do versor é4 no plano dos dois vetores.

O produto vetorial ndo é comutativo; (a X B) e (1; X d) sdo vetores com
o mesmo modulo e dire¢do, mas com sentidos opostos. Sendo o angulo
de um vetor consigo préprio zero, o produto @ X d é nulo. Em particular,
ixi=jxj=kxk=0.0 produto de dois versores perpendiculares é
outro versor perpendicular a eles e, € facil conferir que i X j = k, JX k=ie
kxi= Jj- Usando estas propriedades e a propriedade distributiva, o produto
ax I;, em fungdo das componentes cartesianas dos vetores, é igual a

dxb=(ayi+ayj+a,k)x(byi+byj+b, k)
= (ay by —ag by)i+(a; by — ay by) j+ (ax by —ay b))k (3.26)

resultado esse que pode ser escrito de forma mais compacta através de um
determinante:

. 1]k
adxb=|a, ay a 3.27)
by by b,

Observe-se que na figura 3.10 o tridngulo sombrejado tem base igual a w
e altura igual a R; assim sendo, a sua drea € igual a metade do médulo do
produto vetorial da velocidade angular pelo vetor posi¢do: |0XF|/2 = Rw/2.
Em geral,

A drea do triangulo formado por dois vetores com origem
comum é igual a metade do médulo do produto vetorial dos
vetores.

As componentes da aceleragdo dum ponto do corpo rigido, em relagao ao
referencial que se desloca com o corpo rigido, dadas pela equacdo 3.24,
podem ser escritas também usando produtos vetoriais:

-

d=8X7+0x(dx7)] (3.28)

onde @ € o vetor aceleragdo angular, igual a derivada do vetor velocidade
angular. Lembre-se que este resultado € vdlido unicamente na rotac¢do plana,
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em que os eixos do referencial em movimento permanecem sempre nas

mesmas dire¢des e o cdlculo da derivada de & para obter @ deve ser feito

nesse sistema de eixos.

e A
Exemplo 3.2
Cola-se um extremo de um fio numa roldana com raio de 5 cm,
enrolando-o e pendurando um bloco do outro extremo (ver figura). No
instante inicial o bloco e a roldana estdo em repouso e o ponto P da
roldana encontra-se a mesma altura do seu centro C. O bloco comega
a descer, com aceleracdo constante de valor igual a g/4. Determine a
velocidade e a aceleracdo do ponto P, dois segundos apds o instante
inicial.

A J

Resolucido. Escolhe-se um sistema de coordenadas, que pode ser o que se
mostra na figura, com origem no centro da roldana. A figura mostra também
a posi¢do do ponto P quando a roldana ji rodou um angulo 6 desde a posi¢do
inicial. O vetor posi¢do do ponto P €,

7p = —R (cos 01+ sin @ j)

Para calcular a velocidade do ponto P, é
necessdria também a velocidade angular, Yy
que pode ser obtida a partir do valor da
velocidade do bloco. Para encontrar uma

expressao para o valor da velocidade do R | C
bloco, integra-se a equacdo v, = ay W X
. 8 8t P
= — —_— —_— —
e Py
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Como todos os pontos do fio t€ém esse mesmo valor da velocidade e os
pontos da superficie acompanham o movimento do fio, esse serd também
o valor da velocidade dos pontos na superficie da roldana e o valor da
velocidade angular da roldana serd v, /R = gt/(4 R). A velocidade angular
€ perpendicular ao plano xy e, como a rotacdo € no sentido anti-hordario,

sera,

L gt -
=—k
“TUR
A velocidade do ponto P € igual ao produto vetorial da velocidade angular
pelo vetor posi¢c@o do ponto P:

- - - t - ~ . 7 A
Vp =W XTFp = _gz (cos@(kXI)+sm9(k X]))

t
= gz(sinéi— cos 6 j)

Se o centro da roldana estivesse em movimento, era necessario adicionar
a velocidade do centro. Observe-se que o mesmo resultado podia ter
sido obtido derivando 7p em ordem ao tempo, mas seria necessario obter
primeiro a expressio para 8 em fun¢do do tempo e os cdlculos seriam mais
complicados.

A acelerag@o angular € a derivada da velocidade angular em ordem ao tempo,

. g
-
“TUR

e a aceleracdo do ponto P &,

5p=&><7p+6?)><\7p
2.2

t
= %(sin@i—cos@j)+ ‘g176—R(00862+sin0j)

Para encontrar a expressao para 6 em fungdo do tempo, integra-se a equagao
6=w
2
g 8L _8r
4R 8R
substituindo os valores de t = 2, R = 0.05 e g = 9.8, em unidades SI,
obtém-se a velocidade e a aceleracdo nesse instante,

0

vp = —2.81i+4.015; dp = —394.81-273.3]
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3.6. Movimentos de translacao e de rotacao
dependentes

Numa roda em movimento sobre uma superficie, sem derrapar, o angulo de
rotacdo e o deslocamento da roda estdo relacionados. Na figura 3.11, uma
roda de raio R desloca-se para a direita, sobre uma superficie, sem derrapar.

N

I s |

P

Figura 3.11.: Roda que se desloca sem derrapar.

Num instante inicial um ponto P da roda estd em contacto com a superficie;
ap0s alguns instantes, a roda rodou um angulo 6 e o centro da roda percorreu
uma distancia s. O arco de circunferéncia R 6 devera ser igual a distancia
percorrida s, ja que todos os pontos nesse arco estiveram em contacto com
pontos da superficie.

s=R6 (3.29)

derivando os dois lados da equagao, obtém-se a relagdo entre a velocidade
do centro C e a velocidade angular,

v=Rw (3.30)

e derivando novamente, observa-se que a aceleracao de tangencial de C é
igual ao produto do raio pela aceleracio angular:

a; = Ra (3.31)

No caso das roldanas, se a roldana roda sem o fio derrapar sobre a sua
superficie, os pontos na superficie da roldana terdo a mesma velocidade do
fio e subtraindo a velocidade do centro da roldana obtém-se a velocidade do
ponto na superficie da roldana, relativa a roldana; o valor dessa velocidade
relativa, dividido pelo raio da roldana, deverd ser igual a velocidade angular
da roldana.
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4 N
Exemplo 3.3
A roldana fixa no sistema da figura tem raio de 3 cm e a roldana mével
tem raio de 5 cm. Calcule o valor da velocidade do carrinho e das
velocidades angulares das roldanas, no instante em que o cilindro desce
com velocidade de valor 1.5 m/s, admitindo que o fio nao derrapa nas

roldanas.
‘ d
y

Resolucao. Este sistema ja foi estudado na seccido 2.4 onde mostrou-se
que o valor da velocidade do carrinho € o dobro da velocidade do cilindro.
Assim sendo, o valor da velocidade do carrinho é 3 m/s.

Na roldana fixa, o valor da velocidade dos pontos na superficie serd o mesmo
que no carrinho, 3 m/s e, como tal, o valor da velocidade angular da roldana
fixa é€,

3 -1
=2 =100
“1=0.03 >

O centro da roldana mével também desce a 1.5 m/s. No ponto da sua
superficie, no lado direito, o fio estd estético e, assim sendo, esse ponto
desloca-se para cima, em relacdo ao centro, com velocidade de valor 1.5 m/s.
O ponto na superficie da roldana, no lado esquerdo, desloca-se para baixo,
com a velocidade do carrinho, 3 m/s, de modo que em relacdo ao centro da
roldana desloca-se para baixo, com velocidade de valor 1.5 m/s. O valor da
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velocidade angular da roldana mével €,

1.5 1
w9y = w =30s
A parte do fio no lado direito da roldana mével, que permanece estatico,
pode ser considerado como uma superficie vertical em que a roldana roda
como uma roda sobre uma superficie. O valor da velocidade do centro da
roda, que € igual ao valor da velocidade do cilindro, € igual ao produto do
valor da velocidade angular da roda pelo raio da roda. O valor da velocidade
do ponto mais a esquerda na roda, que € o valor da velocidade do carrinho,
€ o produto do valor da velocidade angular da roda pelo didmetro da roda.
Essa € outra forma de explicar porque o valor da velocidade do carrinho é
o dobro do valor da velocidade do cilindro, porque o didmetro da roda é o
dobro do seu raio.
e A
Exemplo 3.4
A barra na figura tem 2 metros de comprimento e estd apoiada no chao
no ponto A e numa parede no ponto B. No instante inicial # = 0 a
distancia x € igual a 0.5 m e o ponto A comega a deslocar-se para a
esquerda com valor da velocidade que dependente de x de acordo com
a expressao (SI),

1 x
VA= 5 - = (

<x<2
376 Srsd

N | —

em quanto o ponto B desliza pela parede. Determine os valores da
velocidade angular da barra e da velocidade do ponto B, em funcdo de
X.

— = —

ZA

| x
- J

Resolucdo. Este sistema tem um tnico grau de liberdade, que pode ser a
variavel x. Sendo o comprimento da barra igual a 2, as relagdes entre x e y
com o angulo 6 sdo,

x=2cosf y=2sin6
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Os valores das velocidades dos pontos A e B sdo os valores absolutos das
derivadas de x e y em ordem ao tempo e derivando as equacdes acima
obtém-se

va=2wsinfd=wy vB=2w cosl =wx

em que w = # é o valor da velocidade angular da barra.

Pelo teorema de Pitdgoras, y = V4 — x2. Substituindo esta expressio e a
expressdo dada para va na primeira equacao acima, obtém-se a expressao
para o valor da velocidade angular da barra,

2—x (1 < 2)
w=— - <x<
6 V4 — x2 2
e substituindo na equacdo para vg, obtém-se,
2x — x2 (1 e 2)
Vg = —— —<x<
6 V4 — x2 2

A figura 3.12 mostra o grafico do valor da velocidade de B, desde o instante
inicial, em que x = 0.5, até o instante em que a barra para, em x = 2.
A velocidade tem um valor mdximo de aproximadamente 9.7 cm/s, quando
o angulo 0 € aproximadamente 57°.

0.1
0.09
0.08
0.07 ¢
0.06
0.05 t
0.04 ¢
0.03 t
0.02 t
0.01

0

VB

06 0.8 1 12 14 16 1.8 2

Figura 3.12.: Valor da velocidade do ponto B em fun¢do de x(unidades SI).
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Perguntas

1.

No intervalo de tempo O < ¢ < 1, o valor da velocidade de um objeto em
funcdo do tempo verifica a expressio v = 5 + 312 + 213, Se a trajetéria
do objeto for uma reta, qual das cinco fungdes na lista podera ser a
expressdo correta para o valor da aceleracao?

A a=5+61+61¢2 D.a=5+6¢
B.a=5 E. a=61+6¢>
C. a=6t

Um objeto com movimento circular tem aceleracdo angular com valor
constante @ = 3/n radiano/s?. Se o objeto parte do repouso, quanto
tempo, em segundos, demorard a completar as primeiras 3 voltas?

A m D. 4n
B. 2nx E. 5n
C. 3nr

Um ponto num objeto descreve numa trajetdria curva, com velocidade
de valor constante. Qual das seguintes afirmagdes € verdadeira?

A aceleragao € perpendicular a trajetéria.
O valor da aceleracdo é constante.
A aceleragdo € tangente a trajetoria.

A aceleragdo € constante.

mY 0w

A aceleragdo € nula.

Um projétil é lancado com velocidade inicial com valor vg e direcao
inclinada que faz um angulo 6 com o plano horizontal. Determine o raio
de curvatura da trajetdria parabdlica no instante inicial.

vg tan @ b vg

g " gsind
vg sin @ . vg

g " g cosh
vg cos 6

8
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S.

O movimento circular de uma roda de raio R4 € transmitido para outra
roda de raio Rp, através de uma correia que se desloca com as rodas, sem
derrapar. Qual € a relag@o entre os valores das velocidades angulares w 4
e wpg de ambas rodas?

A. RAa)A = RBa)B D. RBwA = RALL)B
B. wA = WRE E. ngA = Riwg

C. RiwA = R%a)B

Problemas

1.

No intervalo de tempo 0 < ¢ < 10, os valores da velocidade e da
aceleracdo de uma particula com movimento em 3 dimensdes sdo dadas
pelas fungdes: v =1 V412 + 9 e a = V162 + 9 (unidades SI). Encontre,
no mesmo intervalo de tempo, as expressdes para: (a) A componente
tangencial da aceleragdo. (b) A componente normal da aceleracdo. (c) O
raio de curvatura.

Um motorista entra numa curva a 72 km/h, e trava, fazendo com que
o valor da velocidade diminua a uma taxa constante de 4.5 km/h cada
segundo. Observando a figura, faca uma estimativa do raio de curvatura
da estrada e calcule o valor da aceleracdo do automdvel 4 segundos ap6s
ter iniciado a travagem.
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3. A equaciio da trajetéria de um objeto é: 7 = 8 cos?(2¢)i + 4 sin(4¢) j
(SI e angulos em radianos). (a) Demonstre que 0 movimento do objeto é
circular uniforme. (b) Calcule o valor da velocidade angular do objeto e
o seu periodo. (c) Encontre a posi¢do do centro da trajetéria circular.

4. Um piloto de corridas de avides executa um loop vertical com 1200 m
de raio. O valor da velocidade no ponto A, no inicio do loop, € 160 m/s
e no ponto C, no fim do loop, € 140 m/s. Admitindo que a componente
da aceleracdo tangencial € constante (negativa) durante todo o percurso,
calcule o valor da aceleragdo no ponto B.

A -

5. Dois carros A e B passam por uma curva usando trajetérias diferentes. A
figura mostra a curva delimitada pela reta C. O carro B faz um percurso
semicircular com raio de 102 m; o carro A avanca uma distancia em linha
reta, a seguir segue um semicirculo com raio 82 m e termina com outro
trajeto em linha reta. Os dois carros deslocam-se a velocidade maxima
que podem ter para conseguir fazer a curva, que para o tipo de pneus
usados corresponde a velocidade que produz uma aceleracdo normal de
0.8 g, onde g € a aceleragdo da gravidade. Calcule o tempo que demora
cada um dos carros a fazer a curva.
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6. (a) Calcule a area do tridAngulo com vértices nos pontos A, B e C, com
coordenadas cartesianas A = (3,5,4),B=(-1,2,1) e C = (2,-2,2).
(b) Demonstre a Lei dos senos, para um tridngulo com lados de compri-
mentos a, be c,
sine _sinf8  siny

a b c
em que a, 3 ey sdo os angulos opostos aos lados a, b e c.

7. Aroda na figura tem duas partes com raios de 3 cm e 6 cm, que estdo em
contacto com duas barras horizontais A e B. A barra A desloca-se para a
direita, com valor da velocidade de 10 m/s e a barra B desloca-se para a
esquerda com valor da velocidade de 35 m/s, enquanto a roda mantém o
contacto com as duas barras, sem derrapar. Determine para que lado se
desloca o centro O da roda e calcule os valores da velocidade do ponto
O e da velocidade angular da roda.

A —

8. Uma roda com 20 cm de raio desloca-se, sem derrapar, sobre uma
superficie plana, ao longo do eixo dos x. No instante t = 0 o centro
da roda encontra-se em x =0 e y = 20 cm e os pontos P e Q da roda
sdo os pontos que estioem x =0 com y =0e y = 10 cm. O valor da
velocidade do centro da roda € 2 m/s, constante. (a) Calcule quanto
tempo demora a roda a dar duas voltas completas. (b) Represente os
graficos das trajetérias dos pontos P e Q durante o tempo que a roda
demora a dar duas voltas.

y
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9.

10.

Na madaquina representada na figura, todas as roldanas tém raio igual
a 5 cm. Determine os valores das velocidades angulares das quatro
roldanas, quando o anel A for puxado para baixo com velocidade de valor
constante 2 m/s.

A figura mostra um mecanismo biela-manivela usado para transformar
movimento circular em movimento retilineo ou vice-versa. A manivela
¢ a barra de comprimento r que roda a volta de um eixo fixo no ponto O,
e a biela € a barra de comprimento L que liga a manivela a um pistdo P
que s6 pode deslocar-se ao longo de uma reta. Se o eixo x for escolhido
na reta que passa pelo eixo O e o centro P do pistdo e 8 for o dngulo entre
a manivela e o eixo x, (@) demonstre que em qualquer instante a posi¢ao
xp do ponto P verifica a seguinte expressao:

xp=rcos®+ VL2 —r2 sin? 0

(b) Encontre a relacdo entre o valor da velocidade angular da manivela e
o valor da velocidade do pistdo. (c¢) O comprimento L deverd ser maior
que 2 r; represente o grafico de vp em funcdo do dngulo 8, no caso em
quer =1, L=4¢e w=1(SI), no sentido indicado na figura, e mostre que
a velocidade do pistdo € nula quando 6 for igual a 0 ou 180°.

I
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Respostas

Perguntas: 1. E. 2. B.3. A.4. E. 5. A.

Problemas
12 t t
L@t g S (©) = (412 +9)*

a)\/4t2+9 ()V4t2+9 6

2. Aproximadamente 14 m/s?

3. (@) A acelerac@o tangencial é constante, a; = 0, e a velocidade e a

aceleracdo normal s@o constantes, v = 16, a, = 64; num movimento
num plano, isso implica movimento circular uniforme. (b) w = 4 rad/s,
T = n/2 (segundos). (c) coordenadas (4, 0).

4. 18.85 m/s?

5. 11.74 s para o carro A e 11.33 s para o carro B.

6. (a) 14.79 (b) Os trés produtos (a b sinvy), (ac sinB) e (bc sin @) sdo

10.

todos iguais ao dobro da drea do tridngulo; igualando cada par de produtos
demonstra-se cada uma das igualdades.

Para a esquerda, com v, = 20 m/s e w = 500 s~ .
04

@126s  (b) o

0.3

025
02
0.15 ‘s'
01}
005

0

0 0.5 1 1.5 2 25 3
De esquerda para direita, 5 sTL 10571, 2051 e 40571

in(26
b)vp = -wr (siné + r sin26) (c) Em 0 igual a 0 ou a 180°,
) ) L2 -r2sin? 6
sin @ e sin(2 6) sdo ambas nulas, e a expressdo da velocidade do ponto P
dé o valor 0.




4. Mecanica vetorial

Aos 23 anos Isaac Newton teve uma ideia inovadora que foi a inspiracdo para
a sua teoria da gravitacdo e da mecinica em geral. Newton pensou que assim
como uma maca cai, devido a atracdo gravitacional da Terra, a Lua também
se encontra em queda livre sob a agdo gravitacional da Terra. A razdo pela
qual a queda livre da Lua nio faz diminuir a sua distancia a Terra, como no
caso da queda da maca, € porque a Lua tem uma velocidade horizontal muito
elevada, de forma que em cada instante a distancia horizontal percorrida e a
distancia vertical da queda descrevem um arco de circulo com raio constante.
Com os dados conhecidos na época para a distancia entre a Terrae a Lua e
o periodo orbital da Lua, Newton calculou a distancia vertical que a Lua
cai por unidade de tempo; comparando com a distancia da queda de uma
maca, descobriu que a forca de atraciio gravitacional decresce inversamente
proporcional a distancia ao quadrado.
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4.1. Leis de Newton

As trés leis de Newton sio a base da mecanica cldssica, que permite estudar
desde o movimento dos objetos & nossa volta, até o movimento dos planetas,
estrelas e outros objetos distantes. As 3 leis foram enunciadas de forma
clara numa dnica pégina do livro escrito por Newton em 1687 (Principios
Matemadticos da Filosofia Natural).

4.1.1. Lei da inércia

A primeira lei de Newton, denominada lei da inércia, foi enunciada por
Newton no seu livro assim:

LEIL

Todo corpo mantém o seu estado de repouso ou de movimento uniforme
segundo uma linha reta, se ndo for compelido a mudar o seu estado por
forcas nele impressas.

Os projéteis continuam no seu movimento, a menos que sejam retardados
pela resisténcia do ar ou impelidos para baixo pela for¢a da gravidade.
Um pido, cujas partes, pela sua coesdo, sdo continuamente desviadas
dos seus movimentos retilineos, nao cessa de rodar se nao for retardado
pelo ar. Os corpos maiores — planetas e cometas — encontrando menos
resisténcia nos espacos livres, continuam os seus movimentos, retilineos
ou circulares, por tempo muito maior.

Um sistema de referéncia em que se verifique a lei da inércia, é designado
por referencial inercial. Considere-se o seguinte exemplo: uma esfera
colocada em repouso sobre uma mesa horizontal, num comboio, observada
por duas pessoas, 0 passageiro que colocou a esfera na mesa e uma pessoa
que estd sentada na estagdo por onde estd a passar o comboio.

Em relag@o & pessoa que estd na estacdo, a esfera poderd estar em repouso,
se o combdio estiver parado, ou em movimento se 0 comboio estiver a
andar. Nos dois casos a esfera manterd o seu estado, de repouso ou de
movimento uniforme; se o comboio estiver em movimento, com velocidade
uniforme e em linha reta, a esfera acompanhard o movimento da mesa no
comboio, estando assim em repouso em relagdo ao passageiro no comboio.
Se a velocidade do comboio ndo for uniforme, a esfera, que mantém a sua
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velocidade uniforme, rodard para tras, se 0 comboio estiver a acelerar, ou
para a frente, se o comboio estiver a abrandar.

Assim, do ponto de vista do passageiro, a bola apenas manterd o seu estado
inicial de repouso se o comboio estiver parado ou com movimento retilineo
e uniforme. Nomeadamente, 0 comboio em repouso ou com movimento
retilineo e uniforme constitui um referencial inercial, mas ou comboio com
movimento ndo uniforme nao € um referencial inercial. Se a velocidade
do comboio for uniforme, mas o movimento for ao longo de uma curva,
a esfera rodaria para alguns dos lados da mesa e o comboio nao seria um
referencial inercial.

4.1.2. Forca e aceleracao

A segunda lei de Newton pode ser considerada a defini¢dao do conceito de
for¢a na mecanica; define-se em termos do efeito que produz sobre os corpos
em que atua. O texto original do livro de Newton é:

LEIIL

A mudanga na quantidade de movimento é proporcional a forca motora
impressa e faz-se na diregcdo da linha reta segundo a qual a forca motora
é aplicada.

Se uma forca gera uma quantidade de movimento, uma for¢ca dupla
gerard uma quantidade de movimento dupla, uma forca tripla gerard uma
quantidade de movimento tripla, quer a forga seja impressa de uma vez e
imediatamente, quer seja impressa gradual e sucessivamente. E se o corpo
j4 entdo se movia, a nova quantidade de movimento (sempre dirigida
na direcdo da forga atuante) € adicionada ou subtraida & quantidade de
movimento inicial, conforme sejam concordantes ou opostas uma da
outra; ou juntas obliquamente de forma a produzir uma nova quantidade
de movimento composta pela determinacao das duas.

Antes de enunciar essa lei, Newton jd tinha definido previamente no seu livro
a quantidade de movimento, que na nossa linguagem vetorial moderna
corresponde a um vetor p, igual ao produto entre a massa da particula, m, e

a sua velocidade,
@

a quantidade de movimento também costuma chamar-se momento linear.
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A “mudanga da quantidade de movimento”, referida no enunciado da lei, é
a quantidade de movimento final, p2, menos a quantidade de movimento
inicial, p;. Na frase "quer a forga seja impressa de uma vez e imediatamente,
quer seja impressa gradual e sucessivamente"Newton estd a referir-se ao
integral da forca em funcdo do tempo. Consequentemente, em notacdo
vetorial a segunda lei de Newton equivale a seguinte equagao:

t2
dez:ﬁQ—ﬁl (4.2)

15}

Inicialmente Newton estd a considerar apenas uma forca F a atuar sobre 0
corpo, mas a seguir explica que se houver mais do que uma forga, os termos
I\ F dt devem ser combinados “obliquamente”. Essa forma de juntar forcas
obliquamente € explicada mais para a frente no seu livro e € o que hoje em
dia € conhecido como regra do paralelogramo, para somar dois vetores
(ver figura 2.3 no capitulo 2).

Assim sendo, a forma mais geral da segunda lei de Newton é&,

2 n

J 2 == (43)

r i=1

em que ), ; F; é a forga resultante, igual & soma vetorial de todas as forcas
que atuam sobre o0 corpo.

O integral da for¢a resultante em fun¢do do tempo, no lado esquerdo da
equacdo 4.3, é um vetor I chamado impulso. Como tal, se um corpo tem
inicialmente uma quantidade de movimento p; e sobre ele atua uma forca
durante um intervalo de tempo, no fim desse intervalo a quantidade de
movimento do corpo serd py + I

A equacio 4.3 pode ser escrita também de forma diferencial,

i=1

Sy

4.4)

o,

t

e escrevendo a quantidade de movimento em funcdo da velocidade obtém-se,

- - d(mV)
Z;F— = 4.5)
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Se a massa do corpo for constante, a derivada acima serd igual ao produto da
massa pela derivada da velocidade, ou seja, igual a massa vezes a aceleracao:

n

ZF} =ma (4.6)

i=1

Esta € a forma mais habitual de escrever a segunda lei de Newton.

A unidade de forca no Sistema Internacional (SI) de unidades € o newton, N.
Uma forca de 1 N € a for¢a que produz a aceleragio de 1 m/s?> num corpo
com massa de 1 kg.

Conforme j4 foi referido em capitulos anteriores, no vdcuo todos os objetos
em queda livre sdo acelerados com a aceleracdo da gravidade, que na
superficie terrestre tem um valor g.

Assim sendo, de acordo com a segunda lei de Newton o peso de qualquer
objeto (forca da gravitica exercida pela Terra) € diretamente proporcional a
sua massa:

P=mg (4.7)
em que g é um vetor constante na direcdo vertical, com sentido de cima para
baixo e mddulo igual a aceleracdo da gravidade, g, que € aproximadamente
igual 2 9.8 m/s.

Por exemplo, um corpo com massa de 2 kg na superficie terrestre terd um
peso de 19.6 N. Se o mesmo corpo estiver num satélite, a sua massa seria
a mesma mas o seu peso seria muito menor, devido a que a aceleracido da
gravidade é muito menor a altura & que se encontra o satélite. Na distincia a
que se encontra a Lua, a aceleraciio da gravidade é apenas 0.00269 m/s?; o
peso da Lua € esse valor vezes a sua massa.

O peso de um corpo € realmente a sobreposi¢do de muitas forcas: o peso
de cada uma das particulas que compdem o corpo, que somadas produzem
o peso total m g. Para além do médulo, direcdo e sentido, o ponto onde
¢ aplicada uma forca também € importante. Newton aborda essa questdo
no seu livro, mas esse assunto serd adiado até o capitulo 5. Por enquanto,
bastard ter em conta que o peso de um corpo deve ser representado sempre
num ponto designado por centro de gravidade, que nos corpos homogéneos
e com formas geométricas simples encontra-se no centro geométrico.

Igual que a primeira lei, a segunda lei € vélida apenas em referenciais
inerciais. Dois referencias inerciais podem ter uma velocidade relativa, mas
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essa velocidade relativa devera ser constante. Conclui-se que a aceleracao
relativa de um referencial inercial em relagcdo aos outros deverd ser nula.
Como tal, a aceleracdo de um objeto deverd ser a mesma em relacdo
a qualquer referencial inercial. As velocidades medidas em diferentes
referenciais inerciais podem ser diferentes, mas a sua derivada (aceleracdo)
serd igual em todos. Para determinar se um referencial € inercial, bastard
observar objetos livres, nos que nio atue nenhuma forca. Se permanecerem
num estado de repouso o movimento retilineo uniforme, o referencial sera
inercial. Newton acreditava na possibilidade de medir a acelerag¢do absoluta
de um objeto, em relacdo ao espago absoluto, e na equacio F=ma
interpretava a como a aceleragdo absoluta.

4.1.3. Lei de acao e reacao

LEI III.

A toda a acdo opoe sempre uma igual reacdo. Isto é, as agcdes miituas de
dois corpos um sobre o outro sdo sempre iguais e opostas.

Aquilo que puxa ou comprime outra coisa € puxado ou comprimido da
mesma maneira por essa coisa. Se premir uma pedra com um dedo, o
dedo € igualmente premido pela pedra. Se um cavalo puxar uma pedra
por meio de uma corda, o cavalo serd puxado para trds igualmente em
direcdo a pedra. Pois a corda esticada tanto puxa o cavalo para a pedra
como puxa a pedra para o cavalo, tanto dificulta a progressao do cavalo
como favorece a progressdo da pedra. Se um corpo bater noutro e pela
sua for¢a lhe mudar a quantidade de movimento, sofrerd igual mudanga
na sua quantidade de movimento, em sentido oposto. As mudancas feitas
por estas acdes sdo iguais, ndo nas velocidades, mas nas quantidades de
movimento dos corpos. Isto, suposto que os corpos nao sao retidos por
outros impedimentos. Portanto, se as quantidades de movimento sdo
mudadas de igual, as mudancgas de velocidades em sentido contririo sdo
inversamente proporcionais as massas dos corpos.

Esta terceira lei enunciada por Newton € conhecida como lei de acao e
reacio. considere-se o exemplo usado por Newton: um cavalo que arrasta
um bloco pesado por meio de uma corda (figura 4.1). A corda exerce a
mesma forca sobre o bloco e sobre o cavalo, mas em sentidos opostos.

E conveniente analisar por separado as forcas que atuam no bloco e no
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Figura 4.1.: Cavalo a arrastar um bloco de 350 kg.

cavalo, como mostra a figura 4.2. Se a velocidade com que o cavalo arrasta
o bloco for constante, a segunda lei de Newton implicard que a soma das
forgas que atuam sobre o bloco e sobre o cavalo serd nula.

Figura 4.2.: Forcas sobre o bloco e sobre o cavalo.

O peso do bloco, ﬁb, atua no centro de gravidade do bloco. A corda puxa o
bloco na direcdo em que estd esticada, com uma forca T, como se mostra
no lado esquerdo da figura 4.2. A resultante do peso e da forca da corda é
um vetor que aponta para baixo e para a direita. Uma vez que a resultante
das forcas no bloco € nula (aceleracdo nula), o chao devera exercer uma
forca F para cima e para a esquerda, forca essa devida ao contato entre as
superficies do bloco e do chio.
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A corda puxa o cavalo para tras, com a forca -T oposta a forca que atua
no bloco. Nas duas ferraduras do cavalo que estdo em contato com o chao
havera duas forcas de contato, Fie P, que apontam para cima e para a
frente. A resultante dessas duas for¢as, mais o peso do cavalo e a tensdo na
corda, deverd ser nula.

As forcas exercidas pelo chao sdo as 3 forcas ﬁb, ﬁl e ﬁz. Essas trés forcas
de contato com o chio contrariam a tendéncia a cair do bloco e do cavalo,
travam o movimento do bloco e empurram o cavalo para a frente. A corda
estd a travar o movimento do cavalo e a0 mesmo tempo estd a puxar o bloco
para a frente, com a mesma for¢a com que estd a travar o cavalo.

Sobre o chio atuam em total 5 forcas de reacdo, representadas na figura 4.3.
As reacdes aos pesos do bloco e do cavalo, —Isb e —ﬁc, sdo as forcas de
atracdo gravitica do bloco e do cavalo sobre a Terra. Essas forgcas atuam
no centro de gravidade da Terra, mas foram representadas perto do chdo
na figura. As outras trés forcas sio as forcas exercidas sobre o chdo pelo
bloco e pelo cavalo. Se a velocidade do cavalo for constante, a soma dessas
5 forgas serd nula.

Figura 4.3.: Forcas exercidas sobre o chio.

Se o cavalo estivesse a acelerar, a soma das forcas sobre o cavalo e o bloco
seria uma forca que apontaria para a direita. A soma das 5 forgas que atuam
sobre o chio seria a reacdo dessa for¢a; nomeadamente, sobre a Terra atuaria
uma forga igual e oposta, para a esquerda, que fazia com que se deslocasse
para a esquerda.

No entanto, como a massa da Terra € muitas ordens de grandeza superior
a massa do cavalo e do bloco, a aceleracdo da Terra para a esquerda seria
impercetivel em comparacdo com a aceleragdo para a direita do cavalo e
do bloco. Como salienta Newton, as mudangas produzidas pelas forcas
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do sistema cavalo-bloco sobre a Terra e das reacdes dessas forgas, sobre
o sistema cavalo-bloco, ndo resulta em velocidades iguais e de sentidos
contrdrios, mas sim quantidades de movimento iguais e de sentido contrario.

. )
Exemplo 4.1
Sobre uma particula com massa de 200 gramas atuam duas forcas
(unidades SI):

Fi=2ti+4j Fy=-2i+]

em que ¢ € o tempo. A particula parte do repouso em ¢ = 0, na posi¢ao
F =1+ j+ k. Calcule a posi¢do da particulaem ¢ = 3 s.

)

Resolucao. A forcga resultante € a soma das duas forcas
F=20t-1)i+5j
dividindo pela massa, 0.2 kg, obtém-se a aceleracio vetorial

Gd=10(t-1)i+25]

-

- . oL dv .
substituindo na equagdo a = T obtém-se,

dv

10~ 1)i+25]= —

separando varidveis e integrando,

t v
j(10(t—1)i+ 257) dt = j av
0

0
V=52 -100)i+25¢)

o,
i

substituindo na equagdo v =

>

t

o,

-

9 . . dr
(bt =101)1+ 251 )= €
separando varidveis e integrando obtém-se o vetor posicdo em ¢ = 3
3 7
| ((5:2 —108)i+ 25tj) dr= [ d7
0

Z+j+£

F=1+1135j+k
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4.2. Componentes normal e tangencial da forca

Conforme referido no capitulo 3, a aceleragdo de um objeto tem, em geral,
uma componente tangencial e uma componente normal,

a= ag Zt + ay 511 (48)

onde a; = v ea, = v2/R. A forca resultante sobre o objeto pode também ser
escrita como as soma das suas projecoes nas direcdes tangencial e normal:

F=Fé+F,é, (4.9)

e a segunda lei de Newton, conduz as expressoes: Fy = mag e Fy, = may.

Se a forga resultante sobre uma particula com velocidade v for F,a
componente F; na dire¢do paralela a v faz aumentar ou diminuir a velocidade,
conforme estiver no mesmo sentido ou no sentido oposto de v . A componente
F, perpendicular a v faz curvar a trajetéria da particula no sentido dessa
componente (figura 4.4).

Fi
A F, p

Figura 4.4.: Componentes tangencial e normal da forca.

Exemplo 4.2

Um péndulo simples, formado por uma esfera de 50 gramas pendurada
de um fio de 25 cm, oscila pela acdo da gravidade. No instante
representado na figura, em que o fio faz um angulo de 30° com
a vertical, a esfera esta a subir e o valor da sua velocidade € 1 m/s.
Encontre o médulo da forca de tens@o no fio nesse instante e a aceleragao
tangencial da esfera.
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30° \ 25 cm

Resolucao. Convém fazer um diagrama de
corpo livre da esfera, isto €, um diagrama
indicando unicamente as forgas externas
que atuam sobre o objeto. Neste caso,
ignorando a resisténcia do ar, s6 ha duas
causas possiveis para essas forgas: o fio e
a atracdo da gravidade. Assim sendo, as
Unicas forgas externas sobre a esfera sdo a
tensdo 7 do fio, que atua na direcdo do fio
e 0 peso, m g, na dire¢do vertical e sentido
para baixo. A figura mostra as forgas e os
angulos conhecidos.

Uma vez identificadas as forcas, escolhe-se um sistema de eixos para calcular
as componentes das forcas. Neste caso, como o movimento € circular, é
conveniente usar os eixos tangencial e normal, representados pelas leras ¢ e
n no diagrama de corpo livre.

O eixo normal aponta na direcao do centro de curvatura da trajetdria, que
neste caso é a mesma direcdo do fio. O eixo tangencial € tangente a trajetoria
circular e, portanto, o vetor velocidade é perpendicular ao fio. Como a
esfera estd a subir, o vector velocidade tem o sentido do eixo ¢ no diagrama.

A tensao do fio tem unicamente componente normal e ndo tangencial. A
componente tangencial do peso é —m g sin 30° = —0.245 N e a componente
normal é —m g cos 30° = —0.4244 N. Assim, as componentes tangencial e
normal da for¢a resultante sdo:

F; =-0.245
F,=T-0.4244

A aceleracdo tangencial € até agora desconhecida, mas a aceleracdo normal
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pode ser calculada com os dados conhecidos.

v2 12

ap=—=——=4
"7 R 025
(unidades SI). Igualando as componentes tangencial e normal a m a; € m ay,
obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

—-0.245 = 0.05 ay
T -0.4244 = 0.05 x 4

e a solugdo do sistema € a; = —4.9 m/s?, T = 0.624 N. O sinal negativo da
aceleracdo tangencial indica que a velocidade estd a diminuir.

4.3. Reacao normal e forca de atrito

No exemplo do cavalo a arrastrar um bloco da sec¢do anterior ja foi referida
a existéncia de forcas de contacto entre duas superficies. Essas forcas
podem apontar em qualquer direcdo, mas o sentido € sempre no sentido
em que as duas superficies tendem a se afastar. E habitual separar essas
forcas de contato em duas componentes, uma componente perpendicular
as superficies em contato, chamada reacao normal e outra componente
tangente as superficies, denominada forca de atrito.

A forca de contato entre superficies € realmente uma for¢a distribuida
em véarios pontos da superficie. A resultante de todas essas forcas serd
representada num ponto da superficie, separando as componentes normal e
tangencial (figura 4.5). A reacdo normal, R, terd sempre o sentido que faz
separar os dois corpos em contato. A forca de atrito, ﬁa, pode ter qualquer
um dos dois sentidos na direcdo tangencial.

4.3.1. Atrito estatico

Quando ndo existe movimento relativo entre as duas superficies em contato,
a forca de atrito designa-se de atrito esttico. A forca de atrito estitico pode
ser nula, ou pode estar orientada em qualquer dos dois sentidos na dire¢dao
tangente as superficies em contato.

No exemplo do cavalo e o bloco (figura 4.2) as forcas de atrito nas ferraduras
do cavalo sdo atrito estatico. A forca de atrito estdtico faz possivel colocar



4.3 Reagdo normal e forga de atrito 91

Figura 4.5.: Reacdo normal R, e forca de atrito ﬁa sobre um bloco na
superficie de uma mesa.

um veiculo em movimento ou fazer com que trave. E também a forca que
nos permite caminhar: empurramos com os nossos pés o chao e a reacdo do
chdo no sentido oposto faz-nos avangar.

Figura 4.6.: A forca que permite que o elétrico suba uma encosta ou trave
na descida € a forca de atrito estdtico entre as rodas e os carris.

Mas se o chao estivesse coberto por gelo, os pés escorregavam para tras
e ndo se conseguia avancar para a frente. Isso acontece porque o médulo
da forca de atrito estdtico ndo pode ultrapassar um valor maximo, que é
proporcional a rea¢do normal:

@10

em que ue € uma constante propria do tipo de superficies em contato,
chamada coeficiente de atrito estatico. O coeficiente de atrito estitico
costuma ser menor que 1. Em termos da forca de contato completa, isso
implica que a a forca de contato costuma estar perto da dire¢cdo normal, com
desvio maximo de menos de 45°.
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Considere-se um exemplo: as forcas entre a estrada e os pneus de uma
bicicleta. As forcas de atrito entre os dois pneus e a estrada sdo ambas
forgas de atrito estdtico, porque as rodas ndo escorregam. Na roda traseira a
forca de atrito aponta para a frente, na dire¢do do movimento da bicicleta
(figura 4.7), como resultado da reacio da estrada a acdo que o pneu exerce
sobre a estrada no sentido oposto.

A forca de atrito na roda da frente € no sentido oposto ao movimento, porque
nessa roda ndo € exercida nenhuma tracao pelo ciclista. Para manter essa
roda em rotacdo, contrariando o atrito no eixo da roda, € preciso que a
estrada atue com forga de atrito no sentido oposto a velocidade da bicicleta.

Figura 4.7.: Forcas exercidas pela estrada nos pneus de uma bicicleta em
movimento.

Se a velocidade da bicicleta for constante, o médulo da forga de atrito no
pneu traseiro deverd ser igual a soma dos médulos da forca de atrito no pneu
da frente e da resisténcia do ar.

4.3.2. Atrito cinético

Quando as duas superficies em contato deslizam entre si, a for¢a de atrito
designa-se de atrito cinético. No exemplo do cavalo e o bloco (figura 4.2) a
forga de atrito que atua no bloco € atrito cinético.

A forca de atrito cinético é sempre oposta a0 movimento e tem mddulo
constante que depende da reagdo normal:

Fe = pc Ry 4.11)
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Em que u. € o coeficiente de atrito cinético, que costuma ser menor que o
coeficiente de atrito estdtico entre as mesmas superficies.

Por ser oposta ao movimento, a for¢a de atrito cinético faz sempre diminuir
o valor da velocidade relativa entre as superficies, mas nunca pode inverter
o sentido da velocidade. No instante em que a velocidade seja nula, a forca
de atrito cinético também serd nula.

Assim sendo, embora o seu médulo seja constante, a forca de atrito cinético
depende implicitamente da velocidade, porque é sempre na direcdo da
velocidade e no sentido oposto a ela. A expressdo vetorial da forca de atrito
cinético € a seguinte:

. 0 v=20
F. = R, . 4.12
¢ _He v v#0 ( )

[v]

Em que v € a velocidade do corpo sobre o qual atua essa forga, relativa a
superficie que produz o atrito.

4 N\
Exemplo 4.3

Determine as for¢as que atuam sobre o bloco e o cavalo na figura 4.1,
quando a velocidade é constante, sabendo que a massa do cavalo é
300 kg, a massa do bloco 350 kg, o angulo que a corda faz com a
horizontal é 20°, o coeficiente de atrito cinético entre o bloco € o chido
€ 0.4 e o coeficiente de atrito estdtico entre as ferraduras do cavalo e o
9 chao € 0.5.

J

Resolugio. As forcas que atuam sobre o bloco e sobre o cavalo foram repre-
sentadas na figura 4.2. Como a aceleracio € nula, a soma das componentes
horizontais e verticais das forcas sobre o bloco e o cavalo deverd ser nula.

Comecgando pelo bloco, convém separar a forca F, na sua componente
normal, R, (reacdo normal) e a sua componente tangencial, F, (forca de
atrito). A soma das forcas horizontais e verticais &,

T cos(20°) - F, =0
Ry + T sin(20°) —mp g =0

Como a forga de atrito F, € atrito cinético, pode ser substituida por u. Ry €,
substituindo os valores do coeficiente de atrito cinético, massa do bloco e
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aceleracdo da gravidade, obtém-se um sistema de duas equacdes com duas
incdgnitas,
T cos(20°) —=0.4R, =0
Ry + T sin(20°) — 3430 =0

a resolucdo desse sistema, no Maxima, € obtida como se segue.

(%i1) float(solve([T*cos( /9)-0.4*Rn=0,Rn+T*sin( /9)-3430=0]));

(%01) [ [T=1274x 10", Rn=2994x 10*3] ]

A reagdo normal no bloco é 2994 N e a tensdo na corda é 1274 N.
A soma das forgas horizontais e verticais que atuam sobre o cavalo é:
Fa1 + Fao — T c0s(20°) = 0
Ry + Ry —T sin(20°) —m.g =0

observe-se que neste caso nao existe relacdo entre as forgas de atrito e as
reacdes normais, porque o atrito € estatico. Substituindo o valor de T ja
calculado, a massa do cavalo e a aceleracdo da gravidade,

Fo1 + Fao = 1198 N
R1 + R2 =3376 N

A soma das reacdes normais nos pes do cavalo € 3376 N e a soma das forcas
de atrito € 1198 N. No capitulo sobre dindmica dos corpos rigidos explica-se
como calcular os valores de R; e Ry por separado. Por enquanto, conclui-se
apenas que a soma dessas duas forcas € igual a 3376 N.

Os valores de F,1 e F,2 ndo podem ser calculados sem informacao adicional;
seria necessdrio saber a relacio entre as pressdes que o cavalo estd a exercer
em cada pé nesse instante. Do ponto de vista da dindmica € apenas possivel
calcular a soma dessas duas forgas.

O coeficiente de atrito estatico entre as ferraduras e a estrada permite conferir
se o cavalo consegue de facto arrastar o bloco, que tem peso superior ao seu
préprio peso. A forcga de atrito estdtico mdximo entre as ferraduras e o chio
é:

Finax = pe (R + Ry) = 1688 N

A soma das forgas F,; e Fa2 € menor que esse valor; conclui-se que o cavalo
podia arrastar um bloco ainda mais pesado sem que as ferraduras comecem
a escorregar.
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4.3.3. Forca de resisténcia nos fluidos

A maior parte dos movimentos analisados neste livro sio movimentos de
corpos rigidos dentro de fluidos. No exemplo do cavalo que arrasta um
bloco, os dois corpos estdo em movimento dentro do ar, que € um fluido. O
ar exerce uma forca de resisténcia ao movimento, que € sempre em sentido
oposto a velocidade.

Nos diagramas de forgas na figura 4.2 ignorou-se a forca de resisténcia do ar,
admitindo que seria muito menor do que as outras for¢as, porque o valor da
velocidade € baixo. Mas em casos como a queda livre de um objeto, essas
forcas ja ndo sdo desprezdveis. Nesta secc@o explica-se como dependem
essas forgas da velocidade.

A forca de resisténcia ao movimento nos fluidos é produzida principalmente
por dois mecanismos diferentes; o primeiro depende da viscosidade do
fluido e € devido a que as camadas do fluido mais pr6ximas colam-se ao
corpo, acompanhando o seu movimento e criando atrito com outras camadas
de fluido mais afastadas, que se traduz numa for¢a diretamente proporcional
a velocidade.

O segundo mecanismo tem a ver com a diferenca de pressdes gerada no
fluido a frente e atrds do corpo. O fluido é comprimido na regido da
frente. Essa diferenca de pressdes produz uma for¢a oposta ao movimento,
diretamente proporcional ao quadrado da velocidade.

Os dois mecanismos estdo sempre presentes, mas em algumas condi¢des
um deles pode ser muito mais aprecidvel do que o outro. O nimero de
Reynolds permite concluir qual dos dois mecanismo € mais importante e €
definido por

Ng =lv (g) (4.13)

onde / € um comprimento da ordem de grandeza da seccio reta do corpo
visto na direcao do movimento, v a velocidade do corpo, p a massa volimica
do fluido e 1 o seu coeficiente de viscosidade. O nimero de Reynolds nao
tem unidades e ndo é necessdrio conhecer o seu valor exato mas apenas a
sua ordem de grandeza. Stokes demonstrou que nas condi¢des em que o
nimero de Reynolds é muito baixo (ordem de grandeza de 1 ou menor), a
forga de resisténcia do fluido € proporcional a velocidade. No caso de uma
esfera de raio R, a expressao para essa forga é:

4.14)
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Quando o nimero de Reynolds € muito elevado (ordem de grandeza dos
milhares, ou maior) a for¢a de resisténcia do fluido é proporcional ao
quadrado da velocidade do corpo:

1
F, = 5cD,oAv2 (4.15)

onde p é a massa volimica do fluido, Cp € a constante aerodindmica do corpo,
menor para corpos pontiagudos e maior para corpos menos aerodindmicos
e A € a sec¢do reta do corpo visto na direcdo do movimento. No caso de
uma esfera de raio R, essa seccdo € m R? e o coeficiente aerodindmico é
aproximadamente 1/2; como tal, a forca de resisténcia do fluido sobre a
esfera, quando o nimero de Reynolds € elevado é:

T

T pR*v? (4.16)

Fr

Se a velocidade for muito elevada, da ordem da velocidade do som no fluido
(no ar é da ordem de 340 m/s) a for¢a de resisténcia do fluido é proporcional
a velocidade levantada a um expoente maior do que 2.

Para uma esfera de raio R, o nimero de Reynolds pode ser calculado
substituindo / por R na equagdo 4.13. Para decidir qual das duas equagdes,
4.14 ou 4.16, ¢é a correta, pode comecar-se por admitir que o nimero de
Reynolds € baixo e resolve-se o problema usando a equacdo 4.14; se os
valores obtidos conduzem a um niimero de Reynolds baixo, admite-se que a
solucdo € correta; caso contrdrio, resolve-se novamente o problema usando
a equagdo 4.16 e corrobora-se que os resultados conduzem a um niimero de
Reynolds elevado mas a velocidade € menor que a velocidade do som nesse
fluido (ver o problema 7 no fim do capitulo).

A resisténcia a0 movimento dos corpos no
ar pode admitir-se que é proporcional ao mg8
quadrado da velocidade, a menos que a
velocidade seja comparavel ou superior a
velocidade do som no ar (340 m/s). Com
efeito, o coeficiente de viscosidade € 5 or-
dens de grandeza menor que a massa vold-
mica, conduzindo a nimeros de Reynolds
elevados; o nimero de Reynolds s6 € baixo
se a velocidade for muito baixa, mas nesse

o , ) Figura 4.8.: Queda num fluido.
caso a resisténcia do ar é desprezavel, ou
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nos corpos microscopicos em que o tratamento macroscopico da mecanica
Newtoniana nao € o mais apropriado.

No caso de uma esfera em queda livre num fluido, atuam 3 forcas externas:
0 peso, m g, a impulsdo, que de acordo com o principio de Arquimedes é
igual ao peso do fluido que ocupava o espaco da esfera, m; g, e a forca de
resisténcia do fluido. Se a massa volimica da esfera € maior que a massa
volimica do fluido, o peso m g € maior que a impulsdo m; g e a esfera cai;
nesse caso, a resisténcia do fluido aponta para cima e o seu médulo é dado
pelas expressdes 4.14 ou 4.16. Na queda livre no ar, a aceleracdo resultante
tem médulo m’ g — C v2, apontando na direcéo vertical para baixo, onde C é
uma constante e m’ = m — ms. No problema 9 do capitulo 1 demonstrou-se
que a velocidade atinge um valor limite \m’ g/C.

Perguntas

1. Um livro encontra-se em repouso sobre uma mesa. Qual das afirmagdes
seguintes € correta:

Nao ha forga a atuar sobre o livro.
O livro ndo tem inércia.
Nao ha forga a atuar sobre a mesa.

O livro encontra-se em equilibrio.

mY nw >

A inércia do livro € igual & inércia da mesa.

2. Duas bolas metdlicas ttm o mesmo tamanho mas uma delas pesa o
dobro da outra. As duas bolas sdo langadas simultaneamente, a partir do
repouso, do topo de um prédio. Como se comparam os tempos de queda
das bolas?

A. A bola mais pesada demora aproximadamente metade do tempo da
bola mais leve.

B. A bola mais leve demora aproximadamente metade do tempo da bola
mais pesada.

C. Os dois tempos sdo semelhantes, mas a bola mais pesada demora
menos tempo que a bola mais leve.

D. Os dois tempos sdo semelhantes, mas a bola mais leve demora menos
tempo que a bola mais pesada.

E. As duas bolas demoram exatamente o mesmo tempo.
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3. Um camido grande colide frontalmente com um carro pequeno. Durante
a colisdo:

A. O camido exerce uma for¢a maior sobre o carro do que a forga do
carro sobre o camifo.

B. O carro exerce uma for¢a maior sobre o camido do que a forca do
camiao sobre o carro.

C. Nenhum dos dois exerce forca sobre o outro; o carro fica esmagado
simplesmente por se atravessar no caminho do camiao.

D. O camiio exerce forga sobre o carro, mas o carro ndo exerce nenhuma
forca sobre o camido.

E. O camido exerce uma forca sobre o carro e o carro exerce a mesma
forga sobre o camido.

4. Atira-se uma pedra verticalmente, para cima. No ponto mais alto da
trajetoria da pedra:

A. A sua velocidade e aceleracdo apontam para baixo.
A sua velocidade aponta para cima e a acelera¢do aponta para baixo.
A velocidade e aceleracio sao ambas nulas.

A velocidade € nula e a aceleragdo aponta para baixo.

m Y N w

A velocidade aponta para baixo e a aceleracio ¢ nula.

5. Uma mulher empurra uma caixa grande, com uma forca horizontal
constante. A forca exercida pela mulher faz com que a caixa se desloque
horizontalmente, com velocidade constante vg. Assim, o mdédulo da
forga exercida pela mulher:

A. E igual ao peso da caixa.
E maior do que o peso da caixa.
E igual a forca total que contraria o movimento da caixa.

E maior do que a forga total que contraria o movimento da caixa.

m Y N w

E maior do que o peso e a for¢a que contraria o movimento da caixa.
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Problemas

1. Uma pessoa com 70 kg sobe num ascensor até o sexto andar de um prédio.
O ascensor parte do repouso no rés de chio, acelera até o segundo andar,
com aceleracio uniforme de 2 m/s2, mantém a velocidade constante entre
o segundo e o quarto andar e trava entre o quarto e o sexto andar, com
aceleragdo uniforme de —2 m/s2. Determine o médulo da reagiio normal
nos pés da pessoa, em cada parte do percurso.

2. Um bloco com massa igual a 30 kg encontra-se sobre uma superficie
horizontal, com coeficiente de atrito cinético igual a 0.35. Sobre o bloco
atua uma forga externa de 100 N, que faz um angulo de 30° com a
horizontal. Determine o valor da aceleracdo do bloco.

100N

30°

3. Um bloco de massa m = 2.1 kg desce deslizando sobre a superficie de
um plano inclinado com 4 m de base e 3 m de altura. Se o coeficiente de
atrito cinético, entre o bloco e a superficie do plano inclinado, for igual a
0.25, calcule o valor da forga de atrito sobre o bloco.

4. Um objeto com massa de 2 kg desloca-se com velocidade inicial (37—
4 j) m/s, quando é aplicada uma forga externa F=-04% (unidades SI)
que atua durante 5 segundos. Determine: (a) a velocidade final apds os
5 segundos. (b) O impulso transmitido pela for¢a externa durante os 5
segundos.
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S.

Um automoével com 1230 kg sobe uma rampa com declive do 8 por
cento, com velocidade constante. (a) Determine o valor da forga de atrito
total (soma das forcas nos quatro pneus). (b) Determine o valor minimo
do coeficiente de atrito estdtico entre a estrada e 0s pneus para que o
automovel consiga subir a rampa.

' -

v K Sa
S °’°
) J

e
100

Para determinar a rigidez de um material, coloca-se um bloco do material
30 cm por baixo de um cone metdlico de 0.3 kg; o cone deixa-se cair
livremente, a partir do repouso, penetrando o bloco até parar apds
ter penetrado uma distancia x;,,x. Sabe-se que enquanto o cone estd a
penetrar o bloco, este exerce sobre o cone uma for¢ca oposta a0 movimento,
proporcional ao quadrado da distancia penetrada, ou seja, com médulo
k x?, onde x é a distancia penetrada pela ponta do cone e k é uma
constante que mede a rigidez do material. Sabendo que a distancia
méxima que o cone penetrou até parar foi xpax =5 cm, determine o valor
da constante k de esse material.

U 0.3 kg

30 cm

Uma esfera de raio R e massa volimica p, cai livremente dentro de um
fluido com massa voltimica p e coeficiente de viscosidade n. (@) Encontre
as expressoes para a velocidade terminal quando a resisténcia do fluido
é proporcional a velocidade ou quando € proporcional ao quadrado da
velocidade. (b) Calcule a velocidade terminal dentro de glicerina, d4gua
e ar de uma esfera de aco (massa volimica 7800 kg/m3) e didmetro de
1 cm; em cada caso determine o valor do nimero de Reynolds. Use os
dados na tabela seguinte:
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Fluido Viscosidade (kg/(m-s)) | Massa voliimica (kg/m?)
Glicerina 1.5 1200

Agua 1073 1000

Ar 1.8x107° 1.2

8. Calcule a velocidade terminal em queda livre no ar de: (a) Uma gota
de chuva com raio igual a 1 mm (admita que a massa volimica da dgua
¢ 1000 kg/m3). (b) Uma pedra de granizo com raio de 1 cm (a massa
volimica do gelo é 917 kg/m3). (¢) Uma bola de ténis de mesa com raio
de 1.9 cm e massa 0.0024 kg. (d) Uma bola de ténis com raio de 3.25 cm
e massa 0.062 kg. (Consulte o problema anterior).

9. Uma esfera de 0.8 kg encontra-se inicialmente em repouso, pendurada
por dois fios. O fio da esquerda € cortado subitamente. Determine a
tensdo no fio do lado direito, antes de o outro fio ter sido cortado e no
instante em que o fio acabou de ser cortado (admita que a massa dos fios
€ nula).

50° 30°

10. Para medir o coeficiente de atrito estatico entre um bloco e um disco,
fez-se rodar o disco com uma aceleracdo angular @ = 5 rad/s? constante.
O disco parte do repouso em ¢t = 0 e no instante t = 0.82 s o bloco
comeca a derrapar sobre o disco. Determine o valor do coeficiente de
atrito estatico.

o
N
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Respostas

Perguntas: 1. D.2. C.3. E. 4. D. 5. C.
Problemas

1. Entre o R/C e 0 2°, 826 N. Entre 0 2°¢e 0 4°, 686 N. Entre 0 4°¢e 0 6°, 546
N.

0.040 m/s?

4.12N.

(a) (1.107 — 1.47 )) m/s. (b) (—=3.797 + 5.06 j) N's.
(a) 961.2N. (b) 0.08.

24 696 N/m?.

R2g

AT L I

(a) Com resisténcia proporcional a velocidade: vy = (pe — P).

3
(b) Glicerina: vy = 0.240 m/s, Ng = 0.958; 4gua: vy = 1.33 m/s,
Ngr = 6665; ar: vy =41.2 m/s, Ng = 13737.
8. (a)6.60m/s=23.7km/h. (b)20.0m/s=71.9 km/h. (c) 8.25 m/s =29.7 km/h.
(d) 24.7 m/s = 88.8 km/h.

16
Com resisténcia proporcional a v2: v; = \/ —Rg (& - 1).
P

sin 40°

9. Antes de cortar-se o fio, T = mg —
sin 80°

= 5.117 N. Ap6s ter sido
mg

cortado o fio, T = T3 =392 N.

10. 0.143



5. Dinamica dos corpos rigidos

Para conseguir dar uma curva com uma bicicleta ou uma moto, é necessdrio
que exista suficiente atrito entre os pneus e a estrada, porque a forga de atrito
devera ser igual a massa vezes a aceleracdo centripeta. Como a forca de
atrito atua na superficie dos pneus, se o condutor ndo se inclinasse, a lei
da inércia implicava que a sua tendéncia fosse continuar numa trajetéria
retilinea, contrariando a trajetdria circular da superficie dos pneus produzindo
desequilibrio. Nas corridas de motos, as velocidades elevadas implicam
angulos de inclinagdo maiores; para conseguir inclinar mais a moto, o
condutor vira inicialmente o volante no sentido oposto ao sentido em que
vai tomar a curva e sai para o lado em que a moto se inclina para contrariar
a tendencia da moto cair para o lado oposto.
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5.1. Vetores deslizantes

Os vetores introduzidos no capitulo 2 sdo vetores livres, que sdo considerados
iguais se tiverem o mesmo moédulo, direcdo e sentido, independentemente
do ponto do espaco onde se encontrem. No caso das forcas, ndo basta saber
o médulo, direcdo e sentido. Por exemplo, quando se aplica uma for¢a numa
porta para fechd-la, para além do mdédulo, dire¢do e sentido da forga, serd
também importante o ponto em que essa forca for aplicada. Quanto mais
longe das dobradigas for aplicada a for¢a, mais facil serd fechar a porta; a
forca necessdria para fechar a porta serd muito elevada se for aplicada num
ponto muito préximo de uma das dobradicas.

Assim sendo, as forcas sdo realmente ve-

tores deslizantes, que produzem o mesmo

efeito quando aplicadas em qualquer ponto

na sua linha de acao (alinhareta que passa  f, e
pelo ponto onde a forga € aplicada, seguindo
a direcdo da for¢a) mas produzem efeitos
diferentes quando aplicadas em diferentes
linhas paralelas. No exemplo apresentado F

na figura 5.1, as trés forcas 131, ﬁg e ﬁg tém

o mesmo moédulo, direcdo e sentido; ﬁl €

F, sdo iguais, por terem também a mesma  Figura 5.1.: Forcas
linha de a¢@o, mas sdo diferentes de ﬁg que num corpo.
atua noutra linha de acdo diferente.

Contudo, no capitulo 4 sempre que foi necessario somar for¢as admitiu-se
que podiam ser deslocadas livremente e somadas como vetores livres. Nas
préximas secdes mostra-se que essa soma de forcas como se fossem vetores
livres ndo estd errada, sempre e quando seja adicionado também o efeito
de rotacdo introduzido quando se desloca uma for¢a para outro ponto. No
movimento de translacdo sem rotacdo, é também importante considerar os
efeitos de rotacdo das vdrias forcas e conferir que se anulam entre sim, para
que o movimento seja realmente sem rotagao.

5.2. Adicao de forcas

Duas forgas Fi e F, com a mesma linha de acdo podem ser deslocadas
para um ponto comum e somadas nesse ponto. A forga resultante estard na
mesma linha de acdo e terd médulo (F; + F3), se o sentido das forcas for o
mesmo, ou |F; — Fs|, caso contrério.
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Duas forcas chamam-se concorrentes se as suas linhas de a¢do sao diferentes,
mas com um ponto comum, R, como no exemplo da figura 5.2. Nesse caso,
as forcas podem ser deslocadas e somadas nesse ponto comum com a regra
do paralelogramo; a linha de agédo da forca resultante serd a reta que passa
por esse ponto comum, na direcdo da diagonal do paralelogramo.

Figura 5.2.: Adicdo de forcas concorrentes.

Quando as duas linhas de a¢do de duas forcas sdo paralelas, como € o caso na
figura 5.3, podem ser somadas usando o procedimento ilustrado nessa figura:
desloca-se a forca F, na sua linha de acdo Lo até o ponto R de intersecdo
de Ly com o plano perpendicular as linhas de acdo, que passa pelo ponto P.
Nos pontos P e R adicionam-se duas forcas ﬁg e —ﬁ3, com a mesma linha de
acdo, sem produzir nenhuma alteracio ja que a soma dessas duas forgas é
nula No ponto P somam-se as forgas Fie 17"3 e substituem-se pela resultante
F4 € no ponto R somam-se as forcas Fg e F3 e substituem-se pela resultante
F5 As forgas Fyie F5 serdo concorrentes, podendo ser somadas no ponto

Figura 5.3.: Adicao de forcas paralelas.
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comum das suas linhas de aco, S, obtendo-se a forca resultante ﬁe no ponto
S.

Observe-se que a forca resultante das duas forgas paralelas € também na
mesma direcdo das forgas originais e o seu médulo € igual a soma dos
mddulos das forgas originais (Fg = F1 + F3), se os sentidos das forcas
for o mesmo, como na figura 5.3, ou igual a diferenca entre os médulos
(Fs = |F1 — F2]), caso os sentidos sejam opostos.

Para calcular as distancias by e bs, entre as linhas de agao das forgas originais
e alinha de acéo Lg da forca resultante, observa-se na figura 5.3 que a altura
h (segmento US) dos dois tridngulos com bases by e by verifica,

b1F1 b2F2

h=b) tan6 = h = by tanB =

(5.1)
3

e, eliminando % nestas duas equagdes, obtém-se

52

Esta € a lei das alavancas e o procedimento usado aqui para obté-la foi o
mesmo que Newton usou no seu livro. Cada distncia b; e by chama-se
braco da respetiva forca, Fi e Fy, em relacdo a linha Lg. Para equilibrar as
forcas paralelas 171 e ﬁg, € necessdrio aplicar uma for¢a oposta, de médulo
F1 + F», nalinha de agdo em que os dois bracos by e by verificam a regra
das alavancas 5.2.

5.3. Momentos e binarios

A regra das alavancas pode ser explicada introduzindo o conceito de
momento. Define-se o valor do momento de uma for¢a em relagdo a um
ponto O, como o produto do médulo da for¢a pela distdncia desde o ponto
O até a linha de acdo da forca (brago b),

M,=Fb (5.3)
Mo = F o]

O momento M, representa o efeito de rotagdo produzido pela forga, se o
ponto O do corpo rigido estivesse fixo, podendo o corpo rodar & volta desse
ponto. Quanto mais afastada estiver a linha de acdo da forca em relagcao ao
ponto fixo O, maior serd o efeito rotativo produzido pela forga. Isso explica
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porqué é mais facil fechar a porta quanto mais longe das dobradicas for
aplicada a forca; a distincia entre a linha de acdo da forca e a linha das
dobradicas € o brago e quanto maior for, maior serd o momento da forca
aplicada.

Sendo 7 o vetor posi¢do do ponto P em que
a forca Fé aplicada, em relacdo a origem
O, o brago da forca em relagcdo a origem
O ¢igual ar sin 6, em que o dngulo 6 € o
angulo entre os vetores 7 € F (figura 5.4).
Conclui-se que valor do momento da forca
em relac@o ao ponto O € igual a, 0

- ; ”Sing
M, =Frsing 5.4 7

Repare-se que (F sin#) € a componente Figura 5.4.: Momento de

da forc¢a na direcdo perpendicular ao vetor uma forca.
posicéo 7, ou seja, o valor do momento da

forga é também igual ao produto da distincia desde o ponto de aplicagdo até
aorigem, r, pela componente perpendicular da for¢a. O momento produzido
pela forca € devido unicamente a componente perpendicular da forca.

A equacdo 5.4 mostra que o momento da for¢a € igual ao médulo do produto
vetorial entre o vetor posicao e a forga e mostra a conveniéncia de definir o
momento de forma vetorial:

-

M,=7FxF (5.5)

O vetor 1\710 representa um efeito de ro-
tacdo num plano perpendicular a ele. Na
figura 5.4 o momento € um vetor que aponta
para cd da pigina e costuma ser represen-
tado por uma seta circular, no sentido da
rotacdo que segue a regra da mao direita
em relagdo ao sentido do vetor M,.

Um binério é um conjunto de duas forcas
Fe-F , iguais e opostas, com linhas de
acdo paralelas, como mostra a figura 5.5.
O bindrio nao produz nenhuma translagao
em nenhum sentido, mas apenas rotacao.

Figura 5.5.: Binério.
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O momento total, em relacdo a origem O, € a soma dos momentos das duas
forcas,

FyXx F =Py X F = (7= Fp) X F (5.6)
Os dois vetores de posicdo dos pontos Q e P dependem da escolha da origem,

mas a sua diferenga é o vetor 7,y na figura, que ndo depende do ponto onde
estiver a origem.

Isso quer dizer que o bindrio produz um momento que ndo depende de
nenhum ponto de referéncia,

—

M = Fyoq X F (5.7)

Na figura 5.5 o momento do bindrio é um vetor para cd da pagina, represen-
tado pela seta circular no sentido anti-horério.

Uma forga F aplicada num ponto P pode ser deslocada para outro ponto Q,
fora da sua linha de ac¢do, usando o procedimento ilustrado na figura 5.6.
Adicionam-se duas forcas —F e F nos pontos P e Q e, para ndo alterar
nada, adiciona-se também um binario M com o mesmo médulo do bindrio
das forcas introduzidas, mas no sentido oposto. No caso da figura 5.6,
M deve ser no sentido horario e com médulo igual ao produto de F pela
dlstan01a desde Q até a linha de a¢@o da forca original; ou, de forma vetorial,
M = Fap X F. No ponto P hé duas forcas 1gua1s € opostas que se anulam,
ficando no fim a forca F no ponto Q e o bindrio M = Fap X F que é igual ao
momento Mq que a for¢a original, em P, produz em relag¢@o ao ponto Q.

F
P Q u P 8}/
M

Figura 5.6.: Procedimento para deslocar uma for¢a de um ponto P para
outro ponto Q.

!
Ty
ol
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Conclui-se que para somar um conjunto de for¢cas num ponto Q, somam-se 0s
momentos das for¢as em relag@o a esse ponto, dando um bindrio resultante,
e somam-se as forcas como vetores livres. O resultado é a forca resultante
no ponto Q e o bindrio resultante.

Quando as direcdes de todas as forgas estiverem num mesmo plano, serd
conveniente definir dois dos eixos coordenados nesse plano, por exemplo x
e y e a origem no ponto onde vao ser somadas as forcas. Assim sendo, o
momento de cada forca F em relacdo a origem introduz um bindrio que tem
unicamente componente segundo z, dadas pelo determinante,

(5.8)

em que x e y sdo as coordenadas do ponto onde estd a ser aplicada a forca
F. Para obter o bindrio resultante bastard somar os valores de M, obtidos
para cada forga.

5.4. Corpos rigidos em equilibrio

Se todas as for¢as externas aplicadas num corpo rigido, somadas num ponto
qualquer, produzem forg¢a resultante e bindrio resultante nulos, conclui-se
que a forca resultante e o bindrio resultante também serdo nulos em qualquer
outro ponto. A justificagdo € que, como a forca resultante é obtida somando
as forcas como vetores livres, serd igual em qualquer ponto; o bindrio
resultante sim € diferente quando a forga resultante é colocada em diferentes
pontos e a diferenca entre o bindrio em dois pontos diferentes serd igual ao
momento introduzido quando a forga resultante for deslocada entre esses
pontos. Mas no caso em que a forca resultante € nula, esse deslocamento
para diferentes pontos nao produz nenhum bindrio adicional e o binério
devera ser igual, e nulo, em todos os pontos.

Quando a forga resultante e o bindrio resultante sdo nulos, diz-se que o corpo
rigido estd em equilibrio. Equilibrio esse que pode ser estitico —objeto em
repouso— ou cinético —objeto com movimento linear uniforme. Assim
sendo, as condi¢des para que um corpo rigido esteja em equilibrio é que
a soma das forgas seja nula e que a soma dos momentos das forcas, em
relacdo a um ponto qualquer, seja nula.
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e A
Exemplo 5.1
O automoével na figura desloca-se com velocidade constante de 120 km/h
numa estrada perfeitamente horizontal. Sabendo que o peso total do
automovel € 9000 N, determine a forca de reagdo normal em cada pneu.

R, 9000 N R,

A J

Resolucio. Por ter movimento retilineo e uniforme, o automovel estd em
equilibrio. Na figura, o vetor R representa a soma das duas reacdes nos
pneus da frente e Ry a soma das reages normais dos pneus de atrds. As
forgas horizontais, que sdo a resisténcia do ar e o atrito da estrada nos pneus,
ndo podem ser calculadas neste problema. O tnico que é possivel afirmar
sobre essas duas forcas € que sdo iguais e opostas e o atrito é estatico e
contraria a resisténcia do ar. Por enquanto, admite-se que essas duas forcas
sdo desprezaveis em comparagdo com o peso € no fim serd discutida a
influéncia dessas forcas no resultado obtido. A condi¢do para que a soma
das forgas verticais seja nula é:

Ri + Ry, = 9000

Para encontrar o valor dessas duas variaveis serd necessario considerar
também a condi¢do de que o bindrio resultante deverd ser nulo. Por existir
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equilibrio, qualquer ponto pode ser usado como referéncia para calcular os
momentos; € conveniente escolher o ponto onde hd mais forgas aplicadas, ja
que o momento dessas forcas em relacao ao ponto de referéncia serad nulo.
Neste caso escolhe-se um dos pontos de contato dos pneus com a estrada, ou
o centro de gravidade (CG). Usando como referéncia o ponto de aplicacao
de R;, a soma dos momentos é:

16R;—0.4%x9000=0 = Ry =2250N

A seguir podia substituir-se esse valor na condi¢io para a soma das forcas
verticais, mas também é possivel calcular novamente soma de momentos,
em relacdo ao ponto de aplicacdo de Ro,

1.2x9000-1.6 R =0 = Ry =6750N

Admitindo que o centro de gravidade esteja a igual distancia dos lados
direito e esquerdo do automével, se este for simétrico, as reagdes nos dois
pneus da frente serdo iguais e, portanto, a reacdo em cada pneu serd 3375 N.
Nos pneus de atrds as reagdes também serdo iguais, cada uma com médulo
1125 N.

As forcas de atrito e da resisténcia do ar constituem um bindrio; como a
linha de agdo das forcas de atrito com a estrada estd por debaixo da linha
de acdo da resisténcia do ar, esse bindrio faz rodar o automével no sentido
horério, aumentando as rea¢des normais nos pneus de atrds e diminuindo as
reacdes normais nos pneus da frente. Para calcular o momento da forca de
resisténcia do ar, seria necessario conhecer o coeficiente aerodinamico Cp
do automovel, a velocidade do vento e o ponto de aplicag¢do da resultante
dessa forca, que estd distribuida em toda a superficie do automével.

5.5. Centro de massa

Um corpo rigido € uma distribucdo continua de massa num volume. Se a
massa total do corpo for m, e dm for a massa infinitesimal que existe em
cada ponto do corpo,

m = jdm (5.9)

em que o integral € de volume, dentro do volume ocupado pelo sélido, ja que
dm é o produto da massa volimica p pelo volume infinitesimal dx dy dz.
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Define-se o vetor posi¢do do centro de massa, r.p,,, igual 2 média, pesada
pela massa, do vetor posi¢do no sélido:

-

2Ly 1
7 mjrdm (5.10)

. N\
Exemplo 5.2

Encontre a posi¢ao do centro de massa do sélido homogéneo represen-
tado na figura.

N

A J

Resoluc¢ao. O volume do sélido € delimitado pelos 5 planos x =0, y =0,
y=a,z=0ez=c(1—-x/b).

A drea infinitesimal dm ¢ igual a carga voliimica p vezes o volume infinite-
simal em coordenas cartesianas, dxdydz. Comeca-se por calcular a massa
total a partir da equacdo 5.9:

b ¢ (1-x/b)
f j pdzdxdy
0 0

Como o corpo € homogéneo, p é constante. No Maxima, os trés integrais
devem ser calculados de forma sequencial; p representard a massa volimica

m =

S

(%il1l) integrate (p, z, 0, c*(1 - x/b))$

(%i2) integrate (%, x, 0, b)$
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(%1i3) m: integrate (%, y, 0, a);
abcp

%03
(%03) )

Embora os resultados intermédios nao tenham sido apresentados, estdo
armazenados nas variaveis %ol e %o02.

Para calcular [ 7 dm, repete-se 0 mesmo integral de volume, mudando o
integrando de p, para (p7)

(%i4) r: [x, y, z]$

(%i5) integrate (p*r, z, 0, c*(1 - x/b))$

(%i6) integrate (%, x, 0, b)$

(%i7) rcm: integrate (%,y,0,a)/m;

b a c

%07 > o 3

(o7 323
. . . b, a. c-
Conclui-se que o vector posicdo do centro de massa é: 7y, = 3 1+ 3 Jj+ 3 k.

Em todo corpo rigido existe sempre um tinico ponto que € o centro de massa.
Se a origem for escolhida exatamente no centro de massa, o valor de 7y,
serd nulo e a equacdo 5.10 da,

f?dmzo (5.11)

O integral em 5.11 serd nulo unicamente se a origem estiver no centro de
massa. Em qualquer outro ponto o resultado seria um vetor nao nulo. Este
resultado serd muito importante mais para a frente.

Derivando os dois lados da equacdo 5.10 obtém-se a expressdo da o
velocidade do centro de massa,

1
Vem = —fvdm (5.12)
m

Isto €, a velocidade do centro de massa é a média das velocidades de todos
os pontos do corpo, pesada pela massa do ponto.

Derivando a equagdo 5.12, obtém-se a aceleracdo do centro de massa,

1
Gem = — [@d 1
a mfa m (5.13)
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que ¢é a média, pesada pela massa, das aceleracdes de todos os pontos no
sélido.

Se o referencial em que é medida a aceleracdo a de cada ponto for um
referencial inercial, o produto @ dm ser4 igual a forca resultante d f que atua

sobre a massa dm: .
df =adm (5.14)

Observe-se que sempre que exista aceleragcdo, devera existir uma forca infi-
nitesimal d f aplicada em cada ponto do sélido, para conseguir acompanhar
o movimento do corpo, permanecendo rigido. Na maioria dos pontos essa
forca é devida unicamente as forcas internas de contato entre as partes do
corpo, forcas essas que sdo desencadeadas em todo o corpo pela agdo de n
forcas externas B, F, ... F que atuam em 7 pontos do corpo rigido. Nos
pontos 1, 2, ..., n, a forca f inclui as forcas de contato mais a forga externa
em cada ponto. A diferencial d f ¢ a variacdo da for¢a em todos os pontos
do volume do corpo.

Substituindo a expressdo 5.14 na equacio 5.13, conclui-se que,
fdfzmacm (5.15)

Na soma das for¢as em todos os pontos do corpo, por cada forca interna
de contato que existir num ponto, existird outra forca igual mas de sentido
oposto em outro ponto vizinho, devido a lei de ac¢do e reacdo. Assim sendo,
no integral [ d f todas as forcas internas de contato serdo eliminadas, ficando
unicamente a soma das forgas externas, ﬁl, ﬁg, R ﬁn, que € igual a forca
resultante sobre o corpo rigido. Como tal, a equacio 5.15 é equivalente a,

Z Fr = 1 oy (5.16)

Este resultado importante € a lei do movimento de translacdo do corpo
rigido:
O movimento do centro de massa de qualquer corpo rigido
com massa m é igual ao movimento que teria uma particula
pontual com massa m e forca resultante igual a soma de todas
as forcas externas aplicadas sobre o corpo rigido.

Lembre-se que a soma das forgas € feita como se fossem vetores livres. Se
a for¢a resultante for nula, o centro de massa estard ou em repouso ou em
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estado de movimento retilineo uniforme, mas outros pontos no corpo rigido
poderdo ter movimentos mais complicados.

O peso € um exemplo de forca externa aplicada em todos os pontos do corpo
rigido. A equagdo 5.15 nesse caso d4,

fgdm = M aem (5.17)

Se a aceleragdo da gravidade g for igual em todos os pontos do corpo, o
integral no lado esquerdo serd igual a m g e conclui-se que a aceleracdo
do centro de massa € igual a aceleragdo da gravidade e que o centro de
gravidade —ponto de aplicacdo da forca resultante do peso de todas as
partes do corpo— coincide com o centro de massa. Existem casos em que g
ndo € constante em todo o corpo, mas geralmente isso ndo acontece, sendo
possivel assumir que o peso total do objeto € a for¢a m g aplicada no centro
de massa.

Considere-se, por exemplo, uma lamina triangular. Pendurando-a por um
dos vértices, comegard a oscilar até parar numa posicao em que o centro de
gravidade esteja no mesmo segmento de reta vertical que passa pelo vértice;
tracando esse segmento no tridngulo e repetindo o procedimento para os
outros dois vértices, o ponto onde se cruzam os trés segmentos serd o centro
de gravidade e centro de massa. Se a massa volimica do tridngulo for igual
em todos os pontos, cada uma dos segmentos verticais serd a mediana que
divide o tridngulo em duas partes com a mesma drea e, consequentemente,
com 0 mesmo peso. Nos s6lidos com formas simétricas e massa volimica
constante, o centro de massa encontra-se no centro geométrico. A figura 5.7
mostra outros trés exemplos.

Figura 5.7.: Centros de massa de 3 objetos com massa volimica constante:
esfera, cilindro e paralelepipedo.
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5.6. Movimento geral do corpo rigido

A dindmica do corpo rigido consiste no estudo dos efeitos das forcas e
bindrios externos na varia¢do dos seus seis graus de liberdade. A trajetéria
de um ponto qualquer no corpo, usado como referéncia, d4 informacao
sobre a variacdo de trés desses graus de liberdade. Os restantes 3 graus de
liberdade sdo 3 angulos. No pido da figura 5.8 indicam-se dois angulos, 3 e
¢, que definem a direcdo do eixo do pido; o terceiro dngulo, 6, determina a
rotagdo do pido em relacdo ao seu eixo. Nesse caso, dois dos angulos, 5 e 6,
variam em funcfio do tempo e, portanto, hd duas velocidades angulares, 3 e
0.

-
!
<!

Figura 5.8.: Os 3 graus de liberdade na rotagdo de um corpo rigido.

No piao da figura, o momento do peso em relagdo ao ponto de contacto no
chdo produz rotag@o no sentido em que o dngulo ¢ aumentaria, mas como o
pido ja tem outra rotacdo no sentido indicado para o aumento de 6, o eixo
do pido niao cai mas desloca-se no circulo indicado na figura.

5.6.1. Rotacao com eixo fixo

Quando o eixo de rotagc@o de um corpo rigido permanece fixo em relacio a
um sistema inercial, a segunda lei de Newton serd vdlida para as aceleracdes
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medidas no referencial do corpo rigido. Assim sendo, a equacdo 3.24
permite calcular a for¢a que atua na massa diferencial dm em cada ponto

df:(Razg—Raﬂzé)dm (5.18)

Cada uma dessas for¢as produz um momento 7 X d f em relacdo a origem,
mas como o corpo rigido pode rodar unicamente em torno do eixo fixo z,
interessa unicamente calcular a componente z, obtida usando unicamente a
componente radial do vetor de posicdo:

dM, = (RR)x df = R2a kdm (5.19)

Integrando no volume do corpo rigido obtém-se a componente z do bindrio
resultante,
f aM, = a j R%dm (5.20)

A aceleracdo angular foi colocada fora do integral, por ser igual em todos os
pontos do corpo rigido. O integral no lado direito,

I = IR2 dm (5.21)

¢ o momento de inércia, do corpo rigido, em relagdo ao eixo dos z.

No integral [ dM; todos os momentos das forgas internas de contato serdo
eliminados, em consequéncia da lei de agdo e reagdo, ficando unicamente
a soma dos momentos produzidos pelas forgcas externas, ﬁl, ﬁg, R ﬁn.
Assim sendo, a equacdo 5.20 conduz a lei da rotagdo com eixo de rotagdao
fixo:

Y Mi=1la (5.22)
i=1

Exemplo 5.3
Determine o momento de inércia de um cilindro homogéneo, com raio
R e altura L, em relacdo ao seu eixo de simetria.

Resoluc¢ao. Como o eixo de rotagcdo € o mesmo eixo do cilindro, o volume
do cilindro define-se em coordenadas cilindricas através das condi¢des
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cilindrica, para ndo confundi-la com o raio do cilindro).

0<z<L 0<60<2r0<R <R (usou-se R’ para a coordenada

O elemento diferencial de volume em coordenadas cilindricas é (RdR df dz)
e, como tal, dm = p RdRdf# dz, em que p € a massa volimica. O momento
de inércia €,

7T

pﬂ'LR4

I =
z =P 5

O~

27 R
IRBdR%wdzz
00

Observe-se que a massa do cilindro € obtida pelo integral,

L2 R
mzpfij'dR'dOdzzpﬂLR2
000

. ~ o 1
Assim sendo, a expressdo para o momento de inércia é: I, = gm R?

No movimento de rota¢do, o momento de inércia joga um papel semelhante
a massa no movimento de translagdo. Observe-se na semelhanca da
equacdo 5.22 com a segunda lei de Newton.

A tabela 5.1 mostra as expressdes do momento de inércia de alguns sélidos
em relacdo aos eixos que passam pelo seu centro de massa.

O momento de inércia em relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa
permite calcular o momento de inércia em relagdo a qualquer outro eixo
paralelo, a uma distancia d do eixo no centro de massa, usando o teorema
dos eixos paralelos:

I = Iy + md> (5.23)

Também ¢ possivel calcular o momento de inércia de um sélido somando
os momentos de inércia das vdrias partes que constituem o sélido, ja que o
integral 5.21 pode ser escrito como a soma dos integrais nas vdrias partes.
O momento de uma barra suficientemente fina pode também ser obtido a
partir da expressdo para o cilindro, no limite R — 0.

Uma roldana fixa ¢ um exemplo de corpo rigido com eixo de rotagdo fixo.
Se a roldana for homogénea, o centro de massa também estard no eixo de
rotacdo. A figura 5.9 mostra uma roldana de massa m e raio R, em que o
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Esfera Cilindro Paralelepipedo
2

1
Eixo 1: 5 m R?

2 2 oy L 2, 12 1o
5mR Eixo 2: 12m(3R +L?) 12m(a + b?)

Tabela 5.1.: Momentos de inércia de alguns sélidos com massa volimica
constante, para eixos que passam pelo centro de massa.

fio acompanha a rotag@o da roldana, sem deslizar. As forcas e momentos
externos sdo o peso, mg, as tensdes na corda nos dois lados da roldana, ﬁl e
Fpa forga de contato no eixo da roldana, F, e 0 bindrio M que € produzido
pelo atrito no eixo da roldana, no sentido oposto a rotacdo da roldana.

O peso da roldana e a for¢a de contato F, ndo produzem momento em

Figura 5.9.: Forcas e bindrios externos sobre uma roldana.
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relacdo ao eixo. Como a roldana € um cilindro, usando a expressio para o
momento de inércia na tabela 5.1, a equagdo para o bindrio resultante é,

1
RFl—RFg—M:EmRQQ (5.24)
Quando o atrito no eixo pode ser ignorado,

1
F1 - F2 = 5 nm ay, (525)

em que a; = R a é a acelerag@o tangencial de um ponto na corda. Observe-se
que, independentemente do raio da roldana, quando a massa da roldana for
muito menor que Fy/a; e Fa/ay, pode admitir-se que a tensdo € igual nos
dois lados da corda.

5.6.2. Translacdo sem rotacao

Num corpo rigido com movimento de transla¢do sem rotagdo, a cada instante
a aceleracdo de todos os pontos € a mesma, igual a aceleracdo do centro
de massa, que € igual a soma das forcas externas dividida pela massa do
corpo. Como o corpo nao roda, a soma dos momentos de todas as forcas em
relacdo ao centro de massa deverd ser nula. H4 que ter atengdo ao facto de
que a soma dos momentos € nula unicamente em relacéo ao centro de massa;
em relag@o a outro ponto P, a soma dos momentos serd igual e oposta ao
momento da forca resultante, que atua no centro de massa, em relacdo a P.

Exemplo 5.4

O automoével do exemplo 5.1, acelera durante 20 s, com aceleragao
tangencial constante, desde o repouso até a velocidade de 60 km/h.
Sabendo que o centro de gravidade estd a uma altura de 35 cm por cima
do chdo, determine as forcas de reagdo normal em cada pneu.

Resolucao. Ignorando a resisténcia do ar, a Gnica forca externa horizontal é
a forca de atrito estético, F,, entre os pneus e a estrada, que deverd apontar
no sentido da aceleracdo. A figura seguinte mostra o diagrama de forcas
externas.
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|<—O.4m i 1.2m |

”9000 N

Ry representa a soma das duas reagdes nos dois pneus da frente e Ry a
soma das reacdes normais dos pneus de atrds. A aceleracao tangencial do
automovel € no sentido horizontal e igual a:

60/3.6 5 m
at = = - —
20 6 s2
A lei do movimento para a translagdo conduz as equagdes:
Ry + Ry = 9000
Ri+ Ry = mg — ! 2
F, = ma ~ 9000 x5

a =

9.8x6

Em relagdo ao eixo que passa pelo centro de massa, perpendicular a pagina,
0 peso ndo produz nenhum momento. Os momentos de R; e F, sdo no
sentido horario e o momento de Ry € no sentido anti-horario. Como o
automdvel ndo tem movimento de rotacdo, a aceleragcdo angular é nula e a
lei do movimento de rotaco é:

1.2Ry—04R; -0.35F, =0

A resolucgao do sistema das 3 equagdes conduz a,

F, =760 N Ry = 6583 N Ry =2417N

A reacdo em cada pneu da frente serd 3291 N e em cada pneu de atrds
1209 N.
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Perguntas

1. As componentes cartesianas de uma forga sdo F = —37— 2 j. Em qual
das posicdes na lista deveria ser aplicada a forga para produzir momento
no sentido hordrio em relagcdo a origem?

A. -2i+3j D. 3i+2j
B. -3i+2] E. 3i-2j
C.2i+3j

2. Sobre um disco aplicam-se duas forgas externas, como se mostra na figura.
Calcule o momento resultante, em relagao ao ponto O, em unidades de

N-m.
60 N
30°
A. 0.57 D. 5.67
B. 1.05 E. 6.15
C. 4.35

3. Uma peca metélica com massa volimica constante e massa m é construida
com dois cilindros da mesma altura, mas raios diferentes a > b, colados
um sobre o outro de forma que os seus eixos estejam alinhados. Calcule
o momento de inércia da peca em relag@o ao seu eixo de simetria.

A. %m (a® - b?) D. %m (a® + b?)
1 1 a? + b?

B. —m (a*+ b* l
2 ( ) E. 2m( a+b )
1 a* + b*

c 5’"(m)
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4. Duas criancas com massas de 30 kg e 45 kg estao sentadas nos dois lados
de um sobe e desce. Se a crianga mais pesada estiver sentada a 1.2 m
do eixo do sobe e desce, a que distadncia do eixo deverd sentar-se a outra
crianca para manter o sobe e desce em equilibrio?

A. 15m C.1.8m E. 0.98 m
B. 0.8 m D. 12m
Problemas

1. O martelo na figura apoia-se sobre um bloco de madeira de 40 mm de
espessura, para facilitar a extracdo do prego. Sabendo que € necessdria
uma for¢ca de 200 N (perpendicular ao martelo) para extrair o prego,
calcule a forga sobre o prego e a reagdo no ponto A. Admita que o peso
do martelo pode ser desprezado e em A existe suficiente atrito para evitar
que o martelo escorregue.

200 N

40 mm

2. Um automovel com tracao frontal acelera uniformemente desde o repouso
atingindo uma velocidade de 100 km/h em 11 segundos. Se o peso do
automével for 9750 N, calcule as reacdes normais e a forca de atrito
sobre cada pneu. ;Qual serd o valor minimo que deverd ter o coeficiente
de atrito estatico entre os pneus e a estrada para que o automével possa
atingir essa aceleracao?

s WS
a‘e‘ 44 cm

" 160 cm

1’80 cm |
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3. Usando integracdo no volume do sélido, demonstre o resultado da
tabela 5.1, para o momento de inércia de um paralelepipedo com eixo de
rotacdo perpendicular a uma das faces e passando pelo centro de massa.

4. Um tronco uniforme tem forma cilindrica com 48 cm de didmetro, 3 m de
comprimento, massa de 100 kg e estd pendurado em posi¢ao horizontal,
por meio de dois cabos de 2 m, como mostra a figura. O tronco larga-se
a partir do repouso na posi¢do em que cada cabo faz um angulo de 60°
com a horizontal. Determine a tensdo e a aceleracdo angular de cada
um dos cabos, no preciso instante em que o tronco € largado a partir do
repouso.

100 kg 1 m

5. Um armdrio de 45 kg, montado sobre rodas que o deixam andar livremente
sobre o chdo, € acelerado por uma forca externa de 310 N.
(a) Calcule os valores maximo e minimo que pode ter a altura y para o
armdrio acelerar sem as rodas perderem o contato com o chao.
(b) Calcule a aceleragao do armdrio, quando y estiver entre os valores
minimo e maximo calculados na alinea anterior.
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6. A escada na figura estd apoiada numa superficie horizontal (ponto A) e
numa parede vertical (ponto B). Entre a escada e a superficie horizontal
o coeficiente de atrito estético é u,, enquanto que o atrito da escada com
a parede vertical é desprezdvel. Admitindo que o centro de gravidade
da escada se encontra a metade do seu comprimento, calcule o valor
minimo de y,, para garantir que a escada permanega em repouso.

B

25 m

7. A massa do reboque na figura é 750 kg e esté ligado no ponto P a uma
trela de um automoével. A estrada € horizontal e os dois pneus idénticos
podem ser considerados como um s, com uma tnica reagao normal e
forca de atrito desprezdvel; a resisténcia do ar também serd desprezada.
(a) Calcule a reagdo normal nos pneus e a forca vertical no ponto P,
quando a velocidade for constante. (b) Quando o automével estiver a
acelerar, com a; = 2 m/s2, a forca em P terd componentes horizontal
e vertical. Calcule essas componentes e a reagdo normal nos pneus (0
momento de inércia das rodas e o atrito com a estrada sdo desprezdveis).
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8. A caixaretangular homogénea na figura estd ligada a duas dobradicas que
lhe permitem rodar para fechar a janela, ou abrir até a posi¢ao horizontal
apresentada na figura, para dar sombra durante o dia. A corrente que
segura a caixa na posi¢do horizontal quebra-se repentinamente e a caixa
cai batendo na parede. Desprezando o atrito nos eixos das dobradicas e a
resisténcia do ar, calcule a velocidade angular com que a caixa bate na
parede.

9. O avido na figura, com massa total de 1.1 x 10° kg, aterra numa pista
horizontal. O ponto C representa o centro de gravidade. No instante
em que a velocidade é de 210 km/h (para a direita), o piloto liga as
turbinas em modo inverso, produzindo a forca constante R (representada
na figura) e apds ter precorrido 580 m na pista a velocidade diminui
para 70 km/h. Durante esse percurso, as forgas de atrito nos pneus e a
resisténcia do ar podem ser ignoradas, em comparagdo com a for¢a R
que € muito maior. Calcule a reacdo normal na roda da frente.

1.4 m
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10. Para testar os travoes, uma bicicleta foi colocada com as rodas para o ar
e a roda foi posta a rodar livremente, como mostra a figura. Foi medido
o tempo que a roda demorou a dar 10 voltas, obtendo-se o valor de 8.2 s
(admita que nesse intervalo a velocidade angular w permanece constante).
Imediatamente a seguir, aplicaram-se os travdes e a roda demorou 2.9
s até parar completamente. A figura mostra a forca de atrito F entre
os cal¢os e o aro, que € tangente ao aro e aplicada a uma distancia de
27.1 cm do eixo da roda. (a) Admitindo que a forca Fé constante, a
aceleracdo angular que ela produz também serd constante; calcule essa
aceleracdo angular. (b) Calcule o niimero de voltas efetuadas pela roda
durante o tempo em que os travoes atuaram. (¢) Sabendo que o momento
de inércia da roda, em relacdo ao seu centro, € igual a 0.135 kg-m?,
calcule o médulo da forga F.
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Respostas

Perguntas: 1. E. 2. D. 3. C. 4. C.
Problemas

1. O prego exerce uma for¢a de 1000 N, para baixo. Fa=—-187.91+931.6 j
N)

2. Pneus da frente: R, = 3020 N, F, = 1256 N. Pneus trazeiros: R, =
1855 N, F, = 0 (admitindo que as rodas trazeiras s@o perfeitamente
livres). O coeficiente de atrito estatico minimo € 0.416.

3. Neste caso R? = x? + y2 e o volume do sélido é definido por —a/2 <
x<af2,-b/2<y<b/2,-c/[2<z<c/2

To=153.4N,Tg =695.3N, a4 = ag = g/4 =2.45 rad/s?
(a) Altura minima 38.6 cm, maxima 135.4 cm (b) d@ = 6.897 (m/s?)
0.21

(@) R, = 5455 N, F, = 1895 N. (b) Fy = 1500 N, Fy, = 1426 N,
R, = 5923 N.

8. 5274571
9. 448 x 103 N.
10. (a) 2.64 s72. (b) 1.77 voltas. (¢) 1.32 N.

N A0 Rk
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Num salto com vara, a energia cinética da corrida inicial é convertida em
energia potencial eldstica da vara dobrada. Enquanto a vara recupera a forma
reta, essa energia potencial eldstica é transformada em energia potencial
gravitica. No instante em que a vara recupera a forma reta, o saltador
aproveita para empurrar para baixo, fazendo com que a reagdao do chido
aumente ainda mais a sua energia potencial gravitica; finalmente, o saltador
larga a vara e cai livremente transformando-se a energia potencial gravitica
adquirida no salto em energia cinética.



130 Trabalho e energia

6.1. Trabalho e energia cinética

A segunda lei de Newton (equacio 4.6)

F=ma 6.1)

onde F ¢ a resultante de todas as forgas externas, conduz a uma relagdo util
chamada teorema do trabalho e da energia cinética. Para demonstrar esse
teorema, considere-se um deslocamento vetorial infinitesimal d 7 durante
um intervalo infinitesimal de tempo d ¢ (figura 6.1).

Figura 6.1.: Vetores posicdo e velocidade num instante ¢ € num instante
posterior ¢ + d t.

No limite infinitesimal em que d ¢ tende para zero, o deslocamento vetorial
é na direcao tangencial e com mddulo igual ao deslocamento ao longo da
trajetoria:

dr=vdr=(vdr)ée, =ds é (6.2)

Usando esta expressao e multiplicando com produto escalar os dois lados
da equagdo 6.1 pelo deslocamento infinitesimal, obtém-se

13~(ds5t)=mﬁ-(ds5t) = Fds=mayds (6.3)

A equagdo cinematica a; = vdv/ds implica que a;ds é igual avdv e,
como tal,
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Fids=mvdv (6.4)

Integrando os dois lados da equagd@o desde uma posi¢do s1, onde a velocidade
é v1, até outra posicao so onde a velocidade € sy, obtém-se o teorema do
trabalho e a energia cinética:

7 1 1
th ds = imvg - imv% (6.5)

S1

A fung@o da velocidade:
1
E. = ém V2

chama-se energia cinética e o integral da componente tangencial da forga
ao longo da trajetdria chama-se trabalho da forca:

(6.6)

52
Wi = th ds (6.7)

S1

Ou seja, o teorema afirma que

O trabalho realizado pela forca resultante, ao longo da trajeto-
ria, é igual ao aumento da energia cinética da particula.

Observe-se que em geral o trabalho de uma for¢a pode ser calculado
integrando F - dF ao longo de qualquer curva, mas se essa curva ndo € a
trajetoria da particula, o resultado pode ndo ser igual ao aumento de energia
cinética. Em geral, um integral de linha entre dois pontos produz diferentes
valores para diferentes curvas que unem esses pontos.

Unicamente a componente tangencial da forca realiza trabalho ao longo
da trajetdria e pode alterar a energia cinética da particula. Uma forca
perpendicular a trajetdria ndo realiza trabalho e ndo altera a energia cinética
da particula.

O trabalho e a energia cinética t€ém unidades de energia, ou seja, joules no
Sistema Internacional de unidades (1 J =1 N-m).

Em coordenadas cartesianas, o deslocamento infinitesimal d 7 é,

dF=dxi+dyj+dzk (6.8)
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e ™
Exemplo 6.1
Um canhdo dispara uma bala com 5 cm de raio, desde o terrago de um
edificio, na posicdo inicial (em metros):

Fo=9i+4j+15k
com velocidade inicial (metros sobre segundo):
Vo=13i+2257+ 15k

calcule a altura mdxima atingida pela bala (valor mdximo da coordenada
z) € a posi¢do em que a bala bate no chao (z = 0).

Resolucao. Este ¢ o mesmo exemplo 2.2 que ja foi resolvido no capitulo 2,
mas serd agora resolvido através do trabalho e do impulso. Uma bala
metélica tem massa volimica aproximadamente 8 vezes maior que a da dgua.
Nessas condi¢des, a velocidade terminal da bala € da ordem de 132 m/s. O
problema serd resolvido ignorando a resisténcia do ar e a solucdo obtida
serd usada para comparar a velocidade méxima com a velocidade terminal.
Um valor da velocidade maxima préximo ou por cima da velocidade limite
indicard que a solugdo obtida tem um erro elevado.

No sistema de eixos da figura, o peso escreve-se —m gl% e o impulso que
produz desde o instante do langamento da bala, ¢t = 0, até um instante ¢
posterior €,

I=- mgl}dt=—mgtl%

ot
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igualando o impulso a variacdo da quantidade de movimento, e dividindo
pela massa, obtém-se,

V=Vo—gtk = V=13i+2257+(15-9.81k (6.9)

Assim sendo, as componentes x e y da velocidade permanecem constantes. O
valor minimo do médulo da velocidade ocorrerd no instante em que (15—9.8 1)
forigual a zero; o valor minimo da velocidade, v, = V132 + 22.52 = 25.99,
corresponde ao ponto de altura mdxima.

O trabalho realizado pelo peso é:

r2
ﬁ-dfz—mgf/%-(dxi+dyj+dz12)

ri

e 3

Z
=—mgfdz=mg(z()—z)

20

igualando a variacao da energia cinética e dividindo pela massa,
2g(z20-2)=v> =) (6.10)

Substituindo v pelo valor minimo da velocidade, calcula-se a altura maxima
Zm
2% 9.8 X (15 — zy) = 25.99% — 30°
Zm = 26.47 m

Para calcular a posicdo em que a bala bate no chio, calcula-se o valor da
velocidade, quando a bala bate no chio, substituindo z = 0 na equagéo 6.10:

2x9.8%x15 =12 -30° — v = 34.55 m/s
e, de acordo com a equacgdo 6.9, o quadrado do médulo da velocidade é:
34.552 =132+ 2252 + (15 -9.81)> = +=3.855s

(tendo em conta que o tempo ¢ € positivo). Durante esse tempo, o desloca-
mento horizontal € igual a: d = 3.855(1371+22.5)) = (50.117+86.73 j) m,
j4 que a componente horizontal da velocidade é constante. Somando os



134 Trabalho e energia

valores das componentes x e y na posi¢do inicial, obtém-se a posi¢do em
que a bala bate no chio:

7=(59.117 +90.73 /) m

Observe-se que os resultados sdo ligeiramente diferentes dos que foram
obtidos no exemplo 2.2. Em ambos o casos os resultados intermédios foram
apresentados arredondando para 4 algarismos significativos, mas todos os
célculos foram feitos usando formato de virgula flutuante com precisdo
dupla (16 algarismos significativos). A diferenca estd em que, a pesar de o
tempo que a bala demora em bater no chdo aparecer igual nos dois casos
(3.855 s) os valores internos em precisdo dupla sdo diferentes, por terem
sido usados métodos diferentes e o erro numérico € diferente nos dois casos.

O valor maximo da velocidade, atingido quando a bala bate no chao, é
34.55 m/s. Como esse valor € muito menor que a velocidade terminal
(132 m/s), a solucdo obtida ignorando a resisténcia do ar ndo estard muito
longe da solucdo verdadeira.

|

O teorema do trabalho e da energia cinética sé contém uma parte da infor-
magcdo contida na segunda lei de Newton, ja que a equacdo vetorial 6.1 sao
realmente 3 equagdes (uma para cada componente) agrupadas conveniente-
mente em vetores. Contudo, é possivel extrair as mesmas trés equacoes a
partir da energia cinética. Tendo em conta que:

1 1
Eczimv2:§m(v§+v§+v22) (6.11)

entdo as trés componentes cartesianas da equacdo 6.1 obtém-se assim:

d (0E.
a(avx)—Fx = may = Fx (6.12)

e de forma andloga para as componentes y e z. Esta equagdo € generalizada
no capitulo 8 para qualquer outro sistema de coordenadas diferentes das
cartesianas.
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6.2. Forcas conservativas

Uma for¢a F(7) que depende unicamente da posi¢éo 7 chama-se conserva-
tiva, se o integral de linha entre dois pontos nas posig¢oes 7y € 7a,

F-d7 (6.13)

e 3

d4 o mesmo resultado, para qualquer percurso possivel desde 77 ate 7.

Assim sendo, € possivel escolher um ponto arbitrario na posi¢do 7 e definir
uma funcio que U em qualquer ponto:

U:—fﬁ.dF (6.14)

ro

Observe-se que essa definicdo ndo € possivel quando o resultado do integral
ndo estd bem definido, nomeadamente quando o resultado € diferente usando
diferentes percursos. A escolha do sinal negativo na definicdo € explicada
mais a frente. A funcdo U tem unidades de energia e denomina-se energia
potencial associada a forca conservativa F.A vantagem de definir energias
potenciais é que U(¥) é uma funcéo escalar, mas simples do que a fungio
vetorial F (F), que permite caraterizar completamente a forca; ou seja, dada
uma energia potencial qualquer € possivel encontrar a expressao da forca
associada.

Usando o teorema fundamental do célculo vetorial, o integral de linha da
forca conservativa F € igual a:

F-d7=U®F) - U) (6.15)

3

isto é:
O trabalho realizado entre dois pontos por uma forca conser-

vativa é igual a diminuicdo da energia potencial associada a
essa forga.
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Observe-se que o trabalho € igual a diminui¢do da energia potencial, e
ndo o seu aumento, devido a escolha do sinal negativo na defini¢do da
energia potencial. observe-se também que a defini¢do 6.14 implica que a
energia potencial tem valor nulo na posi¢do de referencia ry; o efeito de usar
diferentes escolhas do ponto de referencia 7y € acrescentar ou subtrair uma
constante a U em todos os pontos, mas as diferencas de energia potencial,
U; — Us, sdo independentes do ponto usado como referencia. O valor
numérico da energia potencial num ponto nido tem nenhum significado
fisico; o que tem significado € a diferenca dos valores da energia potencial
em dois pontos.
e A
Exemplo 6.2
Calcule o integral de linha da for¢a F= (3x + y)1, desde a origem O
até o ponto P no plano xOy, com coordenadas x = y = 1, usando os
3 percursos indicados na figura: C; é o segmento de reta OR (R com
coordenadas x = 1, y = 0), seguido pelo segmento de reta RP,Cyé0
segmento de reta OQ (Q com coordenadas x =0, y = 1), seguido pelo
segmento de reta QP e C3 é o segmento de reta OP.

y
Q P
(@) R 3
N\ J

Resolucdo. A equagdo vetorial do segmento de reta OR é: 7 = x 1, com
0 < x < 1. Como tal, o deslocamento infinitesimal ao longo desse segmento

2

é
dr =dxi

e o integral de linha nesse segmento é:

jﬁ.dfzjlgxz-(dxz)zjsxdxz 1.5
O 0 0

-

A equacdo do segmento RPé7 =i+yj,0<y <1, o deslocamento
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infinitesimal € d7 = d y J, e o integral de linha nesse segmento € igual a:
P 1
[Feaf=[@+yi@y)=
R 0

O integral de linha no percurso C; € entdo igual a 1.5.

A equagdo do segmento OQ é7 =y j,0 < y < 1, e o integral de linha nesse
segmento &,

Q 1

[Fedr=[yi-dyp=

O 0

A equacdo do segmento QPéxi+ J, 0 < x <1, e ointegral de linha nesse
segmento &,

P 1
fﬁ-d?:f(3x+1)i.(dxz)=2.5
Q 0

O integral de linha no percurso Cq € entdo igual a 2.5.

No segmento OP, y é igual a x e, como tal, a equacdo do segmento &
F=x(+]J),0< x < 1. Ointegral de linha no percurso C3 é entdo

1 1
I(3x+x)i-(i+j)dx = j4xdx=2
0 0

Como o integral € diferente nos 3 percursos considerados, a for¢a F' nao é

conservativa.
|

No exemplo 6.1 foi possivel calcular o integral de linha do peso, sem
conhecer a equacao da trajetoria parabolica da bala de canhdo, nem ter
de calcular a componente tangencial da forga porque como o peso Pé
sempre na direcao de k,o produto escalar P-dié sempre igual a P d z, para
qualquer deslocamento em qualquer direcdo, e o integral de linha reduz-se a
um integral ordindrio numa tnica varidvel.

Em geral, sempre que o produto escalar F-d7F dependa de uma tnica
varidvel, a for¢a F é conservativa porque o integral de linha reduz-se a um
integral ordindrio e o resultado depende apenas dos valores dessa varidvel,
nas posicdes inicial e final. As secc¢des seguintes mostram alguns exemplos.
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6.2.1. Energia potencial gravitica

Usando um sistema de coordenadas em que o eixo dos z € vertical e aponta
para cima, o peso é
P=-mgk (6.16)

o produto escalar P - d 7 é igual a —m g d z. Ou seja, o peso é uma forga
conservativa e a energia potencial gravitica pode ser definida por:

Uy(F) = —f(—m g9)dz = (6.17)
0

Isto é, a energia potencial gravitica de um corpo num ponto € igual ao
produto do seu peso e a altura do ponto. As alturas podem medir-se a partir
de qualquer ponto escolhido como referencia.

6.2.2. Energia potencial elastica

Quando uma mola eléstica € esticada ou comprimida, exerce uma forca
eldstica F, nos dois extremos, no sentido que faz regressar a mola a sua
forma original. Se s € a elongac@o da mola, igual ao seu comprimento
atual menos o comprimento que teria quando nao estiver nem esticada nem
comprimida, o valor absoluto de F, é diretamente proporcional a s

|Fel = ks (6.18)

Figura 6.2.: Mola elastica pendurada dum suporte horizontal.
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onde k € a constante eldstica da mola. A equacdo 6.18 chama-se lei de
Hooke.

A figura 6.2 mostra um procedimento usado para medir a constante eldstica
de uma mola. Pendura-se um objeto com peso P, que estica a mola até
ficar numa posicdo em que a forga eldstica equilibra o peso e mede-se a
elongacdo; o valor da constante eléstica € o peso usado, P, dividido pela
elongacdo.

No sistema da figura 6.3, o cilindro pode
deslocar-se ao longo de uma barra fixa e estd
ligado a uma mola com o outro extremo fixo
num ponto fixo O. Em cada posicdo P do
cilindro a elongacdo s da mola considera-se
positiva se a mola estiver esticada, ou ne-
gativa se a mola estiver comprimida; como
tal, se o vetor é; aponta no sentido em
que s aumenta, o valor da forga eldstica é
Fe = —k s (faz diminuir s quando € positiva
ou aumentar quando é negativa). O produto
escalar

Figura 6.3.: Sistema com

Fo-df=—ksé;-di =—ksds (6.19
e s (6.19) mola.
depende unicamente da varidvel s e, por isso, a forca eldstica € conservativa.

Usando como referéncia o valor s = 0 (posicdo em que a mola nio exerce
nenhuma forga) a energia potencial eléstica é:

- 1
Us = —j(—ks)ds = |Ve=5ks? (6.20)
0

6.2.3. Energia potencial de forcas centrais

Uma forga central € uma forca que depende da posi¢do e em cada ponto do
espaco aponta na direcdo radial (reta que passa pela origem e pelo ponto) e
com valor que depende unicamente da distincia r até a origem:

Fy = f(r)F 6.21)

Como o produto vetorial F, - d7 = f(r) d r depende unicamente da varidvel
r, as forcas centrais sdo sempre conservativas e a energia potencial associada
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¢ igual a:

U = —j f(rdr (6.22)

O ponto de referéncia costuma ser colocado no infinito, porque estas forcas
costumam ser zero quando a distancia r € infinita. Dois exemplos de forcas
centrais sdo a forca gravitica entre particulas e a for¢a elétrica entre cargas
pontuais.

6.3. Energia mecanica

As forcas que ndo sdo funcdo unicamente da posicdo ndo sdo conservativas.
Por exemplo a reacdo normal e a for¢a de atrito estatico sobre um corpo
sdo reagdes, que dependem das condi¢cdes em que se encontra o sistema;
colocando o mesmo corpo na mesma posicdo de uma mesa, mas com
diferentes objetos colocados por cima, a reagao normal tem valores diferentes.
A forca de atrito cinético também ndo € conservativa. Depende da reacio
normal e também depende da dire¢cdo do movimento (dire¢ao da velocidade).

No teorema do trabalho e a energia cinética (equagdo 6.5), a resultante
das forgas externas pode ser escrita como a resultante de todas as forcas
conservativas mais a resultante de todas as forcas ndo conservativas.
52 S92 1 1
fFfds+thnCds=§mv§—§mv% (6.23)
S1 S1
olado direito € a energia cinética na posicao final s, menos a energia cinética
na posicdo inicial 51 (Ec(s2) — Ec(s1)). O primeiro integral no lado esquerdo
¢é igual a soma dos integrais de todas as forcas externas conservativas que
atuam no sistema e € igual & diminuicdo da energia potencial total:
$2
jF; ds = U(sy) = U(se) (6.24)

S1

onde U € a soma de todas as energias potenciais que existam (gravitica,
elastica, elétrica, etc.). Passando esses termos para o lado direito da equagcao
obtém-se:

s2

[ Freds = Ee(ss) + Uls2) = Eels1) = Us) (625)

51
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Define-se a energia mecanica igual a soma da energia cinética mais
potencial, em qualquer posi¢do da trajetdria:

En=E.+U (6.26)

e a equacgdo anterior é o teorema do trabalho e a energia mecanica

thnc ds = En(sg) — En(st) (6.27)

S1

O integral no lado esquerdo € o trabalho realizado por todas as forcas
externas ndo conservativas, ao longo da trajetéria; ou seja,

O trabalho realizado pelas forcas ndo conservativas, a longo
da trajetoria, é igual ao aumento da energia mecdnica E,.

Uma consequéncia desse resultado € a lei de conservacio da energia
mecanica: quando todas as forgas que realizam trabalho sdo conservativas,
a energia mecanica do sistema permanecera constante.

Observe-se que no integral do lado esquerdo da equacdo 6.27 o percurso de
integracdo € a trajetéria do corpo. Pode acontecer que a trajetdria ndo seja
conhecida previamente, mas de qualquer forma € uma curva tinica e bem
definida. Se o integral de linha fosse calculado num percurso diferente a
trajetdria, o seu valor ja ndo seria igual ao aumento da energia mecanica.
O sinal negativo na definicdo da energia potencial prende-se ao fato de a
energia mecanica ser definida como energia cinética mais potencial.

Observe-se também que, como a energia cinética nunca pode ser negativa,
a energia mecanica E,, (potencial mais cinética) em qualquer posicao da
trajetéria é sempre maior ou igual que a energia potencial nessa posigao.

6.3.1. Graficos de energia

O grifico da energia potencial total U(s) de todas as for¢as conservativas
€ muito util na andlise do movimento. A figura 6.4 mostra um exemplo; a
curva a tracejado representa a energia potencial total do sistema, em fung¢ao
da posicdo na trajetdria, s. A reta continua € a energia mecénica; como é
uma reta com ordenada constante, conclui-se que hd conservacdo da energia
mecanica e as Unicas for¢as que realizam trabalho sdo todas conservativas.
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Figura 6.4.: Exemplo de energia potencial e energia mecanica.

As regides do grafico onde a reta da energia mecanica estd por debaixo
da curva de energia potencial sao posi¢cdes onde o sistema nunca pode
estar, Porque a energia mecéanica € sempre maior ou igual que a energia
potencial. Por exemplo, no caso da figura 6.4, o corpo nio pode nunca estar
nas posicdes s = 1, s = 2 ou s = 3. Para poder alcangar essas posicoes,
seria necessario aparecer outra for¢a nao conservativa que faca aumentar a
energia mecanica.

A equacgio 6.24 significa que U(s) é uma primitiva de F;°, com sinal trocado.
Assim sendo, conclui-se que

dU
C = —— 6.28
t ds ( )

ou seja, nos intervalos do gréafico de U(s) onde a funcdo é crescente, a
resultante das forcas conservativas aponta no sentido negativo de s e nos
intervalos onde U(s) € decrescente, a for¢a conservativa resultante aponta
no sentido positivo de s.

No caso do exemplo da figura 6.4, nos intervalos 2 <s<—-le2<s<5
onde a energia potencial é decrescente, a componente tangencial da forca
conservativa total é positiva, isto €, aponta no sentido em que a posi¢do s
aumenta. Nos intervalos —1 < s <2 e 5 <s < 6 acomponente da forca é
negativa (aponta no sentido em que s diminui). Nos pontos s = -1, s=2¢
s = 5 a componente tangencial da forca conservativa resultante € nula. Esses
pontos onde o valor da for¢a € nulo, chamam-se pontos de equilibrio.
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A energia mecanica ndo pode ser menor que —6.75. A reta da energia
mecanica corresponde a um valor de 2.25 unidades. Com essa energia
mecanica, o corpo s6 pode estar a deslocar-se numa vizinhanga do ponto
s = —1, ou numa vizinhanc¢a do ponto 5.

Nos pontos em que a reta da energia mecénica do corpo corta a curva da
energia potencial, a energia cinética € nula e, como tal, a corpo fica em
repouso; no entanto, a particula ndo permanece sempre em repouso nesses
pontos, porque a for¢a nesses pontos ndo € nula.

Por exemplo, se num instante o corpo estd na posi¢do s = 5, deslocando-se
no sentido em que s aumenta, continua a deslocar-se no mesmo sentido,
até parar perto de s = 6; nesse ponto a forca aponta no sentido negativo
de s, o que faz com que o corpo regresse para o ponto s = 5, mas agora
com velocidade no sentido negativo de s. O corpo aproximar-se-4 do ponto
s = 3.8, onde o valor da sua velocidade serd nula; nesse ponto, como a
componente tangencial da for¢a € no sentido positivo de s, o corpo regressa
a posicdo s = 5 comecando novamente o mesmo ciclo.

6.4. Movimento harménico simples

Considere-se um carrinho de massa m sobre uma superficie horizontal,
ligado a uma mola com constante eldstica k, tal como mostra a figura 6.5.
Se o atrito nos eixos das rodas, a massa das rodas e a resisténcia do ar sao
desprezadas, a Unica forca que realiza trabalho ¢é a forga eldstica da mola e
hd conservacdo da energia mecanica.

0 s

Figura 6.5.: Carrinho a oscilar sobre uma superficie horizontal.

A trajetdria é uma reta horizontal; escolhendo a origem O para medir a
posicdo na trajetoria, s, na posi¢do em que a mola ndo estd nem esticada
nem comprimida, a energia mecénica do sistema &,

1 1
E, = §mv2 + 5st (6.29)
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A figura 6.6 mostra os graficos da energia potencial e da energia mecanica
constante. O carrinho oscila entre as duas posi¢des s = —A e s = A, onde
a velocidade € nula, e cada vez que passa pela posicdo s = 0 a energia
cinética ¢ maxima. O valor da amplitude do movimento oscilatério € A,
que depende do valor da energia mecanica; quanto maior for a energia,
maior a amplitude.

E
U
| |
| |
| |
| |
-A A )

Figura 6.6.: Energia potencial e energia mecinica de um oscilador harmé-
nico simples.

A relagdo entre a amplitude e a energia mecénica obtém-se substituindo
v = 0 na equagdo 6.29:
1

Enm = 5k A (6.30)
A amplitude e a energia inicial ndo sdo valores carateristicos do oscilador,
mas sdo condigdes iniciais que dependem de como € colocado em movimento
o sistema. A equacdo de movimento do sistema pode ser obtida aplicando
a segunda lei de Newton, ou também derivando a expressdao da energia
mecénica (equagdo 6.29) em ordem ao tempo e integrando. O resultado é:

k
ai=——3¢ (6.31)
m

Resolvendo a equagdo cinemdtica a; = vdv/ds, com condicdo inicial
v(s = A) = 0, obtém-se v em funcdo de s

y = i,lf(m — 52) (6.32)
m
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igualando essa expressdo (no caso em que v € positiva) a derivada § e
separando varidveis, obtém-se

\/7 fd f \/T (6.33)

onde o tempo fy € o instante em que o carrinho passa pela posicdao de
equilibrio s = 0. Calculando os integrais obtém-se a expressdo para a
posicdo s em funcio do tempo

s = Asin(Qr + go) | (6.34)

onde a constante 2, chamada frequéncia angular, é

Q=4/— (6.35)
m
e ¢ € uma constante que depende da escolha do instante em que ¢ € igual a
zero. A frequéncia, que € o nimero de oscila¢des por unidade de tempo, é
igual a,
Q 1 [k

I= 2% 2 \m (030

e o periodo de oscilagdo T € o inverso da frequéncia: T = 1/f.

A expressdo 6.34 € a solucdo da equacdo diferencial § = —(k/m) s. Qualquer
outro sistema em que a segunda derivada da varidvel seja igual a varidvel
vezes uma constante negativa, é chamado também um oscilador harménico
simples e a solugdo serd semelhante a 6.34.

6.5. Energia cinética de rotacao

No movimento de translagdo de um corpo rigido, em cada instante todas as
partes do corpo deslocam-se com a mesma velocidade v e, com tal, a energia
cinética total € igual a um meio da massa total vezes o valor da velocidade
ao quadrado. No caso mais geral do movimento de rotagdo sobreposto a
translagdo, para calcular a energia cinética total serd necessdrio ter em conta
que as velocidades de diferentes partes do objeto sdo diferentes. Conforme
foi demonstrado no capitulo 3, a velocidade de cada ponto no corpo, em
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fungdo da velocidade angular & e da velocidade Vo de um ponto fixo no
corpo rigido, é:
V=V, +0XT (6.37)

em que 7 é a posi¢do do ponto relativa ao ponto de referéncia O.

A energia cinética total obtém-se somando a energia de todas as partes
infinitesimais do corpo rigido, com massa d m,

1 2
E.=3 fv dm (6.38)

O valor da velocidade ao quadrado é,

2

V=99 = v+ |0 xF2+27, - (&7 (6.39)

<l

O médulo de (@ X 7) é w R, em que R é a distincia desde o ponto até um
eixo que passa pelo ponto O, paralelo a @. substituindo na expressao da
energia cinética,

EC=gjdm+%2jR2dm+\7o-(a_3xf7dm)

O integral no primeiro termo € igual a massa total m. Como foi referido na
sec¢do sobre o centro de massa, o Unico referencial em que o valor médio
do vetor posicdo € nulo (equacdo 5.11) € o referencial em que a origem esta
exatamente no centro de massa. Assim sendo, se o ponto de referéncia O
for o centro de massa, o terceiro integral serd nulo e obtém-se

1 1
Ec = gm v+ 5 fem w? (6.40)

em que /., € o momento de inércia em relagdo a um eixo que passa pelo
centro de massa, paralelo a @.

Exemplo 6.3

Uma esfera de massa m e raio R parte do repouso a uma altura 4 numa
rampa inclinada um angulo S com a horizontal. A esferaroda na rampa,
sem deslizar. Determine o valor da aceleracao angular da esfera e a
velocidade do centro de massa quando a esfera chega ao fim da rampa.
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Resolucdo. Como a esfera roda sem deslizar, o dngulo de rotacdo 6 estd
relacionado com a posi¢cao do centro de massa C, de acordo com a expressiao
que foi obtida no capitulo 3 para rodas que rolam sem derrapar:

s=R6O

conclui-se entdo que o sistema tem um tnico grau de liberdade, que pode
ser o angulo 6 que a esfera roda desde o instante inicial no topo do plano
inclinado. O valor da velocidade angular é w = 6 e o valor da velocidade do
centro de massa € vern = R w.

Escolhendo a posi¢do s = 0 no topo da rampa, com s positivo no sentido em
que a esfera desce e energia potencial gravitica nula em s = 0, em qualquer
posicdo s = RO a esfera tem descido uma altura R 6 sin 8, em que 8 € o
angulo de inclinacdo do plano inclinado. A energia mecéanica total &,

L n2 2 1 2 :
Ey = §mR w” + ilcmw -mgROsing
Enquanto a esfera rode sem derrapar, a forca de atrito com a superficie do
plano € atrito estético, que ndo realiza trabalho. Ignorando a resisténcia do
ar, a energia mecanica conserva-se € a sua derivada em ordem ao tempo é
nula. Substituindo a express@o do momento de inércia da esfera em relagdo
ao seu centro de massa, 2 m R? /5, na equagio anterior, derivando em ordem
ao tempo e igualando a zero, obtém-se

me(%Raf—g sin,B) =0

e a expressdo para a aceleracdo angular « é,

_5gsing
- TR
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Como a esfera parte do repouso, no ponto inicial a sua energia cinética é
nula e na parte mais baixa da rampa a energia cinética serd igual a energia
potencial gravitica inicial, 0, menos a energia gravitica final, —-m g h

1 1
§mR2 w? + 5mR2 w? = mgh (6.41)

e a velocidade do centro de massa C no fim da rampa é

vo = Rw = 4| 32 (6.42)

Perguntas

1. A posicdo de uma particula em fungdo do tempo € dada pela expressao
7 =2121+2 13 j(SI). Qual dos vetores na lista é perpendicular a trajetSria
da particula no instante ¢ = 2 s?

A. 4i-5] C. -5i+2j E. —2i+3]
B. 2i-5] D. 5i—-4j

2. Sobre uma particula atua uma forca com direcao, sentido e médulo
constantes. O médulo da for¢a € 1.6 N. Qual € o trabalho realizado por
essa for¢a quando a particula se desloca uma distancia de 20 cm numa
direcdo que faz 60° com a forga?

A. 0.28] C. 0.68] E. 16]J
B. 160 mJ D. 28]

3. Num oscilador harménico simples formado por um corpo de massa m
pendurado duma mola vertical com constante eldstica k, se a massa for
quadruplicada, qual das afirmacdes serd correta?

A. A frequéncia duplica.
O periodo duplica.
A amplitude duplica.

A energia mecanica duplica.

m Y N w

A energia potencial duplica.
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4. A figura mostra o grafico da energia potencial U(s), de uma particula em
funcdo da posicdo na trajetdria, s. Se a particula estd a oscilar a volta da
posicdo s = 1, com energia mecanica igual a 2 J, qual € o valor maximo

da sua energia cinética?
U@
3 /

/2 -1, 1 2 s(m)

A =3] C. 0 E. 5]
B. 3J D. 2]

5. A figura mostra o gréfico da forca tangencial resultante Fi, conservativa,
sobre uma particula. Quantos pontos de equilibrio existem na regido

apresentada no grafico?
F, /

Problemas

1. Calcule o integral de linha da for¢a do exemplo 6.2: F= (3x+y)i, desde
a origem O até o ponto P no plano xOy, com coordenadas x = y = 1,
em que o percurso de integragdo € o arco mais curto da circunferéncia
(x =12 +y2 =1 (centroem x = 1, y = 0 e raio 1), que passa pela
origem e pelo ponto P.
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2. A lei da gravitagcdo universal estabelece que qualquer corpo celeste de
massa M produz uma forga atrativa sobre qualquer outro corpo de massa
m, dada pela expressao:
- GMm
F,

= - P
g r2

onde G ¢ a constante de gravitacdo universal, r € a distancia entre os
dois corpos e € é o versor radial, que aponta desde o corpo de massa
M até o corpo de massa m. (a) Determine a expressao para a energia
potencial gravitica U, devida ao corpo de massa M. (b) Tendo em
conta o resultado da alinea anterior, como se justifica a equacdo 6.17,
Uy, = m g z, para a energia potencial gravitica de um objeto na Terra?

3. Num salto com vara, um atleta de 70 kg usa uma vara uniforme de 4.5 kg
com 4.9 m de comprimento. O salto do atleta tem trés fases: primeiro
o atleta corre, com o seu centro de gravidade a 1 m de altura e com o
centro de gravidade da vara a 1.5 m de altura, até atingir uma velocidade
de 9 m/s no instante em que possa a vara no chio. Na segunda fase, a
energia da corrida € transferida para a vara, que se deforma e volta a
esticar ficando vertical e elevando o atleta até uma altura préxima da
altura da fasquia. Finalmente o atleta estica os bragos, fazendo com que
a reacdo normal forneca alguma energia adicional que eleva o centro de
gravidade do saltador até 5.8 m de altura, conseguindo assim ultrapassar
a fasquia a 5.6 m. Admitindo que ndo existem perdas de energia, calcule
qual foi a energia mecanica transferida para o saltador na dltima fase,
quando esticou os bragos.

4. Resolva o problema 6 do capitulo 4 aplicando o teorema do trabalho e a
energia mecanica. A forga exercida pelo bloco sobre o cone, quando o
cone penetra no bloco, é uma forca conservativa ou nao?
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S.

Num sistema como o da figura 6.5, o carrinho tem massa de 450 g. O
carrinho € deslocado 5 cm da posi¢do de equilibrio e libertado a partir
do repouso, comegando a oscilar com um periodo de 1.2 s. Calcule: (a)
A amplitude das oscilacdes. (b) A constante eldstica da mola. (c¢) A
velocidade médxima do carrinho.

Um péndulo simples € composto por uma esfera de massa m, pendurada
de uma corda muito fina, de comprimento / e massa desprezdvel. Quando
a esfera parte do repouso, hd um tnico grau de liberdade, que pode ser o
angulo 6 que o fio faz com a vertical. (@) Determine a expressdo para a
energia mecAnica, em funcdo do dngulo 6 e da sua derivada 6, arbitrando
que a energia potencial é nula em 8 = 90°. (b) Desprezando a resisténcia
do ar, a energia mecanica permanece constante e a sua derivada em
ordem ao tempo € nula; derive a expressdo da energia mecanica em
ordem ao tempo e iguale a zero para encontrar a expressio para § em
funcdo do angulo.

[ cosO 0

Uma esfera de raio r roda, sem deslizar, dentro de uma calha semicircular
de raio R, que estd num plano vertical (ver figura). (a) Demonstre que,
em fun¢do da derivada do angulo 6, a energia cinética da esfera é

E.= % m(R - r)*6?

(b) Desprezando a resisténcia do ar, a energia mecanica € constante e a
sua derivada em ordem ao tempo € nula; derive a expressao da energia
mecanica em ordem ao tempo e iguale a zero para encontrar a expressao
da aceleracdo angular 6 em fungio do Angulo. (c) Entre que valores deve
estar a energia mecanica para que a esfera permaneca oscilando dentro
da calha? (d) A partir do resultado da alinea b, determine a expressao
para d, no limite quando o raio da esfera é muito menor que o raio da
calha (R — r = R) e explique porque o resultado ¢ diferente do resultado
obtido para o péndulo simples no problema 6.
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8.

10.

11.

B C A

Um cilindro com massa de 80 g desliza a partir do repouso, no ponto
A, até ao ponto B, devido a uma for¢a externa constante de 60 N; o
comprimento normal da mola € 30 cm e a sua constante eldstica ¢ 6 N/cm.
Admitindo que nao existe atrito com a barra fixa, calcule a velocidade
com que o cilindro chega ao ponto B.

Resolva o problema 8 do capitulo 5 aplicando o principio de conservagao
da energia mecanica.

Um cilindro desce uma rampa de altura 4, a partir do repouso, rodando a
volta do seu eixo sem deslizar. Calcule a velocidade do centro de massa
do cilindro quando chega ao fim da rampa. Compare com o resultado do
exemplo 6.3 para uma esfera; qual dos dois corpos desce mais rdpido, a
esfera ou o cilindro?

Uma esfera pendurada com uma corda de comprimento / parte do repouso
na posicao A, como mostra a figura. Quando a corda chega a posicdo
vertical, entra em contato com um prego fixo no ponto B, que faz com que
a esfera descreva um arco de raio menor que /. Calcule o valor minimo
que deve ter a para que a trajetdria da esfera seja uma circunferéncia com
centro em B (se a ndo for suficientemente grande, a corda deixa de estar
esticada quando a esfera sobe e a esfera ndo chega até a parte mais alta
do circulo).



6.5 Energia cinética de rotacdo 153

|
|
Jj ]
/// : o /I
a \
/ | \ /
/
| \ /
/
| \ /
/
I ! \ ’
/
[ __fB /
\ /
/ /
\ / Y
\ e
\ / -
N\ / //
O
C

12. Considere um projétil que é lancado desde o chdo, num quarto onde
existe vdcuo, com uma velocidade inicial vy que faz um angulo 6 com a
horizontal. (a) Calcule o tempo que o projétil demora até chegar ao ponto
mdaximo da sua trajetdria, onde a velocidade vertical € nula, e a posi¢cao
nesse ponto. (b) Com base no resultado da alinea anterior, demonstre
que o alcance horizontal do projétil (distancia horizontal desde onde é
langado até onde cai) € igual a:

R vg sin(26)

(6.43)
8
Respostas
Perguntas: 1. C. 2. B.3. B. 4. E. 5. D.
Problemas
1. n/4+3/2~=2.29
GM
2. () Uy = ———2
,
GM
(b) Para um valor qualquer ry, a série de Taylor de U, €: — .
ro

GMm
s—(r—rg)—...
’

O primeiro termo € uma constante, que pode ser ignorada; no segundo
termo, se rg for o raio da Terra, r — r,, serd a altura z desde a superficie
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da Terrae G M/ rg serd igual a constante g. Ignorando o resto da série,
que para valores de z muito menores que ry ndo altera significativamente
a soma dos dois primeiros termos, obtém-se Uy = m g z.

3. 31741

4. 24696 N/m?. A forca do bloco ndo é conservativa, porque sé6 atua quando

0 cone estd a penetrar; se o cone voltasse a subir, apds ter penetrado no
bloco, o bloco ja ndo produzia forca sobre o cone.

(@) 5cm. (b) 12.34 N/m. (c) 26.2 cm/s.
1 . i
(a) E :§m1202—mglcose (b)Qz—% sin 0

(a) Observe que a velocidade do centro de massa da esfera é (R — r) 6
e a condi¢do de rodamento sem deslizamento implica que a velocidade
angular da esfera € igual a essa velocidade dividida por r. (b) 6 =
08

T(R—-r)
(c) Maior que —m g (R — r) e menor que zero; se a energia mecanica é
exatamente igual a —m g (R — r), a esfera nao oscila, mas permanece
em repouso no ponto mais baixo da calha. (d) O valor absoluto de 6§ é
menor num fator 5/7, devido a que parte da energia potencial gravitica
é transformada em energia cinética de rotacdo da esfera. A energia
cinética de rotacdo € sempre 2/5 da energia cinética de translacdo,
independentemente do valor de r; assim sendo, no limite »r — 0 também
ha 2/7 da energia gravitica sdo convertidos em energia de rotagdo e
apenas os restantes 5/7 fazem aumentar 6.

sin 6

8. 11.74 m/s.
9, 527451

10.

11.
12.

4dgh
%. A esfera desce mais rdpido que o cilindro, por ter menor

momento de inércia.
31/5

(a)t = vy sin@/g, 7 = (v3/2g) (sin(20)i + sin? 4 j)



7. Sistemas dinamicos

No estudo de um sistema dindmico € importante determinar a existéncia
de posicdes de equilibrio. Os acrobatas na fotografia encontram-se numa
situacdo de equilibrio estavel: se a bicicleta se inclinar lateralmente, o peso
do acrobata pendurado por baixo faz com que o sistema se incline no sentido
oposto, regressando a posicdo de equilibrio. Se o acrobata na bicicleta nao
tivesse o segundo acrobata pendurado, a sua situagdo de equilibrio seria
instavel: se a bicicleta se inclinasse lateralmente, o seu peso mais o do
acrobata faziam aumentar ainda mais a inclinacdo, afastando a bicicleta da
posicao de equilibrio.
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7.1. Equacdes diferenciais

As equacdes cinemadticas sdo equacdes diferenciais ordindrias. Uma equagéo
diferencial ordindria —ou de forma abreviada, EDO— € qualquer expressao
que relaciona uma fungéo, por exemplo x(¢) e as suas derivadas: x, X, etc.
Por exemplo: x X —2¢ = Xx; neste caso t € a varidvel independente e x
a variavel que depende de t. Muitos problemas de ciéncia e engenharia
conduzem a equacdes diferenciais ordindrias que € preciso resolver para
encontrar a fungdo, no exemplo anterior x(r). Existem equacSes que
aparecem em diversos dreas diferentes; por exemplo, a equagdo do oscilador
harménico simples analisada no capitulo 6 € da forma geral ¥ = —C x, onde
C é uma constante positiva; nos problemas de outras areas cientificas em
que aparecem equacgdes similares, o comportamento do sistema pode ser
analisado por analogia com o movimento de um corpo ligado a uma mola
eléstica.

7.1.1. Equacoes de primeira ordem

Uma EDO € de primeira ordem se a tinica derivada que aparece na equagao
€ de primeira ordem. Se a varidvel independente € ¢ e a varidvel dependente
x, esse tipo de equagdes podem ser escritas na forma geral

%= f(x,1) (7.1)

onde f(x,t) é uma expressdo com x e . Todas as equagdes diferenciais
que foram resolvidas no capitulo 1, pelo método de separacdo de varidveis,
sdo dessa forma. Mas existem outras equacdes de primeira ordem que nao
podem ser resolvidas por esse método; por exemplo, na equacio x = % — x?
ndo € possivel separar as varidveis ¢ e x.

Uma EDO admite muitas solu¢des diferentes, que dependem dos valores
iniciais (fp, xp). Nos exemplos resolvidos no capitulo 1, para diferentes
limites de integracdo obtinham-se diferentes solugdes.

Uma EDO de primeira ordem com a forma geral X = f(x) é chamada
autonoma, porque a varidvel independente ¢ ndo aparece explicitamente no
lado direito. Nesse caso, a solucdo x € ainda uma fungdo do tempo mas
acontece que as fungdes obtidas com as condigdes iniciais (g, xg), (f1, X0),
(t2, x0), etc. sdo a mesma funcdo mas deslocada no eixo dos ¢. Diz-se
que a forma como o sistema “evolui” a partir do valor inicial xg € igual,
independentemente do instante em que o sistema comega a evoluir.
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Em termos fisicos, um sistema auténomo € um sistema que € regido sempre
pelas mesmas leis fisicas: a altura x(z) de um corpo em queda livre desde
um ponto com altura xy diminui sempre da mesma forma, em quanto ndo
mude o valor de g ou deixe de existir atracdo gravitacional.

7.2. Sistemas de equacoes diferenciais autonomas

Considere-se agora o caso em que existem duas fun¢des independentes x; ()
e x2(t), que dependem do tempo e que sdo definidas por duas equagGes
diferenciais auténomas de primeira ordem:

X1 = fi(x1, x2) X2 = folx1, x2) (7.2)

Por exemplo, o sistema:

X1=4—x%—XQ XQZXQ—xl (73)

Pretende-se encontrar as fungdes x1(¢) e xo(t) a partir de valores conhecidos
de x1(fg) € x2(fg) num instante inicial f9. Pode visualizar-se o problema
num grifico em que se colocam x; e xo em dois eixos perpendiculares, tal
como na figura 7.1. Dois valores iniciais x1(fp) € x2(fo), num instante inicial,
definem um ponto nesse plano e nos instantes seguintes os valores de x;(¢)
e x2(t) mudam, fazendo com que o ponto se desloque no plano ao longo de
uma curva.

N

_

| xa(to)

X2

AN
7

Figura 7.1.: Espaco de fase de um sistema auténomo com duas varidveis.



158 Sistemas dindmicos

O plano com os eixos xj € x2 chama-se espaco de fase e em cada instante
t, o ponto do espago de fase definido pelas coordenadas (x1(z), x2(t))
denomina-se o estado do sistema nesse instante. As duas varidveis x; e x2
sdo as variaveis de estado e a curva representada na figura 7.1, que mostra
a variacdo das varidveis de estado a partir de um estado inicial, ¢ uma curva
de evolucio do sistema.

Qualquer ponto do espago de fase pode ser o estado inicial do sistema (x1(¢g),
xa(tg)). Os valores de fi(x1, x2) e fo(x1, x2) nesse ponto estido bem definidos
e determinam como aumentam as varidveis de estado x; e x2 nesse ponto.
A expressdo fj, derivada de x; em ordem ao tempo, dd o aumento de x; por
unidade de tempo; ou seja, o deslocamento da projec¢ao do estado do sistema
no eixo x, por unidade de tempo; de forma andloga, f> d4 o deslocamento
da projecao do estado do sistema no eixo xo, por unidade de tempo.

Assim sendo, o vetor:

‘ﬁ = fi(x1, x2) €1 + fo(x1, x2) €2 ‘ (7.4)

define o deslocamento do estado do sistema no espaco de fase, por unidade
de tempo e, por isso, chama-se velocidade de fase. Os lados direitos das
equagdes diferenciais 7.2 denominadas equacoes de evolucio do sistema,
definem a velocidade de fase em qualquer ponto do espaco de fase. Por
exemplo, a expressdo para a velocidade de fase do sistema definido pelas
equagdes de evolugdo 7.3 é: i = (4 — xf —x3) &1+ (x2 —x1) &

O estado inicial (x1(#p), x2(fp)) no instante #y desloca-se no espago de fase
com a velocidade de fase i(fp); num instante posterior 1, a velocidade de
fase u(t1) podera ser outro vetor diferente que faz deslocar o estado em outra
direcdo e com outra velocidade. Assim sendo, a evolucdo do estado do
sistema em func¢do do tempo € definida por uma curva continua no espaco de
fase, que parte do estado inicial (x1(tp), x2(#)). Em cada ponto do espago de
fase em que as fungdes f1 e fo estdo definidas passa uma curva de evolugao
do sistema.

Em cada ponto do espago de fase, a velocidade de fase i € tangente a curva
de evolucdo que passa por esse ponto. Duas curvas de evolucao diferentes
nunca se podem cruzar em nenhum ponto no dominio das funcdes fi e fo,
porque no ponto em que se cruzassem existiriam duas velocidades de fase
diferentes, que ndo € possivel.
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7.2.1. Campos de direcdes

E possivel ter uma ideia de como é a evolugdo de um sistema dindmico no
tempo, sem ter de resolver as equacdes diferenciais 7.2. A figura 7.2 mostra
a direcdo da velocidade de fase em varios pontos do espaco de fase, para
um exemplo concreto. Esse tipo de grafico chama-se campo de direcoes.
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Figura 7.2.: Campo de direcdes de um sistema dindmico e uma curva de
evolugao.

Observando o campo de direcdes consegue-se prever como serd a curva
de evolucio a partir de um estado inicial num instante #y. Por exemplo, na
figura 7.2 mostra-se uma das possiveis curvas de evolucdo do sistema, a
partir do estado inicial P, com x; = 0 e x2 < 0. Também € possivel ver a
evolucdo anterior do sistema em ¢ < 75 que o levou a ficar com o estado
inicial P em fy. A figura mostra que o sistema passou pelo estado O antes
de alcancar o estado P.

A curva mostra que a varidvel x;, inicialmente positiva em O, diminui
em funcdo de tempo tornando-se negativa, até alcancar um valor minimo
e logo comeca a aumentar ficando novamente positiva. A varidvel xo
aumenta desde um valor inicial negativo e quando x; se aproxima de
zero, diminui ligeiramente, come¢ando a aumentar novamente enquanto
X1 permanece negativa, ficando igual a zero no instante em que x; tem o
seu valor minimo; quando x; volta a ficar positiva, xo diminui ligeiramente,
comecando novamente a aumentar.
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7.2.2. Equacoes diferenciais de segunda ordem
A forma geral de uma equacio diferencial auténoma de segunda ordem é:

%= f(x, %) (7.5)

que pode ser reduzida a duas equacdes de evolugao de um sistema dindmico
com duas varidveis de estado. Basta considerar a primeira derivada x como
uma outra varidvel y que também depende do tempo e, assim sendo, a
segunda derivada X € igual a y e a equagdo diferencial fica y = f(x, y),
que é uma equacao de primeira ordem; mas como esta nova equagdo tem
duas varidveis independentes, serd necessdria uma segunda equacdo que € a
prépria defini¢do da nova varidvel introduzida: y = X; ou seja, a equagdo
inicial € equivalente ao sistema de duas equacdes:

=y
y=f(xy) (7.6)

Estas duas equagdes definem um sistema dindmico com varidveis de estado
x ey, e velocidade de fase

i=yi+ f(xy)]j (7.7)

Nos sistemas mecénicos, a segunda lei de Newton permite encontrar a
equagdo de movimento, que € uma expressao para a aceleracdo. Como a
aceleracdo € a segunda derivada da posicdo, a equacdo de movimento é uma
equacao diferencial de segunda ordem. Define-se como varidvel adicional
a velocidade, que € a primeira derivada da posi¢do e, como tal, o espaco
de fase é formado pelas varidveis de posicdo e de velocidade. O estado do
sistema em cada instante é definido pela posicdo e a velocidade.

e A
Exemplo 7.1
Uma particula com massa de 0.5 kg desloca-se ao longo de um
carril, sob a acdo de uma forgca com componente tangencial F; =
—53 4+ 652 — 35— 10, onde s é a posicdo ao longo do carril (unidades
SI). (a) Escreva as equagdes de evolucao do sistema e identifique as
varidveis de estado. (b) Trace o campo de direcdes para valores de s no
intervalo [—4, 8] e valores de v no intervalo [—30, 30]. (¢) Num instante
inicial a particula encontra-se na posi¢do s = 4, com velocidade v =

L 3 m/s. Represente a curva de evolugdo da particula no espaco de fase.
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Resolucao. (a) A aceleragao tangencial § € igual 2 componente tangencial
da forca dividida pela massa:

Fy
§=—=-2s+125"-65-20
m
esta equacao de movimento € equivalente as seguintes equagdes de evolugdo
de um sistema dindmico:

§=v v=—-2s5+125%— 65— 20

As varidveis de estado s@o a posi¢do na trajetdria, s, e a velocidade v. (b) e
(¢) A velocidade de fase € o vetor:

ﬁ:vés+(—2s3+12s2—6s—20) e

No Maxima, o campo de dire¢des pode ser feito com o comando plotdf.
Os dois primeiros argumentos que devem ser dados a esse comando sdo
uma lista com as componentes da velocidade de fase e outra lista com os
nomes das varidveis de estado. A seguir define-se o dominio de valores das
varidveis de estado. Para tracar a curva de evolugdo que passa pelo estado
inicial s = 4 e v = 3, usa-se a op¢do trajectory_at:

(%i1) plotdf ([v, -2*s*3+12*s*2-6*s-201, [s, vl, [s, -4, 81,

[v, -30, 30], [trajectory_at,4,3]);

O gréfico produzido mostra-se na figura 7.3.

Os vetores que representam a velocidade de fase nao foram desenhados
com o seu verdadeiro comprimento, para evitar que se cruzem, mas foram
ajustados de forma a ficar com tamanho ligeiramente menor que a distancia
entre os pontos da quadricula em que sao desenhados os vetores.

A curva de evolugao da particula a partir de s = 4 mostra que a particula
avanca na direcdo em que s aumenta, acelerando até uma velocidade
maxima aproximadamente v = 3, comega logo a brandar até parar (v = 0),
aproximadamente em s = 5.8, comega a acelerar novamente, mas agora
no sentido em que s diminui (v negativa) até uma velocidade minima
aprosximadamente v = —3, até parar novamente aproximadamente em s =
3.8. Nesse ponto o ciclo repete-se indefinidamente.
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Figura 7.3.: Campo de direcdes do exemplo 7.1 e uma curva de evolucdo
do sistema.

7.2.3. Retratos de fase

O campo de direcdes fornece muita informagao importante sobre o sistema.
No exemplo apresentado na figura 7.3, as condigdes iniciais dadas conduzem
a um movimento oscilatério a volta da posicdo s = 5. Pode ver-se na figura
que, se a velocidade inicial fosse maior, ou se a particula partisse de uma
posicdo inicial com s > 6, a oscilag@o seria até valores de s menores que —1.5.
Também pode ver-se que existem outras oscilacdes (curvas de evolucdo

fechadas) a volta de s = —1.5.
Um gréfico mais completo, mostrando vdrias curvas de evolu¢do que ajudem
a descrever os possiveis tipos de solucdes do sistema, chama-se retrato de

fase do sistema.

O campo de direcdes ajuda também a compreender como funcionam
os métodos numéricos para resolver sistemas de equacdes diferenciais.
Dado um ponto inicial no espaco de fase e expressdes que definem a
velocidade de fase em cada ponto do espago de fase, cria-se uma sequéncia
de pontos em que cada ponto segue o anterior na direcdo definida pela
velocidade de fase média entre esses dois pontos —consulte o capitulo de
equagdes diferenciais do livro “Métodos Numéricos” [http://def. fe.
up.pt/metodos_numericos] (Villate, 2014). A opcao trajectory_at do
comando plotdf que foi usada no exemplo acima faz com que o sistema de
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equacdes diferenciais seja resolvido numericamente, com condi¢des iniciais
dadas pelas coordenadas do ponto inicial e a solugdo € representada no
mesmo grafico do campo de direcdes.

Conforme ja foi referido, o primeiro argumento que deve ser dado ao pro-
grama plotdf é uma lista com as expressdes que definem as duas componentes
da velocidade de fase, ou seja, as derivadas das duas varidveis de estado.
Cada uma dessas expressoes pode depender unicamente das duas varidveis
de estado. A seguir a essa lista escreve-se outra lista com os nomes das
duas variaveis de estado, na mesma ordem que foi usada para escrever as
suas derivadas na primeira lista. H4 vérias opg¢des adicionais que podem
ser usadas; a lista completa pode ser consultada no capitulo sobre métodos
numéricos no manual do Maxima.

O programa plotdf abre uma nova janela com o campo de dire¢des, como a
que se mostra na figura 7.4, para o exemplo da seccio anterior. Deslocando o
rato sobre o espago de fase, aparecem no canto inferior direito as coordenadas
do ponto onde estd o ponteiro. Clicando no primeiro botdo do rato sobre
algum ponto no gréfico, aparece a curva de evolucdo que passa por esse
ponto, com uma seta que indica o sentido de evolucio.

©O® Pplotdf

Plotdf
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Figura 7.4.: Menus Config e Save do programa plotdf.

A barra de menu da janela gréfica inclui varios botdes. Os botdes com
0s sinais + e — permitem aumenta ou diminuir o tamanho do grafico. O
botdo com um disco permite gravar uma cdpia do grafico num ficheiro, em
formato Postscript. O botdo do lado direito, com um pequeno grafico, abre
uma nova janela mostrando os gréficos das duas varidveis de estado em
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funcdo do tempo, correspondentes a ultima curva de evolucdo que tenha
sido tracada.

O botdo com uma chave de fendas abre o menu “Plot SetUp” (figura 7.4)
que mostra vdrios pardmetros que podem ser alterados: as equacdes que
definem as componentes da velocidade de fase, as cores usadas para os
vetores da velocidade de fase (vectors) e as curvas de evolugao (fieldlines),
o dominio, etc.

Se o campo vectors € deixado em branco, ndo sdo tracados os vetores do
campo de direcdes e se o campo fieldlines estd em branco, ndo sdo tragadas
curvas de evolu¢do. Quando se altera um pardmetro, € necessario selecionar
“ok” e a seguir “Replot” (botdo com setas a rodarem) para atualizar o grafico.

O campo direction tem, por omissao, o valor both, que implica que quando
se clica num ponto, aparece a curva de evolucdo que passa por esse
ponto, para instantes anteriores e posteriores. Mudando essa varidvel para
forward ou backward, consegue-se que a curva seja tragcada unicamente
para instantes posteriores ou anteriores. Introduzindo duas coordenadas no
campo Trajectory at, separadas por espaco e carregando na tecla Enter,
acrescenta-se mais uma curva que passa pelo ponto com essas coordenadas.

7.3. Pontos de equilibrio

Em cada ponto do espaco de fase, a velocidade de fase indica a direcao e
sentido que segue a curva de evolugdo que passa por esse ponto. Nos pontos
onde a velocidade de fase € nula, ndo existe nenhuma curva que passe por
esse ponto. Nesse caso o estado da particula permanece constante nesse
ponto, que € chamado ponto de equilibrio.

Exemplo 7.2
Encontre os pontos de equilibrio do sistema dinamico

x1=4—x%—4x§ )'c2=x§—x%+1

Resolugio. Para resolver o problema usando o Maxima, é conveniente
associar a uma lista as duas expressdes dos lados direitos das equagdes de
evolucao
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(%i2) f: [4-x1"2-4%x272, x2/2-x1"2+1]$

a seguir, usa-se o comando solve para encontrar os pontos de equilibrio que
€ onde as duas expressdes sdo iguais a zero

(%i3) equilibrio: solve(£)$
(%i4) float (equilibrio);
(%04) [ [x2=-0.7746, x1 = —1.265], [x2 = —0.7746, x1 = 1.265],

[x2 = 0.7746, x1 = —1.265], [x2 = 0.7746, x1 = 1.265] ]

Chama-se nulclina da primeira varidvel a curva onde x; € nula, que neste
caso € a elipse x% /4+ xg = 1, e as nulclinas da segunda varidvel sdo as duas
partes da hipérbole x% - x% =1

Os pontos de equilibrio do sistema sdo os quatro pontos de intersecdo entre
a elipse e a hipérbole. Os graficos dessas duas curvas podem ser obtidos no
Maxima usando a funcdo para gréficos de fungdes implicitas:

(%i5) load ("implicit_plot")$
(%i6) implicit_plot (£, [x1,-2.5,2.5], [x2,-2,2],

[legend, ], [xlabel,"x1"], [ylabel, "x2"]);

x2
=)

Figura 7.5.: Nulclinas e pontos de equilibrio.
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O resultado apresenta-se na figura 7.5. Dentro da elipse, como x; € positiva,
a velocidade de fase aponta para a direita; fora da elipse aponta para a
esquerda. Na regifo a esquerda da hipérbole, a velocidade de fase aponta
para baixo, entre os dois ramos da hipérbole aponta para cima e a direita da
hipérbole aponta para baixo.

|

Nos sistemas mecéinicos em que as duas varidveis de fase sdo a posicdo
na trajetéria s e a velocidade v, se as duas componentes da velocidade de
fase s@o nulas entdo a velocidade e a aceleracdo tangencial sdo nulas. Isso
implica que o sistema se encontra num estado de equilibrio estatico, em
que a componente tangencial da forga resultante e a velocidade sdo nulas
e o objeto permanece em repouso. Nesses sistemas, todos os pontos no
eixo das abcissas (eixo da variavel s) no espago de fase correspondem a
estados de repouso (v = 0), mas ndo necessariamente estados de equilibrio
(ay = 0). Os estados de equilibrio do sistema dindmico sao os pontos de
equilibrio estdtico, que estdo todos no eixo das abcissas (v = 0) e nos quais a
velocidade de fase € nula.

Nos pontos do eixo das abcissas onde a velocidade de fase nao € nula, o
sistema permanece instantaneamente em repouso, retomando imediatamente
0 seu movimento.

Um estado de equilibrio dinamico ¢ um estado em que a aceleragdo
tangencial € nula mas o objeto desloca-se com velocidade constante. No
retrato de fase esses estados de equilibrio dindmico sao retas paralelas ao
eixo da posi¢do s.

. N\
Exemplo 7.3
Um objeto com massa 0.3 kg desloca-se sob a acdo de uma forca com
componente tangencial (unidades SI):

S4

3
Ft=—5+4s3—§s2—32s+25

onde s € a posi¢cao ao longo da trajetéria. (@) Encontre os pontos de

L equilibrio do sistema. (b) Represente o retrato de fase do sistema.

Resolucao. (a) Pode comecar-se por armazenar a expressao da forca em
funcdo da posicgao:
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(%i7) Ft: -s*4/2 + 4%sr3 - 3%s72/2 - 32%s + 25§

Para encontrar os pontos de equilibrio, onde a for¢a tangencial € nula, pode
usar-se o comando realroots, ja que s interessam as raizes reais

(%18) se: float (realroots (Ft));

(%08) [s=-2.652, s =0.8102, s =3.95, s =5.801]
Existem entdo 4 pontos de equilibrio, todos com v = 0 e com os 4 valores
de s no resultado (%08). (b) Para construir o retrato de fase, escolhe-se um

dominio que mostre os quatro pontos de equilibrio, sem que fiquem muito
préximos uns dos outros:

%i9) plotdf ([v,Ft/0.3], [s,v], [s,-5,8], [v,-50,50])%

O resultado mostra-se na figura 7.6.

50

25

S v vy

-25

-50

Figura 7.6.: Retrato de fase do exemplo 7.3.

As curvas de evolucao nas vizinhancas dos 2 pontos de equilibrio em s
= 0.8102 e s = 5.891 sdo fechadas, com o ponto de equilibrio no seu
interior. Nos outros dois pontos de equilibrio, s = —2.652 ¢ s = 3.95, ha
curvas de evolugdo que comecam ou terminam no ponto (aproximam-se
assimptoticamente desse ponto nos limites t — oo ou t — —o0). Nas duas
seccdes seguintes analisam-se com mais pormenor essas curvas.
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7.3.1. Equilibrio estavel e instavel

Os pontos de equilibrio em s = 0.8102 e s = 5.891 no exemplo 7.3 sdo
pontos de equilibrio estavel, porque se o estado inicial do sistema estiver
préximo desses pontos, 0 sistema regressard ao esse estado inicial.

Os outros dois pontos de equilibrio, em s = —2.652 e s = 3.95, sdo pontos de
equilibrio instavel, porque se o estado inicial do sistema estiver préximo
desses pontos, o sistema afastar-se-4 desse estado inicial.

As componentes da velocidade de fase permitem descobrir os pontos de
equilibrio. No caso dos sistemas mecanicos em que as varidveis de estado
sdo s e v, basta encontrar as raizes da forca tangencial (ou aceleracdo
tangencial), em fun¢@o da posi¢ao s, substituindo v = 0. Nesses sistemas a
expressdo de F; ou ag, com v = 0, permite identificar os pontos de equilibrio
estavel ou instavel. A figura 7.7 mostra o grifico da forca tangencial do
exemplo 7.3.

60
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Figura 7.7.: Grifico da for¢ca do exemplo 7.3.

Na figura 7.7, os pontos de equilibrio se sdo 0s pontos em que a curva corta
o eixo s. Se nesses pontos F; passa de um valor negativo para um valor
positivo, quer dizer que para s < s, a forca aponta no sentido negativo de s,
fazendo diminuir s ou seja, afastando o sistema do ponto de equilibrio. Em
s > se a forga € no sentido positivo de s, aumentando s e afastando também
o sistema do ponto de equilibrio. Assim sendo, nesses pontos o equilibrio é
instavel.

Nos pontos de equilibrio s, em que F; passa de um valor positivo para um
valor negativo. A forca faz aumentar s se s < s, ou diminuir se s > s.. Ou
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seja, nesses pontos o equilibrio € estavel.

Nos capitulo 9 e 10 explica-se um método geral para analisar a estabilidade
dos pontos de equilibrio em sistemas dindmicos mais gerais. O retrato de
fase também € sempre uma boa ajuda para analisar a estabilidade dos pontos
de equilibrio.

7.3.2. Ciclos e orbitas

No exemplo 7.3 (figura 7.8) as curvas de evolugdo nas vizinhancas dos
pontos de equilibrio estdvel, em s = 0.8102 e s = 5.891, s@o curvas fechadas
a volta do ponto de equilibrio. Cada uma dessas curvas fechadas, designadas
de ciclos, implicam movimento oscilatério a volta do ponto de equilibrio.

Um ciclo é uma curva fechada no espaco de fase que corres-
ponde a uma oscilacdo periodicas das variaveis de estado.

O

Figura 7.8.: Retrato de fase do sistema no exemplo 7.3.

A figura 7.8 mostra as partes importantes no retrato de fase do exemplo na
figura 7.6. No ponto de equilibrio instdvel em s = 3.95 ha duas curvas de
evolugdo que se aproximam assimptoticamente desse ponto; uma do lado
esquerdo e outra do lado direito. Nenhuma dessas duas curvas é realmente
uma curva fechada, porque o préprio ponto de equilibrio ndo faz parte de
nenhuma das curvas. Cada uma dessas duas curvas designa-se de érbita
homoclinica e corresponde a um solitao, ou oscilacdo néo periddica, em
que cada varidvel de estado aumenta (ou diminui) afastando-se do valor de
equilibrio, mas volta a diminuir (ou aumentar) aproximando-se novamente
do valor de equilibrio no limite t —oco.

Uma orbita homoclinica é uma curva no espaco de fase que
comega num ponto de equilibrio e termina no mesmo ponto
e corresponde a um solitdo —oscilacdo ndo periédica— das
varidaveis de estado.
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No retrato de fase 7.8 existe também uma terceira 6rbita homoclinica, que
parte do ponto de equilibrio instdvel em s = —2.652, contornando os dois
pontos de equilibrio estdvel em s = 0.8102 e s = 5.891 e regressando ao
ponto em s = —2.652. Nesse exemplo, as érbitas homoclinicas demarcam
a fronteira das zonas de estabilidade: na figura 7.8, as duas zonas mais
escuras correspondem a oscilagdes do sistema a volta de algum dos dois
pontos de equilibrio estdvel. Na zona colorida com uma cor mais clara, o
sistema oscila a volta dos dois pontos de equilibrio estdvel.

Os ciclos aparecem sempre a volta de pontos de equilibrio estdvel e as
orbitas homoclinicas comecam e terminam sempre em pontos de equilibrio
instdvel. Um ponto de equilibrio onde exista uma érbita homoclinica €&,
necessariamente, ponto de equilibrio instdvel, porque numa direcdo o estado
do sistema afasta-se do ponto, mas em outra dire¢io o estado aproxima-se
do ponto.

Observe-se que nos ciclos o sistema passa repetidamente pelos mesmos
pontos no espaco de fase, enquanto que nas 6rbitas homoclinicas o sistema
nunca chega a passar duas vezes por um mesmo ponto do espaco de fase.

O gréfico da posicao s e velocidade v em funcdo do tempo (figuras 7.9 e
7.10) pode ser tracado usando-se a op¢ao versus_t do programa plotdf, ou
com o botdo do menu.

25
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'50 275 5 75

Figura 7.9.: Posicdo e velocidade em fungdo do tempo no caso de um ciclo

O gréfico da evolucdo das varidveis no caso do ciclo, apresentado na
figura 7.9, mostra a oscilacio periddica das duas varidveis de estado em
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fun¢do do tempo. A combinacio dessas duas varidveis no espago de fase
produz a elipse a volta do ponto (0.8102, 0) no retrato de fase 7.8. A
figura 7.10 mostra a oscila¢do nao periddica das varidveis de estado, em
funcdo do tempo, para a 6rbita homoclinica no ponto de equilibrio (-2.652,
0) do retrato de fase 7.8. Nesse ponto de equilibrio existe unicamente uma
6rbita homoclinica porque as outras duas curvas que comec¢am e terminam
no ponto sdo curvas abertas que continuam até o infinito.
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Figura 7.10.: Posi¢do e velocidade em fungdo do tempo no caso de uma
orbita homoclinica.

Existem também o6rbitas heteroclinicas em alguns sistemas dinAmicos. O
retrato de fase 7.11 mostra um exemplo. No tridngulo que aparece no meio
do retrato, os trés vértices sdo pontos de equilibrio instavel; os trés lados
do tridngulo sdo trés curvas de evolucao diferentes, que ndo tém nenhum
ponto comum, porque os trés vértices ndo fazem parte de nenhum desses
segmentos de reta. Cada segmento parte de um ponto de equilibrio e termina
no ponto seguinte, completando uma sequéncia fechada de pontos e curvas,
com igual niimero de pontos e de curvas que os ligam.

Uma orbita heteroclinica é formada por uma sequéncia de
n curvas de evolucdo e n pontos de equilibrio. A primeira
curva comega no primeiro ponto e termina no segundo ponto, a
segunda curva comega no segundo ponto e termina no terceiro
e assim sucessivamente até a tiltima curva que termina no ponto
inicial.
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Figura 7.11.: Retrato de fase com uma 6rbita heteroclinica.

7.4. Sistemas conservativos

Em alguns sistemas dindmicos é possivel encontrar uma fungdo H(xy, x2)
das varidveis de estado que define todas as curvas de evolug@o no espago de
fase. Cada possivel curva de evolucdo € dada pela equagdo

H(xl,x2) =C (78)

com diferentes valores da constante C. A fun¢do H chama-se funcdo hamil-
toniana e os sistemas em que € possivel encontrar tal fun¢cdo denominam-se
conservativos ou sistemas hamiltonianos.

Como as varidveis de estado sdo fung¢des do tempo ¢, uma funcéo f(x1, x2)
¢é geralmente uma fungdo que depende apenas do tempo. No entanto, no
caso de H(x1, x2) a equagio 7.8 mostra que H = 0. Para calcular a derivada
H usa-se a regra de derivacdo para fungdes compostas:

d O0H dx; 0H dxo
_H e —— _— = 0 79
a1 = o S o (79)
Usando as equacdes de evolucao 7.2, obtém-se
O0H OH
A—+fo— =0 (7.10)
0x1 0x9

Uma forma de garantir que o resultado seja nulo, para quaisquer valores
das varidveis de estado € se a funcdo hamiltoniana cumpre as seguintes
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condicdes:

OH OH
Fr P — =N (7.11)
X1

€ nesse caso, segue-se entio que

0 0 0’H 0’H
oh [ Of _ _ ~0 (7.12)
3)61 (9)62 (9)61(9)62 (9)623)61

Conclui-se assim que qualquer sistema dindmico %1 = fi, &3 = fo é
conservativo se a sua divergéncia ¢é nula:

on + ok =0 (7.13)
8)61 8)62
Quando o sistema dindmico € equivalente a uma equacdo de segunda ordem
X = f(x, x), as equag0es de evolucdo 7.6 tornam a condi¢do anterior mais
simples:
of
5 =
ou seja, basta com que a funcdo f ndo dependa de y (equivalente a dizer
que a expressdo da segunda derivada ¥ depende unicamente de x e nio de
X) para que o sistema seja conservativo.

0 (7.14)

No caso dos sistemas mecénicos, obtidos a partir da lei de Newton § = F;/m,
basta com que a for¢a tangencial ndo dependa da velocidade v, para que o
sistema seja conservativo. Nesse caso, a funcao hamiltoniana € definida
pelas seguintes condicdes:

OH F OH

s m v 713
que conduzem a funcdo,

V2

1 S
H=%-— [Fds (7.16)
2 m
S0
que ¢ a energia mecanica —cinética mais potencial— por unidade de massa:

_ Ec(v) + U(s)
=

H(s,v) (7.17)
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Os dois sistemas considerados nos exemplos 7.1 e 7.3 sdo ambos con-
servativos. No exemplo 7.3, a energia potencial ao longo da trajetdria

2

(S

U(s)=—thds
50

S 4
3
:_I(_s_+453—§s2—32s+25) ds

2
0
5 3
:i—o—s4+%+16s2—25s

E a fun¢@o hamiltoniana do sistema ¢é

2
H(s,v):%+%(s5—10s4+5s3+160s2—250s) (7.18)
As curvas de evolucdo do sistema s@o todas as curvas de nivel da fun¢do
hamiltoniana H(s, v) no plano s v. O comando ploteq do Maxima pode ser
usado para tragar as curvas de nivel e a sua sintaxe € semelhante a de plotdf,
s6 que o primeiro argumento deve ser a fun¢do H, em vez das componentes
da velocidade de fase:

(%110) ploteq (v*2/2+(sA5-10%s*4+5%s73+160%s*2-250%s)/3, [s,v],

[s,-5,8],[v,-50,501)%

A figura 7.12 mostra o resultado, apds clicar em alguns pontos para que
aparecam as curva de nivel que passam por esses pontos.

O gréfico € semelhante ao gréfico ji obtido com plotdf na figura 7.12. A
principal diferenca € que ja ndo hd setas a indicar o sentido da evolucao
temporal do sistema, mas como a componente horizontal da velocidade
de fase é a propria velocidade, ja se sabe que todas as curvas acima do
eixo s deslocam-se de esquerda para direita (v positiva) e todas as curvas
debaixo do eixo s deslocam-se de direita para esquerda (v negativa). E
importante compreender que a figura 7.12 mostra 9 possiveis movimentos
diferentes, correspondentes a 9 curvas de evolucdo diferentes: 2 ciclos,
com H =70, cada um a volta de um dos dois pontos de equilibrio estavel.
Um ciclo com H = 250, que contorna os dois pontos de equilibrio estdvel
e o ponto de equilibrio instavel entre eles. Duas 6rbitas homoclinicas,
ambas com H = 114.7, que comec¢am e terminam no ponto de equilibrio
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50

25

Figura 7.12.: Curvas de nivel da fun¢ao hamiltoniana do exemplo 7.3.

instdvel e cada uma contorna um dos pontos de equilibrio estdvel; 114.7
¢é o valor, aproximado a uma casa decimal, de H no ponto de equilibrio
instdvel. No segundo ponto de equilibrio instdvel, o valor aproximado de
H € 356.4 e ha trés curvas de evolugdo com esse valor de H: uma Orbita
homoclinica que contorna os outros 3 pontos de equilibrio, uma curva que
comega no ponto de equilibrio instdvel e outra que termina nesse ponto.
No lado esquerdo dessas duas dltimas curvas ha ramos de hipérboles que
se aproximam assimptoticamente dessas duas curvas, com valores de H
menores que 356.4; na figura mostra-se uma delas, com H = 250.

Como foi referido no capitulo 6 (trabalho e energia), nos sistemas com forcas
conservativas os possiveis movimentos do sistema podem ser analisados no
grafico da energia potencial. No caso do exemplo 7.3, a figura 7.13 mostra
o grafico da energia potencial por unidade de massa, V = U/m. Os dois
pontos de equilibrio estdvel estdo assinalados com circulos sélidos e os dois
pontos de equilibrio instdvel com circunferéncias.

Uma propriedade importante €:

Num sistema mecdnico conservativo, os pontos de equilibrio
estavel sdo todos os minimos locais da energia potencial e os
pontos de equilibrio instdvel sdo todos os mdximos locais da
energia potencial.

No gréfico 7.13 estao também representadas as mesmas 9 curvas de evolug¢ao
que foram tracadas no retrato de fase 7.12. Cada curva de evolucido
corresponde a um segmento de reta horizontal, com um valor de H constante,
que s6 inclui os pontos onde H € maior que V. Lembre-se que, neste caso,
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500
400 t }2
356.4 356.4
300 /
250
200} / _
§ 114.7 114.7
100 } 70 70 |
"\./“
0 51.1
329
-100
-200 : : : :
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N

Figura 7.13.: Energia potencial por unidade de massa no exemplo 7.3 ¢ 9
possiveis movimentos para alguns valores de H.

H = v%/2 + V; ou seja, em cada ponto num dos segmentos horizontais,
v2 é igual ao dobro da distAncia vertical do ponto até a curva V(s); hd
dois valores da velocidade, com o mesmo valor absoluto /2 (H — V) e com
sinais opostos, que correspondem a passagem da curva de evolucdo acima e
debaixo do eixo s no espago de fase (figura 7.12). Nos pontos assinalados
com asteriscos, a velocidade € nula, tal como nos pontos de equilibrio, mas
a aceleracdo tangencial (declive de V com sinal trocado) nao; como tal,
nesses pontos o sistema inverte o sentido do seu movimento.

As curvas com H > 356.4 sdo movimentos em que o sistema pode partir
de s < —2.652 (menor que a posi¢do do ponto de equilibrio instavel), com
v > 0, passando por todos os 4 pontos de equilibrio e parando logo numa
posicao s > 5.891, onde inverte o sentido, repetindo 0 mesmo movimento
mas com valores negativos de v.

Os dois graficos 7.13 e 7.12 mostram a mesma informacgao de duas formas
diferentes. A partir de um desses dois graficos consegue-se visualizar como
serd o outro. De facto, para construir a figura 7.12, calculou-se com precisdo
o valor de s para um dos pontos assinalados com asteriscos nos segmentos
de reta do gréfico 7.13 e introduziu-se esse valor, seguido de 0 (velocidade),
no campo “Trajectory at” do menu de configuracdo do programa ploteq.

Pode imaginar-se a curva de energia potencial por unidade de massa como
uma calha vertical; colocando uma esfera onde a altura € um maximo local,
pode permanecer em repouso, mas um pequeno impulso faz com que comece
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a descer, afastando-se desse ponto maximo (equilibrio instdvel). Se a esfera
for libertada do repouso perto de um ponto onde a altura ¢ um minimo local
(equilibrio estdvel), desce acelerando até chegar ao minimo, subindo no
lado oposto até parar; se a esfera ndo perde nenhuma energia mecanica no
seu percurso, a altura do ponto onde péra € igual a altura do ponto onde foi
libertada. Assim sendo, a esfera volta a descer e regressa ao ponto inicial
repetindo o ciclo indefinidamente.

Perguntas

1. A forga tangencial resultante sobre uma particula é F; = (2 — 5)(3 — s).
Em ¢ = 0 a particula encontra-se em repouso no ponto s = 2.5. Em que
ponto se encontrard apds um tempo muito elevado?

A. Muito afastada, em s — oo
B. Oscilando a volta de s = 2
C. Ems=2

D. Ems=3

E.

Oscilando a voltade s =3

2. Um sistema € auténomo se:

A. Nao tem nenhum ponto de equilibrio instdvel.

B. Nao depende de outros sistemas.

C. Evolui de forma espontanea, sem precisar de agentes externos.
D. O seu estado ndo depende do tempo.
E

. A evolugdo do sistema a partir de um estado inicial é igual em
diferentes instantes.

3. A figura mostra o grafico da componente tangencial da forca resultante
F:(s), que atua sobre um corpo. Qual das seguintes afirmacdes é
verdadeira, em relagdo aos pontos de equilibrio desse corpo?

F




178 Sistemas dindmicos

s =—1éestavel e s = 1 instavel.
s =1 € estavel e s = 3 instavel.

s =—1 é estavel e s = 3 instavel.

°©cnw>

s =—1 e s =3 sao ambos estaveis.

E. s =—-1e s =1 sao ambos instaveis.

A figura mostra o gréfico da energia potencial U(s) ao longo da trajetoria,
de um sistema mecanico conservativo. No instante inicial a energia
mecanica € 5 J, a posicdo s = 1 m e a velocidade € no sentido positivo de

s. Como sera o movimento do sistema?
U

2 -1 1 2 s(m)

Oscila a volta da posicdo s = 1
Oscila a volta da posi¢do s =2
Desloca-se até s = 2 e regressa, ficando em repouso em s = —1

Permanece em repouso em s = 1

mY 0w

Desloca-se até s > 2 e logo afasta-se em sentido negativo até —co.

Qual € a velocidade de fase do sistema conservativo com energia potencial
ao longo da trajetdria U(s) = 3e® e massam = 3?

A . ves—efe, C.vés—seé, E.ve,+e S ¢,

s A

B.ves—ef e, D. veés+efeé,

Problemas

1.

Uma bola com 0.150 kg € langada verticalmente para cima, desde y =0
(o eixo dos y aponta para cima, na vertical). Desprezando o atrito com o
ar, a energia permanece constante. (a) Represente o retrato de fase, para
y > 0, mostrando 4 curvas de evolucio diferentes (use o valor 9.8 m/s?
para g). Para cada curva, explique o significado dos pontos em que a
curva interseta os eixos. (b) Explique como seria, no retrato de fase da
alinea anterior, a curva de evolu¢do de uma bola largada em queda livre,
que bate no chdo sendo projetada novamente para cima.
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2.

Em todos os problemas do capitulo 1, diga quais correspondem a sistemas
auténomos ou ndo auténomos e conservativos ou nio conservativos.
Represente o retrato de fase do sistema do problema 4, mostrando a curva
de evolugdo com as condigdes iniciais dadas.

Considere os 3 casos no problema 6 do capitulo 1: a; = —4 s(1 + k 5?)
(unidades SI) (a) k = 0, (b) k = 0.015, (¢) kK = —=0.015. Em cada
caso encontre os pontos de equilibrio, determine que tipo de ponto de
equilibrio € cada um, trace o retrato de fase e diga se existem ciclos,
orbitas homoclinicas ou 6rbitas heteroclinicas.

A figura mostra o retrato de fase do sistema dinAmico com equagdes de
evolugdo:

. 3 . 2

X=y-y y=-x-y
(a) Indique se o sistema tem algum ciclo, érbita homoclinica ou érbita
heteroclinica. (d) Explique porque a seguinte afirmagdo € errada: “O
retrato de fase inclui duas curvas de evolucdo parabdlicas que se cruzam
em dois pontos”.

\

A forc¢a tangencial resultante sobre um corpo com massa igual a 1 kg é
F; = s + s2. (a) Encontre os pontos de equilibrio e diga se sio estaveis
ou instdveis. (b) Calcule a energia potencial ao longo da trajetéria, em
funcdo de s, arbitrando U = 0 em s = 0 e calcule a energia potencial em
cada ponto de equilibrio. (c) Represente o retrato de fase do sistema,
mostrando as 4 curvas de evolucdo correspondentes as seguintes energias:
0, uma energia menor que as energias nos pontos de equilibrio, uma
energia compreendida entre as energias dos dois pontos de equilibrio e
uma energia maior que a energia nos pontos de equilibrio. (d) Calcule a
posicdo s onde o corpo pode estar em repouso, sem estar em equilibrio,
com energia total igual a zero; explique como seria 0 movimento do
COrpo nesse caso.
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6. Uma particula com massa m desloca-se sob a acdo de uma forga resultante
com componente tangencial:
Fi=-ks+ %
s
onde k e a sdo duas constantes positivas. (a) Encontre os pontos de
equilibrio e mostre que todos sdo estaveis. (b) Explique os possiveis
movimentos da particula. (c) Trace o retrato de fase num sistema de
unidades em que m, k e a sao todas iguais a 1.

7. A equacdo de movimento de um péndulo simples € (problema 6 do
capitulo 6)
6= —% sin 6

As varidveis de estado sdo o angulo com a vertical, 8 e a derivada
desse angulo, w. (a) Escreva as equagdes de evolucdo do sistema.
(b) Determine a fungdo hamiltoniana H (6, w) a partir das equagdes de

Hamilton:
- O0H . OH

=% “a0
(c) Analisando o grifico da energia potencial (fun¢do hamiltoniana com
w = 0), demostre que o sistema tem muitas Orbitas heteroclinicas e ciclos
mas nenhuma 6rbita homoclinica.

8. Uma particula com massa m desloca-se no eixo dos x com energia

potencial:
U(x) = Uy x2e7ax’

onde Uy e a sdo duas constantes positivas. (a) Calcule a forca que atua
na particula. (b) Encontre os pontos de equilibrio e diga se sdo estdveis
ou instaveis. (c) Represente o gréfico da energia potencial para Uy = 1
e a = 1. (d) Represente o retrato de fase, no caso m = 1, mostrando a
orbita heteroclinica e um dos ciclos.

Respostas
Perguntas: 1. B.2. E. 3. B. 4. E. 5. A.

Problemas

1. (a)
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Os dois pontos simétricos onde cada parabola interseta o eixo da veloci-
dade (ordenadas), representam o estado quando a particula € lancada e
quando cai novamente ao chao; o vértice de cada parabola no eixo das
abcissas, € o estado no ponto onde a bola atinge a altura méxima. (b)
A bola segue uma das curvas parabdlicas no espaco de fase, e quando
chega ao ponto no lado negativo do eixo da velocidade (ordenadas no
espaco de fase), passa instantaneamente para o ponto que estd & mesma
distancia da origem no lado positivo do eixo da velocidade.

2. Sistemas auténomos e conservativos nos problemas 2, 4, 5, 6, 7 ¢
10. Sistemas auténomos mas ndo conservativos nos problemas 8 e 9.
Sistemas ndo auténomos e, portanto, ndo conservativos, nos problemas
1,3ell.

s

3. Para k =0 e k =0.015 existe unicamente um ponto de equilibrio estdvel,
em s =0, v =0, todas as curvas de evolugdo sdo ciclos e nao existem
orbita. Para k = —0.015 existem dois pontos de equilibrio instdvel s =
-8.16 e s = +8.16 (v = 0) e um ponto de equilibrio estavel s =0, v =
0; existe uma Orbita heteroclinica e todas as curvas de evoluc¢do no seu

interior sdo ciclos; nao existe nenhuma orbita homoclinica.
(b) 2 ()

10|

(a) 20,

10]

v
=)
D P

NS~~~ 220

3]

4. (@) Ha uma orbita heteroclinica entre os pontos de equilibrio instavel
(-1, 1) e (-1, —1) e nenhuma drbita homoclinica. Todas as curvas
de evolucdo na regido delimitada pela 6rbita heteroclinica sao ciclos.
(b) As duas pardbolas sdo realmente 6 curvas de evolucdo diferentes,
que se aproximam assimptoticamente ou se afastam dos dois pontos de
equilibrio instdvel sem tocd-los. As curvas de evolucdo nunca podem
cruzar-se.

5. (@) Em s = —1, equilibrio estidvel e em s = 0, equilibrio instavel. (b)
U = —-s%/2 - s3/3. No ponto de equilibrio estivel E = —1/6 J e no ponto
de equilibrio instavel E = 0.
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-3 -2 -1 0 1 2
(d) s = =3/2; o corpo acelera no sentido positivo de s, comeca a abrandar
a sua velocidade em s = —1 e acaba por parar em s = 0, ficando em
repouso.

(a) H4 dois pontos de equilibrio: ++/a/k. Nos dois pontos o potencial é
um minimo local e, portanto, o equilibrio € estdvel. (b) O movimento é
sempre oscilatério, em s positiva ou negativa, de acordo com o estado
inicial.

. 4@

-6 -4 2 0 2 4 6
s

(@) 6=w w = —(g/l) sin @ (b) H é E,, dividida pelo momento de
2

inércia m [ HO,w) = % - % cos6 (¢) Ha pontos de equilibrio
estavel em 0, +2 7, 4 7,... e pontos de equilibrio instavel em =+,
+3 7,... Qualquer valor de H entre —g/l e g/l corresponde a um ciclo;
em H = g/l existe uma 6rbita heteroclinica entre —r e 7, outra 6rbita
heteroclinica entre 3 7 € 5 ,... Ndo existem orbitas homoclinicas porque
qualquer segmento de reta com H = g/l comeca e termina em pontos de
equilibrio instdveis e ndo interseta a curva U.

.(@2Upx(ax®>—1)e ** (b)) equilibrio estdvel em x = 0 e equilibrio

instdvel em +1/+/a.

04

035 |
03

(©)

-
ﬂ




8. Mecénica lagrangiana

Cada braco num robot costuma ter 3 articulagdes. Em cada articulacdo
ha dois eixos perpendiculares, que permitem duas rotacdes independentes,
correspondentes a dois graus de liberdade; assim sendo, cada brago tem 6
graus de liberdade, o suficiente para poder alcancar qualquer ponto dentro
do seu alcance mdximo, em qualquer dire¢do desejada. O robot ATHLETE
(All-Terrain Hex-Legged Extra-Terrestrial Explorer) na figura, usado pela
NASA para exploragdo lunar, tem seis bragos de 3 articulagdes e, incluindo
os 3 graus de liberdade da posi¢cdo de um ponto no corpo do robot, sdo
ao tudo 39 graus de liberdade. O brago humano, sem incluir a mao, tem
7 graus de liberdade: o ombro permite 3 rotagdes diferentes, o cotovelo
permite duas rotagdes diferentes e o pulso mais duas rotacoes.
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8.1. Graus de liberdade e espaco de fase

Os sistemas mecanicos considerados no capitulo anterior t€ém todos um
Unico grau de liberdade (uma coordenada ou angulo para determinar a
posicado) e duas varidveis de estado: a varidvel associada a esse grau de
liberdade e a sua derivada em ordem ao tempo (velocidade ou velocidade
angular).

Num sistema com n graus de liberdade, existem n varidveis independentes
dependentes do tempo, chamadas coordenadas generalizadas, que serdo
identificadas pelas letras: g1, g9, . . ., g,. Essas varidveis podem ser compri-
mentos, angulos ou qualquer outra grandeza. As derivadas em ordem ao
tempo de cada uma dessas varidveis sdo as velocidades generalizadas: ¢;.

O espaco de fase tem 2n dimensdes e cada ponto nesse espaco tem co-
ordenadas (g1, -.-» gn, 41, ---» gn)- A velocidade de fase, em cada ponto
do espaco de fase, tem 2 n componentes, (41, ..., gn, §1, ---» §n). Para se
poder calcular a velocidade de fase em qualquer ponto do espago de fase é
necessdrio conhecer n expressdes para as aceleracdes generalizadas §;, em
funcio das coordenadas e velocidades generalizadas, expressoes essas que
sdo denominadas equacoes de movimento.

As equagdes de movimento poderiam ser obtidas aplicando a segunda
lei de Newton. No entanto, seria necessdrio relacionar cada aceleracao
generalizada §; com a aceleracdo do centro de massa de alguma parte do
sistema e identificar todas as forcas externas que atuam sobre essa parte do
sistema. Algumas de essas forcas sao forcas de ligacdo, por exemplo, a tensdo
num fio ou a rea¢ao normal numa superficie. No capitulo anterior viu-se
que as equacgdes de evolugdo podem ser obtidas também derivando a fungdo
hamiltoniana. O problema € que, em casos mais complicados dos que foram
considerados no capitulo anterior, essa funcdo nio € a energia mecanica
dividida pela massa ou pelo momento de inércia, mas pode ter formas mais
complicadas. Nas seccdes seguintes introduz-se um método mais geral para
obter as equacdes de movimento sem necessidade de identificar forcas de
ligacao.

8.2. Equacdes de Lagrange

A energia cinética total E. de um sistema mecanico € igual a soma de todas
as energias cinéticas de translacdo e de rotagdo de todas as partes do sistema.
Em geral, é uma fun¢do que pode depender de todas as coordenadas e
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velocidades generalizadas e do tempo:
EC(q19‘ --an, qla -an t) (81)

Num sistema em que 0 movimento estd sujeito a algumas restricdes existem
forgas de ligacdo resultantes dessas restri¢des. Por exemplo, num automével
que se desloca sobre uma estrada, a reacdo normal da estrada sobre os
pneus € a forca de ligagdo que garante que a trajetdria do automodvel siga
a superficie da estrada. O atrito estatico nas rodas com tragdo é também
uma forga de ligacdo, que garante que as rodas rodem sem deslizar sobre a
superficie. A restricdo de que o automdvel se desloque sobre a superficie
da estrada permite reduzir as trés coordenadas de posi¢ao a um tnico grau
de liberdade: o deslocamento ao longo da estrada. A restricao de as rodas
rodarem sem derrapar permite relacionar a velocidade angular das rodas
com a velocidade do automdvel na estrada. Essa relacdo implica também
uma relacdo entre o angulo de rotagdo das rodas e o deslocamento do
automovel na estrada, o que faz com que apenas umas dessas duas varidveis
seja suficiente para descrever o movimento do automoével e a rotacao das
rodas.

Sempre que uma restricdo no movimento de um sistema pode ser escrita em
funcdo das coordenadas generalizadas do sistema, permitindo assim reduzir
o nimeros de graus de liberdade, diz-se que € uma restricdo holonémica.
Nos sistemas holonémicos, sujeitos unicamente a restricdes holonémicas,
a segunda lei de Newton conduz as seguintes equagdes (a demonstragao é
feita no apéndice B):

d (0E. 0E. .
( ) =Q; j=1...n (8.2)

dr 94, B 9q; B

onde Q; € a componente j da for¢a generalizada, definida por

L o7,
0; =) F- 7a; (8.3)

i

e a soma ¢ feita sobre todas as forgas F; (internas ou externas) € 7; € a posi¢ao
do ponto onde atua a forca I?l No entanto, ndo € necessario considerar
algumas das forgas no calculo de Q;; por exemplo, as forgas de reagdo
normal e de atrito estatico podem ser ignoradas, porque atuam numa posi¢ao
fixa 7; e, portanto, 17”, -dr; = 0. A forca de tensdo num fio com comprimento
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constante também pode ser ignorada, porque atua em sentidos opostos nos
dois extremos do fio e a soma de F; - d7; nos dois extremos d4 zero.

Entre as forgas que devem ser incluidas em Q;, algumas podem ser con-
servativas e, nesses casos, F; - di; = —dU, onde U € a energia potencial

associada a essa forca. Assim sendo, a contribuicao dessa for¢a conservativa
para Q; € igual a —0U/dq; e as equagdes 8.2 podem ser escritas

d (0E. 0E. oU .
( ) =0, j=1...n (8.4)

R - — + — =
dr\dq;] dq; dgq;

em que U € a energia potencial total do sistema e as componentes Q;
da forga generalizada incluem unicamente as forcas ndo conservativas.
As equagdes 8.4 sdo as equacdes de Lagrange, vélidas para os sistemas
holonémicos. No caso particular de sistemas conservativos, o lado direito
das equagdes € nulo.

4 N\
Exemplo 8.1
O carrinho na figura, com massa m, encontra-se sobre o plano inclinado
de massa M. O plano inclinado tem rodas que lhe permitem deslocar-se
livremente sobre a mesa horizontal. Admitindo que a massa das rodas
¢ muito menor que /m e M e que o atrito no eixo das rodas € desprezavel,
encontre as equacoes de movimento do sistema.

A J

Resolucdo. Para determinar as posi¢des do carrinho e do plano inclinado
num instante, basta saber o deslocamento horizontal s de um ponto do
plano, em relacdo a mesa e o deslocamento x de um ponto do carrinho em
relacdo ao plano inclinado. A figura acima mostra a forma como essas duas
varidveis podem ser definidas. Assim sendo, o sistema tem dois graus de
liberdade e as velocidades generalizadas sao § e X.

A velocidade generalizada s é também a velocidade do centro de massa do
plano inclinado; x € a velocidade do carrinho em relacdo a plano inclinado.
Escolhendo um eixo g perpendicular a s e apontando para cima, a forma
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vetorial da velocidade do plano inclinado e da velocidade do carrinho em
relacdo ao plano sdo:

Vp = §é Ve/p = X (cosf és +sinfe,)
A velocidade do carrinho, em relacdo a mesa, € igual a soma desses dois

vetores:
Ve = (§ + X cosf) és + Xsinf ég

e o seu mddulo ao quadrado é,

v?=(s'+)'c cos@)2+xzsin29=s'2+x2+2$x cos @

Como a energia cinética de rotacdo das rodas € desprezdvel, a energia
cinética total do sistema é:

M m
Eo= 3%+ 5 (%4425 % coso)
2 2
A energia potencial gravitica do plano inclinado pode ser ignorada porque
permanece constante; como tal, a energia potencial do sistema € igual a
energia potencial gravitica do carrinho:

U=mgxsinf

note-se que a altura do centro de massa do carrinho, em relagdo a mesa,
€ um pouco maior que x sin #, mas a diferenca é uma constante que s6
acrescenta um valor constante a U, podendo ser ignorado.

Nao existem forcas nao conservativas (ou melhor, estdo a ser ignoradas);
assim sendo, o lado direito nas equagdes de Lagrange 8.4 € zero. Na primeira
equacdo de Lagrange, relacionada com a coordenada x € necessdrio calcular
as seguintes derivadas parciais:

O0E. O0E. ou

o =m (X + 5 cosf) I =0 a:mgsme

e a equacgdo de Lagrange é,
d (8EC) 0E. 0U

17\ oz ax+gzm(x+s0059+gszn9)=o

Em relacdo a coordenada s, as derivadas parciais sao

OE, OE ou
BSC:(M+m)s‘+mx cos 6 6sC:0 35
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e a equacdo de Lagrange é

a7\ a3 8s+EZ(M+m)S+mXCOS(9:O

d ((9EC ) 0E, 0U
Resolvendo as duas equacdes de Lagrange para as aceleracdes X e §, obtém-se
as duas equacgdes de movimento:

(M +m)g sin@ . mgsinf cosf
- _ §= o
M + m sin® 0 M +m sin? @

As duas aceleracdes sdo constantes, ¥ negativa e § positiva; ou seja, o

carrinho desce o plano inclinado enquanto este comega a andar para a

direita.

e A
Exemplo 8.2
No sistema da figura, a roldana do meio pode subir e descer e as outras
duas roldanas estao fixas ao teto. As massas das duas roldanas fixas
€ m, a massa da roldana movel € 2 m e as massas dos 3 cilindros sao
8m, Tm e 5m (no cilindro do meio, 7 m jé inclui também a massa do
suporte que o liga a roldana mével). As massas dos fios e o atrito nos
eixos das roldanas sao desprezaveis e o fio faz rodar as roldanas sem
deslizar sobre elas. Determine o valor das acelera¢des dos 3 cilindros.

8m Tm Sm
o J

Resolugio. Para determinar a posicao dos cilindros e da roldana mével
sdo necessdrias 3 distancias, que podem ser as trés varidveis yi, ys € y3
indicadas na figura. As varidveis y; e y3 sdo as posi¢des dos centros de
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massa dos dois cilindros nos extremos e ys € a posi¢ao do centro da roldana
movel; a posicao do cilindro do meio € igual a y» mais uma constante.

A restri¢do de que o comprimento do fio seja constante conduz a seguinte
equagdo:
yi+2y2+y3=k

onde k € uma constante. Essa equag@o permite substituir uma das 3 varidveis
em funcdo das outras duas, reduzindo o nimero de graus de liberdade.

A restricdo de rolamento das roldanas sem deslizamento do fio faz com que
a velocidade angular de cada roldana seja w = V/r, onde V ¢ a velocidade
do fio em relacdo ao centro da roldana e r € o raio da roldana. Admitindo
que cada roldana seja um cilindro uniforme, o seu momento de inércia em
relacdio ao eixo é I = M r?/2, onde M é a massa da roldana; assim sendo, a
sua energia cinética de rotacdo é

1.5, M

-y —y?
'Y T

A energia cinética total do sistema é:

mq v% mo vg ms vg Mo v%

Ty Ty Ty T
M VR MaVi M3Vi
1 "1 T
onde os indices 1, 2 e 3 referem-se aos 3 cilindros e as 3 roldanas (de
esquerda para direita), as massas m;, mintsculas, sdo as massas dos cilindros
e as massas M;, maiusculas, as massas das roldanas. As velocidades v; sao
as velocidades dos 3 cilindros e as velocidades V; sdo as velocidades do fio
em relacdo ao centro de cada uma das 3 roldanas. Observe-se que a roldana
2 tem tanto energia cinética de translacdo como energia cinética de rotacao.

A energia potencial gravitica do sistema, excluindo termos constantes, €é:
U=-migy —(my+Ms)gys—m3gys

A seguir, é necessdrio substituir os valores das massas e escrever essas
energias em fun¢do das duas coordenadas generalizadas (y1, y2) e das duas
velocidades generalizadas vi = yj e v = Y.

Observe-se que V| = vy, Vo = vy +vae V3 =v3.

No Maxima, a substitui¢do pode ser feita assim:
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%il) y3: k - yl1 - 2%y2$

(%i2) v3: -vl1 - 2%v2$

(%i3) [ml, m2, m3, M1, M2, M3]: [8*m, 7*m, 5*m, m, 2*m, m]$

(%i4) [V1, V2, V3]: [vl, v1+v2, v3]$

(%i5) Ec: expand (ml*v172/2 + m2*v2+2/2 + m3*v342/2 + M2*v2+2/2
+ M1*V1r2/4 + M2*¥V2+2/4 + M3%V342/4);

2
(%05) 16mv22 +12mylve + DMV

(%i6) U: expand (-ml*g*yl - (m2+M2)*g*y2 - m3*g*y3);

(%06) gmy2—-3gmyl—-5gkm

Ou seja (excluindo o termo —5 g k m constante),
E.=m §V%+16v§+12v1v2
U=mg (y2-3y)
As derivadas parciais em ordem a y; e v; sdo
0E. OE. ou

=m(15vy +12 =0 —=-3
gy, =I5V +12v2) o0 I meg

e a respetiva equacgao de Lagrange é

15a1+12a2—3g:0

Em ordem a y; e vo,

OE. OE. oU
=m(12 32 =0 —
P m(12vy + 32v9) . 3y

I
3

e a segunda equacgdo de Lagrange é
12 a4 +32a2+g =0

note-se que os resultados ndo dependem do valor de m. As duas equacdes
de Lagrange resolvem-se para encontrar as aceleragdes:
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(%i7) solve ([15*%al + 12*%a2 - 3*g, 12*al + 32%a2 + 9],

[al,a2]);

9 17
[al:—g 2=——g]

%07 ,
(%07 28 ¢ 112

O cilindro do lado esquerdo tem aceleragdo igual a 9 g/28, para baixo
(porque a; € positiva); o cilindro do meio e a roldana mével tém aceleragdo
17 g/112, para cima. A aceleracéo do terceiro cilindro calcula-se a partir da
restri¢do as = —a; — 2 ay, obtendo-se —g /56, que indica que o cilindro do
lado direito acelera para cima.

Se inicialmente os 3 cilindros estdo em repouso, o cilindro do lado esquerdo
comega a descer e os outros dois cilindros sobem.

8.3. Condic¢oes de equilibrio

Nos dois exemplos resolvidos na sec¢do anterior, os valores obtidos para as
aceleracOes generalizadas foram constantes. Nos casos mais gerais, essas
aceleracoes serdo expressdes que dependem das coordenadas e velocidades
generalizadas e do tempo. A resolucdo desses sistemas de equacdes
diferenciais € o objeto de estudo de todos os seguintes capitulos neste livro.

Sem ser necessdrio resolver as equa¢des de movimento, € possivel (e conve-
niente) comegar por determinar os valores das coordenadas generalizadas
para os quais o sistema estard em equilibrio. A condi¢do para que exista
equilibrio cinético € que as aceleragdes sejam nulas e se as velocidades
também sdo nulas, o equilibrio € estdtico.

Lembre-se que nos sistemas com apenas um grau de liberdade, a instabi-
lidade dos pontos de equilibrio determina-se a partir do sinal da derivada
da aceleracdo, em ordem a coordenada generalizada. O ponto de equi-
librio € estdvel quando essa derivada € negativa ou instavel quando for
positiva.

4 N\
Exemplo 8.3
Um motociclista que se desloca com velocidade v, numa curva de raio
r, inclina o seu corpo e a moto um angulo 6, em relacao a horizontal,
no sentido do centro de curvatura da curva. Determine o valor que deve
ter 6, em funcdo de v, r e h, que € a distancia entre o ponto de contacto

L dos pneus com a estrada, P, e o centro de massa, C, do sistema. )
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Resolucdo. Devido a inclinagdo da moto,
os pontos P e C ndo seguem a mesma tra-
jetéria, como se mostra na figura ao lado.
O raio de curvatura da trajetéria de C ndo
deverd ser constante, para permitir a incli-
nac¢do gradual da moto. Num instante em
que a curvatura da trajetoria do ponto P é
r e a sua velocidade em relacao a estrada
é v, a curvatura da trajetéria do ponto C
é r — h cos@ e, portanto, o ponto C tem
velocidade

r—h cosf
vo= ——v
r
em direcao paralela a velocidade do ponto P. Mas como o angulo 6 pode
variar, o ponto C tem também outra componente de velocidade /6, no
plano perpendicular a velocidade de P. Assim sendo, a energia cinética de

translacdo ¢

2
E. = m h? 6% + (1 - ﬁcos@) v2
2 r
H4 também energias cinéticas de rotacdo, associadas a velocidade angular
6, a velocidade angular das rodas nos seus eixos e i rotacio do sistema todo
no plano horizontal, ji que o motociclista entra na curva olhando numa
direcdo e sai olhando para outra direcao diferente. O célculo dessas energias
ultrapassa os objetivos deste livro introdutdrio; serd considerado o caso em
que essas energias podem ser desprezadas. A energia potencial gravitica do
sistema €
U=mghsinf
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As derivadas parciais das energias, em ordem a 6 e 6 sdo

OE . JE hv? h
C =mh%6 c_MmAY sin@ |1 - —cosé
o0 00 r r
ou
%:mghcosé

e a equacdo de movimento é

LoV h g
0 =-—sinf|1l—-—cosf|—=cosb
hr r h

A altura do centro de massa, s, costuma ser muito menor do que o raio da
curva; assim sendo, a expressao entre paréntesis é aproximadamente 1 e
uma boa aproximacao é

V2

g = Esin@—%cose

Para que exista equilibrio, 6 = 0, o 4ngulo devera ser:

6 = tan~! (g r) (8.5)

2
e a derivada da aceleragcdo generalizada em ordem ao angulo é:

a6 v? g

— =-—cosf + —sinf

56 = hr cos , Sin
que € positiva, porque 6 estd entre 0 e /2. Conclui-se que o equilibrio é
instavel.

e ™
Exemplo 8.4

Um carrinho desloca-se sobre uma mesa horizontal, com aceleracao
constante de valor a. Sobre o carrinho hd um poste com um péndulo
simples de massa m e comprimento L. Determine o valor do dngulo
6 em que o péndulo permanece em equilibrio em relacdo ao carrinho.
Admita que a massa do fio do péndulo € desprezdvel e que o raio da
esfera € muito menor que L.
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Resolucao. A velocidade do carrinho sera

sempre horizontal e com médulo a ¢, onde

t é o tempo a partir do instante em que a

velocidade do carrinho era nula. A figura

a direita mostra a velocidade v, da esfera, 6

em relacio ao carrinho, no caso em que 6 Vele

é positiva. O médulo de v,/ € igual a L6

e usando um sistema de eixos com x na

direcdo e sentido de d e y na vertical e para

cima, as componentes vetoriais de v, Jc € da velocidade do carrinho sdo:

Vejc = LO(—cosBi+sinb j) Ve=ati
A velocidade da esfera em relacdo a mesa € a soma desses dois vetores
Ve=(at—L6Ocosf) i+L0Osinbj
As energias cinética e potencial gravitica da esfera sdo:

E. = g (a2r2+L29'2—2atLé cose)

U=-mglL cosf
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A seguir calculam-se as derivadas parciais dessas energias

AE . OE .
C =mL?0-matL cos — =matL6 sin

Gl 06

U

% zmgLsine

e aplica-se a equacdo de Lagrange

mL>6—mal cosf +matL6sind—matL6 sinf

+mgLsing =0
Obtém-se assim a equacdo de movimento

6= ﬁ(305(9—551106 (8.6)
L L

Para que exista equilibrio, o angulo devera ser:
a
0 = tan~! (—) (8.7)
8
e a derivada da aceleragdo generalizada em ordem ao angulo é

a6

— = —zsiné - §COS€
00 L L

que é negativa, porque no ponto de equilibrio 6 estd entre O e 7/2. Conclui-se

que o equilibrio € estdvel; o péndulo pode oscilar em torno do angulo 8 de

equilibrio.

Observe-se que a equacdo de movimento depende da aceleragcdo do carrinho
mas nao da sua velocidade. A observagdo da posicdo de equilibrio do
péndulo permite medir o valor da aceleracdo do carrinho, mas ndo a sua
velocidade.

8.4. Forcas dissipativas

Em todos os exemplos das seccdes anteriores ndo existiam for¢as ndo conser-
vativas e, assim sendo, a forca generalizada era nula. Os exemplos seguintes
mostram casos em que existem forcas ndo conservativas.
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e A
Exemplo 8.5
Um péndulo simples é formado por um objeto pequeno de massa m,
pendurado de um fio de comprimento /. A massa do fio € desprezavel
comparada com m. Determine a equacao de movimento, incluindo a
resisténcia do ar.

[ cos@ 9

A J

Resolugdo. A forca de resisténcia do ar € proporcional ao quadrado
da velocidade do péndulo, e na direcdo oposta a essa velocidade (ver
equacio 4.16 do capitulo 4). Como a velocidade do péndulo é igual a /6, a
expressdo para a forca de resisténcia do ar é:

F,=-CI%10|6

onde C é uma constante. Fixando a origem no ponto onde o fio estd colado,
a posicdo do ponto onde atua essa forga é

F=1(sinfi—-cosbj)

e a sua derivada em ordem a 6 €

-

d_; =1(cosfi+sinfj)=1éy

onde €y € o versor tangente 2 trajetéria circular do péndulo, no sentido em
que 6 aumenta. A forca generalizada é
- d? 2 . LR - 3 . .
0o=F. -5 = (—cz |0|9e9) (12g) = —-CI%10]6
de
As energias cinética e potencial e as suas derivadas sao semelhantes as do
ultimo exemplo da secc¢do anterior, substituindo a = 0

Eczgl%ﬂ U=-mglcosf
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E. . E, .
6' =mi*6 889 =0 aa—lej:mglsmé

A equagdo de Lagrange conduz a

) cl . .
§=-5 ging—="16|6 (8.8)
l m

8.5. Forcas de ligacao

Uma das vantagens da mecénica lagrangiana, em relacdo a mecanica vetorial,
€ ndo ter que identificar as forgas de ligacao, as suas direcdes e os pontos
onde sdo aplicadas. No entanto, em alguns casos pode ser necessdrio ter de
calcular essas forcas. Por exemplo, quando existe atrito cinético entre duas
superficies, a for¢a de atrito € proporcional a for¢a de reacdo normal, que é
uma de forcas de ligacao.

Existe um método que permite calcular as forcas de ligacdo a partir das
equagdes de Lagrange. Comeca-se por identificar a restricao a qual esta
associada a forga de ligagdo e escreve-se na forma f(q1, . . ., g,) = constante.
No caso do exemplo 8.2, a restricdo de que o comprimento do fio € constante,
y1 +2y2 + y3 = k, é responsdvel pela aparicdo da for¢a de tensdo ao longo
do fio e faz com que y3 possa ser substituida em termos de y; e y». Assim
sendo, para calcular a tensdo no fio, faz-se de conta que as 3 varidveis (y1, y2,
y3) sdo todas coordenadas generalizadas, aumentando o nimero de equagdes
de Lagrange para 3, introduz-se uma fungdo A, chamada multiplicador de
Lagrange e uma condicéo adicional, f(y1, y2, y3) = constante, que no caso
do exemplo 8.2 & y; +2y2 + y3 = k.

O passo seguinte consiste em acrescentar um termo —1 0 f/0q; a cada
equacdo de Lagrange, ficando

d (E.\ OE. oU _of
S ) I A S A (8.9)
dt (3611) dq; dq; " oq;

onde j = 1,...n. O exemplo a seguir mostra como calcular o multiplicador
de Lagrange. Cada termo —10f/dq; é a componente da forca de ligagio
segundo g;. No caso do exemplo 8.2, -1 0 f/0y1,—A0f/0y2e —10f/dy3
sdo os valores da tens@o do fio sobre cada um dos 3 blocos, que sdo
diferentes.
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e A
Exemplo 8.6
Um bloco de massa m escorrega sobre um plano inclinado de massa
M que tem rodas que lhe permitem deslocar-se livremente sobre uma
mesa horizontal, como mostra a figura. O coeficiente de atrito cinético
entre o bloco e o plano inclinado € y.. Admitindo que a massa das
rodas é muito menor que m € M e que o atrito no eixo das rodas é
desprezavel, encontre as equacdes de movimento do sistema.

J /%

A J

Resolucao. Na figura acima j4 foram indicados também os dois sistemas
de eixos usados a seguir; os eixos s e g estdo fixos 2 mesa € 0s eixos x e y
deslocam-se com o plano inclinado.

Este exemplo é semelhante ao exemplo 8.1, mas com uma for¢a ndo
conservativa: atrito cinético entre o bloco e o plano inclinado. Como a forca
de atrito cinético € igual a y. R, onde R € a rea¢do normal entre o bloco e o
plano, é necessdrio calcular essa reacio normal. E necessério ento fazer de
conta que o bloco ndo mantém o contacto com o plano inclinado e que as
duas coordenadas x e y podem variar. Nesse caso existem assim 3 graus de
liberdade: x, y e s e a equagdo da restricdo que faz com que o bloco esteja
sempre em contacto com o plano inclinado é:

f(x,y,s) =y = constante

Introduz-se um multiplicador de Lagrange A e as 3 componentes generaliza-
das da for¢a de ligacdo sdo:

af of
A—=0 A—==2 A—==0
ox ay as

Isso mostra que a for¢a de ligacao aponta na dire¢do do eixo y e o multiplicar
de Lagrange € a prépria reacao normal R, entre o bloco e o plano.

Para determinar as componentes das velocidades em funcio das velocidades
generalizadas (x, y, §), mostra-se a seguir um método diferente do que foi
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usado na resolucdo do exemplo 8.1. O vetor posicdo do centro de massa do
plano inclinado é
Tp=Sés+qéy

e a sua derivada € o vetor velocidade do plano inclinado: V), = § é;.

A posicdo do bloco em relagdo ao centro de massa do plano inclinado é
Fb/p:?0+xi+yj

onde 7o € o vetor desde o centro de massa do plano inclinado até a origem
dos eixos xy. A posi¢do do bloco em relagdo a mesa € r, + 11,3 COMO 08
versores do referencial xy, em relacdo ao referencial sg, sao

I =cosfés+sinf e, J=—sinfés +cosbeé,
entdo a posi¢do do bloco, no referencial sg fixo a mesa, é

b =(s+x cosf —ysinf) é
+(q+xsinf +y cosb) é; + 7,

e derivando obtém-se a velocidade do bloco
Vb = (§ + X cos — y sinf) é; + (& sinf + y cosb) ¢,
Como a energia cinética de rotacdo das rodas € desprezdvel, a energia

cinética total do sistema é:

M 5 m 4
EC:EVp'l‘EVb

M
- 5;%% (s'2+x2+y'2+2s'(x cos 6 — § sinH))

A altura do bloco, em relagdo a mesa é
h="7,-ég=qg+xsin6+ycosf+ h,
e, ignorando os termos constantes, a energia potencial gravitica do sistema é

U=mg (x sinf+y cosb)

Neste caso existe uma forga interna que realiza trabalho: a forca de atrito
cinético entre o bloco e o plano inclinado. Para calcular as componentes Q
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da forca generalizada hé que ter em conta que na expressdo Q; = F-oF /0q;
o vetor 7 € a posi¢do do bloco em relagio ao plano inclinado 75/, porque a
forca ¢ interna; usando a expressdo dada acima para 7/, as 3 derivadas
parciais sdo 07 /dx =1, 0F/dy = je dr/ds = 0. Como a forga de atrito é
Ue Ry 7, as trés componentes da for¢a generalizada sdo entdo

Qx:/JcRni'i:ﬂcRn Qy:/JCRni'j:O
Qs:0

As equagdes de Lagrange 8.9 para as 3 coordenadas sdo

d (OE. _8EC+8U 8_f_Q
de \ 0x ox  Ox ax =
= m(X+5cosf+gsinh) =pu.Ry
OE;\ OE. oU Hf_
(5y) ay "oy Oy
= m(y—§sinf+g cos&)—Rn=0

(28 25 000

a5 | " as Tas tas 9
= M+m)§+m(Xcosf—7ysinf) =

=le

Estas 3 equagdes podem ser resolvidas para encontrar as 2 equagdes de
movimento para ¥ e § em funcdo de (x, s, X, §) e a for¢a de ligacdo R,. Para
substituir y, y e ¥ em funcio das coordenadas e velocidade generalizadas (x,
s, X, §) usa-se a equacdo da restricdo, f(x, y, s) = constante, que neste caso
€ y = constante e, portanto, j = 0. Eliminando os termos j nas equagdes de
Lagrange e resolvendo para &, § € R obtém-se

(M +m)gp . mgpcosd
= _— §f= —m78M—
M+mpsin M+mpsind
mM g cos6
R =—"° """ 1
" M+mpsing (8.10)

onde 8 = sin 8 — . cos 8. No caso em que o atrito cinético é desprezado
(ue = 0), B éigual asin 6 e as equagdes de movimento sdo as mesmas que
foram obtidas no exemplo 8.1.
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Perguntas

1. Uma barra muito comprida e homogénea, de comprimento L e massa
m, estd a cair para o chdao. No ponto A o coeficiente de atrito estético é
suficientemente elevado para evitar que o ponto A se desloque enquanto
o angulo 8 diminui. Determine a expressdo para a energia cinética da
barra, em func¢io da velocidade angular @

1 )
A. —mL?6?
8

1 )
B. —mL?§?
6

1 )
C. —mL?6?
12

2. Numa méaquina de Atwood, penduram-se dois blocos nos extremos de
um fio que passa por uma roldana (ver figura); o bloco mais pesado desce
com aceleracio constante e o bloco mais leve sobe com o mesmo valor
da aceleracdo. Desprezando o atrito no eixo da roldana e a resisténcia do
ar e sabendo que as massas dos blocos sdo 3m e 4 m e a roldana é um
disco homogéneo com massa 2 m, determine o valor da aceleracdo dos
blocos.

A. g/7 D. 3g/4
B. g E. g/8
C. 7g/8



202 Mecanica lagrangiana

3. A energia cinética de uma particula em movimento sobre um cilindro de
raio R é m (R? 62 + 2%)/2, em que 6 e z siio as coordenadas da posicio da
particula no cilindro, e a sua energia potencial é a z2/2 + b6%/2 + c 76,
onde a, b e ¢ sdo constantes. Determine a aceleragio 6.

A _DO+cz p, _bo+az
m mR
g _bf+cz g _bo+az
m R? m R2
bl +cz
cC. —
mR

4. As expressdes para as energias cinética e potencial de um sistema com
dois graus de liberdade, x e 6, sdo: E. = 5%2+116%2e U = -3 x96.
Encontre a expressdo para a aceleracdo 6.

A. 36/22 D. 3x6/22
B. 3x6/5 E. 3x/5
C. 3x/22

5. As energias cinética e potencial gravitica de um corpo celeste em 6rbita
a volta do Sol sdo dadas pelas expressdes

2
m . . drm
E. = §(r292 +72) U=-
r
onde m € a massa do corpo, r a distancia do Sol ao corpo, 6 um angulo
medido no plano da érbita com vértice no Sol, as distancias estdo a ser

medidas em unidades astrondmicas e o tempo em anos. Encontre a
equacdo de movimento para 7

2 ) 2
. 2 . -
N rQ—( 71) D.r0-Q2nr)

2
' E. r262 - (Q—F)

B. r29—(2ﬂr)2 r

2
C. ré? - (Q—H)

r
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Problemas

1.

No exemplo 8.1, se as massas sdo m = 0.6 kge M = 2.5 kg e o angulo é
0 = 20°, (a) determine os valores da aceleracdo do plano inclinado e do
carrinho em relagd@o ao plano inclinado. (b) Se num instante inicial o
plano inclinado e o carrinho estdo em repouso, com xp = 20 cm, calcule
o valor da velocidade, relativa ao plano inclinado, com que o carrinho
chega a base do plano inclinado (x = 0) e o tempo que demora. (c¢) Na
alinea anterior, calcule o valor da velocidade do plano inclinado quando
o carrinho chega a base do plano inclinado.

Cola-se um extremo de um fio num ponto P de uma roldana, enrolando-o
e pendurando um bloco de massa m no outro extremo. O sistema tem
um Unico grau de liberdade, que pode ser a altura y que o bloco desce.
Admita que a roldana é um disco homogéneo com massa igual & massa
do bloco e que a massa do fio, a forga de atrito cinético no eixo da roldana
e a resisténcia do ar sdo desprezaveis. (a) Encontre o valor da aceleragao
do bloco, em relagdo a aceleracdo da gravidade. (b) Se o bloco parte do
repouso, determine o valor da sua velocidade apés ter descido 50 cm.

No sistema representado na figura, a massa das rodas e da roldana e o
atrito nos seus eixos podem ser desprezados. (a) Determine as expressdes
para as energias cinética e potencial do sistema, em fungdo do dngulo 6 e
do deslocamento horizontal x do carrinho. (b) Determine as expressdes
da aceleracdo do carrinho e da aceleracio angular . (c) Encontre o valor
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do angulo 8 na posicao de equilibrio do péndulo e diga se o equilibrio é
estdvel ou instdvel. (d) Determine o valor da aceleracio do carrinho, no
caso em que o péndulo permaneca na posicao de equilibrio.

20 cm

4. A roldana fixa no sistema da figura tem massa m e a roldana mével tem
massa 2 m (ambas podem ser consideradas discos uniformes). A massa
do carrinho é 20m e a massa do cilindro mais o suporte que o liga a
roldana mével é 8 m. Admita que a massa do fio e das rodas do carrinho,
a forca de atrito cinético nos eixos das roldanas e das rodas do carrinho e
a resisténcia do ar sdo desprezaveis. (a) Mostre que, em funcio da altura
y que o cilindro desce, as energias cinética e potencial do sistema sdo

93 5

E.=—my

5 U=-10mgy

(b) Determine o valor das aceleracdes do cilindro e do carrinho.
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S.

Um bloco de massa m desce um plano inclinado que faz um angulo 6
com a horizontal. O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e plano
inclinado € u.. Usando a equagdo de Lagrange com um multiplicador,
encontre as expressoes para a reacdo normal do plano sobre o bloco e da
aceleracdo do bloco, i (despreze a resisténcia do ar).

y
. e
—

A barra na figura é homogénea, com massa m e comprimento L = 2 m e
estd apoiada no chdo no ponto A e numa parede no ponto B. No instante
inicial, a barra é colocada em repouso, com angulo inicial § = 30°. Se
o chdo e a parede forem muito lisos, as forcas de atrito nos pontos A
e B sdo desprezaveis e a barra desce até que o angulo 6 diminui até 0.
Admita que os pontos A e B permanecem sempre em contacto com o
chdo e a parede, que a resisténcia do ar € desprezdvel e que a grossura da
barra € muito menor que o0 seu comprimento.

P

I X

(a) Demonstre que em qualquer instante o valor da velocidade do centro
de massa da barra é igual a L §/2. Encontre as expressdes, em funcio do
angulo 0, para: (b) a energia cinética, (c) a energia potencial gravitica,
(d) a aceleragdo angular e (e) a velocidade angular. (f) O tempo que a
barra demora a cair até o chao € o integral

’ de
r_JG ;

Usando a expressio para § obtida na alinea anterior, calcule esse tempo.
(O integral € impréprio e ndo pode ser calculado analiticamente, mas pode
ser calculado numericamente, usando a fun¢@o romberg ou quad_qags
do Maxima.)
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7. Num péndulo simples, composto por um objeto pequeno de massa m
pendurado por um fio de massa desprezdvel e comprimento /, o ponto
onde o fio estd fixo desloca-se para cima e para baixo segundo a expressao
A cos(wt), onde A e w sdo duas constantes. (a) Ignorando a resisténcia
do ar, determine as expressdes para as energias cinética e potencial em
func¢do do angulo 8 que o péndulo faz com a vertical. (b) Determine a
equagio de movimento para 6. (c) Diga para que valores das constantes
A e w o ponto de equilibrio 6 = 0 € estdvel ou instdvel.

8. O saltador na figura encolhe o corpo no ponto P, para rodar mais
rapidamente, e estende-o novamente em Q, para reduzir a rotagdo na
entrada para a dgua. AsalteracOes da velocidade angular sdo consequéncia
da alteragdo do momento de inércia. (a) Se o momento de inércia do
saltador em relacdo ao centro de massa é I, que depende do tempo,
escreva as expressOes para as suas energias cinética e potencial em
funcdo da posicao (x, y) do centro de massa e do dngulo de rotacdo 6.
(b) Usando a equacao de Lagrange para 6, demonstre que 0 momento
angular, L = I 6, permanece constante. (c) Se no ponto P mais alto
da trajetéria o momento de inércia é 3.28 kg-m? e a velocidade angular
6 =4 s~ e no ponto Q 0 momento de inércia é 28.2 kg-m?, determine a
velocidade angular do saltador no ponto Q.

et S R S N

9. A energia potencial gravitica de um corpo celeste de massa m, em Orbita
a volta de outro corpo de massa M, é dada pela expressao (ver problema 2
do capitulo 6):
GMm

U, =
& r
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onde G € a constante de gravitacdo universal e r a distancia entre os dois
corpos. Pode demonstrar-se que as possiveis Orbitas do corpo celeste
sdo sempre planas; como tal, o movimento orbital tem dois graus de
liberdade que podem ser r € um dngulo 6 medido no plano da érbita, com
vértice no corpo de massa M. Nesse sistema de coordenadas polares, o
quadrado da velocidade do corpo de massa m € (202 + 72). (a) A partir
da equacgdo de Lagrange para 6, demonstre que 0 momento angular

L=mr?f

do corpo de massa m, em relagdo ao corpo de massa M, permanece
constante. (b) Encontre a equacdo de movimento para # € mostre que

depende unicamente de e # e nio de 6 nem de 6.

Respostas

Perguntas: 1. B.2. E. 3. B.4. C. 5. C.

Problemas

1.

(a) ¥ = —4.043 m/s? e § = 0.735 m/s>
(b) x=—-1.272m/s, At =0.315s.
(c) §=0.231 m/s.

2. (a)2g/3 (b) 2.56 m/s.
3. (@) Em unidades SI,

4. (b) Cilindro: 10 g/93 ~ 1.05 m/s?. Carrinho: 20 g/93 ~ 2.11 m/s>.

E, =3.03x2+0.00126%2 - 0.012%6 cos@
U=-98x-0.1176 cos @

(9.8 — %) cosf sin @ — 4%
)%= cos?0 —101
(4949 - 505 % 6) sin 6 — 2450 cos 6
o= cos?2 0 —101

(c) 9.37°, estdvel. (d) 1.617 m/s2.

5. Ro=mg cosf, X=—g(sinfh— u.cosh)

1 . L
(b) émLQQ2 () §mg sin @
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- 38 - 3g (1 .
d) 0= 57 cos@ (e)b = 7 (2 smH)
() 0.3977 s.

7. (a) Energia cinética:

% (12 6% + A%w? sin(wt) — 2 Al whsin O sin(w 1))
Energia potencial: m g (A cos(wt) —1[ cos6)

. in @
b) 06 = S (A w? cos(wt) — g)

l
(c) Se Aw? < g, o equilibrio é estdvel, caso contrério, o equilibrio é
instavel.

1,
8. (@) E =%(X2+y2)+5192,U:mgy

d(16 .
b) g = 0, que implica I 6 = constante.

dt
(c) 0.465 571

d . .
9. (a) a equagiio de Lagrange é: T (mr?6) = 0, que implica mr? 6
constante.
L2

onde L, m, G e M sao constantes.



9. Sistemas lineares

Um metrénomo produz pulsos de duracdo regular que podem ser ajustados
deslocando um peso na haste que oscila. Os osciladores jogam um papel
muito importante na teoria dos sistemas dindmicos, como casos tipicos de
sistemas lineares.
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9.1. Sistemas lineares no plano

Um sistema dindmico com duas varidveis de estado € definido por duas
equacdes de evolucdo com a forma geral 7.2 introduzida no capitulo 7:

X1 = fi(x1, x2) X2 = fo(x1, x2) ©.1)

Diz-se que o sistema € linear quando as duas funcdes f; e f> sdo combinagdes
lineares das varidveis de estado:

fi=A1x1+Apx fo = A21x1 + A x 9.2)

onde A11, A1, Ao1 € Agg sd0 quatro constantes.

As duas equagdes de evolug@o podem ser escritas de forma mais compacta

usando matrizes:

9:61 _ A1 A [x1 ©93)
Xo Ao1 Ao [x2

Os pontos de equilibrio obtém-se substituindo o lado esquerdo da equacdo 9.3
por uma matriz com zeros nas duas linhas, dando um sistema de equacgdes
lineares homogéneo; exlcuindo os casos em que o determinante da matriz
A;j seja nulo, esse sistema tem apenas uma solugdo: x; = xo = 0. Assim
sendo, os sistemas dinamicos lineares com matrizes nao singulares tém um
Unico ponto de equilibrio na origem.

Quando as equacdes de evolucio sdo combinacdes lineares das varidveis de
estado mais uma constante, é possivel fazer uma mudanca de varidveis que
torna o sistema linear, como se mostra no exemplo seguinte.
4 N\
Exemplo 9.1
As temperaturas 77 e 75 em duas divisdes de uma casa verificam as
seguintes equacoes:

dT:

d_tl =2-0.2(T; — 8) — 0.5(T1 — T»)
T’

d_f = -0.1(T; — 8) - 0.5(T; — T1)

em que as temperaturas sao medidas em graus Celsius e o tempo em
horas. A temperatura exterior € 8 °C. Os termos —0.2 (77 — 8) e —0.1
(T — 8) representam o calor que sai de cada divisao para o exterior,
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por unidade de tempo, divididos pelas capacidades calorificas de cada
divisdao. O termo —0.5 (77 —73) tem a ver com o calor que passa de uma
divisdo para a outra e o termo constante 2 é devido a que na primeira
divisdao hd um aquecedor ligado que fornece uma quantidade constante
de calor a cada hora. Determine as temperaturas das duas divisdes no
estado de equilibrio e escreva o sistema de forma linear.

0.5
[ T 0.1
= +_

+_
0.2 < 7

~
A1

2y |

A /

Resolucao. Os lados direitos das duas equacdes diferenciais definem as
componentes da velocidade de fase, no espaco de fase (71, 72). Os pontos
de equilibrio, onde o estado do sistema permanece constante, sA0 0s pontos
onde as duas componentes da velocidade de fase sdo nulas. Usando o
comando solve do Maxima,

(%il) eql: 2 - 0.2%(T1 - 8) - 0.5(T1 - T2)$
(%1i2) eq2: - 0.1%(T2 - 8) - 0.5%(T2 - TS

(%i3) solve([eql, eq2]);

236 256
% T2=22T11=22
(%03) H 17 17”

(%i4) float(%);

(%04) [[T2=13.88 T1=15.06] ]

ou seja, no estado de equilibrio as temperaturas das duas divisdes sdo
15.06 °Ce 13.88 °C.

Para tornar o sistema linear basta deslocar a origem de coordenadas para o
ponto de equilibrio. Isso consegue-se definindo duas novas varidveis:

256 236
= T - = T _—
i T 2 ST
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e nesse sistema de varidveis as equacdes do sistema sao (basta eliminar os
termos constantes no sistema original):

X1 =-0.7 X1+ 0.5 X2 X9 = 0.5 X1 — 0.6 X2 (94)

A figura 9.1 mostra as nulclinas, onde cada uma das componentes da
velocidade de fase do exemplo 9.1 é nula. Na nulclina de 75, a derivada
7> é nula e, portanto, se o estado inicial fosse um ponto sobre essa reta, a
temperatura 75 permanecia constante e o estado evoluia na direcio paralela
ao eixo 7. Se o estado inicial estivesse na nulclina de 77, evoluia entdo na
direcdo paralela ao eixo 73. O ponto de equilibrio encontra-se na interse¢ao
das duas nulclinas. Na regido entre as duas nulclinas, os vetores na figura
mostram que a velocidade de fase tem de apontar na dire¢ao do ponto de
equilibrio e o estado deverd aproximar-se do ponto de equilibrio; mas serd
que nas outras regides o estado inicial também se aproxima do estado de
equilibrio? na préxima sec¢do mostra-se um método geral para responder a
essa questao.

T, T, constant

T, constante
138 17 —-———=--~>

0 15.06 T,
Figura 9.1.: Nulclinas e temperaturas de equilibrio no exemplo 9.1.

Quando as equagdes de evolugdo sdo obtidas a partir de uma dnica equagdo
diferencial de segunda ordem, ¥ = f(x, x), o sistema dindmico € linear se a
fun¢do f € uma combinacao linear de x e x. Nesse caso, a forma matricial

do sistema é
X 0 1] |x
= 9.5
X C: Gyl |x

onde C; e Co sdo duas constantes.
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9.2. Estabilidade dos sistemas lineares

No exemplo 9.1, se as temperaturas de cada divisdo atingirem os valores de
equilibrio, permanecerdo constantes. Mas serd que as temperaturas chegam
a atingir esses valores? Ou serd que enquanto a temperatura de uma das
divisdes se aproxima do seu valor de equilibrio a outra temperatura afasta-se
do seu valor de equilibrio? Serd que o ponto de equilibrio € estdvel ou
instavel?

Nos sistemas analisados no capitulo 7, quando o estado inicial do sistema
estd proximo de um ponto de equilibrio instdvel, o sistema pode terminar
afastando-se até o infinito, ou afastar-se inicialmente e a seguir regressar
assimptoticamente para esse ponto e na vizinhanga dos pontos de equilibrio
estavel o sistema oscila. No exemplo 9.1, se existissem ciclos no espaco
de fase, existia a possibilidade de que as duas temperaturas flutuassem
constantemente, sem chegar a se estabilizar.

Nesta sec¢ao introduz-se um método geral para analisar a estabilidade dos
sistemas lineares (comportamento na vizinhanca dos pontos de equilibrio).
A equacdo matricial 9.3 pode interpretar-se como a representacao matricial
da equagao vetorial:

u=Ar 9.6)

onde a posicdo 7 e a velocidade u do estado sdo vetores no espaco de fase e A
¢ um operador linear que atua sobre os vetores do espaco de fase produzindo
outros vetores nesse espaco.

X2 X2

~|
<)
~
<)

Figura 9.2.: Quando a velocidade é na direcdo da posicdo, o sistema
aproxima-se ou afasta-se da origem.
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Se num instante a velocidade u e o vetor posicdo 7, do estado no espago
de fase, sdo na mesma dire¢do, hd duas possibilidades (figura 9.2): se os
dois vetores t€m sentidos opostos, o estado aproxima-se da origem (ponto
de equilibrio) e se ttm o mesmo sentido, o estado afasta-se da origem. A
condi¢@o para que i e 7 tenham a mesma diregéo é

i= A7 9.7)

onde A € um nimero real. Se A € positivo, o sistema afasta-se-4 do ponto de
equilibrio e se A € negativo, o sistema aproxima-se do ponto de equilibrio.
Substituindo a expressdo anterior na equacao 9.6, obtém-se:

09

Os vetores 7 que verificam a condi¢do 9.8 chamam-se vetores préprios
do operador A e os respetivos valores A sdo os valores préprios do
operador.

Exemplo 9.2
Encontre os valores e vetores proprios do sistema linear do exemplo 9.1.

Resolucdo. Como as equagdes de evolucdo ja foram armazenadas nas
varidveis eql e eq2, pode usar-se o comando coefmatrix para obter a matriz
do sistema (equagao 9.4):

(%i5) A: coefmatrix ([eql,eq2],[T1,T2]);
T
(%05) 110

o] et =

2

que sdo as mesmas 4 constantes nas equacdes 9.4. A seguir, pode usar-se o
comando eigenvectors do Maxima para obter valores e vetores préprios:
(%i6) eigenvectors (A)S$
(%i7) float (%);

%07) [[[-1.152, —0.1475], [1.0, 1.0]], [ [[1.0, —=0.905] ], [ [1.0, 1.105] ]]]

A primeira lista mostra os valores proprios, 4; = —1.152 e Ay = —0.1475;
a segunda lista sdo as “multiplicidades” de cada valor préprio, que neste
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caso sdo ambas 1. As dltimas duas listas definem as direcdes dos vetores
proprios correspondentes aos dois valores préprios; quaisquer vetores na
mesma direcao de um desses dois vetores, também € vetor proprio.

Como existem dois valores proprios negativos, existem assim duas dire¢des
no plano de fase em que o estado do sistema aproxima-se do estado de
equilibrio na origem. Pode obter-se o retrato de fase do sistema usando o
comando plotdf:

(%i8) vars: [x1, x2]$

(%19) plotdf ([A[1].vars, A[2].vars], vars);

A notagdo A[i] usa-se para obter a linha i da matriz e o ponto indica produto
matricial. A figura 9.3 mostra o retrato de fase.

10 <

'1910 5 0 5 10

X1

Figura 9.3.: Retrato de fase do exemplo 9.1. As duas retas seguem as
direcdes dos dois vetores proprios.

As direcdes dos dois vetores proprios (as duas retas) sdo tragadas escrevendo
no campo “Trajectory at” do menu de configuragdo as coordenadas dos
vetores obtidos no resultado (%07) e as mesmas coordenadas com sinais
opostos. Se o estado inicial ndo estiver sobre uma das direcdes dos
vetores proprios, a curva de evolucdo aproxima-se rapidamente do vetor
correspondente ao valor préprio com menor valor absoluto.

Observe-se que as duas nulclinas representadas na figura 9.1 encontram-se
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aos dois lados da reta com declive positivo, no retrato de fase 9.3 e cruzam-se
na origem, onde foi deslocado o ponto de equilibrio.

Se inicialmente a temperatura em toda a casa for igual & temperatura exterior,
T, = T> = 8, entdo os valores iniciais das varidveis x; € xo serdo 8 — 15.06
e 8 — 13.88; a curva de evolugcdo no espaco de fase e a evolucdo das
temperaturas em funcdo do tempo podem ser tracadas com o comando
seguinte:

(%i10) plotdf ([A[1l].vars, A[2].vars], vars,[versus_t,1],

[trajectory_at,8-15.06,8-13.88], [direction, forward]);

O resultado mostra-se na figura 9.4. Os gréficos em funcdo do tempo
mostram que ap6és 30 horas, as duas temperaturas atingem praticamente os
valores de equilibrio.

10 10
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Figura 9.4.: Curva de evolugao e temperaturas em fungio do tempo, quando
as duas temperaturas iniciais sao de 8°C.

9.3. Classificacao dos pontos de equilibrio

A forma geral de um sistema dindmico linear, com qualquer nimero de
variaveis, €:

dr
— = A7 9.9
T r 9.9)
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em que 7 € a posi¢do do sistema no espaco de fase e A € um operador linear.
Num espaco de fase com duas varidveis de estado x; e x2, a representacao
matricial da equagdo 9.9 € a equagdo 9.3.

Se o determinante da matriz det(A) = |A;;| € diferente de zero, existe um
tinico ponto de equilibrio, na origem: 7 = 0.

A existéncia de valores préprios da matriz A implica existéncia de dire¢des
em que o estado aproxima-se ou afasta-se em linha reta do ponto de equilibrio.
Os valores proprios da matriz A sao os valores A que verificam a equacio 9.8.
No espaco de fase com duas varidveis, essa equacio conduz a:

Ann—A1  Ap

=0 (9.10)
Aoy Agp — A

Calculando o determinante, obtém-se a seguinte equagao quadrética, cha-
mada equacio carateristica:

A2 —tr(A) A + det(A) = 0 9.11)

onde tr(A) = Aj; + Ag é0 traco da matriz e det(A) = A11A20 — A12A91
€ o determinante. As duas raizes da equagdo carateristica sao:

2
A= tr(QA) + \/ [tr(QA)] — det(A) 9.12)

Se as raizes forem nimeros complexos, significard que nao existem vetores
préprios no espago de fase (x1, x2). Se existir uma tnica raiz real, existird
pelo menos um vetor préprio no espaco de fase e se existirem duas raizes
reais diferentes, existirdo dois vetores proprios linearmente independentes
no espaco de fase.

9.3.1. Pontos de sela

Quando o determinante det(A) € negativo, a expressdo dentro da raiz na
equacdo 9.12 é positiva e

2
\/ [tr(QA)] — det(A) >

(9.13)

tr(A)
]
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Isso implica que existem dois valores préprios reais, 4; e A2, com sinais
diferentes, um deles positivo e o outro negativo.

A esses dois valores proprios correspondem dois vetores proprios linearmente
independentes, que definem duas direcdes no espaco de fase onde o sistema
evolui ao longo de uma reta (ver figura 9.5). Na direcdo correspondente ao
valor préprio negativo, o sinal negativo implica que o estado se aproxima
da origem. Na direcdo associada ao valor préprio positivo, o sinal positivo
implica que o estado se afasta da origem.

X2

(

A]>0

;LZ < X1

/—\

Figura 9.5.: Ponto de sela: existem duas dire¢des em que o estado evolui
em linha reta, num dos casos afastando-se da origem e no outro
caso aproximando-se.

As outras curvas de evolugado do sistema serdo todas curvas que se aproximam
da origem durante algum tempo, mas acabam sempre por se afastar até o
infinito (figura 9.5). A denominacao desse tipo de ponto de equilibrio é
ponto de sela. Trata-se de pontos de equilibrio instavel.

Observe-se que nos pontos de sela, a pesar de existirem curvas de evolucio
que comegam ou terminam nesse ponto, ndo podem existir 6rbitas homocli-
nicas porque essas curvas de evolucdo sdo retas que se estendem até infinito.
As orbitas homoclinicas sé aparecem nos sistemas nio lineares. As orbitas
heteroclinicas também ndo aparecem nos sistemas lineares porque precisam,
pelo menos, de dois pontos de equilibrio, mas os sistemas lineares tém um
Unico ponto de equilibrio.
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9.3.2. Nos estaveis e instaveis

Quando o determinante det(A) é positivo mas menor que tr(A)?/4, existem
duas solugdes reais da equacdo 9.12, ambas com o mesmo sinal de tr(A).

Se os dois valores préprios sdo negativos, existem duas dire¢des no espago
de fase em que o estado se aproxima do ponto de equilibrio (lado esquerdo
da figura 9.6); devido a continuidade das curvas de evolucdo do sistema,
qualquer outra curva de evolug@o serd uma curva que se aproxima do ponto
de equilibrio. A denominacdo do ponto de equilibrio é né estavel, ou
atrativo.

X2 X2
l] >0

)LQ>O

X7 X1
)Lg <0
l[ <

Figura 9.6.: Quando existem dois valores préprios reais, diferentes, com o
mesmo sinal, o ponto de equilibrio é um nd, estdvel (esquerda)
ou instavel (direita).

Se os dois valores proprios sdo positivos, existem duas direcdes no espago
de fase em que o estado se afasta do ponto de equilibrio. Qualquer que seja
o estado inicial, o sistema sempre se afasta do ponto de equilibrio (lado
direito da figura 9.6) e o ponto chama-se né instavel, ou repulsivo.

9.3.3. Focos e centros

Quando o determinante det(A) é maior que tr(A)?/4, as duas solucdes da
equacdo 9.12 sdo nimeros complexos 4 = a + i b. Isso quer dizer que ndo
existem curvas de evolucdo que sejam retas. Todas as curvas de evolucdo
sdo curvas.

O sinal da parte real das solugdes complexas da equagdo 9.12 determina se
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as curvas de evolucio se aproximam ou afastam do ponto de equilibrio. Se
a parte real das raizes € negativa (matriz com traco negativo), as curvas de
evolugao do sistema sao espirais que se aproximam do ponto de equilibrio
(lado esquerdo da figura 9.7) e o ponto de equilibrio € designado de foco
estavel, ou atrativo.

X2 A=az+ib X2
a<0 a>0
Xi X

Figura 9.7.: Quando os valores préprios sdo complexos, o ponto de equili-
brio € um foco, estdvel (esquerda) ou instdvel (direita).

Se a parte real das raizes € positiva (matriz com trago positivo), as curvas de
evolucdo do sistema afastam-se do ponto de equilibrio, formando espirais
(lado direito da figura 9.7) e o ponto de equilibrio € designado de foco
instavel, ou repulsivo.

Se o traco da matriz € nulo, as solucdes da equacdo 9.12 sdo dois nimeros
imagindrios puros, com a mesma parte imagindria mas com sinais opostos.
Nesse caso todas as curvas de evolucao do sistema sdo ciclos e o ponto de
equilibrio, estdvel, chama-se centro.

A figura 9.8 apresenta um sumdrio dos diferentes tipos de ponto de equilibrio,
em fung¢ao do trago e o determinante da matriz do sistema.

9.3.4. NGs proéprios e improprios

Quando o determinante det(A) é exatamente igual tr(A)?/4 (pontos na
parédbola na figura 9.8), existe unicamente um valor préprio real.

Essa situagcdo conduz a dois tipos diferentes de ponto de equilibrio. Se
a matriz € diagonal, os valores na diagonal sdo necessariamente o valor
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det(A) e
Focos estiveis Focos instaveis det(A) = 1 tr (A)

Nos estaveis Nos instaveis

//N Centros
N

“1 w(A)
2

Pontos de sela Pontos de sela

DN 7
N Z

Figura 9.8.: Tipos de ponto de equilibrio de um sistema linear com duas
varidveis de estado.

proprio e qualquer vetor do espaco de fase € vetor préprio da matriz. Isso
implica que todas as curvas de evolu¢ao do sistema sdo retas que passam
pela origem, afastando-se, se o valor proprio € positivo (lado esquerdo na
figura 9.9) ou aproximando-se, se o valor préprio € negativo. O ponto de
equilibrio denomina-se né proéprio, estavel ou instdvel, dependendo do sinal
do valor préprio.

Na segunda situacao possivel, quando a matriz ndo € diagonal, existe um
Unico vetor préprio e o ponto de equilibrio é designado de né impréprio.
Existe unicamente uma dire¢do no espacgo de fase em que o estado evolui
em linha reta; todas as outras curvas de evolucdo do sistema acumulam-se
nessa direcdo. Se o valor préprio € negativo, o né impréprio € estdvel (lado
direito na figura 9.9) e se o valor préprio € positivo o ponto de equilibrio é
um né improéprio instivel.

Uma forma conveniente de identificar o tipo de equilibrio num sistema linear
€ a seguinte: se a matriz é diagonal, os nimeros na diagonal sdo os valores
préprios. Se os dois valores préprios na diagonal sdo iguais, o ponto € um né
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X2 X2

X1 X

A<0
A>0

Figura 9.9.: Retratos de fase de um né préprio instavel (esquerda) e de um
né improéprio estdvel (direita).

préprio, repulsivo se o valor préprio € positivo ou atrativo se o valor préprio
é negativo; nesse caso qualquer vetor no plano de fase € vetor préprio.

Se a matriz ndo € diagonal, escreve-se a equagdo carateristica 9.11 e
encontram-se os valores proprios. Em fungao dos valores proprios obtidos,
usa-se a tabela 9.1 para classificar o ponto de equilibrio.

Valores préprios A Tipo de ponto Equilibrio
2 reais; sinais opostos ponto de sela instdvel
2 reais, positivos no repulsivo instavel
2 reais, negativos nd atrativo estavel
2 complexos; parte real positiva  foco repulsivo instavel
2 complexos; parte real negativa  foco atrativo estdvel
2 imagindrios centro estavel
1 real, positivo nd improprio instavel
1 real, negativo né improprio estivel

Tabela 9.1.: Classificacdo dos pontos de equilibrio dos sistemas dindmicos
lineares de segunda ordem.
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9.3.5. Sistemas lineares conservativos

Nos sistemas lineares e conservativos, a condi¢do 7.14 de que a divergéncia
€ nula implica, a partir das equacgdes 9.2,

A11 + A22 =0 (914)

ou seja, o trago da matriz do sistema, tr(A), € nulo e, de acordo com o
gréfico 9.8, o ponto de equilibrio na origem pode ser unicamente um centro,
se for estavel, ou um ponto de sela, se for instavel. Os sistemas lineares
conservativos nunca tém nés nem focos.

9.4. Osciladores lineares

Nos sistemas mecanicos com um dnico grau de liberdade s, a equagdo de
movimento conduz a um sistema dindmico linear quando € uma combina¢do
linear de s e v:

a;=Cis+Cov (9.15)

onde C; e Co sao constantes. O termo C; s € a componente conservativa da
forca tangencial, dividida pela massa m e o termo Ca v € a componente nio
conservativa da forca tangencial, dividida por m.

Exemplo 9.3

Um oscilador invertido ¢ um sistema com equacdo de movimento
§ = C s, onde C € uma constante positiva. Analise a estabilidade do
sistema e represente o retrato de fase em unidades em que C = 1.

Resolucao. As varidveis de estado sio s e v e a forma matricial das equagdes
de evolugdo (equagdo 9.5) é:
s 0 1f]s

% C 0Of|v

O traco da matriz € nulo e o determinante € igual a —C, que € negativo.
Assim sendo, a equagio carateristica é 12 — C = 0 e os valores proprios sdo
VC e —V/C. De acordo com a tabela 9.1 o ponto de equilibrio na origem é
um ponto de sela (instdvel).

O retrato de fase, no caso C = 1, constréi-se com o comando:
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(%i11) plotdf ([v, s], [s, vI)$

A figura 9.10 mostra o grafico obtido, apds tracar manualmente algumas
trajetdrias.

10

R

~ T~

'1910 5 0 5 10

Figura 9.10.: Retrato de fase do oscilador invertido.

Exemplo 9.4
Analise a estabilidade e as curvas de evolucao de um oscilador harmo-
nico simples.

Resolucao. O oscilador harménico simples foi estudado na secgao 6.4, onde
se mostra que a equagdo de movimento € (equacdo 6.31):
§=-Cs
onde C é uma constante positiva.
Assim sendo, a forma matricial do sistema €:

sl 10 1f]s

% -C 0] |v

O trago da matriz é zero e o determinante é C, que € positivo. Consequente-
mente, os valores proprios sdo dois nimeros imagindrios puros:

1= +iVC
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e o ponto de equilibrio € um centro.

1%

Vi

-
A

Figura 9.11.: As curvas de evolucdo do oscilador harménico simples sdo
todas ciclos.

Se o oscilador estd inicialmente no estado de equilibrio, s = v = 0,
permanece em repouso; caso contrario, a curva de evolucdo € uma elipse
(figura 9.11), que corresponde a um movimento harménico simples com
frequéncia angular Q = VC. Isto &, sempre que os valores préprios de um
sistema linear de duas varidveis sejam imagindrios puros, o sistema € um
oscilador harménico simples, com frequéncia angular Q igual ao médulo
dos valores préprios, |A|. No caso de um corpo de massa m ligado a uma
mola com constante eldstica k, a constante C é k/m e a frequéncia angular
ék/m.

9.4.1. Osciladores amortecidos

O oscilador harménico simples do exemplo 9.4 é um sistema idealizado,
pois na prética existem forcas dissipativas. Um exemplo € o sistema de
amortecimento de um automével (figura 9.12). Cada roda estd ligada a
carrogaria por meio de uma mola eldstica; no interior de cada mola hd um
cilindro (amortecedor) com um pistdo que se desloca dentro de 6leo.

Se y for a altura do ponto da carrocaria onde estd apoiado o amortecedor,
medida desde a posi¢do de equilibrio y = 0, a for¢a vertical resultante sobre
a carrogaria é:

Fy=-ky-Cv (9.16)
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Figura 9.12.: Sistema de suspensio de um automével.

em que k e C sdo constantes positivas; k € a constante eldstica da mola e
C depende do tamanho do pistao e do coeficiente de viscosidade do 6leo
dentro do amortecedor.

Essa forca conduz ao seguinte sistema linear:

y 0 1
).) = 9 9 Y 9.17)
vy Q% —a*| |vy

onde Q é a frequéncia angular, \/k/m, e a é igual a A/C/m.

O traco da matriz do sistema é —a?, negativo, e o determinante é Q2

positivo. Assim sendo, os valores proprios sao ou nimeros reais negativos
ou nimeros complexos com parte real negativa. Isso implica que o sistema
¢ sempre estdvel, acabando por ficar em repousoem y = 0 e v, = 0.

No entanto, a forma como o sistema se aproxima do ponto de equilibrio
dependerd do tipo de ponto. Diz-se que o amortecimento € fraco quando,

at <402 (9.18)

e nesse caso os valores préprios sdo complexos; a matriz do sistema estd na
regido dos focos estdveis na figura 9.8. A evolucdo de y em func¢do do tempo
¢ um movimento oscilatério com amplitude decrescente, como mostra a
figura 9.13.

No caso em que:
at=40? (9.19)
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y

/ amortecimento fraco

1 ‘

. \

y \
\

criticd,

D
— A

I

+ forte =%

Figura 9.13.: Variagao da altura y em funcio do tempo, para os trés tipos
de amortecimento.

diz-se que ha amortecimento critico. Nesse caso existe um tnico valor
proprio real. Como a matriz ndo € diagonal, o ponto de equilibrio € um
né impréprio estavel. A evolucdo de y em funcdo de ¢ é apresentada na
figura 9.13.

Finalmente, no caso de amortecimento forte,

at > 402 (9.20)

existem dois valores proprios diferentes e negativos. O ponto de equilibrio
é um no estdvel e y aproxima-se mais rapidamente do ponto de equilibrio
(figura 9.13).

O sistema de suspensdo deve garantir que o sistema se aproxime diretamente
do equilibrio sem passar vérias vezes por esse ponto, 0 que tornava o auto-
movel muito inseguro. Como tal, o amortecimento deve ser suficientemente
forte para que o ponto de equilibrio seja um né.

Com o uso, a sujidade e as impurezas no 6leo dentro dos amortecedores do
automovel fazem com que o coeficiente de viscosidade diminua; hd também
perdas de 6leo. Esses fatores reduzem o valor da constante o por baixo
do valor critico. Se, empurrando a carrocaria do automével para baixo, o
automovel oscila ligeiramente, estd na altura de substituir os amortecedores.
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Perguntas

1. Quantas dimensdes tem o espago de fase de um oscilador harménico
simples em trés dimensdes (x, y, z)?

Al C. 3 E. 6
B. 2 D. 4

2. Os valores proprios de um oscilador harménico simples sao 4ie —41i
(em unidades SI). Calcule o periodo de oscilacdo, em segundos.

A 4dn C. n/4 E. n/2
B. n D. 2n

3. Se F; é a componente tangencial da forca resultante sobre uma particula,
s € aposicdo na trajetdria e v a velocidade, qual das seguintes expressoes
conduz a um sistema linear?

A. Fy=3sv D. F;=2s5(1-y)
B. F;,=2v E. F, =352
C. F, =2 sin(s)

4. O espaco de fase de um sistema € o plano (x, ). Qual pode ser a equagio
diferencial associada a esse sistema?

A i=x2-2¢ D. x=x2-2¢
B. 3xi + 2% = x2 E. 3t% + 2% = x2

C. 3%+ 2xx = x2

5. A matriz de um sistema linear de segunda ordem tem trago igual a 4 e
determinante igual a 3. Que tipo de ponto fixo € a origem?

A. n6 instavel D. foco instavel
B. no estavel E. foco estavel

C. ponto de sela
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Problemas

1. Em cada caso, use o0 Maxima para encontrar os valores e vetores proprios
do sistema. Diga que tipo de ponto equilibrio tem cada sistema e
represente os retratos de fase.

(a) x=x+y y=4x+y
(b) x=-3x+V2yy=vV2x-2y
(c) x=x-y y=x+3y

2. A figura mostra a curva de evolucado hipotética de uma bola que cai
em queda livre e € disparada para cima novamente apds ter batido no
chdo, se ndo existisse nenhuma forga dissipativa. A parte do grafico
para valores positivos de y corresponde ao lancamento vertical de um
projétil, ignorando a resisténcia do ar. A parte do gréfico para valores
negativos de y corresponde a deformacao eldstica da bola quando choca
com o chao; durante o tempo de contacto com o chao, admite-se que o
movimento vertical da bola € um movimento harménico simples, sem
dissipacdo de energia.

v

Sabendo que a altura médxima atingida pela bola € 4 = 10 m e que a
deformacdo méaxima quando a bola bate no chao € A = 1 cm, calcule:
(a) A velocidade mixima da bola ao longo do seu movimento. (b) A
frequéncia angular da deformacio eldstica da bola. (c) O tempo que dura
0 contacto entre a bola e o chao.

3. Um bloco com massa m = 0.6 kg que se encontra sobre uma mesa
horizontal estd ligado a uma mola eldstica com constante £ = 50 N/m
(s =0 ¢é aposicdo em que a mola ndo estd nem comprimida nem esticada).
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O coeficiente de atrito cinético entre o bloco e a mesa é y. = 0.4. (a)
Trace o retrato de fase e a curva de evolugdo correspondente as posicdes
iniciais s = £0.07 m e s = £0.09 m (em ambos casos, use velocidade
inicial v = 0.001 m/s). () Com base no retrato de fase na alinea anterior,
diga quais sao os pontos de equilibrio do sistema.

s=0

k I

Um cilindro de massa m estd pendurado, na vertical, de uma mola com
constante eldstica k, tal como na figura 6.2; se y € a altura do centro de
massa do cilindro, na posi¢do em que a mola nao estd nem esticada nem
comprimida, despreze a resisténcia do ar e: (a) Encontre a equacdo de
movimento, a partir da equagdo de Lagrange, ou se preferir, a partir da
segunda lei de Newton. (b) Encontre o valor de y no ponto de equilibrio.
(c) Mostre que o sistema pode escrever-se como sistema linear, com uma
mudanca de varidvel de y para uma nova varidvel z e que a equacdo
de movimento em funcdo de z € a equacdo de um oscilador harménico
simples com frequéncia angular \/k/_m

As quatro molas da suspensao nas quatro rodas de um automével t€m
todas uma constante eldstica k = 15 kN/m. (a) Calcule a altura que o
carro desce em cada roda, quando entram no automoével 4 passageiros,
todos com massa m = 70 kg, admitindo que o peso se distribui por igual
nas quatro rodas. (b) Se a massa total do automével, incluindo os quatro
passageiros, € m = 1350 kg, calcule o valor critico da constante de atrito
C em cada amortecedor (admita que o peso distribui-se por igual nas
quatro rodas e, portanto, a massa equivalente em cada mola € a quarta
parte da massa total). (c¢) Calcule os valores préprios, 4, no caso em que
a constante C for o dobro do valor critico (consulte o problema 4).

A equacdo de movimento a; = C; s + Co v, com C; > 0, descreve um
oscilador invertido, com dissipacdo de energia (se Cz é negativa) ou
com aumento da energia (se Cy € positiva). Mostre que a condicdo
C1 > 0 é suficiente para garantir que existem dois valores proprios reais
diferentes, um positivo e o outro negativo, independentemente do valor
de Cy. Assim sendo, o ponto de equilibrio sempre € um ponto de sela.
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7. Considere-se um oscilador harménico amortecido com equagdo de
movimento:
25§+As+3s5s=0

onde A € a constante de amortecimento. Trace a curva de evolucio e
os gréficos de s(¢) e $(t), com condi¢des iniciais s(0) = 4, $(0) = —1,
para valores do parAmetro A compreendidos entre 0 e 7 (deve usar a
opcdo sliders do plotdf). Analise o comportamento dos graficos para os
diferentes valores de A identificando os trés casos: amortecimento fraco,
amortecimento critico e amortecimento forte.

Respostas

Perguntas: 1. E. 2. E. 3. B. 4. B. 5. A.
Problemas

1. (@)A1 =3,2=-1,v; =1+ 2j, vy =1— 2, Ponto de sela.

11\

4

3 4 0 1 3
X

(b) A1 = =4, 13 = —1,V) =i —(V2/2) ], Vo = i + V2 j, N6 estavel.

)
= O
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(¢) A =2,V =1— j, N6 impréprio instdvel.

-2 -1 0 1
X

2. (a) 14 m/s (b) 1400 s™! (¢) 2.24 ms.

3. (b) O tnico ponto de equilibrio € na origem; no entanto, em todos os

7.

pontos, diferentes da origem, no intervalo —0.024 < s < 0.024 o sistema
desloca-se em pequenos “saltos” até a origem. Essa situacdo peculiar
€ devida a erro numérico; com intervalos de tempo suficientemente
pequenos o bloco aproxima-se continuamente da origem. Na prética,
existe também atrito estatico, que faz com que todos os pontos no intervalo
—0.047 < s < 0.047 sejam, de facto, pontos de equilibrio (. mg/k =
0.047).

k
@y =-—y—-g )y = —% (c¢) A mudanca de varidvel é
m
k
z=y+ % e a nova equacio de movimento é 7 = —— z (a gravidade
m

[k
ndo interessa) e: Q = |[A| = 4/ —
m

(a) 4.57 cm. (b) 4500 kg/s. (c) A1 = —24.88sLedy=—1.786s7"
Os dois valores préprios sdo 4; = (Co + Cg +4C1)/2e A3 = (Cy —

\JC2+4Cy)/2. Como C3 + 4C; é sempre maior que zero, os dois

valores sdao sempre reais. Como A; — Ag = . /C22 + 4 C; é diferente de
zero, os dois valores proprios s@o diferentes. O produto dos dois valores
proprios é 412 = —Cj que, por ser negativo, implica que os dois valores
tém sempre sinais opostos.

plotdf([v,-1.5*s-A*v/2],[s,v],[s,-5,5],[v,-5,5],[sliders,"A=0:7"],

[parameters,"A=0"], [trajectory_at,4,-1],[direction, forward]);



10. Sistemas nao lineares

Um segway € um veiculo com um tnico eixo e duas rodas. Juntamente
com o monociclo, sdo dois exemplos de péndulos invertidos. O péndulo
invertido € um sistema instdvel; uma inclinagao fora da vertical conduz a
um bindrio que faz aumentar a inclina¢@o. Para conseguir manter a posi¢ao
de equilibrio, o segway precisa de um sistema de controlo automético do
motor, de forma a exercer forgcas de tracdo no sentido que for necessario
para restabelecer a posi¢do vertical. Quando o veiculo estd parado, a acdo
do motor desencadeia a for¢a de atrito com o chio, com o médulo e sentido
que evite que o veiculo se incline. Quando o veiculo entra em movimento,
a acdo do motor desencadeia a for¢a de atrito necessdria para contrariar o
bindrio produzido pelo peso do condutor. No caso do monociclo, a agdo
dos pedais desencadeia a forca de atrito necessdria para manter o equilibrio.
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10.1. Aproximacao linear

Nos sistemas dindmicos com duas varidveis de estado:

x1 = fi(x1, x2) X2 = fa(x1, x2) (10.1)

cada uma das funcdes f; e fo podem ser escritas na forma de uma série de
Taylor, na vizinhanga de um ponto qualquer (a, b) do espaco de fase:

Filxnx2) =fi(a b) + (x1 — a) j;‘l (a. b)+
PSS AP (10.2)
0x9

onde o indice i pode ser 1 ou 2. Se o ponto (a, b) € um ponto de equilibrio,
entdo fi(a, b) = 0 = fa(a, b) e, portanto, o primeiro termo das duas séries
€ nulo. Mudando a origem de coordenadas para o ponto de equilibrio (a,
b), isto €, num novo sistema de coordenadas: x = x; —a, y = xo — b, as
funcdes sdo, aproximadamente,

i

P (a,b) +y s

filx,y) = x (a,b) (i=12) (10.3)
Ou seja, uma combinacdo linear das novas varidveis x e y, onde as cons-
tantes sao os valores das derivadas parciais no ponto de equilibrio (a, b).
Substituindo essas aproximagdes no sistema 10.1, obtém-se um sistema
linear (X = X1 e y = X, porque a e b sdo constantes).

ah o
X 0x1  0xg X
= 104
H af of H (104
Ox1 0x2)(ap)

esta aproximacdo linear € vdlida apenas numa vizinhanga da origem (x = 0,
y = 0), ou seja, quando x; e x2 estejam proximas de a e b.

A matriz quadrada na equag@o 10.4 chama-se matriz jacobiana e representa-
se por J(x1, x2). Substituindo as coordenadas (a, b) do ponto de equilibrio
na matriz jacobiana, obtém-se uma matriz constante. Por cada ponto de
equilibrio existe uma matriz de coeficientes constantes, que define o sistema
linear que aproxima bem o sistema nao linear na vizinhanga do ponto de
equilibrio. Os valores e vetores proprios de cada uma dessas matrizes
permitem analisar a estabilidade do sistema, na vizinhanga de cada ponto de
equilibrio, da mesma forma que é feito para os sistemas lineares.
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Exemplo 10.1
Classifique os pontos de equilibrio e represente o retrato de fase do
sistema: X1 =4- xf - 4x§ Xo = x% - x% +1

Resolucdo. Ja foi demonstrado no exemplo 7.2 do capitulo 7, que este
sistema tem quatro pontos de equilibrio. As fungdes fi e f> e os pontos de
equilibrio sdo armazenados em duas listas assim:

(%il) f: [4-x1/2-4%x2/2, x2/2-x1/2+1]$

(%i2) equilibrio: solve(f)$

Convém também definir outra lista com os nomes das varidveis de estado:

(%i3) v: [x1, x2]$

A matriz jacobiana, com duas linhas e duas colunas, obtem-se com o
comando jacobian do Maxima, que precisa de duas listas: uma lista com as
funcdes e outra lista com os nomes das varidveis

(%i4) J: jacobian (f,v);
-2x1 -8 x2

(%04)
-2x1 2x2

Substituindo as coordenadas de cada ponto fixo, obtém-se as matrizes dos
sistemas lineares que aproximam o sistema na vizinhanga do respetivo ponto
de equilibrio. Por exemplo, no primeiro ponto de equilibrio,

(%15) subst (equilibrio[1], 1);

. V5 v5
R PR
V5 V5

Para estudar a estabilidade do sistema na vizinhanga desse ponto de equilibrio,
calculam-se os valores préprios dessa matriz.

(%i6) eigenvectors (%)$

(%17) float (%);

(%07) [[[-3.963, 4.944], [1.0, 1.0, [[[1.0, —=1.048] ], [ [1.0, 0.3896]1]]
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O resultado mostra 4 listas; a primeira lista sdo os valores préprios, a
segunda lista sdo as multiplicidades de cada valor préprio, e as dltimas duas
listas s@o os vetores proprios.

Nesse ponto de equilibrio os valores préprios sao reais, com sinais opostos;
conclui-se que é um ponto de sela. O quarto ponto de equilibrio também ¢é
ponto de sela:

(%18) subst (equilibrio[4], J1);

_22 88
V5 V5

%08
(%08) _25/2 2_\/3
V5 V5

(%i9) eigenvectors (%)$
(%110) float (%);
(%010) [[[-4.944, 3.963], [1.0, 1.0] ], [[[1.0, 0.3896] ], [ [1.0, —1.048]]]]

No segundo ponto de equilibrio:

(%i11) subst (equilibrio[2], 1);

R

g V5 V5
R L
V5 V5

(%i12) eigenvectors (%)$
(%113) float (map (rectform, %));
(%013) [[[-3.929i—-2.04, 3.929i-2.04], [1.0, 1.0]],

[[[1.0,0.07912 - 0.634i] ], [[1.0,0.634i+0.07912]17]

Como os valores proprios sdo complexos, com parte real negativa, o ponto
de equilibrio é um foco atrativo (estavel). Calculos semelhantes para o
terceiro ponto de equilibrio mostram que também ¢ um foco, mas repulsivo
(instavel), porque os valores proprios sdo complexos, com parte real positiva.
O retrato de fase constrdi-se usando o comando:

(%il14) plotdf (£, v, [x1,-3,3]1, [x2,-3,31D$
Na figura 10.1 mostra-se o resultado. Existe um tnico ponto de equilibrio

estavel, um foco atrativo, em (x1, x9) = (1.265, —0.7746). Os outros 3
pontos de equilibrio, dois pontos de sela e um foco repulsivo, sdo instdveis.
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As duas curvas de evolugdo que foram tragadas a sair do foco repulsivo em
(x1, x2) = (—1.265, 0.7746) e a continuagdo dessas curvas passando pelos
pontos de sela, delimitam a regifio de estabilidade, em que se o estado inicial
do sistema estiver nessa regido, o estado final aproximar-se-4 do ponto de
equilibrio estavel.

3

Figura 10.1.: Retrato de fase do sistema x; = 4— x% -4 x%, X9 = x% - x% +1.

10.2. O péndulo

O tipo de péndulo estudado nesta sec¢do é
formado por um objeto ligado a uma barra
rigida atravessada por um eixo horizontal
fixo (figura 10.2). Esse tipo de péndulo
pode rodar num plano vertical dando voltas
completas. O sistema tem um tnico grau
de liberdade, 6, que € o Angulo que a barra
faz com a vertical. Seja 8 = 0 quando o
péndulo estd na posi¢do mais baixae § = &
na posi¢do mais alta. A velocidade angular
é 0 e a velocidade do centro de massa é
r 6 onde r é a distancia desde o centro de
massa até o eixo.

Figura 10.2.: Pé€ndulo.
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A energia cinética é:

1 o1 .
Eﬁ:Emﬂ92+§hm# (10.5)

Onde m é a massa total e I.,, 0 momento de inércia em relacio ao centro
de massa. De acordo com o teorema dos eixos paralelos 5.23, m r? + Iom
€ o momento de inércia I, em relacdo ao eixo do péndulo, que pode ser
escrito I = m rg, onde r, € 0 raio de giragdo em relacdo ao eixo. Como tal,
a energia cinética é

1,
Ee=gmrg6® (10.6)

A energia potencial gravitica é (escolhendo energia nula para 6 = 7/2)

U=-mgr cosb (10.7)

Ignorando a resisténcia do ar, a equagdo de Lagrange conduz a equacio de
movimento:

é=—§sm9 (10.8)

onde [ = rg /r define o comprimento eficaz do péndulo. No caso particular
de um péndulo simples, em que a massa da barra é desprezavel e o objeto
€ pequeno, [ ¢ a distincia desde o objeto até o eixo (ver exemplo 8.5 do
capitulo 8).

As equagdes de evolugdo obtém-se definindo w igual a velocidade angular:
0=w

w:—%mw (10.9)

Estas equagdes nio lineares ndo podem ser resolvidas analiticamente, mas
podem ser resolvidas por aproximacao numérica. O comando rk do Maxima
usa-se para obter a solucdo numérica pelo método de Runge-Kutta de quarta
ordem; € necessario dar 4 argumentos ao comando: uma lista de expressdes
para as componentes da velocidade de fase, uma lista com os nomes das
varidveis de estado, uma lista com valores iniciais para essas varidveis e um
intervalo de valores para a varidvel independente, incluindo o nome dessa
varidvel, valor inicial, valor final e valor dos incrementos nesse intervalo.
O comando rk produz uma lista de pontos que aproximam a solu¢do; cada
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ponto terd as coordenadas da varidvel independente, seguida pelas varidveis
de estado.

Por exemplo, para um péndulo com / igual a 50 cm, que é largado do
repouso com angulo inicial de 30°, a solucéo aproximada € obtida com (g e
w representam 6 e w):

(%i15) s: rk([w,-(9.8/0.5)*sin(®)], [q,w], [%pi/6,0],

[t,0,5,0.011)%

Os gréficos de 8 e w em funcdo do tempo e a curva de evolug@o no espago
de fase fw obtém-se com os seguintes comandos:

(%116) plot2d ([[discrete,makelist([p[1],p[2]1],p,s)],
[discrete,makelist([p[1],p[3]1],p,s)]1]1,

[legend, "angulo","vel. angular"], [xlabel,"t"]);
(%117) plot2d ([discrete,makelist([p[2],p[31]1,p,s)],

[xlabel,"angulo"], [ylabel,"vel. angular"]);

Os dois graficos sdo apresentados na figura 10.3.

2.5 2.5
7 angula ——
2 A /\ vel. angular, ————- 2
\ ! \ 1
15 F ;o 7oA 15
1 [ [ [ 1
! 1 / \ i \ o
05 Ik Lo o £ 05
INEANAN =
N RN N s
050 N VN LN {3 05
L [ ‘c‘ ‘\‘ 5 ! ; 1
st (O [ [ -5
2l \\ / “‘\ ] \\ / -2
25— _ - _ 2.5
0 1 2 3 4 5 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6
t angulo

Figura 10.3.: Oscila¢des de um péndulo de 50 cm com amplitude de 30°.

A lista de dados numéricos obtida permite concluir que o periodo de
oscilacdo estd entre 1.44 s e 1.45 s. Os gréficos na figura 10.3 sdo muito
parecidos com os gréificos de um oscilador harménico simples. Se o dngulo
inicial for maior, essa semelhanca comeca a desaparecer. Por exemplo, a
figura 10.4 mostra os resultados obtidos com angulo inicial de 120°.

Nesse caso conclui-se a partir dos dados numéricos que o periodo de
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A /angulo
o vel,/angular —----

® & B L o v & o o
vel. angular
o & A L o v oA o

0 1 2 3 4 5 25 -2 <15 -1 05 0 05 1 15 2 25
t angulo

Figura 10.4.: Oscilacdes de um péndulo de 50 cm com amplitude de 120°.

oscilacdo aumenta, em relagdo a amplitude de 30° e estd entre 1.94 s e
1.95s.

Nos dois casos apresentados nas figuras 10.3 e 10.4, a curva de evolucido
€ um ciclo, indicando que existe um ponto de equilibrio estdvel na regido
interna do ciclo.

Os pontos de equilibrio do péndulo, onde os lados direitos das equacdes 10.9
sdo nulos, encontram-seem 0 =0, +7, +27...e w =0.

Os pontos em 6 =0, £2 7, +4 7 . .. sdo realmente o mesmo ponto fisico, na
posi¢cdo mais baixa do péndulo, correspondentes a passagem do péndulo por
essa posicdo, apos um niimero qualquer de voltas. Os pontos em 6 = =+,
+3 ... s80 também o mesmo ponto fisico, na posicao mais alta do péndulo.

10.3. Aproximacao linear do péndulo

A matriz jacobiana correspondente as equacdes 10.9 do péndulo é

0 1
—% cosf 0 (10.10)
No ponto de equilibrio em 6 = 0 (em geral, 0, +2 1, +4 x,...), a matriz é:
0 1
_% 0 (10.11)

que € a matriz de um oscilador harménico simples, analisada no exemplo 9.4
do capitulo 9. Os dois valores proprios sdo +i4/g/l, o ponto de equilibrio
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6 = w =0 & um centro e se o estado inicial do sistema estd préximo desse
ponto, o péndulo oscila com frequéncia angular Q = \/m . No caso do
péndulo de 50 cm considerado na sec¢do anterior, essa expressao conduz ao
periodo 1.42 s. Lembre-se que esse valor € apenas uma aproximacao, que
€ melhor quanto menor for a amplitude; os valores do periodo calculados
numericamente na sec¢ao anterior sdo mais realistas.

Na vizinhanca do ponto de equilibrio 6 = 7 (em geral, +n, £37m,...), a
matriz jacobiana é

0 1
% 0 (10.12)

que € a matriz de um oscilador invertido, analisada no exemplo 9.3 do
capitulo 9. Os dois valores proprios sdo ++/g/!l e o ponto de equilibrio é
ponto de sela (equilibrio instdvel).

O retrato de fase no intervalo —10 < 6 < 10, mostrara 3 centros (—2x, 0 e
27) e 4 pontos de sela (—3x, —m, m e 3). No caso [ = 50 cm considerado
na sec¢ao anterior, usa-se o comando:

(%i18) plotdf([w,-(9.8/0.5)*sin(q)],[q,w]l,[q,-10,10],
[W,*Z@,Z@]) )
A figura 10.5 mostra o resultado. No eixo das abcissas estd representado o

angulo 6 e no eixo das ordenadas a velocidade angular w. As duas curvas
identificadas com as letras A e B formam parte de uma érbita heteroclinica.

20

Figura 10.5.: Retrato de fase de um péndulo de 50 cm.
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As orbitas heteroclinicas do péndulo correspondem ao caso em que a energia
mecanica do péndulo é exatamente igual a energia potencial gravitica no
ponto de altura maxima. Usando como referéncia U = 0, na posicdo em
que a barra do péndulo esta na horizontal (9 = 7/2), a energia potencial no
ponto mais alto €é U = m g [. Cada uma das curvas A e B corresponde ao
movimento em que inicialmente o péndulo estd parado na posi¢do mais alta,
desce completando uma oscilacdo completa e para novamente na posicao
mais alta, sem voltar a oscilar mais. A diferenca entre a 6rbita heteroclinica
e os ciclos, é que nos ciclos as oscilacdes repetem-se indefinidamente,
enquanto que na Orbita heteroclinica ha apenas meia oscilaco.

Dentro da 6rbita heteroclinica, os ciclos na sua vizinhanca correspondem a
oscilacdes em que o péndulo chega quase até o ponto mais alto, parece ficar
parado nesse ponto por alguns instantes e logo desce novamente até o ponto
mais baixo, repetindo o0 movimento no outro lado da vertical.

As 6rbitas heteroclinicas também sdo separatrizes no retrato de fase, porque
delimitam a regido onde existe movimento oscilatério: regido sombreada na
figura 10.6. Se o estado inicial estd dentro dessa regido, o péndulo oscila;
caso contrario, o péndulo descreve movimento circular nao uniforme.

()

Figura 10.6.: As orbitas heteroclinicas delimitam a regido de movimento
oscilatdrio.

As figuras 10.3 e 10.4 mostram que com amplitude 30° a aproximacao
linear é bastante boa, pois a curva de evolucdo é muito parecida a do
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oscilador harménico simples e o periodo é préximo do periodo obtido com
a aproximacao linear, mas com amplitude de 120°, a aproximacao linear ja
ndo € muito boa.

10.4. Espacos de fase com varias dimensoes

Nos sistemas mecanicos auténomos, por cada grau de liberdade hd uma
equacdo de movimento, que implica duas varidveis de estado. Assim sendo,
a dimensao do espaco de fase € o dobro do nimero de graus de liberdade. Se
um sistema ndo € auténomo € necessdrio acrescentar mais uma dimensdo ao
espaco de fase, como se mostra na seguinte seccio. Existem entfo sistemas
mecanicos com espacos de fase de dimensdo 2, 3,4, 5, ...

Nos casos em que o espago de fase tem mais do que duas dimensdes
o programa plotdf ndo pode ser utilizado para esbocar o retrato de fase.
E necessdrio resolver as equacdes de evolugio para alguns valores iniciais
especificos e construir graficos mostrando apenas algumas das varidveis de
estado.

10.4.1. Sistemas de equacoes ndo autonomas

A forma geral de um sistema com n equagdes diferenciais ndo auténomas é:

xl =f1(-x1$-x2a"~$-xn’t)
Xo = fi(xr, X2, .., Xp, 1)
xn =f1(x1’x2""’xn9t)

Para distinguir os diferentes estados do sistema sao necessarios os valores
das n varidveis x; e o valor do tempo; o seja, cada estado € um ponto
com n + 1 coordenadas (x1, X2,...,X,, t) € 0 espaco de fase tem n + 1
dimensdes. A velocidade de fase € a derivada das coordenadas do estado:
(X1, X2,. . . ,Xn,I). As expressdes para as primeiras n componentes sdo dadas
pelo sistema de n equagdes diferenciais acima, e a dltima componente 7
é sempre igual a 1 (derivada de r em ordem a ¢). Como tal, o sistema de
n equagdes ndo auténomas considera-se um sistema dindmico com n + 1
varidveis de estado.
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Esse tipo de sistemas de equagdes podem ser resolvidos também com o
comando rk, sem ser necessario indicar ¢ como variavel de estado, nem a
dltima componente da velocidade de fase, 7 = 1; o valor inicial de ¢ d4-se
no intervalo de integracio e ndo na lista de valores iniciais das varidveis de
estado. No entanto, hd que ter em conta que se a velocidade de fase depende
da varidvel independente ¢, essa varidvel é também varidvel de estado.

. N\
Exemplo 10.2
A equacio diferencial:

1
t2)'c'+t)'c+(t2—§) x=0

¢ uma equacdo de Bessel. Escreva a equacdo como sistema dindmico e
identifique o espaco de fase.

)

Resolucao. Define-se uma varidvel auxiliar y igual a x:
x=y (10.13)

assim sendo, a segunda derivada ¥ € igual a primeira derivada de y e a
equacdo de Bessel é:

1
t2y‘+ty+(t2—§) x=0
resolvendo para y, obtém-se:

1
y= (W_l) x—% (10.14)

Como esta equagdo nio € auténoma, € necessario considerar a varidvel
independente ¢ como mais uma varidvel de estado, com a equacdo de
evolugao trivial:

dt

— =1 10.15

I ( )
O espaco tem trés dimensdes e cada estado tem coordenadas (¢, x , y). O
sistema dindmico € definido pelas 3 equagdes 10.13, 10.14 e 10.15.



10.4 Espacos de fase com varias dimenséoes 245

10.4.2. Lancamento de projéteis

No caso do lancamento de um projétil com velocidade obliqua, sobre o
corpo atuam trés forgas externas: o peso, my, g, a resisténcia do ar, F; e
a impulsdo m, g, onde my, € a massa do projétil e m, a massa do ar que
ocupava o mesmo volume do projétil.

O problema € semelhante ao problema da

queda livre, estudado na seccio 4.3.3 do m.g
capitulo 4, mas a forca de resisténcia do ar

deixa de ser vertical (ver figura 10.7). O F,
peso e a impulsao sdo verticais, em sentidos

opostos, podendo ser combinados numa

unica forga vertical (peso eficaz) de médulo

(mp - ma) 8-

Admite-se que a massa volimica do projétil

¢ muito maior que a massa volimica do ar  Figura 10.7.: Projétil no ar.
e, portanto, o peso eficaz aponta para baixo

e mp — my, € quase igual a my,. De qualquer modo, a massa do projétil
costuma medir-se medindo o seu peso eficaz no ar, assim que o valor medido
(m) da massa do projétil € realmente m,, — m, € o peso eficazé m g.

A forga de resisténcia do ar muda constantemente de sentido, porque é
sempre tangente a trajetéria e no sentido oposto a velocidade. Como foi
explicado no capitulo 4, no caso do ar o nimero de Reynolds costuma ser
elevado e admite-se que a resisté€ncia do ar € proporcional ao quadrado da
velocidade. Se o projétil € uma esfera de raio R, a expressdo do médulo de
F, € dada pela equacdo 4.16 e a forca é:

> /4

F, = -7 R%Vv2 3, (10.16)

onde p é a massa volimica do ar e ¢; € o vetor tangencial que aponta na
direcdo e sentido do vetor velocidade:

-

ey =

(10.17)

< | <l

Escolhendo um sistema de eixos em que a gravidade aponta no sentido
negativo do eixo dos y e a velocidade inicial vy com que é langado o projétil
estd no plano xy, o peso e a forca de resisténcia do ar estdo sempre no
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plano xy e o movimento do projétil di-se nesse plano. Assim sendo, o vetor
velocidade € (v, 7 + vy j) e a forga de resisténcia do ar é:

> m
Fr:—Z,oR2 v§+v§(vxi+ vy J) (10.18)
O vetor do peso € —m g j. Aplicando a segunda lei de Newton, obtém-se as
componentes da acelerago:
n p R?

ty ===V vZ+ vl

R2
a :—g—ﬂfm vy V2 + V2 (10.19)

Estas equagdes devem ser resolvidas em simultdneo porque as duas com-
ponentes vy € vy, aparecem nas duas equagdes. E impossivel encontrar a
solugdo exata do problema, mas pode obter-se uma aproximac¢do numérica.

A seguir vdo-se comparar as trajetérias de duas esferas diferentes, lancadas
com a mesma velocidade inicial para compard-las com a trajetéria parabdlica
que teriam se pudessem ser lancadas no vdcuo, sem resisténcia do ar.
Considere-se o caso em que a velocidade inicial € 12 m/s, fazendo um
angulo de 45° com o plano horizontal; as componentes da velocidade inicial
sao,

(%i19) [vx0®, vy0]: float (12*[cos(%pi/4),sin(%pi/4)1)$

Comecando pelo caso mais facil, o lancamento dos projéteis no vacuo, as
componentes da aceleragdo sdo ay = 0 e a, = —9.8. O estado do projétil €
(x, y, vy, vy) € a velocidade de fase (vy, vy, ay, ay). Os valores iniciais da
velocidade ja foram calculados em (%119) e arbitre-se que o projétil parte
da origem com valores iniciais nulos para x e y. Para integrar as equacgdes
de movimento desde r = 0 até t = 2 s, com incrementos de 0.01 s, usa-se o
comando:

%i20) trl: rk ([vx,vy,0,-9.8], [x,y,vx,vy], [0,0,vx0,vy0],

[t,0,2,0.01]1)$

e o ultimo ponto calculado na lista trl é,

(%i21) last (trl);

(%021) [2.0, 16.97, —2.629, 8.485, —11.11]
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As 5 componentes do ponto sdo o tempo, as coordenadas da posicao e as
componentes da velocidade. Este resultado mostra que em ¢ = 2 a bola ja
estd a cair, porque v, € negativa e que jd desceu debaixo da altura inicial,
porque y € negativa.

Como se pretende obter a trajetdria até a bola regressar a alturay = 0, é
necessdrio extrair unicamente os pontos da lista tr1 com terceira componente
(y) positiva. Percorre-se a lista toda, comparando o terceiro elemento de
cada ponto com 0, até encontrar o primeiro ponto em que o terceiro elemento
é negativo. Isso consegue-se usando o comando sublist_indices do Maxima:

(%i22) first (sublist_indices (trl, lambda([p]l,p[3] < 0)));

(%022) 175

O comando lambda usou-se para definir um operador que compara o terceiro
elemento da entrada que lhe for dada com zero. O comando sublist_indices
percorre a lista tr]1 passando cada elemento como entrada para esse operador
e, nos casos em que o operador produz o resultado “true”, o indice do
respetivo elemento da lista € acrescentado a uma sub lista. O comando
first seleciona apenas o primeiro elemento nessa sub lista, neste caso, o
indice do primeiro ponto em que y € negativo. Como tal, s6 interessam os
primeiros 174 pontos na lista; se o objetivo é construir o grafico da trajetdria,
extraem-se as coordenadas x e y dos primeiros 174 pontos noutra lista:

(%123) rl: makelist ([tr1[il[2], tr1[i][3]], i, 1, 174)$

A seguir vai repetir-se 0 mesmo procedimento para uma bola de ténis e uma
bola de ténis de mesa, tendo em conta a resisténcia do ar. A massa volimica
do ar é aproximadamente 1.2 kg/m>. E conveniente definir uma funcio
que calcula a constante que aparece nas equagdes de movimento 10.19, em
funcdo do raio e a massa de cada uma das bolas; também € conveniente
definir a expressao do médulo da velocidade para ndo ter que escrevé-la
vdrias vezes:

(%i24) c(R,m) := - *1.2*RA2/4/m$
(%i25) v: sqrt(vxr2+vy+2)$
Uma bola de ténis tipica tem raio de aproximadamente 3.25 cm e massa

62 gramas. No comando (%i20) € necessario substituir a aceleracao da
gravidade pelas duas componentes da aceleracdo (equagdes 10.19)
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(%i26) tr2: rk ([vx, vy, c(0.0325,0.062)*vx*v,
-9.8+c(0.0325,0.062) *vy*v], [X,y,vX,vy],

[0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.01]1)%

O primeiro ponto com altura negativa é

(%i27) first (sublist_indices (tr2, lambda([p],p[3] < 0)));

(%027) 167

e a trajetdria da bola de ténis armazena-se noutra varidvel:

(%i28) r2: makelist ([tr2[i][2],tr2[i][3]],1i,1,166)$

Repetem-se os mesmos cdlculos para uma bola de ténis de mesa tipica, com
raio 1.9 cmemassa2.4 g
(%i29) tr3: rk ([vx, vy, c(0.019,0.0024)*vx*v,
-9.8+c(0.019,0.0024) *vy*v], [x,y,vxX,vy],
[0,0,vx0,vy0], [t,0,2,0.01]1)$
(%i30) first (sublist_indices (tr3, lambda([p]l,p[3] < 0)));
(%030) 133

(%i31) r3: makelist ([tr3[i][2],tr3[i][3]1]1,1i,1,132)$%

O gréfico das 3 trajetdrias constréi-se com o seguinte comando:

(%132) plot2d ([[discrete, rl], [discrete, r2], [discrete, r3]],
[xlabel, "x (m)"], [ylabel, "y (m)"1, [y, O, 12],

[legend, "vacuo", "tenis", "tenis de mesa"])$

O resultado € apresentado na figura 10.8.

A trajetdria das bolas no ar ndo ¢ uma pardbola, mas no fim curva-se mais e
termina com uma queda mais vertical. O efeito da resisténcia do ar € mais
visivel na bola de ténis de mesa; a pesar de ser mais pequena que a bola de
ténis, a forca de resisténcia do ar produz nela maior aceleracio tangencial
negativa, devido a sua menor massa volimica. Langadas com a mesma
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Figura 10.8.: Trajet6rias de uma bola no vacuo e bolas de ténis e ténis de
mesa no ar.

velocidade, o alcance horizontal da bola de ténis de mesa é 6.2 m e o da
bola de ténis 12.4 m. O alcance horizontal hipotético das duas bolas, se a
resisténcia do ar pudesse ser ignorada, seria 14.7 m.

10.4.3. Péndulo de Wilberforce

O péndulo de Wilberforce (figura 10.9) é
constituido por um cilindro pendurado de
uma mola vertical muito comprida. Quando
uma mola é esticada ou comprimida, cada
espira muda ligeiramente de tamanho; no
péndulo de Wilberforce, o niimero elevado
de espiras na mola faz com que seja mais vi-
sivel essa mudancga, de forma que enquanto
a mola oscila, também se enrola ou desen-
rola, fazendo rodar o cilindro em relacao
ao eixo vertical.

O sistema tem dois graus de liberdade, a
altura z do centro de massa do cilindro e o
angulo de rotagdo do cilindro a volta do eixo
vertical, 8. Se z = 0 e 8 = 0 sdo escolhidos <
na posicao de equilibrio, é possivel ignorar
a energia potencial gravitica que poderd ser Figura 10.9.: Péndulo de Wil-
berforce.
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eliminada das equagdes com uma mudanga de varidveis (ver problema 4 do
capitulo 9). A energia potencial eldstica tem 3 termos, que dependem da
elongacdo da mola z e do seu angulo de rotacao 6; as energias cinética e
potencial sdo,

1 1 . 1 1
Ec=§mi2+§10m92 U=§k22+§a92+bz0 (10.20)

em que k, a e b sdo constantes eldsticas da mola. As equacgdes de Lagrange,
ignorando a resisténcia do ar e outras forcas dissipativas, conduzem as
seguintes equacdes de movimento:

k b . a b

s, 2y b= _ 9 —
. m . m Icm Icm

z (10.21)

Para resolver as equacdes de evolugdo numericamente, é necessdrio dar
alguns valores tipicos para a massa, 0 momento de inércia e as constantes
elasticas,

%i33) [m, I, k, a, b]: [0.5, le-4, 5, le-3, 0.5e-2]$%

A solucdo no intervalo de tempo desde O até 40, com condi¢do inicial
z = 10 cm e as outras varidveis iguais a 0, obtém-se com o seguinte
comando:

(%i34) sol: rk([’v,w,-(k*z+b*ang)/m,-(a*ang+b*z)/I],

[z,ang,’v,w],[0.1,0,0,0],[t,0,40,0.011)$

A figura 10.10 mostra o gréafico obtido para o angulo 6 e a elongacio z,
multiplicada por um fator de 100 para que seja visivel na mesma escala do
angulo.

O grafico mostra uma carateristica interessante do péndulo de Wilberforce:
se o péndulo € posto a oscilar, sem rodar, a amplitude das oscilagdes
lineares decresce gradualmente, enquanto que o cilindro comega a rodar
com oscilagdes de tor¢do que atingem uma amplitude mixima quando
o cilindro deixa de se deslocar na vertical. A amplitude das oscilacoes
de tor¢do comeca logo a diminuir & medida que a oscilacao linear cresce
novamente. Essa intermiténcia entre deslocamento vertical e rotagdo repete-
se indefinidamente.

A projecdo do retrato de fase nas varidveis z e 6 € apresentada na figura 10.11.
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Figura 10.10.: Elongacio e angulo de rota¢do no péndulo de Wilberforce.
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Figura 10.11.: Retrato de fase no plano formado pela elongagao e o dngulo.

Neste sistema existem duas frequéncias angulares. A frequéncia angular
longitudinal e a frequéncia angular de tor¢ao,

k
Q2= -~ Q2 = (10.22)

O cilindro num péndulo de Wilberforce costuma ter quatro porcas que
podem ser deslocadas, aumentando ou diminuindo o momento de inércia,
para conseguir que as duas frequéncias sejam muito parecidas e o efeito
de alternincia entre oscilagGes lineares e rotacionais seja mais visivel. Os
valores dos parametros usados no exemplo acima, foram escolhidos de forma
a garantir duas frequéncias iguais.
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Perguntas

1. O valor ideal do periodo de um péndulo com comprimento [ é 27r\/7 ,
onde g € a aceleracdo da gravidade. Na prética, o periodo sé se aproxima
do seu valor ideal em algumas situacdes. Se o angulo 6 € zero no ponto
de equilibrio estdvel, qual das condi¢Ges seguintes garante que o periodo
de oscilagao seja aproximadamente igual ao valor ideal?

valor mdximo da velocidade angular pequeno.
aceleracdo da gravidade pequena.

comprimento / pequeno.

°©cnw>

valor mdximo do angulo pequeno.

o

atrito com o ar desprezdvel.

2. A forgatangencial numa particula com velocidade v e posicdo na trajetdria
s é: F; = 45 (s — v?). Quantos pontos de equilibrio tem o sistema?

Al D. 4
B. 2 E. 0
C. 3

3. No retrato de fase na figura, que tipo de ponto de equilibrio € o ponto
(1,0)?

o
;-
e

-

NN N N N

-

\

/

- —
~ ~
~ o~
NS
AN

PP AP

A. nd atrativo D. foco atrativo
B. foco repulsivo E. né repulsivo

C. ponto de sela
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4. Qual é a matriz jacobiana do sistema x = y?, y = x y?

S [y 2]
I xy c [0 Qy] 0 2y
0 2y yox 1 1
B. [1 1] E. [O Qy]

5. As equacdes de evolucdo de um sistema dindmico no espacgo de fase (x,
y),sd0 X = xy, y = y + 1. Qual dos seguintes vetores aponta na dire¢do
e sentido da velocidade de fase em (1, 2)?

A 4i+27j C.6i+4j E. -2i-3;j
21+4j D. 4i+6)
Problemas

1. Uma particula com massa m, desloca-se ao longo do eixo dos x sob a acéo
de uma forga resultante Fy que depende da posi¢do x e da componente
da velocidade v,.. Para cada um dos casos seguintes encontre 0s pontos
de equilibrio, diga que tipo de ponto equilibrio é cada um (estdvel ou
instavel; centro, foco, né ou ponto de sela) e desenhe o retrato de fase
mostrando as Orbitas mais importantes:

(a) Fx =—mx(1+vy)
(b) Fe=-mx (x> +ve—1)

2. O diagrama mostra o retrato de fase de um sistema com unicamente 3
pontos de equilibrio, no caso idealizado em que ndo existe atrito. Faca (a

mao) um esbogo da energia potencial e de como seria o retrato de fase
do sistema real, considerando as forcas de atrito.
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3. A amplitude de oscilacdo de um péndulo decresce, devido a forca de
resisténcia do ar e ao atrito no eixo. Admita um péndulo de comprimento
[ =50 cm e massa m = 0.150 kg, em que o atrito no eixo € desprezdvel
mas a resisténcia do ar ndo. A equag@o de movimento € a equagdo 8.8

) cl . .
6=-% sing—="16|6
I m

Se a massa m estiver concentrada numa esfera de raio R = 2 cm, a
expressdo para a constante C é dada pela equacio 4.16: C =  p R?/4,
onde p = 1.2 kg/m> é a massa volimica do ar. Trace os graficos de 6(),
w(?) e da trajetéria no espago de fase e explique o significado fisico da
solucdo, para os dois casos seguintes:

(a) O péndulo parte do repouso com um angulo inicial 8 = 120°.

(b) O péndulo € lancado desde 6 = 60°, com velocidade angular inicial
w=-78s"1

4. Abasedo péndulo da figura 10.2 roda no plano horizontal, com velocidade
angular constante wp, enquanto o péndulo oscila. (@) Demonstre que a
equacdo de movimento €:

.1 9
0= 7 sm@(ra)b cos@—g)

onde r € a distincia do centro de massa até o eixo € o comprimento
eficaz [ € o raio de giracdo ao quadrado, sobre r.(b) Trace o gréfico de

sin 8 (r wz cosf — g) em funcao de 0, entre —x e &, para um péndulo

comr =0.3mewy, =2s"". Repita o grifico alterando o valor de w;, para
8 s~!. Com base nos dois grificos, identifique em cada caso os pontos
de equilibrio estdvel e instdvel. (c) Demonstre que quando wp, < M,
existe um tnico ponto de equilibrio estdvel em 6 = 0 e um tinico ponto
de equilibrio instavel em 6 = +x. (d) Se wp > \/gw demostre que os
pontos de equilibrio em 6 = 0 e 8 = £7 sdo ambos instdveis e aparecem
dois pontos de equilibrio estdvel em +6g, onde 8y é um angulo entre zero
e /2.

5. Na trajetéria da bola de ténis de mesa calculada na sec¢do 10.4.2, o
alcance horizontal da bola é aproximadamente o valor da coordenada x
do dltimo ponto da lista de pontos r1. Repita os cdlculos, com diferentes
valores do dngulo de lancamento, para determinar os valores do alcance
com angulos de 35°, 36°, 37°, 38°, 39° e 40°. Registe numa tabela os



10.4 Espacos de fase com vdrias dimensoes 255

valores obtidos para o alcance horizontal, em fun¢do do angulo, com
precisdo até os milimetros. Com base na tabela, qual é o angulo de
langamento que produz o maior alcance horizontal? Usando o resultado
do problema 12 do capitulo 6, mostre que no vdcuo o dngulo que produz
o alcance méximo € 45°.

O sistema dindmico com equagdes de evolucao:
)'c:2xy3—x4 y:y4—2x3y

tem um unico ponto de equilibrio na origem. A matriz jacobiana nesse
ponto € igual a zero e, portanto, os valores proprios (nulos) nao podem
ser usados para caraterizar o ponto de equilibrio. Use o seguinte método
para analisar o retrato de fase do sistema: (a) Determine o versor na
direcdo da velocidade de fase em qualquer ponto do eixo dos x e em
qualquer ponto do eixo dos y. (b) Determine o versor na direcdo da
velocidade de fase em qualquer ponto das duas retas y = x e y = —x.
(c) Faca a mao um grafico mostrando os versores que encontrou nas
alineas a e b, em vdrios pontos nos 4 quadrantes do espaco de fase, e
trace algumas curvas de evolugdo seguindo as direcdes da velocidade
de fase. Com base nesse gréfico, que tipo de ponto de equilibrio julga
que € a origem? (d) Diga se existem ciclos, 6rbitas homoclinicas ou
heteroclinicas e no caso afirmativo quantas.

Uma particula de massa m desloca-se no plano xy sob a acdo de uma
forga conservativa com energia potencial,

kX 2 ky 2
U==2x2+2
B X"+ 5 y

onde ky e ky s@o duas constantes positivas. As trajetdrias da particula
obtidas com diferentes valores dessas constantes chamam-se figuras de
Lissajous.

(a) Encontre as duas equagdes de movimento para X e

(b) Resolva numericamente as equag¢des de movimento, no caso m = 0.3,
kx =2 e ky =8 (unidades SI), entre t = 0 e ¢ = 2.43, se a particula
partir do ponto (1, 0) com velocidade inicial ¥ = 0.6 j. Desenhe o
grafico da trajetéria da particula no plano xy.

(c) Repita a alinea anterior, mas admitindo que a particula parte do
ponto (1, 0) com velocidade inicial v = 0.37 + 0.6 J.
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(d) Observe que o sistema pode ser considerado como um conjunto
de dois osciladores harmdnicos independentes, nas diregdes x € y.
Calcule o periodo de oscilagao para cada um dos dois osciladores e
diga qual € a relacdo entre os dois periodos.

(e) Repita os cdlculos da alinea ¢, mudando o valor de k, para 18. Que
relagdo encontra entre o grafico da trajetdria e ky /k,?

Qualquer corpo celeste (planeta, cometa, asterdide, sonda espacial, etc) de
massa m no sistema solar tem uma energia potencial gravitica produzida
pelo Sol, que € responsavel pelas orbitas elipticas desses corpos. A
expressdo para a energia potencial €,

GMm

U=-

onde G € a constante de gravitacdo universal, M é a massa do Sol, e as
coordenadas x e y sdo medidas no plano da érbita do corpo celeste, com
origem no Sol. Se as distncias forem medidas em unidades astrondmicas,
UA, e os tempos em anos, o produto G M serd igual a 472

(a) Encontre as equacdes de movimento do corpo celeste, em unidades
de anos para o tempo e UA para as distancias.

(b) O cometa Halley chega até uma distdncia minima do Sol igual
a 0.587 UA. Nesse ponto, a sua velocidade é médxima, igual a
11.50 UA/ano, e perpendicular a sua distancia até o Sol. Determine
numericamente a 6rbita do cometa Halley, a partir da posi¢ao inicial
0.5871, com velocidade inicial 11.50 j, com intervalos de tempo
At =0.05 anos. Trace a 6rbita desde r = 0 até ¢ = 100 anos. Que
pode concluir acerca do erro numérico?

(c) Repita o procedimento da alinea anterior com A ¢ = 0.02 anos e trace
a 6rbita desde ¢ = 0 até ¢ = 150 anos. Que pode concluir acerca do
erro numérico?

(d) Diga qual é, aproximadamente, a distincia mdxima que o cometa
Halley se afasta do Sol, e compare a érbita do cometa com as
orbitas do planeta mais distante, Neptuno (6rbita entre 29.77 UA e
30.44 UA) e do planeta mais préximo do Sol, Mercurio (6rbita entre
0.31 UA e 0.39 UA) (Plutdo j4 ndo é considerado um planeta).
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Respostas

Perguntas: 1. D.2. A.3. E. 4. C.5. D.
Problemas

1. (a) Unicamente um centro em (x, vy) = (0, 0).

2.5

(b) Um ponto de selaem (x, vy ) = (0, 0), um foco instdvel em (x, v,) = (-1,
0) e um foco estavel em (x, vy) = (1, 0).

2. Os pontos de sela continuam sendo pontos de sela e o centro passa a ser

foco estavel.
Ulx}

3. (a) O péndulo oscila com amplitude que decresce lentamente:

angulo

ahgufay

vel. angular
b bbb oo b s oo ow

o & B D o N & o =

0 10 20 30 40 50 25 2 15 1 05 0 05 1 15 2 25
' angulo
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(b) O péndulo faz trés voltas completas, rodando no sentido horério, e
quando passa a quarta vez pela posicdo de equilibrio estdvel, comeca a
oscilar com amplitude que decresce lentamente:

10 10

4. (b)

10 20

75 15
5 o, =2 10 o, =8
25 5
0 0

2.5 -5
5 -10
a5 15

-10 20
3 2 -1 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

Com wy, =2 57, hd um ponto de equilibrio estdvel em § = 0 e um ponto
de equilibrio instdvel em @ = +7. Com wp, = 8 s~1, hd dois pontos de
equilibrio instdvel em 6 = 0 e § = +x e dois pontos de equilibrio estdvel
emf~-lef=l.

5.
Angulo Alcance (m)
35° 6.293
36° 6.299
37° 6.301
38° 6.299
39° 6.325
40° 6.314

O angulo de 37° produz o alcance méximo. No problema 12 do capitulo 6,
o valor maximo do seno € 1, quando 2 6 = 90° e, portanto, 6 = 45°.

6. (a) No eixo dos x, —i. No eixo dos y, j. (b)) Nareta y = x, (i — j)/ V2.
Na reta y = —x, (-1 + j)/¥2. (c) Ver figura; a origem ¢ ponto de
sela. (d) Nenhum ciclo nem 6rbita heteroclinica; nimero infinito de
orbitas homoclinicas (todas as curvas de evolug@o no primeiro e terceiro
quadrantes).
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Y

. ks . ky
7. (@) i=—-——x Jy=——y
m m
(b)e (o)
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
=, 0 = 0
0.05 -0.05
0.1 0.1
-0.15 -0.15
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

(d) Nadirecdo x, 2.433 s. Nadirecdo y, 1.217 s. O periodo na dire¢do x é
o dobro do periodo na direcdo de y. (e) Se 4/ky /k, for um niimero inteiro,
o estado da particula regressa ao estado inicial depois de descrever uma
figura de Lissajous com +/ky /ky loops segundo o eixo dos x.

0.08

0.06
0.04
0.02
- 0

-0.02
-0.04
-0.06

-0.08
-1 08 -06-04-02 0 02 04 06 08 1

X

8. (@) i 4n?x ) 4n?y
()i ——m—m— =
(x2 + y2)3/2 Y (x2 + y2)3/2
(b) e (o)
10
10
5
5
= 0 -~ 0
-5
-5
-10
7]0—25 20 15 10 5 0 5 35 -30 25 20 15 10 5 0 5
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Na alinea b o erro numérico € muito elevado; a energia do cometa nao
permanece constante mais diminui. Na alinea ¢ o erro numérico é muito
menor, mas o cometa continua a perder energia; seria preciso reduzir
ainda mais o valor de At para diminuir o erro. (d) 34.4 UA. A 6rbita
sai por fora da 6rbita de Neptuno, e entra até um ponto entre 6rbitas de
Mercurio e Vénus.



11. Ciclos limite e dinamica
populacional

A aranha caranguejo ¢ um predador que consegue mudar a sua cor para
camuflar-se das suas presas. Na fotografia, uma aranha caranguejo, pousada
numa flor, apanha duas moscas que estavam a acasalar. Os sistemas predador
presa sao um exemplo de sistema de duas espécies; a evolucdo da populacio
das duas espécies pode ser estudada com a teoria de sistemas dindmicos.
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11.1. Ciclos limite

Num sistema conservativo, todos pontos de equilibrio estdvel sao centros e
existem ciclos, que correspondem a movimentos oscilatorios.

Na prética, um sistema conservativo € apenas uma idealizacdo. Existem
forcas dissipativas que tornam um centro em foco atrativo; os ciclos
passam a ser espirais que se aproximam do foco atrativo e o movimento
oscilatério descrito por essas espirais tem amplitude de oscilagao decrescente,
aproximando-se para zero. A energia diminui ao longo da curva de evolugdo
até o valor minimo local no ponto de equilibrio estivel.

Também podem existir for¢as externas que aumentam a energia mecanica
do sistema. Nesse caso o centro torna-se um foco repulsivo e os ciclos sdo
substituidos por espirais que se afastam do ponto. Essas curvas de evolugao
com forma de espiral representam movimento oscilatério com amplitude
crescente; ao longo das curvas a energia aumenta a medida que o estado se
afasta do minimo local de energia.

A conjugacio dos dois efeitos: forcas dissipativas mais forcas externas que
fornecem energia, pode produzir a combinag@o exata que mantem o sistema
em movimento oscilatério com amplitude constante. Um exemplo tipico é
um relégio de péndulo: a dissipagdo de energia devida a resisténcia do ar e
atrito no eixo é compensada por um mecanismo que produz um momento
sobre o péndulo.

Isso explica porque os sistemas ndo conservativos também podem ter ciclos
no espago de fase. Mas comumente esses ciclos sdo isolados; nomeadamente,
existem apenas para um valor especifico da amplitude e ndo para qualquer
amplitude arbitraria. Esse tipo de ciclos isolados, nos sistemas nao lineares,
sdo designados ciclos limite.

11.1.1. Equacéao de Van der Pol

Uma equagdo nao linear conhecida hd muito tempo e que d4 origem a
ciclos limite € a equacdo de Van der Pol, que surgiu no estudo dos circuitos
elétricos e outros sistemas mecanicos:

F+2e(x®-Di+x=0 (11.1)

onde & é um pardmetro positivo. Se x? for maior que 1, o segundo termo é
dissipativo e implica diminui¢io da amplitude de oscilacdo. Se x? for menor
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que 1, o sistema terd fornecimento de energia e a amplitude de oscilacdo
aumentard. Assim sendo, espera-se que, independentemente do estado
inicial, o sistema termine oscilando com amplitude préxima de 1. A equagdo
de van der Pol é equivalente ao seguinte sistema dindmico auténomo:

=y y=—x—2e(x®>—-1)y (11.2)

Existe um tnico ponto de equilibrio, na origem. A matriz Jacobiana nesse

[0 1] (11.3)

ponto é:

-1 2e

e os valores proprios sdo A = & + V&2 — 1.

A origem € ponto repulsivo, que pode ser foco (e < 1), n6é (¢ > 1) ou n6
impréprio (e = 1). O retrato de fase e o estado em funcdo do tempo, no
caso € = 0.17, com condig¢des iniciais x = y = 0.1 sdo representados com o

seguinte comando:

%il) plotdf ([y,-x-2%0.17*(x*2-1)*y], [x,y], [direction,forward],
[x,-4,4], [y,-5,5], [nsteps,900], [trajectory_at,0.1,0.1],

[versus_t,1]1)$

A figura 11.1 mostra o resultado.
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Figura 11.1.: Solucdo da equacdo de van der Pol para um valor pequeno do
parametro, € = 0.17, com estado inicial préximo da origem.
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O sistema oscila, com amplitude inicialmente crescente, mas ap6s algumas
oscilagdes estas sdo cada vez mais uniformes. No retrato de fase, a 6rbita
cresce aproximando-se de um ciclo limite com forma de retangulo de vértices

arredondados.

O retrato de fase e a solu¢do em fungdo do tempo, para o mesmo valor do
parametro, £ = 0.17, mas com um estado inicial que esta fora do ciclo limite,

obtém-se com o seguinte comando:
(%i2) plotdf ([y,-x-2%0.17*(x*2-1)*y], [x,y], [direction, forward],
[x,-4,4], [y,-5,5], [nsteps,900], [trajectory_at,-3,3],

[versus_t,1])$

A figura 11.2 mostra o resultado. A amplitude das oscilagdes decresce até
ficar uniforme e igual a solugd@o obtida no caso anterior,
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Figura 11.2.: Solucdo da equacdo de van der Pol para um valor pequeno do
parametro, € = 0.17, com estado inicial afastado da origem.

Nos dois casos das figuras 11.1 e 11.2 o sistema aproxima-se do mesmo
ciclo; no primeiro caso a aproximacao € feita desde dentro do ciclo e no
segundo caso desde fora. Esse tipo de ciclo € um ciclo limite atrativo.
Existem também ciclos limite repulsivos, no caso em que as Orbitas perto
desse ciclo afastam-se dele.

Se o parametro € for maior que 1 e o estado inicial estiver préoximo da
origem, o sistema aproxima-se muito mais rapidamente do ciclo limite, ja
que a origem passa a ser um né repulsivo. Por exemplo, para ¢ = 1.7 e
estado inicial x = y = 0.1:
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(%i3) plotdf ([y,-x-2*1.7*(x*2-1)*y], [x,y], [direction,forward],
[x,-4,4], [y,-6,6], [nsteps,1500], [trajectory_at,0.1,0.1],
[versus_t,1])$

A figura 11.3 mostra o resultado. Em comparacdo com o caso € =0.17, as

oscilacdes ja ndo sdo parecidas com uma fungdo sinusoidal e o ciclo limite
tem uma forma mais complicada no espago de fase.
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Figura 11.3.: Solucdo da equacio de van der Pol para um valor elevado do
pardmetro € = 1.7 e com estado inicial préximo da origem.

Em funcdo do tempo, quanto menor for o pardmetro &, mais parecidas serdo
as oscilacdes a uma funcdo periddica de frequéncia Unica (fung¢do seno
ou cosseno). Quanto maior for o pardmetro €, mais complicadas serdo as
oscilacdes, como no caso da figura 11.3, correspondendo a sobreposi¢do de
fun¢des sinusoidais com vérias frequéncias diferentes.

O circuito, ou sistema fisico, descrito pela equac@o de van der Pol € um
sistema auto-regulado. Nomeadamente, independentemente do estado inicial
do sistema, o estado final serd um movimento oscilatério com amplitudes e
frequéncias especificas do circuito.

11.1.2. Existéncia de ciclos limite

Num ponto do espago de fase, que nao seja ponto de equilibrio, passa
exatamente uma curva de evolug@o. As curvas de evolugdo de um sistema
dindmico continuo, no espago de fase, nunca se podem cruzar.
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Essas propriedades sdo uteis para descobrir a existéncia de ciclos limite.
Por exemplo, no retrato de fase apresentado na figura 11.4, a origem € um
foco repulsivo; na vizinhanga da origem as curvas de evolugao sio espirais
que apontam para fora da origem. No entanto, nas regioes mais afastadas da

origem, as curvas de evolucdo aproximam-se da origem, indicando que na
realidade o sistema & estdvel.
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Figura 11.4.: Retrato de fase de um sistema com um ciclo limite.

Como as curvas que saem do ponto de equilibrio ndo se podem cruzar com
as curvas que se aproximam dele, dever4 existir um ciclo limite para onde

todas as curvas de evolugdo aproximar-se-ao assimptdticamente, sem se
cruzarem nem se tocarem.

Em alguns casos consegue-se demonstrar matematicamente a existéncia

do ciclo limite, usando coordenadas polares, como mostra o exemplo a
seguir.

4 N\
Exemplo 11.1
Demonstre que o sistema com equagdes de evolugdo:
% =-y+x(1-2x2-3y%) y=x+y(1-2x?-3y%)
(_tem um ciclo limite. )

Resoluc¢ao. Os pontos em que as duas componentes da velocidade de fase
sdo nulas sao:
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(%i4) £1: -y+x*(1-2%x/2-3%y*2)$
(%i5) £2: x+y*(1-2%x22-3%yA2)$
(%i6) solve ([f1,f£2]);

(%06) [[x=0 y=0]]

Assim sendo, existe um tnico ponto de equilibrio, na origem. O retrato de

fase obtido com as funcdes f; e fa € apresentado na figura 11.5, que mostra
o ciclo limite.
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Figura 11.5.: Retrato de fase do sistema & = —y + x(1 — 2x? — 3y?),
y = x+ y(1 —2x2 - 3y?).

As coordenadas cartesianas podem ser substituidas por coordenadas polares.
Serd preciso fazer essa substitui¢do também nos lados esquerdos das equa-
¢oes: x e y. Desse modo, € necessdrio escrever as equagdes de evolucdo
completas:

(%i7) depends ([x,y],t)$

(%18) eql: diff (x,t) = f1;

d
(%08) d—);:x(—3y2—2x2+1)—y
*%i9) eq2: diff (y,t) = f2;

d
(%09) d—f:y(—3y2—2x2+1)+x
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A funcio depends foi usada para indicar que x e y dependem de ¢; se isso ndo
tivesse sido indicado, as derivadas teriam sido calculadas como derivadas
parciais, dando o resultado O.

A substitui¢do para coordenadas polares € a seguinte:
X =rcosb y=rsinf
no Maxima serd usado u para representar 6. E necessério declarar também
a dependéncia no tempo das varidveis r e u antes de fazer a substitui¢do:
(%i10) depends ([r,u],t)$
(%ill) eq3: ev (eql, x=r*cos(u), y=r*sin(u), diff)$
(%i12) eq4: ev (eq2, x=r*cos(u), y=r*sin(u), diff)$

o modificador diff na funcido ev € usado para que as derivadas sejam
calculadas. Finalmente, resolve-se o sistema para 7 e 6:

(%i13) solve ([eq3,eq4],[diff(r,t),diff(u,t)]);

(%013)

d d
[d_; =-3r3 sin2u—-2r3 cos2u+r, d_t‘t = 1]

A segunda equagdo mostra que o angulo 8 tem taxa de aumento constante.
Ou seja, o estado roda no espaco de fase com velocidade angular constante,
igual a 1, no sentido positivo (anti-hordrio). Enquanto o estado roda, a
variacdo do valor de r é dada pela express@o no lado direito da primeira
equagdo em (%013). Se r forigual a 1/2, a derivada 7 é igual a (2—sin® 6)/8,
que € positiva; nomeadamente, » aumenta para valores maiores do que 1/2.
Se r = 1, aderivada de r é 7 = —1 — sin® 6, que é negativa para qualquer
valor de 8. Isso quer dizer que enquanto o estado roda no espago de fase,
0 raio ndo se aproxima nem de zero nem aumenta indefinidamente, mas
permanece dentro de um intervalo de valores, dando origem ao ciclo limite.

Os pontos onde 7 é nula estdo numa elipse com semieixo maior de V2/2
unidades, ao longo do eixo dos x e semieixo menor de V3/3 unidades, ao
longo do eixo dos y (ver problema 1 no fim do capitulo). Em 8 = 0 o ciclo
limite estd no interior dessa elipse, onde 7 € positiva; assim sendo, enquanto
6 aumenta, r também aumenta e o ciclo passa para fora da elipse, onde 7
passa a ser negativo e r e chega um ponto em que r comeca a diminuir e
o ciclo volta a entrar dentro da elipse, quando 6 estd na vizinhanca de 7
radianos.
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11.1.3. Inexisténcia de ciclos limite

Se existir um ciclo limite, na regido dentro dele devera existir pelo menos
um foco, um centro ou um né. Isso implica que se numa regido do espago
de fase ndo existir nenhum foco, centro ou nd, nessa regido nao pode existir
nenhum ciclo limite. O determinante da matriz jacobiana € igual ao produto
dos valores préprios; assim sendo, num sistema de segunda ordem, se num
ponto de equilibrio o determinante da matriz jacobiana for negativo, esse
ponto serd necessariamente ponto de sela.

Conclui-se que num sistema de segunda ordem, se dentro de uma regido do
espaco de fase ndo existir nenhum ponto de equilibrio onde o determinante
da matriz jacobiana seja positivo, nessa regido nao poderd existir nenhum
ciclo limite. Esse método € ttil para demonstrar que num sistema ndo
existem ciclos limite.

Exemplo 11.2

Demonstre que o sistema seguinte ndo possui nenhum ciclo limite.

B2y =3 = ko

Resolugio. Para encontrar os pontos de equilibrio usam-se os seguintes
comandos no Maxima:

(%i14) f: [y*2-x, y+x/2+y*x*3]$

(%i15) solve (£);

que produz unicamente uma solugdo real, na origem. Assim sendo, o Gnico
ponto de equilibrio € a origem. Para determinar que tipo de ponto de
equilibrio é, determina-se a matriz jacobiana nesse ponto:

(%i16) J: jacobian (f,[x,y]1)$
(%il17) subst ([x=0,y=0], 1);

-1 0
(%017)

0 1

como a matriz € diagonal, os seus valores proprios s@o os nimeros na
diagonal, 1 e -1. Ou seja, a origem € um ponto de sela e, como tal, ndo
existe nenhum ciclo limite porque ndo existe nenhum ponto de equilibrio
atrativo ou repulsivo.



270 Ciclos limite e dindmica populacional

11.2. Dinamica populacional

As variagdes da populagcdo numa regido € um problema que pode ser estudado
por meio de equacdes diferenciais. A populagdo é uma varidvel discreta, mas
quando se estudam populagdes de muitos milhares ou milhdes de individuos,
¢ uma boa aproximagio admitir que a populagio a cada instante, x(z), é
uma varidvel real. A derivada x representa o aumento, ou diminui¢do, da
populagdo a cada instante; o quociente X/ x é a taxa de aumento da populagdo
por unidade de tempo, ou seja, o aumento da populagdo durante uma unidade
de tempo, por cada individuo. Essa taxa de aumento € determinada pelas
taxas de natalidade, ¢,, mortalidade, d,,, imigracdo, ¢; e emigragdo, d.:

= =6y = G+ 6~ b (11.4)
X

Para poder resolver a equagdo € necessario usar algum modelo matemético
para a taxa de aumento, em fun¢do da populagdo x e do tempo ¢. O modelo
populacional mais simples, proposto por Malthus no século XVIII, consiste
em admitir uma taxa de aumento a constante e positiva

Y (a > 0) (11.5)
X

Esta equagdo resolve-se facilmente por separagdo de varidveis e a solucdo é
uma func¢do exponencial crescente:

x(t) = xge! (11.6)

Nao existem pontos de equilibrio neste modelo e a populacdo aumenta sem
limite. No século XIX, Verhulst introduziu um modelo chamado modelo
logistico, em que as taxas de natalidade mais imigracdo permanecem
constantes, mas as taxas de mortalidade mais emigracao aumentam de
forma diretamente proporcional a populacdo existente. Ou seja, a equacio
diferencial do modelo é

Xx=x(a—bx) (11.7)

onde a e b sdo constantes positivas. O pressuposto deste modelo € que
a taxa de natalidade ¢ um fator intrinseco, enquanto que o aumento da
populacgao origina conflitos e problemas que conduzem ao aumento da taxa
de mortalidade.
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Neste modelo ha dois pontos de equilibrio, solucdes da equacdo x (a—b x) =
0, ou seja, x = 0 e x = a/b. A matriz jacobiana tem um tnico elemento,

_ d(x(a—-bx)) .

J
dx

-2bx (11.8)

O primeiro ponto de equilibrio, x = 0, é repulsivo porque nesse ponto
J = a > 0 e o segundo ponto, x = a/b, é atrativo porque J = —a < 0.
Como tal, a populagdo atingird sempre o valor constante a/b.

Estes modelos, propostos inicialmente para estudar populacdes humanas,
aplicam-se a qualquer espécie biolégica ou no estudo da propagacao das
epidemias.

11.3. Sistemas de duas espécies

Sejam duas populacdes diferentes que interagem. A funcéo x(¢) representa
o numero de elementos da espécie 1, no instante ¢, e y(f) o nimero de
elementos da espécie 2, no instante ¢.

Admitindo que os fatores ambientais permanecem inalterados e que a
evolucdo das duas espécies depende apenas da interagdo entre elas, as
equagdes de evolucdo do sistema s3o um sistema auténomo com duas
varidveis de estado:

x=f(x,y) y=g(xy) (11.9)

As fungdes f e g nao podem ser duas fungdes quaisquer, mas tém de verificar
as seguintes condicoes:

lim f(x,y) =0 lim g(x,y) = 0 (11.10)
xX—> y—

ja que quando uma das populacdes for extinta, ndo podem nascer nem
morrer mais elementos dessa espécie e a respetiva taxa de aumento deve
ser nula. Essas condi¢des implicam que em cada um dos eixos x e y, no
espaco de fase, a velocidade de fase € paralela ao respetivo eixo; se o estado
inicial estiver num dos eixos, a sua evolugao serd ao longo desse eixo. Por
outro lado, apenas é necessdrio que as func¢des f(x,y) e g(x, y) estejam
definidas para valores positivos de x e y, ja que as populagcdes ndo podem
ser negativas.
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Admite-se que as duas funcdes s@o continuas no primeiro quadrante do
plano x y. Os quatro termos na matriz jacobiana,

af of
ox 0

=g, ag (11.11)
dx 0Oy

tém a seguinte interpretacdo: os termos na diagonal, df/dx e dg/dy, sdo
as taxas de crescimento de cada uma das duas espécies, independentemente
da outra. Os termos fora da diagonal, df/dy e dg/dx, tém a ver com a
influéncia de cada espécie no crescimento da outra. Por exemplo, se d f/dy
for negativa, quer dizer que a existéncia de elementos da espécie y faz
diminuir a populacdo da espécie x.

Os sistemas de suas espécies sao classificados em trés categorias:

1. Sistemas com cooperacao. J f/dy e dg/0x sdo ambas positivas. Cada
espécie propicia o aumento da populacdo da outra espécie.

2. Sistemas com competicido. d f/dy e dg/0x sdo ambas negativas. Cada
espécie propicia o extingdo da populacdo da outra espécie.

3. Sistemas predador presa. d f /0y e dg/0x tém sinais opostos. Uma das
espécies (predadores) propicia a extincdo da outra (presas); 0 aumento
da populacdo de predadores € maior quantas mais presas houver e a
diminuicdo da populacdo de presas € maior quantos mais predadores
houver.

11.3.1. Sistemas predador presa

Se a populacdo das presas for x e a populacdo dos predadores for y, nas
equacdes de evolugdo 11.9, f(x, y) é a taxa de crescimento da populacio
de presas, decrescente em ordem a y, e g(x, y) € a taxa de crescimento da
populacdo de predadores, crescente em ordem a x.

Essas propriedades de f e g possibilitam a existéncia de ciclos, tal como se
mostra na figura 11.6. Mas para que possa existir um ciclo no sistema deve
existir um centro, foco ou n6 dentro desse ciclo.

A origem também € um ponto de equilibrio. Como sobre cada um dos eixos
coordenados o estado evolui na dire¢do desse eixo, a origem e quaisquer
outros pontos de equilibrio nos eixos devem ser nds ou pontos de sela.
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Predadores A

(

>
Presas

Figura 11.6.: Possivel ciclo num sistema predador presa.

Se um desses pontos for estdvel, existe um estado de equilibrio estdvel
em que uma das espécies € extinta e a populagdo da outra permanece
constante.

4 "\
Exemplo 11.3
Analise o modelo de Lotka-Volterra:

X =x(a-cy) y=y(bx—d)

L com 4 parametros positivos a, b, c e d.

Resoluc¢ao. Observando as equacdes, conclui-se que se trata de um sistema
predador presa, em que x representa a populagio de presas, com crescimento
exponencial, e y € a populagdo de predadores, com extingdo exponencial.

Comeca-se por determinar os pontos de equilibrio

(%i18) f: [x*(a-c*y), y*(b*x-d)]$
(%i19) vars: [x,y]$

(%i20) equil: solve (f,vars);

(%020) |:[x:0’y:0]’ [x:%y:f

c

ou seja, existem 2 pontos de equilibrio na regido de interesse (primeiro
quadrante, semieixos positivos e origem): (0,0) e (d/b, a/c).
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(%i21) J: jacobian(f, vars)$

Na origem, a matriz do sistema linear que aproxima o sistema original é

(%i22) subst (equil[1l], 1);

a 0
(%022)

0 -d

Os valores préprios sdo a e —d e, como tal, a origem € um ponto de sela
(instavel). No segundo ponto de equilibrio, a aproximacao linear tem matriz
e valores proprios:

(%i23) subst (equill2], 1);
cd
o b
(%023) ab
— 0
c
(%124) eigenvalues (%);

(%024) [ [_m, m] [, 1]]

Como os quatro parametros sao positivos, os valores proprios sdo imagina-
rios; assim sendo, o segundo ponto de equilibrio € um centro.

Qualquer situacdo inicial (na regido onde as duas varidveis sao positivas) faz
parte de um ciclo, em que as populacdes das duas espécies oscilam. Para
representar o retrato de fase e a evolug@o das varidveis, € necessdrio dar
alguns valores numéricos aos pardmetros, por exemplo:

(%i25) plotdf (subst([a=6,b=3,c=2,d=15],f), vars,
[x,0,10], [y,0,10], [nsteps,1000], [direction,forward],

[trajectory_at,7,1], [versus_t,1])$

A figura 11.7 mostra os graficos obtidos.

Inicialmente, as populacdes de presas e de predadores aumentam, mas
quando o nimero de predadores aumentar por cima do seu valor médio, a
populagdo de presas comecard a decrescer. Quando o nimero de presas for
menor que o seu valor médio, a falta de presas fard com que a populacido
de predadores diminua; quando diminuir por baixo do seu valor médio, a
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Figura 11.7.: Retrato de fase do modelo de Lotka-Volterra e grafico das
populagdes em fungdo do tempo.

populacdo de presas voltard a aumentar e o ciclo repetir-se-4.
|

O modelo de Lotka-Volterra produz ciclos, que podem fazer oscilar a
populagdo entre um valor muito pequeno e um valor muito elevado. Si-
tuacdo essa que nio é muito realista num sistema predador presa. Um

sistema mais realista deverd ter apenas ciclos limite, como no exemplo
seguinte.

. N\
Exemplo 11.4
Analise o modelo seguinte, de Holling-Tanner, e mostre que tem um
ciclo limite
: x 6xy . y
=x(1-2)- == =02y (1- =)
i=x(1-7) -7 y=02y{1 =52
AN J

Resolugio. Observando as equagdes, conclui-se que € um modelo predador
presa, em que x representa a populacio de presas, com crescimento logistico,
e y € a populagdo de predadores, também com crescimento logistico.

Determinagao dos pontos de equilibrio:

%i26) f: [x*(1-x/7) - 6*x*y/(7+7%x), 0.2%y*(1-y/2/x)]1$
(%i27) equil: solve (£);
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%027) [[y=0, x=0], [y=0, x=-1], [y=0, x=7],
[y=-14, x==-7], [y=2, x=1] ]
Assim sendo, existem 3 pontos de equilibrio: (0, 0), (7, 0) e (1, 2). Os
valores e vetores proprios no ponto (7, 0) sdo:
(%i28) vars: [x,yl$
(%i29) J: jacobian (f, vars)$
(%130) eigenvectors (subst (equil[3], 1));

(%030) [Hé -1{, [1, 1]], 1, _8 . LI, 0]]”

5

o ponto de equilibrio em (7, 0) € entdo ponto de sela. Observe-se que o
vetor préprio (1, 0), paralelo ao eixo dos x, corresponde ao valor préprio
negativo, —1. Isso quer dizer que, quando os predadores y se extinguirem,
a populagdo de presas evolui aproximando-se do valor de equilibrio x = 7.
Mas se a populacdo de presas estiver proxima desse valor limite x = 7 e
existirem alguns poucos predadores, o estado evolui na dire¢do (-1, 8/5)
(o vetor préprio obtido em (%030) multiplicado por —1 também € vetor
préprio), afastando-se do ponto de equilibrio (valor préprio positivo, 1/5) e
aproximando-se do ponto de equilibrio em (1, 2).

A matriz jacobiana na origem nao pode ser calculada, porque obtém-se
denominadores nulos; a anélise de estabilidade da origem serd feita no fim
desta resolucio.

O ponto (1, 2) € foco repulsivo, como mostra o cdlculo dos valores préprios
nesse ponto:

(%i31) map (rectform, eigenvalues (subst (equil[5], 1)));

3 V6511 +B5li 3
- +—1. [ 1]

(%031) [ 70 70 ° 70 70

Se y for maior que 2 x, e o valor de x for elevado, as duas componentes da
velocidade de fase sdo negativas (por exemplo, limit(subst(y=3*x,f),x,inf)
€ (—oo, —00)). E se y for menor que 2 x e x for elevado, a componente x
da velocidade de fase é negativa. Isso implica que na regido afastada da
origem, o estado aproxima-se sempre da origem, mas como no ponto (1, 2)
h4 um foco repulsivo, conclui-se que deve existir um ciclo limite atrativo a
volta do foco.
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O retrato de fase (figura 11.8) € obtido com o seguinte comando:

(%i32) plotdf (f, vars, [x,-0.1,10], [y,-0.1,81)%

Usou-se —0.1 para o valor minimo de x, para evitar os denominadores nulos
obtidos quando x = 0. A figura 11.8 mostra o grafico obtido.

7.5

25

Figura 11.8.: Retrato de fase do modelo de Holling-Tanner.

O ciclo limite tem uma cor mais escura na figura 11.8 e as curvas de evolug¢do
que entram e saem do ponto de sela em x = 7 t€m uma cor mais clara. No
eixo dos y hd uma descontinuidade na derivada de y e, por isso, ndo existem
curvas de evolugdo nesse eixo, mas para x > 0 a origem comporta-se como
ponto de sela.

11.3.2. Sistemas com competicao
Num sistema com competicdo, a taxa de aumento de cada uma das espécies

diminui com o aumento da outra populag¢do. Consequentemente, ndo podem
existir ciclos, como no caso dos sistemas predador presa.

Exemplo 11.5
Explique os possiveis retratos de fase do seguinte sistema com 6
parimetros positivos a, b, ¢, d, e, f:

X=x(a-bx-cy) y=y(d-ey-[fx)
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Resolucao: As equacdes mostram que se trata de um sistema de duas
espécies em competicdo. Para evitar conflitos com valores de varidveis
usados nos exemplos anteriores, convém apagar os valores numéricos
associados anteriormente a varidveis do Maxima.

(%133) remvalue (all)$
(%134) fg: [x*(a-b*x-c*y),y*(d-e*y-f*x)]$
(%i35) vars: [x,y]l$

(%i36) equil: solve (fg, vars);

d
(%036) [[x=0,y=01, x=2.v=0|, [x=o,y=;],
_ae-—cd _af—bd]

__cf—be’y_cf—be

O Unico ponto de equilibrio fora dos eixos € o quarto; pode usar-se o
comando subst para simplificar o resultado, definindo 3 novas constantes,

(%i37) ponto: subst ([c*f-b*e=cl,a*e-c*d=-c2,a*f-b*d=c3], equil[4]);

c2 c3
%037 =—,y=—
(%037 [x cl Y cl]

esse ponto so estard no primeiro quadrante se as trés constantes ¢, ¢2 € c3,
forem todas positivas ou todas negativas.

(%i38) J: jacobian (fg, vars)$

(%i39) A: subst (equil[4], 1D$
a matriz pode ser simplificada aplicando as func¢des ratsimp e factor a cada

elemento da matriz (para aplicar uma fun¢do a cada elemento de uma lista
ou matriz usa-se o comando map):

(%140) A: map (ratsimp, A)$

(%i41) A: map (factor, A);

b(ae—cd) c(ae—cd)
(%041) cf—-be cf—-be
flaf-bd) e(af-bd
B cf—be - cf—be

Apareceram novamente as trés constantes c1, ¢ € c3 definidas previamente;
substituindo essas varidveis obtém-se:
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(%142) A: subst([c*f-b*e=cl, a*e-c*d=-c2, a*f-b*d=c3], A);

bc2 cc2

(%042) cl cl
B _cde

cl cl

(%143) factor (ratsimp (determinant (A)));
_ﬂcS@f—b@

%043
( ) 12

Como (¢ f — be) éigual a c1, o determinante da matriz jacobiana no ponto
de equilibrio € igual a —c3 c3/c1. Como ja foi dito, as 3 constantes devem
ter o mesmo sinal para que exista ponto de equilibrio fora dos eixos, ou seja,
para que exista a possibilidade das duas espécies coexistirem. Se c1, c2 €
c3 sdo todas positivas, o ponto de equilibrio € um ponto de sela (equilibrio
instdvel). Se as 3 constantes sdo todas negativas, o ponto de equilibrio pode
ser atrativo, para alguns valores dos parametros.

Por exemplo, se as 3 constantes sdo positivas com os valores (3, 2, 2)
obtém-se o retrato de fase no lado esquerdo da figura 11.9:

(%i44) plotdf( subst([a=2,b=1,d=2,e=1,c=2,f=2],fg), vars,

[x,0,3.1], [y,0,3.11);

Se no instante inicial a populacdo de uma das espécies for menor, essa espécie
serd extinta (o sistema aproxima-se do ponto de sela num dos eixos). Se
inicialmente as duas populagdes forem iguais, atinge-se o ponto de equilibrio
em que as duas populacdes sdo iguais a 2/3 (x = c2/c1, ¥y = ¢3/c1)).

Um exemplo do caso em que o ponto de equilibrio € né atrativo é quando as
3 constantes tém os valores (-3/4, -1, -1); o retrato de fase no lado direito da
figura 11.9 foi produzido com seguinte comando:

(%i45) plotdf( subst([a=2,b=1,d=2,e=1,c=0.5,f=0.5],fg), vars,
[x,0,3.11, [y,0,3.11);
Neste caso, as duas espécies coexistem de forma harmoniosa atingindo

sempre o ponto de equilibrio em que as duas populacdes sdo iguais a 4/3
(x = c2/c1, y = c3/c1).
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Figura 11.9.: Retratos de fase do exemplo 11.5, nos casos de equilibrio
instavel (esquerda) e estdvel (direita).

Perguntas

1. Um sistema, no espacgo de fase (x, y), tem um ciclo limite com raio
constante, igual a 2 unidades. Ap6s uma mudanca de varidveis para
coordenadas polares (r, 6), com origem no centro do ciclo limite, a
equagio obtida para o angulo foi: 6 = 3. Qual poderi ser a equacio
obtida para o raio r?

A Fr=2r-1 D.r=2r-4
B.r=3r-2 E. 7r=3-r
C.r=2-2r

2. Um sistema com varidveis de estado (x, y) tem um ciclo limite ¢ um
Unico ponto de equilibrio P. O que € que carateriza os pontos (x, y) do
ciclo limite?

Estdo todos a mesma distincia de P.
Em todos eles a velocidade de fase aponta para P.

Formam uma curva que passa por P.

°©cnw?>

Formam uma curva fechada com P no interior.

E. Formam uma curva fechada com P no exterior.

3. Um sistema, no espacgo de fase (x, y), tem um ponto de equilibrio em
(2, 3). Apds uma mudanca de varidveis para coordenadas polares (r, 6),
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com origem no ponto (2, 3), o sistema obtido foi: 7 = 2r, § = =3. O que
é que possivel concluir-se acerca desse sistema?

A. (2,3) é um foco repulsivo.

B. Existe um ciclo limite a volta de (2,3).

C. (2,3) é um centro.

D. (2,3) é um foco atrativo.

E. (2,3) é um né repulsivo.

4. Asequacdes x = y(3 — x), y = x(5 + y) definem um sistema:

. Predador presa.
. De duas espécies com competicao.

A

B

C. Conservativo.
D. Linear.

E

. Nao linear.

5. As equagdes de evolucdo de um sistema de duas espécies sao:

t=x@B-y) y=yx-5)

que tipo de sistema é?

A. Predador presa, sendo x as presas.
B. Predador presa, sendo y as presas.
C. Sistema com competi¢do.

D. Sistema com cooperagao.
E

. Sistema linear.

Problemas

1. Para visualizar a curva onde 7 € nula no exemplo 11.1, (a) escreva
a expressdo obtida para a derivada de » em func¢ao das coordenadas
cartesianas x e y e encontre as solugdes da condicdo 7 = 0 (sugestdo:
substitua r por y/x2 + y2, u por arctan(y/x), fun¢do atan no Maxima, e
use a fungdo ratsimp para simplificar o resultado). (b) Diga que tipo de
curva € a solugdo ndo trivial encontrada na alinea anterior. (c) Use a
funcdo implicit_plot para tragar o gréifico da curva da alinea anterior.
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2. Encontre a solu¢do do modelo logistico (equagdo 11.7), usando o método
de separacdo de varidveis com condicdo inicial x(0) = xo e mostre que
no caso b = 0 a solucdo reduz-se a solucdo do modelo de Malthus.

3. Uma populacgao de dragdes, y, e uma populagdo de dguias, x, evoluem
de acordo com um modelo de Lotka-Volterra:

f=x(2-y) y'=§<x—3>

Analise a estabilidade e desenhe o retrato de fase do sistema. Qual sera
o estado limite? alguma das duas espécies serd extinta?

4. Considere o modelo de Verhulst para duas populagdes:
X=x(1-x-2y) y=y(1+5x-y)

diga se é um sistema com competi¢do ou um sistema predador presa (e
nesse caso quais as presas e quais os predadores). Analise a estabilidade
e desenhe o retrato de fase.

5. Em cada um dos modelos de duas espécies com competi¢do, na lista que
se segue, diga se existe coexisténcia ou exclusdo mutua entre as duas
espécies. Se existir coexisténcia, diga a natureza do ponto de equilibrio
(estavel ou instdvel). Se existir exclusdo miutua, diga qual das duas
espécies sobrevive. Em todos os casos construa o grafico do retrato de
fase.

1 1 1 1
(a) X=x(2—gx—6y)y'=y(l—ﬁy—§x)

1 1 1 1
x = 2 1—-— - — v = 4 1—-—— -
(b) x=2x( 20)6) 55 XYY y( 4Oy) 0™

1 1 1 1
e (L o) D= (] oy —
€ x=x(1-55x=2Ny=y(-15y- 7%
(@) $=2x(1- ——x)~ T xyy=10y(1- )~ %
X=2x(1-—x)——xyy= - —y)—=x
100" a0 YT YN TR TR
6. Para demonstrar que o sistema ndo linear:
)’sz—y—x?’—xy2 )'7:x+y—xzy—y3

tem um ciclo limite estavel:

(a) Use coordenadas polares para transformar o sistema num sistema
de segunda ordem para as varidveis r e 6 (sugestdo: use o comando
trigreduce para simplificar o resultado).
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(b) Trace o gréfico de 7 em fungdo de r (r ndo pode ser negativo) e diga
qual serd o valor limite de » apds um tempo bastante elevado.

(c) Escreva a equacdo do ciclo limite, em func¢do das coordenadas
cartesianas (x, y).

(d) Corrobore a resposta tragando o retrato de fase no plano cartesiano
(x, y).
7. Demonstre que o sistema seguinte ndao tem nenhum ciclo limite.

xX=y y=x
8. O sistema de equacdes de Rossler em 3 dimensdes é:

X=-y—-2 y=x+02y z2=02+(x=-0)z

e tem ciclos limite para alguns valores do parametro c; nomeadamente,
apos algum tempo, as varidveis x, y e z descrevem ciclos que se repetem
periodicamente.

(a) Use o programa rk para encontrar a solugao do sistema com ¢ =3 e
condigdes iniciais x(0) = z(0) = 0, y(0) = 4, no intervalo 0 < ¢ <
200; use 5000 passos (At = 0.04).

(b) Usando unicamente o intervalo 160 < ¢ < 200 da solug@o encontrada
na alinea anterior, obtenha os graficos de y em funcdo de x, e de x
em funcgdo de ¢.

(c¢) Determine, aproximadamente, o periodo dos ciclos representados
nos graficos da alinea anterior.

Respostas

Perguntas: 1. D.2. D.3. A. 4. E. 5. A.

Problemas

1. (a) (x, y) =(0,0), ou2x? + 3 y% = 1. (b) A forma canodnica da curva é
(2 x/\/§)2 + (3 y/\,/g)2 = 1, que € uma elipse com semieixo maior de

V2 /2 unidades, no eixo dos x, e semieixo menor de V3 /3 unidades, no
eixo dos y
1

(o . 0.: / \

-1

-1 0.5 0 0.5 1
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[\%}

. x(t) =

a
b+ (a/xyg — b)e~a!

A origem ¢ ponto de sela e o ponto (3, 2) € centro. O estado limite € um
ciclo. Nenhuma das duas espécies serd extinta.

Sistema predador presa: x sdo as presas e y os predadores. A origem é
no6 proprio, repulsivo, o ponto (1, 0) é ponto de sela e o ponto (0, 1) é n6é
improéprio, atrativo.

(a) Exclusao, com extin¢do da espécie y e x — 10.

(b) Coexisténcia, com x — 20/3 e y — 100/3. O ponto de equilibrio é
estavel.

(c) Coexisténcia, no ponto instavel (x = 80/7, y = 24/7). O sistema pode
terminar com uma das espécies extintase x — 20 ouy — 12.

(d) Exclusao, com extin¢do da espécie y e x — 100.

(a)9=1,r'=r—r3

(b) O gréafico de 7 mostra que r aumenta se for menor que 1 e diminui
se for maior que 1. Assim, r aproximar-se-a do valor limite 1. (c)
2 +y?=1

1

(d -

=) Bl 0 T

O determinante da matriz jacobiana é negativo em qualquer ponto e,
como tal, ndo podem existir ciclos limite.

(a) O ultimo elemento na lista obtida com rk é
[200.0, 4.393, —4.476, 0.2006]

25 / 4
o 2

-2 0 2 4 160 170 180 190 200
x 1

(b)

(c) O periodo dos ciclos € aproximadamente 11.52 unidades.



12. Sistemas caodticos

Os investigadores da NASA no Centro de Investigacdo de Langley usam
fumo colorido, que ascende desde uma fonte em terra, para visualizar
um dos vértices produzidos na ponta da assa de um avido agricola. A
turbuléncia associada ao voértice é um exemplo de movimento caético. A
imprevisibilidade desse movimento torna muito perigosa a aproximacao de
outros avides dentro da zona de turbuléncia. Estudos como este da NASA
sdo usados para determinar a distdncia minima recomenddvel entre avides
em voo, em fungao das condi¢des; por exemplo, quando hd mau tempo esses
vortices sdo menores porque sdo dissipados pelo vento.
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12.1. Orbitas fechadas atrativas

No capitulo anterior viu-se que quando existe um ciclo limite atrativo, as
curvas de evolucdo aproximam-se assimptoticamente desse ciclo. Também
é possivel existirem Orbitas homoclinicas ou heteroclinicas atrativas, como
no exemplo seguinte.
- A
Exemplo 12.1
Represente o retrato de fase do sistema com equacdes de evolucao:

15
x=x(y2+2xy—x—zy+1)

15
y:y(—2x2—xy+y+zx—1)

L e mostre que existe uma Orbita heteroclinica atrativa. )

Resolugio. Comeca-se por criar uma lista com as fungdes f e g, e outra
lista com as varidveis de estado:

(%il) fg: [x*(yr2+2%x*y-x-15%y/4+1), y*(-2%x 2-x*y+y+15%x/4-1)]$%

(%i2) vars: [x, y1$

A seguir, determina-se a posi¢cao dos pontos de equilibrio:

(%i3) solve (fg, vars);

(%03) [[x=0,y=0], [x=1,y=0], [x=0, y=1],
3 LN
i R

=t y=3
=7 Y="1|
existem 6 pontos de equilibrio. Em vez de calcular a matriz jacobiana para
cada ponto, serd analisado o retrato de fase, numa regido que inclui os 6
pontos de equilibrio:

(%i4) plotdf (fg, vars, [x,-0.5,2], [y,-1.5,2]1);

Tracando algumas curvas de evolu¢do com o programa plotdf, descobre-se
que os pontos (0, 0), (1, 0) e (0, 1) sdo pontos de sela, os pontos (0.25,
0.25) e (1.333, 1.333) sdo focos repulsivos, e o ponto (1.75, -0.75) é um
nd atrativo. Também vé-se que as 3retas x =0, y=0ey = 1 — x séo
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separatrizes (ver figura 12.1). O tridngulo com vértices nos 3 pontos de sela
€ uma 6rbita heteroclinica.

2

7

s s - =

= _ g - -

-04 0 04 08 12 16 2
X

Figura 12.1.: Retrato de fase do exemplo 12.1, com uma 6rbita heteroclinica
atrativa.

Todas as curvas de evoluc¢do que saem do foco no ponto a(T") = (0.25, 0.25)
aproximam-se assimptéticamente da érbita heteroclinica que, consequente-

mente é atrativa.
|

A diferenca entre uma 6rbita heteroclinica atrativa, como a que existe no
exemplo anterior e um ciclo limite atrativo, estd na forma como o sistema se
aproxima dessas curvas. Para estudar a forma como ¢é feita essa aproximagdo
no caso da érbita heteroclinica, representa-se o grafico de evolugdo das
varidveis de estado em func¢do do tempo. Usando o programa rk, com
valores iniciais x = 0.26 e y = 0.26, e para ¢ desde 0 até 500,

(%i5) sol: rk (fg,vars,[0.26,0.26],[t,0,500,0.1]1)%

convém examinar o resultado da dltima iteragao:

(%i6) last (sol);

(%06) [414.1, 3.657 x 10%29, —2.353 x 1072°]
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neste caso, o programa rk conseguiu integrar unicamente até o tempo final
t =414.1. Em versdes do Maxima compiladas com outras variantes de Lisp,
0 mesmo programa pode parar num tempo ¢ diferente. Isso € devido a que, a
acumulacdo de erros numéricos pode provocar que uma das duas varidveis
de estado atinja um valor por fora do tridngulo formado pelos 3 pontos de
sela; nesse caso, a varidvel cresce rapidamente para infinito. Quando o valor
obtido for muito elevado, provocard um erro no programa rk que terminard
as iteracdes nesse ponto.

Para representar os graficos das duas variaveis de estado, em funcdo do
tempo, desde t = 0 até r = 414.1, com os resultados obtidos, usando apenas
um quinto dos pontos obtidos (que € suficiente neste caso), usam-se os
comandos:

(%i7) solx: makelist([sol[i][1],s0l1[i][2]],i,1,length(sol),5)$

(%i8) plot2d ([discrete,solx],[y,-0.2,1.2],[xlabel,"t"],
[ylabel,"x"]);

(%i9) soly: makelist([sol[i]l[1],sol[i]1[31],1i,1,length(sol),5)$

(%i10) plot2d ([discrete,solyl,[y,-0.2,1.2],[xlabel,"t"],
[ylabel,"y"1);

A figura 12.2 mostra os graficos obtidos, com a evolugao das varidveis de
estado em fun¢do do tempo.

1.2 12
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6

= =
0.4 04
0.2 0.2
0 0
02 0.2

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

t t

Figura 12.2.: Evolucdo das varidveis de estado numa curva de evolucdo
que se aproxima da 6rbita heteroclinica do exemplo 12.1.

Inicialmente, cada varidvel oscila com periodo aproximadamente constante
e amplitude crescente. A amplitude aproxima-se de um valor méximo e o
periodo comeca a aumentar gradualmente. O estado permanece cada vez
mais tempo perto de cada ponto de sela, e a seguir desloca-se rapidamente
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para o ponto de sela seguinte. Esse comportamento € semelhante ao que
foi analisado na seccdo 10.3, para a drbita heteroclinica do péndulo. Nesse
caso, com energia ligeiramente menor que a energia no ponto de equilibrio
instdvel, a curva de evolucdo do péndulo encontrava-se muito préxima
da o6rbita heteroclinica. No péndulo, as curvas na vizinhanga interna da
orbita heteroclinica sdo ciclos fechados, que se repetem indefinidamente
sem alteracdo, enquanto que no exemplo anterior as curvas na vizinhanga
interna da drbita heteroclinica s@o espirais que se aproximam cada vez mais
da 6rbita heteroclinica.

12.2. Comportamento assimptético

Em capitulos anteriores t€m sido apresentados sistemas em que o estado
evolui para um ponto de equilibrio estdvel. Um exemplo é um péndulo;
o atrito com o ar faz diminuir a amplitude das oscilagcdes e o péndulo
aproxima-se do ponto de equilibrio estdvel, na posicio mais baixa do
péndulo.

Outros sistemas evoluem aproximando-se de um ciclo no espaco de fase;
apods algum tempo, cada varidvel de estado varia de forma ciclica repetitiva.
Os pontos do espago de fase que fazem parte do ciclo limite constituem o
conjunto limite das curvas de evolucdo do sistema.

O conjunto limite positivo, w(I"), de uma curva de evolugéo I' no espaco
de fase, € o ponto, ou conjunto de pontos, para onde a curva I' se aproxima
no limite ¢ —oo. Define-se também o conjunto limite negativo, a(I),
constituido pelo ponto ou conjunto de pontos para onde a curva I" aproxima-
se no limite t ——oo.

Esses conjuntos limite poderdo ndo existir, se a curva de evolugao se afastar
continuamente sem limite. Se existirem, os conjuntos limite poderdo ser
pontos de equilibrio, ciclos ou 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas.

A designagdo a e w para os conjuntos limite negativo e positivo, € devida a
que essas duas letras sdo a primeira e Gltima letra no alfabeto grego; a(I) é
a origem donde sai a curva de evolugdo I', e w([') € o fim de I'.

12.2.1. Teorema de Poincaré-Bendixson

Num sistema dindmico onde existam unicamente duas variaveis de estado,
que possam ter qualquer valor real, o espaco de fase € um plano. Se as
duas varidveis de estado sao x; e x2, 0 espaco de fase € o plano x; x5 e as
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equacdes de evolucao sdo:

X1 = fi(x1, x2) X2 = fo(x1, x2) (12.1)

e a velocidade de fase em qualquer ponto do espago de fase € o vetor:

U= fi(xy, x2) €1 + fox1, x2) €2 (12.2)

Em cada ponto esse vetor determina a tangente a curva de evolucao I' que
passa por esse ponto. Duas curvas de evolucio diferentes nunca se podem
cruzar em nenhum ponto no dominio das fungdes fi e fo, porque no ponto
onde se cruzavam existiam entdo duas velocidades de fase diferentes, que
ndo € possivel.

O enunciado do teorema de Poincaré-Bendixson €:

Em qualquer sistema com apenas duas varidveis de estado
(espaco de fase plano), se existir o conjunto limite positivo, ou
negativo, de uma curva de evolucdo T, esse conjunto limite
devera ser um dos trés casos seguintes:

(a) Um ponto de equilibrio.
(b) Um ciclo.

(¢) Uma orbita homoclinica ou heteroclinica.

Em particular, quando existir o conjunto limite positivo w(I"), chama-se
também atrator. De acordo com o teorema de Poncairé-Bendixson, num
espaco de fase plano os tnicos atratores podem ser pontos de equilibrio,
ciclos, 6rbitas homoclinicas ou 6rbitas heteroclinicas.

Se o conjunto limite positivo, w(I'), de uma curva de evolugdo for um tnico
ponto, esse ponto deverd ser um ponto de equilibrio, que pode ser um né ou
foco estdvel, ou um ponto de sela. Se o conjunto limite negativo, a(T"), for
um tnico ponto, poderd ser um né ou foco repulsivo, ou um ponto de sela.

Um ponto de sela pode ser simultineamente conjunto limite positivo e
negativo de uma curva de evolu¢do; nomeadamente, a curva de evolucdo
comeca na vizinhanga desse ponto de sela e fecha-se regressando a regiao
inicial. Esse tipo de curva de evolugdo constitui uma 6rbita homoclinica.
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12.2.2. Critério de Bendixson.
No espaco de fase x; x2, a divergéncia da velocidade de fase 12.2 € definida

por:
ofi _of

V.ii=
" 5)61 5)62

(12.3)

Outro teorema importante, designado de critério de Bendixson € o seguinte:

Num sistema dindmico com apenas duas varidveis de estado,
se numa regido simplesmente conexa R, do plano de fase, a
divergéncia da velocidade de fase é sempre positiva ou sempre
negativa, entdo em R ndo existe nenhum ciclo, nem orbita
homoclinica nem orbita heteroclinica.

Uma regido R simplesmente conexa é uma regido sem nenhum buraco no
seu interior: a reta que une dois pontos quaisquer na regido deverd estar
contida completamente em R.

O critério de Bendixson € util para determinar em que regides do plano de
fase podem existir ciclos, 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas.

Exemplo 12.2

Demonstre que um péndulo, amortecido pela resisténcia do ar ndo pode
ter nenhum ciclo, nem 6rbitas homoclinicas ou heteroclinicas, mas um
péndulo sem amortecimento sim.

Resoluc¢ao. No capitulo 8 obteve-se a equacdo de movimento (equagao 8.8)
que conduz as equacdes de evolucdo para o angulo, 6 e a velocidade
angular w:

6=w w=-Kjsinf - Ky |w|w

onde K; e Ky sdo constantes positivas.

A divergéncia da velocidade de fase é:

. dw O(=K, sinf - K
v.godo 0CKsmO-Kllo) | o e
06 w

Assim sendo, conclui-se que a divergéncia € sempre negativa (sistema dissi-
pativo) e, assim sendo, ndo existe nenhum ciclo nem 6rbitas homoclinicas
ou heteroclinicas. No caso conservativo, quando a resisténcia do ar é nula,
K3 =0, a divergéncia € nula e ja ndo se verifica a condi¢ao do critério de
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Bendixson. Como tal, no caso do péndulo sem amortecimento sim podem
existir ciclos e, de facto, todas as curvas de evolugdo sao ciclos.
[

Se existir uma curva de evolugdo fechada C, formada por um ciclo, 6rbita
homoclinica ou érbita heteroclinica, as curvas de evolucdo no interior e na
vizinhnaga de C podem apresentar um dos 3 comportamentos seguintes:

* Aproximam-se assimptéticamente de C.
* Afastam-se assimptéticamente de C.
* Formam uma familia continua de ciclos.

No primeiro caso, a curva C é o conjunto limite positivo, w(I'), de todas
as curvas I no seu interior. Deve existir necessariamente um ponto de
equilibrio, no interior de C, que seja o conjunto limite negativo a(I') de
todas essas curvas; ou seja, esse ponto de equilibrio deve ser né ou foco
instavel.

No segundo caso, a curva C é conjunto limite negativo, a(I"), de todas
as curvas I no seu interior. Deve existir necessariamente um ponto de
equilibrio, no interior de C, que seja o conjunto limite positivo w(I") de
todas essas curvas; como tal, esse ponto de equilibrio deve ser n6é ou foco
estavel.

No terceiro caso, um dos ciclos menores pode ser ciclo limite atrativo ou
repulsivo, existindo assim um né ou foco no seu interior, como nos dois
casos anteriores. Se nenhum dos ciclos na familia de ciclos internos é um
ciclo limite, deve existir um centro no interior da familia de ciclos.

Independentemente da situacdo no interior da curva C, no seu exterior podem
existir outros ciclos ou C pode ser conjunto limite atrativo ou repulsivo. Isto
é, uma O6rbita fechada pode ser atrativa no interior e no exterior, atrativa no
interior mas repulsiva no exterior, etc.

12.3. Bifurcacoes

Considere-se um péndulo rigido, como o que foi estudado na sec¢édo 10.2,
que se encontra sobre uma base horizontal que roda com velocidade angular
w constante (figura 12.3). No problema 4 do capitulo 10 mostrou-se que,
se a velocidade angular for maior que M, onde r ¢ a distincia desde o
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eixo até o centro de massa, a posi¢do mais baixa do pé€ndulo deixa de ser
ponto de equilibrio estdvel, passando a ser ponto de equilibrio instdvel, e
aparecem dois novos pontos de equilibrio estavel.

Figura 12.3.: Péndulo simples com a base em rotacao no plano horizontal.

A equagdo de movimento (ver problema 4 do capitulo 10) conduz as
equacdes de evolucdo para o angulo, 6 e a velocidade angular, w

. [
0=w w =sin6 (— a)l% cosf — %) (12.4)
r

O lado esquerdo da figura 12.4 mostra o retrato de fase correspondente a
essas equagdes, no caso em que a velocidade angular da base, wj,, € menor
que \/m . Existem dois pontos de equilibrio, em § = 0 e 8 = +; 0 primeiro
ponto € um centro, e o segundo ponto € um ponto de sela.

O lado direito da figura 12.4 mostra o retrato de fase quando a velocidade
angular da base, wp,, € maior que \/ﬁ O ponto de equilibrio em 8 = 0 torna-
se instavel, passando a ser um ponto de sela com duas 6rbitas homoclinicas.
Dentro de cada 6rbita homoclinica hd um novo centro. O sistema podera
oscilar de forma periddica a volta de algum dos dois centros.

Diz-se que o sistema sofre uma bifurcacao em w, = \/gT Imagine que a
base do péndulo estivesse inicialmente em repouso, e o péndulo na posicdo
de equilibrio estavel, com 6§ = 0 e w = 0. Se a base comecar a rodar com
aceleracdo angular positiva, chegard um instante em que o estado do péndulo
se torna instdvel, e qualquer pequena perturbacio faz com que o pé€ndulo
suba abruptamente para uma das duas novas posi¢des de equilibrio estdvel.
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Figura 12.4.: Bifurcacio do ponto de equilibrio de um péndulo. Esquerda:

w < +/g/r. Direita: w > +/g/r.

Como normalmente existe alguma incerteza experimental associada as
medicdes de 0 = 0 e w = 0, isso implicard a impossibilidade de prever para
qual dos dois novos pontos de equilibrio ird subir o pé€ndulo, quando wy,
atingir o valor que produz bifurcagao.

Outro exemplo fisico simples com bifurcagdo, ja estudado por Euler no
século XVIII, é uma barra flexivel, por exemplo uma régua plastica apoiada
numa mesa, ¢ com uma for¢a externa F' que faz com que permaneca
na posi¢ao vertical. Se F ndo ultrapassar um valor critico F,, a régua
permanecerd direta e em equilibrio. Se a for¢a F ultrapassar o valor critico
F,, arégua encurva-se, até ficar numa nova posicao de equilibrio em que o
centro da régua estd afastado uma distincia A x da vertical. Acontece que o
desvio da régua pode ser para a direita ou para a esquerda da vertical. Ou
seja, existem dois pontos de equilibrio com A x positiva ou negativa.

Em funcdo de F, o ponto de equilibrio A x = 0, para F < F,, separa-se
em dois pontos de equilibrio, Ax >0e Ax <0, para F > F,. Trata-se de
uma bifurcacdo: em A x = 0 ainda existe uma posicao de equilibrio, mas
¢é bastante instdvel. Aparecem duas novas posicdes de equilibrio com A x
positivo e negativo. Numa régua reta e simétrica em relacdo as deformagdes
para os dois lados, € dificil prever para qual dos dois lados ird inclinar-se,
quando F ultrapassa o valor de bifurcacio.

12.4. Sistemas caodticos

Num sistema continuo com duas varidveis de estado, o teorema de Poincaré-
Bendixson garante que as curvas de evolugdo que nio t€ém conjuntos limite
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positivo nem negativo aproximam-se do infinito nos limites t —oco e t ——c0.

Num sistema continuo com 3 ou mais varidveis de estado, para além dos 3
tipos de conjuntos limites previstos pelo teorema de Poincaré-Bendixson,
surge outro tipo de conjunto limite chamado atrator estranho. Um atrator
estranho € uma curva de evolucdo infinita, sem principio nem fim, que
ocupa uma regido do espaco de fase. Como o atrator estranho nao se afasta
até o infinito, representa a evolu¢do do sistema de forma semelhante a
uma oscilacgdo ciclica; mas como o atrator ndo tem principio nem fim, isso
significa que a oscilagdo € sempre diferente sem chegar nunca a repetir-se
(periodo infinito). Esse tipo de comportamento chama-se caos.

Os atratores estranhos sdo fractais. As curvas normais t€ém dimensao igual
a 1, ou seja, se todas as distancias nos eixos aumentam num factor k, o
comprimento d da curva aumenta no mesmo factor k; as superficies simples
tém dimensdo igual a 2, porque a sua drea aumenta em k2. No entanto, as
curvas fractais sdo curvas com dimensao nao inteira, entre 1 e 2.

Nas duas sec¢des seguintes estudam-se dois exemplos de sistemas cadticos.

12.4.1. Péndulo forcado

A figura 12.5 mostra um péndulo rigido no qual atua uma for¢ao externa F
perpendicular a barra do péndulo e aplicada a uma distancia a desde o eixo
do péndulo. A distancia desde o eixo do péndulo até o seu centro de massa
é r e 6 é o angulo entre a barra do péndulo e a vertical.

Figura 12.5.: Pendulo com forca externa.

Como foi concluido na sec¢do 10.2, a energia cinética de translacdo do
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centro de massa, mais a energia cinética de rotacdo podem ser combinadas
num Unico termo que depende do momento de inércia em relacao ao eixo
fixo (equacgdo 10.6):

1 .
Ecz§mrlt92 (12.5)

onde / € o comprimento eficaz do péndulo, igual ao raio de giragdo ao
quadrado, dividido por r. Usando como ponto de referéncia o eixo do
péndulo, a energia potencial gravitica € igual a (equacdo 10.7),

U=-mgr cosf (12.6)

Considere-se o caso em que a forca externa varia de forma sinusoidal, com
valor méximo A e frequéncia angular k:

F=Acos(kt)ég (12.7)

e o péndulo move-se dentro de um fluido viscoso que exerce for¢a forca de
resisténcia a0 movimento, proporcional a velocidade:

F.=-B¥% (12.8)

onde B é uma constante positiva e v é a velocidade do centro de massa,
v = r6ég. Como tal, a for¢a de resisténcia é

F.=-Brééy (12.9)

A equacdo de Lagrange para o angulo 6 (equacdo 8.4) é

d (8EC)_6EC v, (12.10)

dr\ 06 06 00
A forga generalizada Qg depende das duas for¢as ndo conservativas, a forca

externa e a forca de resisténcia do fluido:

- dr, - dr

Qy=F- 2+ F (12.11)

A forga externa atua na posi¢do 7,, com componentes

Fo =a (sinfi—cosé j) (12.12)
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E a forga de resisténcia atua no centro de massa do péndulo

F=r (sinfi-cosf)) (12.13)

o versor entre paréntesis é o versor radial 7, e a sua derivada em ordem a 6 é
igual ao versor transversal ég. Substituindo as derivadas e as expressdes das
forgas na equagdo 12.11, a forca generalizada € igual a

Qo =aA cos(kt)—Br?6 (12.14)

E calculando as derivadas das expressdes da energia, a equagdo de Lagrange
conduz a equacdo de movimento

6 =—Cy sinf+Cy cosp—C30 (12.15)

onde o angulo ¢ € igual ao produto kt e C;, Co e C3 sdo 3 constantes
positivas:

C1=§ aA _ﬂ

Cy = Ca =
2mrl 3ml

(12.16)

C1 é o parametro préprio do péndulo, que determina o seu periodo préprio
de oscilacdo. Cs representa o efeito da forca externa no péndulo e C3 o
efeito dissipativo da resisténcia do fluido no péndulo.

Para escrever a equag¢do de movimento na forma de um sistema auténomo de
primeira ordem, considera-se a velocidade angular w = 6 uma varidvel de
estado, junto com as outras duas varidveis de estado 8 e ¢. As trés equagdes
de evolucgdo sao:

0=w
w=-C;sind+Cycos¢p—-C3w
b=k (12.17)

Para estudar o retrato de fase do sistema usam-se alguns valores particulares
dos 3 parametros e da frequéncia angular k. Por exemplo, C; = 1, C3 = 0,
C3 =1/2e k = n/5, que corresponde a um caso de um péndulo amortecido
sem forga externa. Observe-se que C; pode ser sempre definida igual a 1, se
forem usadas unidades de tempo diferentes do segundo. Por exemplo, se o
comprimento eficaz do péndulo fosse / = 9.8 cm e o tempo fosse medido
em ds (decisegundos), como g = 9.8 cm/ds?, entdo C; = 9.8/9.8 = 1.
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Para analisar o comportamento do péndulo a medida que a for¢a externa
aumenta, convém definir a expressdo da acelerag¢do angular, «» como fungdo
que depende da constante Cy, com os valores de C1, C3 e k ja escolhidos:

(%110) dw(C2) := -sin(q) - C2%cos(u) - w/2$

onde q e u sdo os angulos € e ¢. Para obter uma curva de evolugdo,
escolhem-se valores iniciais para os angulos e a velocidade angular, por
exemplo, 6y = /6 e ¢pg = wo = 0. O dominio de integracdo de ¢ pode ser
desde 0 até 500, com incrementos de 0.05 unidades. Convém criar listas
com os nomes das variaveis de estado, os seus valores iniciais € o dominio
de integragdo:

(%il11) v: [q, w, ul$
(%i12) vO: [ /6, 0, 0]%

(%i13) d: [t, 0, 500, 0.05]$

O primeiro argumento para o programa rk deve ser a lista dos lados direitos
das 3 equagdes de evolugdo, que neste caso sdo w, a funcdo que ji foi
definida como dw e k, que tem valor igual a 7/5:

(%il4) p: rk ([w, dw(0), /51, v, vO, d)$

A lista p contém vdrios pontos, cada um com 4 coordenadas (¢, 6, w, ¢).
Assim sendo, o grafico da curva de evolucio no plano 8w obtém-se com o
seguinte comando:

(%i15) plot2d ([discrete, makelist([s[2],s[3]1],s,p)],

[xlabel,"angulo"], [ylabel,"v. angular"]);

O resultado, apresentado na figura 12.6, mostra que os parametros usados
conduzem a um oscilador com amortecimento fraco, que oscila vdrias vezes
antes de parar no ponto de equilibrio estdvel.

Com valores de C; diferentes de zero, o péndulo apresenta diferentes tipos
de comportamentos. Por exemplo, com valores de Co menores que 1, o
sistema evolui para um ciclo limite. Para mostrar apenas o ciclo limite, sem
a parte inicial quando o sistema ainda ndo entrou nesse ciclo, convém repetir
o comando rk usando como valores iniciais os valores finais da iteracdo
anterior. Como o resultado € guardado na lista p, o comando last(p) extrai
esse ultimo resultado mas, como esse ultimo resultado inclui também o
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Figura 12.6.: Evolu¢ao do péndulo com C; = 0.

valor do tempo, para eliminar o primeiro elemento (tempo) e ficar com uma
lista com os valores das 3 varidveis de estado, usa-se o comando rest. No
caso Co = 0.8, o procedimento descrito € assim:

(%116) p: rk ([w, dw(0.8), /51, v, vO, d$

(%i17) p: rk ([w, dw(0.8), /51, v, rest(last(p)), d)$

(%118) plot2d ([[discrete, makelist([s[2],s[3]1,s,p)],
[discrete, makelist([p[200*i][2],p[200%1][3]],i,1,50)]1],
[style,lines,points], [legend, false],

[xlabel,"angulo"], [ylabel,"v. angular"]);

A figura 12.7 mostra o grafico obtido.

A segunda lista no comando plot2d em (%i18) produz 50 pontos, repre-
sentados pelo quadrado no grédfico. Esses 50 pontos estdo espacados por
intervalos de tempo de 10 unidades (200 iteragdes com incrementos de 0.05)
e, como a frequéncia angular da forca externa é nr/5, entdo esses 50 pontos
correspondem aos instantes sucessivos em que a for¢a externa comeca um
novo ciclo: ¢ = 2x, 4x, ... O facto de que os 50 pontos (quadrados no
grafico) aparecem todos uns sobre os outros indica que o péndulo oscila
com 0 mesmo periodo da for¢a externa.

Aumentando o valor de Cy para 0.995 e repetindo os mesmos comandos
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Figura 12.7.: Ciclo limite quando Cy = 0.8.

(%i16), (%il17) e (%il18), mas com esse novo valor de Cy, obtém-se o
gréifico da figura 12.8. O ciclo limite agora € duplo, ou seja, dd duas voltas
no espacgo de fase antes de regressar ao ponto inicial. As 50 oscilacdes
da forca externa aparecem agora em dois pontos diferentes, indicando que
o periodo de oscilacdo do péndulo é agora o dobro do periodo da forca
externa.

Entre Cy = 0.8 e Cy = 0.995 ocorreu uma duplicacao do periodo. A curva
que define o ciclo limite estavel em Co menor que o valor onde hé duplicacdo

15} ]
1t |
05} ]
5
50
on
8§ 05} ]
>
-1
15}
21
25
9 -8 -7 6 5 4 3

angulo

Figura 12.8.: Ciclo duplo, com Cy = 0.995.
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do periodo, passa a ser instavel quando Cs ultrapassa esse valor e aparece
uma curva dupla nos dois lados dessa curva inicial, que constitui o ciclo
estavel duplo. A bifurcacio do ciclo limite é um fendmeno semelhante a
bifurcacdo dos pontos de equilibrio estudada na sec¢@o anterior.

Quando Cy continua a aumentar por cima de 0.995, ocorrem mais duplicagdes
do periodo. Por exemplo, com Cy = 0.998 obtém-se o ciclo quadruplo na
figura 12.9; o periodo da oscilacdo do péndulo € nesse caso quatro vezes o
periodo da forga externa. Os valores de Co em que ocorrem duplicacdes do
periodo estdo cada vez mais préoximos dos anteriores. Assim sendo, hd um
valor de Cy em que o periodo do péndulo aproxima-se de infinito, ou seja, o
péndulo nunca chega a repetir uma oscilacao!

2.5
2t
15¢
1t
05¢
0
-0.5 +
a1t
-1.5
21
-2.5

v. angular

10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3
angulo

Figura 12.9.: Ciclo quadruplo, com Cs = 0.998.

O valor Cy = 1.03, é superior ao valor onde o periodo de oscilagdo é
infinito. O resultado € o atrator estranho apresentado na figura 12.10. Os
cinquenta quadrados, correspondentes ao inicio de cada ciclo da forga
externa, aparecem em pontos diferentes. Se o comando (%1i17) for repetido,
esses cinquenta pontos aparecem em novos sitios diferentes e a aparéncia
do atrator € diferente. Trata-se de facto de uma oscilagdo cadtica, que nunca
chega a repetir-se. A parte do atrator estranho apresentada na figura 12.10
corresponde a vdrias oscilagdes em torno dos pontos de equilibrio estdvel
0=0,-2me—-4n.

O péndulo oscila algumas vezes em torno da posicao de equilibrio, com
diferentes amplitudes, e em alguma dessas oscilagdes a amplitude aumenta
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v. angular

Figura 12.10.: Oscilacdo caética, com Co = 1.03.

tanto que faz com que o péndulo descreva uma volta completa. Apds quantas
oscilacdes isso acontece, ou em qual dos dois sentidos serd a préxima volta
completa ndo segue nenhum padrao simples. Claro estd que o movimento
no atrator estranho nao € aleatério e estd perfeitamente determinado pelas
equacgdes de evolucdo. No entanto, uma pequena alteracdo das condicodes
iniciais faz com que o movimento comece num ponto diferente do atrator
estranho, produzindo um padrio de oscila¢cdes completamente diferente. O
proprio erro numérico inerente aos calculos feitos pelo programa rk implica
a impossibilidade de saber se o resultado dado pelo programa estard na parte
do atrator estranho onde realmente estard o pé€ndulo ou se estard a obter-se
outra regido diferente desse atrator estranho.

Nos sistemas cadticos, dentro da regido cadtica costumam aparecer “janelas”
de ordem, em que o sistema tem solu¢des com periodo finito. Por exemplo,
com Cy = 1.1, obtém-se o ciclo limite triplo apresentado na figura 12.11.

O perfodo do ciclo com Cy = 1.1 € trés vezes o periodo da forga externa. Os
ciclos triplos sdo uma das propriedades associadas a existéncia de atratores
estranhos. Quando Cy é um pouco maior do que 1.1, entra-se novamente
numa regido de movimento caético.

Neste exemplo do péndulo for¢cado, 0 movimento cadtico surge devido ao
fendmeno de duplicacdo do periodo. Outro exemplo de sistema que se torna
cadtico devido a duplicacdo do periodo € o sistema de Rossler (problema 8
do capitulo 11 e problema 3 no fim deste capitulo). Existe outro mecanismo
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Figura 12.11.: Ciclo triplo, quando Cs = 1.1.

diferente que também conduz & apari¢do de atratores estranhos, ilustrado
pelo exemplo da préxima secgao.

12.4.2. Equacdes de Lorenz

No sistema estudado na sec¢do anterior, o atrator estranho permanece numa
regido finita do plano 6w, mas a terceira variavel de fase, ¢, estd sempre
a aumentar; ou seja, o atrator estranho estende-se em todo o eixo ¢, desde
menos infinito até infinito. Outro exemplo de sistema cadtico no qual todas
as varidveis permanecem numa regido finita do espago de fase € o sistema
de Lorenz.

Em 1963, o meteorologista E. N. Lorenz introduziu um modelo meteorol6-
gico para as correntes de convecgdo do ar em planos verticais, produzidas
por aquecimento na aresta inferior dos planos. As trés equacdes diferencias
do sistema sdo as seguintes

x=0(y—-x)
y=rx—-y—xz
i=xy—-bz (12.18)

onde x representa a amplitude das correntes de convecio, y € a diferenca de
temperaturas entre as correntes ascendente e descendente e z representa o
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desvio da temperatura normal no plano. Os trés pardmetros o, r € b sdo
positivos e dependem das propriedades fisicas do fluxo de ar.

Algumas propriedades deste sistema sdo as seguintes:
* Existe simetria em relacdo a transformacio (x, y, z) — (—x, -V, 2)

* O eixo z € invariante; ou seja, se o estado em algum instante estiver
no eixo z, continuara a evoluir nesse eixo.

* Se o parAmetro r (ndmero de Rayleigh) estiver no intervalo 0 < r < 1,
o Unico ponto de equilibrio € a origem, que € ponto de equilibrio
estavel.

 Existe uma bifurcag¢ao do ponto de equilibrio na origem, quando r = 1.
Para valores r superiores a 1, a origem torna-se ponto de equilibrio
instavel, e aparecem outros dois pontos de equilibrio, com os mesmo
valor de z, mas com valores simétricos de x e y.

* Se r estiver compreendido entre 1 e o valor critico:

c(c+b+3
re = oglo+b+3) (12.19)
oc-b-1
os dois novos pontos de equilibrio sdo estdveis e a origem € instavel.
Para valores de r superiores ao valor critico, os 3 pontos de equilibrio
sdo instaveis, e constituem um atrator estranho.

Alguns valores tipicos de o (nimero de Prandtl) e de b sdo 10 e 8/3. Com
esses parametros, o valor critico de r € aproximadamente 24.737. O valor
r = 28, conduz a um sistema cadtico. Nesse caso as equacoOes de Lorenz
sdo,

(%i19) egs: [10%(y-x), 28%x-y-x*z, x*y-8%z/3]%

Podem guardar-se os nomes das varidveis de estado e uns valores iniciais
para elas em duas listas:

(%i20) v: [x,y,z]$

(%i21) vO: [5,5,5]1%

Para obter a curva de evolucdo com esses valores iniciais x = y = z =
5, desde t+ = 0 até r = 20, convém primeiro conferir que a solucdo
numérica tenha um erro numérico aceitdvel; isso consegue-se diminuindo
sucessivamente o valor de A ¢, até os resultados convergirem:



12.4 Sistemas cadticos 305

(%i22) p: rk (egs,v,v0,[t,0,20,0.005]1)$
(%1i23) last (p);

(%023) [20.0, —9.828, —15.52, 19.71]
(%i24) p: rk (eqs,v,v0,[t,0,20,0.001])%
(%i25) last (p);

(%025) [20.0, —9.983, -16.02, 19.29]
(%i26) p: rk (eqs,v,v0,[t,0,20,0.0005])$
(%i27) last (p);

(%027) [20.0, —9.983, —16.03, 19.28]

A lista p pode ser usada para obter varios graficos diferentes. Por exemplo,
para representar o grifico da projecdo da curva no plano x z, usa-se o
seguinte comando:

(%i28) plot2d ([discrete,makelist([s[2],s[4]],s,p)],[ylabel,"z"]);

A figura 12.12 mostra o resultado. O sistema oscila em torno dos dois pontos
de equilibrio estavel, com x = +£8.485 e z = 27. Apds algumas oscilacdes
em torno de um desses pontos, com amplitudes diferentes, o sistema passa a

45
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20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
X

Figura 12.12.: Atrator estranho de Lorenz, projetado no plano xz.
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oscilar a volta do outro ponto de equilibrio. A variagao da amplitude das
oscilagdes e o niimero de oscilacdes antes de passar para o outro ponto de
equilibrio, ndo segue nenhum padrao repetitivo.

O numero de oscilagdes em cada ponto de equilibrio € identificado mais
facilmente no gréifico de x em fungdo de 7 (figura 12.13). O sistema comeca
por aproximar-se do ponto de equilibrio em x positivo, mas salta logo para o
lado negativo de x, realizando sete oscilagdes completas em torno do ponto
de equilibrio em x negativo, passando logo para x positivo, onde faz duas
oscilagdes completas, etc.

20
N Fo n
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5 \ jJU\\
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Figura 12.13.: Oscilagées do sistema de Lorenz com dois valores iniciais
diferentes, x(0) = 5 e x(0) = 5.005. Parametros: o = 10,
b=28/3,r =28, y(0)=5, z(0) = 5.

O gréfico 12.13 mostra também a solucdo obtida comecando com um valor
inicial ligeiramente diferente, x = 5.005, em vez de 5. A figura foi produzida
com o seguinte comando:
(%i29) p2: rk (egs,v,[5.005,5,51,[t,0,20,0.00051)%
(%i30) plot2d ([[discrete,makelist([s[1],s[2]]1,s,p)],
[discrete,makelist([s[1],s[2]],s,p2)]1],
[xlabel,"t"], [ylabel,"x"], [legend, false]);
As duas solucdes parecem idénticas até t = 10, mas a partir desse tempo

comecam a diferir; em ¢ aproximadamente 12.5, a primeira solucdo passa
de x positivo para negativo, enquanto a outra solu¢ao continua oscilando no
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lado positivo de x. A partir desse instante as duas solu¢des sao drasticamente
diferentes. Essa sensibilidade em relacdo aos valores iniciais € outra das
carateristicas dos sistemas cadticos.

O mecanismo que d4 origem a que o sistema de Lorenz se torne cadtico,
quando r aumenta por cima de um valor critico, chama-se intermiténcia.
O ponto de equilibrio estdvel em x = 0 bifurca-se, passando a ser instavel
e com a aparicdo de dois pontos de equilibrio estdvel com x positivo e x
negativo; as oscilacdes, que no caso nao cadético eram em torno do Gnico
ponto de equilibrio estdvel passam a alternar de forma intermitente entre os
dois pontos de equilibrio estdvel no caso caético.

Perguntas

1. No sistema representado na figura, qual é o conjunto limite negativo da
curva de evolucio que passa pelo ponto (0, 0.5)?

VAN NN
VAV AN

|
|

J
POy AN T (U NN N NN
|

N A Arara

S/

A. (0,-0.5) C. (0,0) E. ndo existe
B. (1,0) D. (-1,0)

2. Se a curva de evolucio de um sistema dindmico, no espago de fase, passa
duas vezes pelo mesmo ponto P, o qué é que podemos concluir?

A. o ponto P é um ponto de equilibrio.
o sistema € cadtico.
o sistema tem mais do que duas varidveis de estado.

o sistema tem duas variadveis de estado.

m Y N w

a curva € um ciclo.
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3. Qual das seguintes ndo € uma propriedade dos sistemas cadticos?
A. sistema nao linear.

3 ou mais variaveis de estado.

existéncia de atratores estranhos.

solucdes nao periddicas.

m Y N w

inexisténcia de pontos de sela.

4. Para resolver numericamente um sistema caético, é preciso usar uma
maior precisdo do que para um sistema ndo cadtico. Isso € devido a que
um sistema caético:

ndo tem curvas de evolucdo periddicas.
tem mais do que duas varidveis de estado.
€ muito sensivel as condicdes iniciais.

produz fractais.

mY 0O w >

tem solugdes que crescem muito rapidamente.

5. Em que condi¢des poderd um sistema de duas espécies tornar-se cadtico?
A. s6 se for sistema predador presa.
B. s6 se existir competicdo entre as espécies.
C. s0 se existir ajuda mutua entre espécies.
D. s6 se o sistema ndo for auténomo.
E.

nunca.

Problemas

1. Em cada caso, encontre os conjuntos limite positivo e negativo das curvas
de evolucdo que passam pelos pontos (0, 0) e (1, 1), usando técnicas
analiticas ou gréficas:

(a) x=x, y=x2+y?-1.
b)) x=y, y=-x
2. Demonstre que o sistema

)'c:2x—y+36x3—15y2 )‘/:)c+2y+x2y+y5

nao tem ciclos, nem orbitas homoclinicas ou heteroclinicas.
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3. O sistema de Rossler € definido pelas seguintes equagdes de evolugio,
com 3 parametros positivos a, b e c:

X=-y—2z
y=x+cy
=a+(x-0b)z

Investigue a soluc¢do do sistema com a = 2 e b = 4 fixos e com 0s
seguintes valores de ¢: (a) ¢ = 0.3 (b) ¢ = 0.35 (¢) ¢ = 0.375 (d)
¢ =0.398. Em cada caso use o programa rk para obter a solu¢io, com
incrementos de tempo At = 0.01 e de forma a que sejam feitas 6000
iteracdes. Pode usar como valores iniciais x = y = z = 2. Trace os
graficos da curva projetada no plano xy e de x em funcdo de #. Volte a
executar 6000 iteracdes do programa rk, mas agora usando como valores
iniciais os valores finais obtidos na primeira execu¢do do programa (o
comando rest(last(lista)) extrai o tltimo vetor na lista anterior, excluindo o
tempo). Trace novamente os mesmos graficos e repita o procedimento até
conseguir concluir qual € o conjunto limite positivo da curva considerada
e se for um ciclo, determine o seu periodo. Em cada alinea deve dizer
qual € o conjunto limite, o seu periodo (se for um ciclo) e mostrar um
grafico que justifique a sua conclusio.

4. Use o mesmo procedimento do problema anterior e responda as mesmas
perguntas, mas para o sistema de Chen e Ueta:

Xx=0(y—-x)
y=28-0)x+28y—xz
Z=xy—-3z2

com os seguintes valores do pardmetro: (a) o =35 (b) o =50 (c¢) o = 60.
Use incrementos de tempo de 0.001, 6000 iteracdes e valores iniciais
x =0.1, y =z=0. Analise os grificos da curva no plano yz e de y em
funcdo de t.

5. Encontre os pontos de equilibrio do sistema de Lorenz com os seguintes
parametros:

8
X =10(y — x) y=28x—-y—-zx Z'=xy—§z

e demonstre que o valor de r = 28 € superior ao valor critico para que o
sistema seja cadtico.
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Respostas

Perguntas: 1. B.2. E. 3. E. 4. C. 5. D.

Problemas

1. (a) para o ponto (0, 0), @ € o ponto (0, 1) e w € o ponto (0, -1). Para (1,
1) @ é o ponto (0, 1) e w ndo existe. (b) para o ponto (0, 0), que € ponto
de equilibrio, @ e w s@o o préprio ponto. Para (1, 1) @ e w sdo iguais ao
circulo que com centro na origem e raio igual a V2.

2. A divergéncia é 4 + 109 x2 + 5y%, que é sempre positiva; o crité-
rio de Bendixson implica que ndo existe nenhum ciclo nem Orbitas
homo/heteroclinicas.

3. Os dois graficos seguintes, mostram que o conjunto limite positivo na
alinea (a) € um ciclo simples e na alinea (b) é um ciclo duplo:

=

0 /ﬂ 0

P - -
2 g
3 3
4 -
5

3 2 a4 0 1 2 3 4 4 3 2 a4 0 1 2 3 4 5
x x

L S

O periodo calcula-se com precisdo no grifico x vs t, medindo o tempo
entre vdrias oscilacdes e dividindo pelo nimero de oscilagdes. Na alinea
(a) o periodo € 6.2 e na alinea (b) 12.4. O gréfico seguinte mostra que na
alinea (c) obtém-se um ciclo quadruplo, com periodo 24.8 e na alinea (d)
o resultado é um atrator estranho, porque cada vez que se calculam mais

iteracdes, o grafico é sempre diferente.
3 3

S kb b on
I N

4 3 2 4 0 1 2 3 4 5 4 321 0 1 2 3 4 5 6
x x

4. (a) O conjunto limite é um atrator estranho, porque cada vez que se
calculam mais iteragdes o grafico € sempre diferente; o grafico seguinte
mostra dois desses resultados, no plano yz.

40 40

2520 <15 410 -5 0 5 10 15 20 25 20 <15 <10 5 0 5 10 15 20 25
y ¥
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Na alinea (b) o conjunto limite € um foco atrativo em (4.24, 4.24, 6) e na
alinea (c) o conjunto limite € um no atrativo na origem, como mostram
os dois graficos seguintes de y em funcéo de ¢:

(O (c) 01
55

5 005
45
-~ 4 = 0
35

3 005

2 0.1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 s 6

As coordenadas dos pontos de equilibrio para onde a curva se aproxima
obtém-se a partir do dltimo elemento na lista produzida por rk.

5. Os 3 pontos de equilibrio sdo: (0, 0, 0), (8.485, 8.485, 27) e (—8.485,
—8.485, 27). O valor critico de r € 24.737, menor que 28.






A. Tutorial do Maxima

A.1. Introducao

Maxima é um pacote de software livre. Pode ser descarregado livre-
mente, funciona em vdrios sistemas diferentes e existe muita documentagao
que também pode ser copiada livremente. O sitio Web do Maxima ¢é
http://maxima.sourceforge.net [http://maxima.sourceforge.net]

Maxima € um dos sistemas de dlgebra computacional (CAS) mais antigos.
Foi criado pelo grupo MAC no MIT, na década de 60 do século passado, e
inicialmente chamava-se Macsyma (project MAC’s SYmbolic MAnipulator).
Macsyma foi desenvolvido originalmente para os computadores de grande
escala DEC-PDP-10 que eram usados em vdrias instituicdes académicas.

Na década de 80, foi portado para varias novas plataformas e uma das novas
versoes foi denominada Maxima. Em 1982 o MIT decidiu vender Macsyma
como software proprietdrio e, simultaneamente, o professor William Schelter
da Universidade de Texas continuou a desenvolver o Maxima. Na segunda
metade da década de 80 apareceram outros sistemas CAS proprietarios,
por exemplo, Maple e Mathematica, semelhantes a Macsyma. Em 1998, o
professor Schelter obteve autorizagdo do DOE (Department of Energy), que
tinha os direitos de autor sobre a versdo original do Macsyma, para distribuir
livremente o cédigo fonte do Maxima. Ap6s a morte do professor Schelter
em 2001, formou-se um grupo de voluntarios que continuam a desenvolver
e distribuir o Maxima como software livre.

No caso dos sistemas CAS, as vantagens do software livre sdo bastante
importantes. Quando um método falha ou d4 respostas muito complicadas
é bastante Util ter acesso aos pormenores da implementacio subjacente ao
sistema. Por outro lado, no momento em que comecarmos a depender dos
resultados de um sistema CAS, € desejdvel que a documentacgao dos métodos
envolvidos esteja disponivel e que ndo existam impedimentos legais que nos
proibam de tentar descobrir ou modificar esses métodos.


http://maxima.sourceforge.net
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A.2. Xmaxima

Existem vdrias interfaces diferentes para trabalhar com o Maxima. Pode ser
executado desde uma “consola”, ou pode ser usada algumas das interfaces
graficas como: wxmaxima, imaxima ou xmaxima. A figura A.1, mostra
o aspeto da interface Xmaxima, que € a interface grifica desenvolvida
originalmente pelo professor William Schelter.

Ele Edt Options Help

@ ® W Fesusilocalisharemaximars. 28 0pmaximajitro himi

(2);

4. Me %03 5.2 log(2)
Getting sta (%i3) float(%o2);

(%03 3.604365338911716
Lo (%id) fpprec: 40;

%0 40
%i5) bfloat(%02);
(%05, 3.60
i (%16) 7 float

1171573209728052:

/o Ty T

Figura A.l.: Interface grafica Xmaxima.

Xmaxima serve apenas como interface para estabelecer uma ligagao (socker)
com o programa Maxima, enviar através dessa ligacdo os comandos que o
utilizador escreve, e apresentar as respostas dadas pelo Maxima.

Xmaxima normalmente abre duas janelas independentes (figura A.1). Uma
das janelas, chamada browser, mostra um tutorial e permite consultar o
manual ou pidginas Web. A segunda janela, a consola, € onde deverao ser
escritos os comandos do Maxima e onde serdo obtidas as respostas a esses
comandos.

No menu “Edit” existem opg¢des para fazer reaparecer um comando que ja
foi escrito (“previous input”) ou para copiar e colar texto; algumas opg¢des
nos menus também podem ser acedidas com as teclas de atalho apresentadas
no menu.

Diferentes cores sdo usadas para distinguir os comandos que ja foram
processados (em azul) do comando que estd a ser escrito e que ainda nao foi
enviado para o Maxima (em verde); o texto a negro sdo os resultados obtidos
(ver figura A.1). Para modificar um comando j4 executado ou comecar um
novo comando, hd que ter atencio a que o texto escrito esteja a aparecer a



A.3 Entrada e saida de dados 315

verde ou azul, para garantir que serd enviado para o Maxima; caso contrdrio,
poderd ser necessdrio usar as opg¢des “Interrupt” ou “Input prompt”, no
menu “File”, para recuperar o estado em que Xmaxima aceita comandos
para enviar para o Maxima.

Também € possivel deslocar o cursor para alguma entrada anterior no ecra
(a azul), modifica-la e premir na tecla de fim de linha para repetir o mesmo
comando.

A.3. Entrada e saida de dados

Quando se inicia uma sessao do Maxima, aparece a marca (%il), que
quer dizer input 1. Ao lado dessa marca deve escrever-se um comando
vélido, terminado pelo simbolo de ponto e virgula. Premindo a tecla de fim
de linha, o comando que foi escrito fica associado a uma varidvel interna
%il e o resultado é apresentado a seguir a marca (%o01), que quer dizer
output 1, ficando internamente associado a outra variavel %ol. A seguir
aparece a marca (%12), que permite escrever um segundo comando e assim
sucessivamente. O uso mais basico que pode ser feito do Maxima € como
calculadora, para realizar contas, como nos seguintes exemplos.

(%il) 2.5%3.1;
(%01) 7.75
(%i2) 5.2%log(2);

(%02) 5.2 log 2

Oresultado (%02) mostra dois aspetos importantes no Maxima. Em primeiro
lugar, o logaritmo natural de 2 nao foi calculado, porque o resultado é um
nimero irracional que nao pode ser representado de forma numérica exata.
A outra coisa importante € que o simbolo * e os paréntesis, que sdo sempre
necessdrio nos comandos de entrada para indicar um produto e argumento
de uma fung¢ao, nio foram escritos na saida. Isto € devido a que a saida esta
a ser apresentada, por omissdao, num modo denominado display2d em que a
saida € apresentada numa forma semelhante a como se costumam escrever
expressoes algébricas nos livros. Num livro, a expressdo “5.2 log 2”
deve ser interpretada como o produto de 5.2 vezes o logaritmo de 2; no
entanto, se essa expressdo fosse inserida no Maxima, dava um erro, porque
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a sintaxe do Maxima exige que entre o nimero 5.2 e a fun¢do logaritmo tem
de haver algum operador e o argumento da fungdo logaritmo (ou qualquer
outra fun¢do) tem de estar entre paréntesis. A varidvel %02 sim estd
associada internamente & expresséo correta que pode ser inserida novamente
no Médxima sem produzir erros de sintaxe.

Para consultar a informacao do manual sobre alguma das fun¢des ou varidveis
especiais, por exemplo, a fun¢do log usada no dltimo comando, usa-se a
funcao describe, que pode ser abreviada com um simbolo de interrogacio
seguido pelo nome da fungao ou varidvel a consultar:

(%i3) ? log

-- Function: log (<x>)

Represents the natural (base e) logarithm of <x>.

Maxima does not have a built-in function for the base 10 logarithm
or other bases. ’logl®(x) := log(x) / log(10)’ is a useful

definition.

A.4. Numeros

Maxima aceita nimeros reais e complexos. Os nimeros reais podem ser
inteiros, racionais, por exemplo 3/5, ou niimeros de virgula flutuante, por
exemplo 2.56 ou 25.6e-1, que é uma forma abreviada de escrever 25.6x107!.
Numeros irracionais, como sqrt(2) (raiz quadrada de 2) ou log(2) (logaritmo
natural de 2) sdo mantidos nessa forma, sem serem aproximados por
nimeros de virgula flutuante, e cdlculos posteriores como sqrt(2)42 ou
exp(log(2)) produzem o resultado exato 2.

Normalmente, o tipo de nimero usado “contagia” os resultados subsequentes.
Por exemplo, se em vez de se escrever log(2) fosse escrito log(2.0), oresultado
seria uma aproximagdo em virgula flutuante para o logaritmo natural de
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2. Outra forma de obter uma aproximagao em virgula flutuante consiste
em usar a funcdo float. Por exemplo, o resultado (%02) obtido acima ficou
associado a varidavel %o0?2. Para obter a representacao em virgula flutuante
desse ndmero, escreve-se:

(%i4) float (%02);

(%04) 3.604365338911716

A funcio float representou o produto 5.2 log(2) de forma aproximada, com 16
algarismos, usando representacio de virgula flutuante. A representacao de
virgula flutuante usada no Maxima usa 64 bits para representar cada nimero,
de forma que se conseguem obter entre 15 e 17 algarismos significativos; esse
formato € conhecido como precisao dupla (em inglés, double precision).

Algo que costuma causar confusdo € que esses nimeros de virgula flutuante
estdo a ser representados internamente em sistema bindrio e ndo no sistema
decimal; assim sendo, alguns nimeros que se conseguem representar
de forma exata no sistema decimal como, por exemplo, 0.1, ndo podem
ser representados de forma exata no sistema binario. E o que acontece
por exemplo com a frac¢do 1/3 no sistema decimal, que em formato de
virgula flutuante precisava de um nimero infinito de algarismos para ser
representada: 0.333. .. (num sistema de base 3 sim pode ser representada
de forma exata). No sistema bindrio as fraccdes com nimero infinito de
algarismos nio sdo as mesmas do que no sistema decimal. Observem-se os
seguintes resultados, que sao perfeitamente corretos e iguais em qualquer
sistema que use sistema bindrio com precisdo dupla, mas que parecem
estranhos para alguém habituado a trabalhar no sistema decimal:

(%i5) 2%0.1;
(%05) 0.2
(%16) 670.1;

(%06) 0.6000000000000001

A explicagdo do resultado anterior € que o niimero 0.1 ndo pode ser escrito de
forma exata usando 64 bits bindrios. Assim sendo, o resultado de multiplicar
2 vezes 0.1 ndo é exatamente igual a 0.2, mas o nimero decimal com 16
algarismos mais préximo desse resultado ¢ 0.2000000000000000 e, por
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isso, o resultado aparece como se fosse 0.2, embora ndo seja exatamente
isso. No caso de 6*0.1, em precisdo dupla, o nimero decimal com 16
casas decimais mais préximo € 0.6000000000000001. Alguns sistemas
de célculo numérico ignoram as dltimas casas decimais, apresentando o
resultado como 0.6, mas sempre que estejam a usar precisdo dupla bindria,
esse nimero internamente nao € exatamente 0.6.

Se o nimero 1/3 tivesse de ser representado no sistema decimal, usando
apenas 3 algarismos, a representacio mais aproximada seria 333/103, ou
seja, 0.333. No sistema bindrio com precisdo dupla usam-se 52 algarismos
bindrios e, entdo, o numerador tem de ser menor do que 252 ¢ 0 denominador
deve ser daforma 2”. A fungao rationalize do Maxima mostra a representa¢ao
aproximada, na forma de uma frac¢ado, que estd a ser usada para um ntiimero.
Por exemplo,

(%17) rationalize (0.1);
3602879701896397

%07
(ko7 36028797018963968

O numerador é menor que 2°? (e maior que 2°') e o denominador &
exatamente igual a 2°°. Para que o resultado fosse exatamente igual a 0.1,
o denominador devia ser dez vezes maior que o numerador, ou seja, devia
terminar em 70 em vez de 68, mas teve de ser usada a poténcia de 2 mais
proxima.

Para evitar os erros numéricos inerentes ao sistema de virgula flutuante,
pode usar-se fracdes; por exemplo, 1/10 em vez de 0.1. Existe também
um formato préprio do Maxima que permite usar um nimero arbitrario de
algarismos significativos para nimeros de virgula flutuante. Esse formato
chama-se big float e € indicado usando “b”, em vez de “€” nos expoentes,
por exemplo, o nimero 2.56x10%°, escrito como 2.56e20, é representado
em precisdo dupla, com 16 algarismos significativos, e operacdes feitas com
esse nimero produzem outros nimero de precisao dupla, com 16 algarismos
significativos; mas o mesmo nimero, escrito como 2.56b20, € inserido no
formato big-float e quando entra em operagdes matematicas d4 origem a
outros nimeros nesse formato, que podem ter mais algarismos significativos

até um maximo fixado pelo valor da varidvel fpprec (floating-point precision).

A funcdo bfloat permite converter um nimero para o formato big-float e o
valor predefinido de fpprec € 16. Por exemplo, para obter a aproximacgao
do resultado (%02) com 60 algarismos significativos, usam-se os seguintes
comandos:
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(%i8) fpprec: 60;
(%08) 60
(%i9) bfloat (%02);

(%09) 3.60436533891171573209728052144843624984298344312084369367127b0

A letra b e o nimero 0 no fim do resultado (%09) indicam que o nimero é
big-float e deve ser multiplicado por 10° = 1.

No resto deste apéndice, e em todos os capitulos do livro, todos os resultados
serdo arredondados automaticamente para 4 algarismos significativos. Isso
consegue-se alterando o valor da varidvel do sistema fpprintprec

(%i10) fpprintprec: 4;
(%010) 4

Internamente os ndmeros de precisdao dupla continuardo a ter 16 algarismos
significativos e os nimeros big-float o nimero de algarismos estabelecido
por fpprec; no entanto, no momento de serem apresentados no ecra, serao
arredondados para 4 algarismos significativos. Se em algum momento se
pretende ver todos os algarismos associados internamente a um ndmero,
serd necessdrio dar a fpprintprec o seu valor habitual de 0.

A.5. Variaveis

[Tt}

Para associar uma varidvel a um valor usa-se o simbolo “:” e ndo o simbolo
de igualdade “=", que € utilizado para definir equagdes matemadticas. O
nome das varidveis pode ser qualquer combinacdo de letras, nimeros e os
simbolos

(%ill) a: 2%

(%i12) [b, cl: [-2, -4];
(%012) [-2,-4]
(%il13) c;

(%013) -4
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(%114) Raizl: (-b + sqgrt(b*2 - 4*a*c))/(2*a);
(%014) 2
(%il5) d: sqrt(z*2 + a*c);

(%015) 2-8

as varidveis a, b, ¢ e Raizl ficaram associadas aos valores numéricos 2, —2,
—4 e 2, e a varidvel d ficou associada a uma expressao.

Observe-se que a entrada (%il1) terminou-se com o simbolo $, em vez
de ponto e virgula. Isso faz com que o comando seja executado, mas sem
que o resultado seja apresentado no ecrd. De qualquer forma a varidvel
%011 ficou associada ao resultado da entrada (%il1l) e pode ser referido
posteriormente, embora o seu valor ndo tenha sido mostrado. Na entrada
(%i12) mostra-se como associar valores a vdrias varidveis com um tnico
comando. Na entrada (%i13), quando se escreve o nome de uma varidvel,
a saida € o valor associado a ela; se ndo tiver nenhum valor associado, a
saida serd o préprio nome da varidvel. Na expressao dada para a varidvel
Raiz1, foram substituidos os valores numéricos associados as varidveis a, b
e ¢ e o resultado foi associado a varidvel, enquanto que a varidvel d ficou
associada a uma expressdo que depende de z, porque essa varidvel ndo estava
associada a nenhum valor numérico.

Para eliminar o valor associado a uma varidvel usa-se remvalue; no exemplo
seguinte remove-se o valor associado a a e associa-se a Raizl uma expressao
que depende de a:

(%i16) remvalue (a)$

(%117) Raizl: (-b + sqgrt(b*2 - 4*a*c))/(2*a);

Viba+4+2

%017
(%017) 2a

Para eliminar os valores atribuidos a todas as varidveis escreve-se rem-
value(all). Observe-se que uma varidvel pode estar associada a um valor
numérico, a uma expressio algébrica ou a outros objetos do Maxima.

Para substituir uma varidvel numa expressao por um valor numérico, usa-se
o comando subst; por exemplo, para obter o valor da expressdao Raizl no
caso em que a € igual a 1 e aproximar o resultado exato a um ntimero de
virgula flutuante, usam-se os seguintes comandos:
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(%118) subst (a=1, Raizl);
2V5 +2

2
(%i19) float(%018);

(%018)

(%019) 3.236

estes dois dltimos comandos ndo modificaram a expressdo associada a
varidvel Raiz1 que continua igual.

Maxima define internamente algumas varidveis, com nomes a comecar pelo
simbolo %. Alguns exemplos, sdo as varidveis %i2 e %02, associadas aos
comandos inseridos e os seus resultados. O simbolo Y% representa o tltimo
resultado obtido; por exemplo, no comando %il9 bastava escrever apenas
%, em vez de %018.

Convém ndo usar nomes de varidveis iguais aos nomes de funcdes do
Maxima, embora seja possivel ter funcdes, varidveis e outros objetos com
0S MEeSmMos nomes.

Uma varidvel também pode estar associada a uma equacdo matematica; por
exemplo:

(%i20) segundalei: F = m*a;

(%020) F = am

A maior parte dos comandos inseridos sdo simplificados pelo Maxima antes
de serem executados. Neste caso, a simplificacdo consistiu em reordenar as
varidveis no produto m*a em ordem alfabética. Se alguma das 3 varidveis
F, m ou a tivesse sido associada a algum objeto, esse objeto teria sido
substituido, antes de se associar a equacdo resultante a varidvel segundalei.
Neste caso nenhuma das 3 varidveis tinha sido associada a nenhum objeto;
se a seguir fosse associado um valor a uma dessas variaveis, a equacio que
jé foi associada a segundalei ndo ¢é alterada, como mostram os seguintes
comandos:

(%i21) a: 3;
(%021) 3

(%i22) segundalei;
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(%022) F=am

Para substituir valores nessa equacdo ja associada a varidvel segundalei, ha
que usar o comando subst; por exemplo,

(%123) subst([m=2, ’a=5], segundalei);

(%023) F = 10

Observe-se que quando se substituem vdrias varidveis numa expressdo é
necessario colocar todos os valores das varidveis, separados por virgulas e
entre paréntesis retos. O apdstrofo antes de a foi usado para impedir que
a fosse substituida pelo valor associado a ela; se ndo tivesse sido usado o
apostrofo, a expressao “a=5" ficava “3=5" e nenhum valor seria atribuido a
varidvel a na equacgao associada a segundalei:

(%i24) subst([m=2, 3=5], segundalei);

(%024) F = 2a

A.6. Listas

Uma varidvel pode também ser associada a uma lista de valores, que sdo
colocados entre paréntesis retos, separados por virgulas. Por exemplo, o
comando seguinte associa a varidvel quadrados a uma lista com os quadrados
dos 5 primeiros nimeros inteiros positivos:

(%i25) quadrados: [1, 4, 9, 16, 25]%

Muitas das operagdes entre nimeros realizadas no Maxima podem também
ser realizadas com listas. Por exemplo, para obter outra lista em que
cada elemento € a raiz quadrada do respetivo elemento na lista anterior,
multiplicado por 3, basta escrever:

(%126) 3*sqrt(quadrados);

(%026) [3, 6, 9, 12, 15]
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Os elementos da lista sdo enumerados com indices inteiros a comecar por
1. Para referir-se a um elemento na lista, escreve-se o seu indice entre
paréntesis retos; por exemplo, o terceiro elemento da lista quadrados é 9
que se extrai assim:

(%i27) quadrados[3];

(%027) 9

Uma fun¢@o muito til para criar listas € makelist, que expande uma expressao
atribuindo diferentes valores a uma varidvel. O primeiro argumento para
makelist € a expressdo, o segundo argumento € o nome da varidvel que serd
substituida na expressdo anterior por uma sequéncia de niimeros que vao
desde um valor inicial até um valor final definidos pelo terceiro e quarto
argumentos. Se houver um quinto argumento, serd o incremento usado para
os valores da variavel; caso contrario, o incremento da varidvel serd 1. Dois
exemplos do seu uso s@o os seguintes

(%i28) cubosl: makelist ( i”*3, i, 1, 5 );
(%028) [1, 8, 27, 64, 125]
(%129) cubos2: makelist ( i*3, i, 2, 6, 0.6);

(%029) [8, 17.58, 32.77, 54.87, 85.18, 125.0, 175.6]

Na primeira lista foram calculados os cubos de 1, 2, 3, 4 e 5. Na segunda,
foram calculados os cubos de 2, 2.6, 3.2, 3.8, 4.4, 5.0 e 5.6. Observe-se que
os cubos dos nimeros de virgula flutuante produziram nimeros de virgula
flutuante, que foram automaticamente arredondados para 4 algarismos
significativos, devido ao valor dado a varidvel fpprintprec em (%il®),
enquanto que o cubo do nimero inteiro 2 deu como resultado também um
inteiro.

O terceiro argumento para a funcio makelist pode ser também outra lista,
com os valores que deverdo ser substituidos para a varidvel do segundo
argumento. Por exemplo, para criar uma lista com os cubos de 5, -3.2b0 e

x2, usa-se:

(%130) makelist ( i*3, i, [5, -3.2b0®, x"2]);

(%030) [125 , -3.276b1, x9]
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A.7. Constantes

Existem algumas constantes importantes ja predefinidas no Maxima. Os seus
nomes costumam comecar com o simbolo %. Trés constantes importantes
sdo o nuimero m, representado por , 0 nimero de Euler, e, base dos
logaritmos naturais, representado por Y, e o ndmero imagindrio i = V-1,
representado por

Tanto como sdo nimeros irracionais, que ndo podem ser representa-
dos de forma numérica exata, mas pode obter-se uma aproximagao numérica
com 16 algarismos significativos, usando a fung¢@o float, ou com um nimero
de algarismos significativos diferente, usando a funcao bfloat e a variavel
fpprec.

O ntimero Y1 € Atil para trabalhar com nimeros complexos. Por exemplo, o
produto entre dois nimeros complexos:

(%1i31) (3 + %1*4)*(2 + %i*5);

(%031) (4i+3) (5i+2)

Para que no resultado anterior sejam apresentadas a parte real e a parte
imagindria do resultado, usa-se a fungdo rectform (que significa rectangular

form):
(%132) rectform(%);

(%032) 23i-14

A.8. Ficheiros de comandos

Para guardar todos os comandos que foram escritos durante uma sessao
de trabalho no Xmaxima, existe a opcao “Save Maxima Input to File” no
menu “File”. O ficheiro gravado com essa op¢do pode ser carregado mais
tarde no Maxima e todos os comandos no ficheiro serdo executados como
se tivessem sido escritos sequencialmente, usando a opg¢ao “Batch File” no
menu “File”. As fungdes stringout e batch do Maxima permitem realizar as
mesmas tarefas, sem ter de usar os menus do Xmaxima.

O ficheiro criado é um ficheiro de texto simples, que pode ser editado
com um editor de texto. Os comandos inseridos aparecem todos sem 0s
identificadores (%il), (%i2), etc, assim que € preciso ter cuidado com os
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comandos que incluem referéncias a resultados anteriores, %o1, %02, etc,
j4 que quando o ficheiro seja executado mais tarde, os niimeros atribuidos a
esses resultados podem ser diferentes. Dentro do ficheiro podem incluir-se
comentdrios, que comecam com os simbolos /* e terminam com os simbolos
* / e podem ocupar vdrias linhas. Os comandos introduzidos diretamente no
Maxima ou escritos nesse ficheiro podem também ter espagos em branco
entre nimeros, operadores, varidveis e outros objetos, para tornd-los mais
legiveis e cada comando também pode ocupar vdrias linhas.

Uma forma eficiente de trabalhar com o Maxima consiste em preparar previa-
mente um ficheiro de texto, chamado ficheiro “batch”, com os comandos que
serdo usados, e a seguir carrega-se esse ficheiro com a op¢ao “Batch File”.
Dessa forma, se houver um erro que exige que todos os comandos sejam
inseridos novamente, bastard corrigir o ficheiro e carrega-lo novamente.
Nesse ficheiro escrevem-se unicamente os comandos, sem incluir as marcas
(%il), (%i2),...que serdo atribuidas automaticamente quando o ficheiro
seja executado.

A opgdo “Save Console to File” do Xmaxima, no menu “Edit”, guarda toda
a informacgdo que apareceu no ecrd, incluindo as marcas (%il), (%ol),
(%i2), (%02), etc. Esse ficheiro serve como informacdo, mas ndo pode ser
utilizado como ficheiro batch.

Alguns comandos que costumam ser usados novamente em sessoes de
trabalho posteriores, por exemplo, a definicdo de uma fun¢do usada com
frequéncia, podem ser colocados num ficheiro que depois é carregado
usando-se a fungdo batch("ficheiro"), onde "ficheiro"é o nome completo
do ficheiro. Se o nome do ficheiro ndo inclui o caminho para o diretério
onde se encontra, serd procurado primeiro no diretério atual e logo num
diretério onde o Maxima procura ficheiros executdveis do utilizador. A
localizagao desse diretério pode ser descoberta examinando o contetido da
variavel maxima_userdir.

Para que um ficheiro batch seja carregado automaticamente cada vez que se
inicia uma nova sessdo do Maxima, devera ter o nome maxima-init.mac e
estar localizado no diretério onde sdo procurados ficheiros executdveis do
utilizador. Por exemplo, as sessdes de Maxima nos capitulos deste livro
sao executadas num sistema onde existe um ficheiro maxima-init.mac, no
diretério "/home/username/.maxima", com o seguinte contetido:

ratprint: false$§

fpprintprec: 4$
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cada vez que se inicia uma sessdo do Maxima a varidvel do sistema ratprint
fica com valor 16gico falso, que faz com que ndo aparegam antincios a indicar
que um ndmero de virgula flutuante foi aproximado automaticamente para
um ndimero racional, e a varidvel de sistema fpprintprec fica com valor de 4,
o que faz com que os resultados de virgula flutuante sejam arredondados para
4 algarismos significativos. Qualquer outro comando vilido do Maxima
pode ser incluido nesse ficheiro de arranque, mas hé que ter cuidado de ndo
incluir comandos que produzam erros que podem bloquear o arranque do
Maxima.

A.9. Algebra

As expressoes podem incluir operacdes matemadticas com varidveis indefini-
das. Por exemplo:

(%133) 3*x42 + 2*cos(t)$

Essas expressoes podem ser depois manipuladas, produzindo novas expres-
soes. Por exemplo:

(%i34) %*2 + x"3;
(%034) (3 x2 4+ 2 cos t)2 + x3

O simbolo de igualdade usa-se para definir equagdes matemadticas; por
exemplo:

(%135) 3*x"3 + 5%x22 = X - 63

(%035) 3x3+5x2=x-6
Para encontrar as raizes de um polinémio pode usar-se a funcao allroots;
por exemplo:

(%i36) allroots(%);

(%036) [x =0.9073i+ 0.2776, x = 0.2776 — 0.9073 1, x = —2.222]

H4 duas raizes complexas e uma real. As trés raizes foram colocadas numa
lista. Para extrair, por exemplo, o lado direito na terceira raiz na lista, usa-se
a funcdo rhs (right-hand side):
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(%i37) rhs (%[31);

(%037) -2.222

A varidvel x permanece indefinida, j4 que o sinal de igualdade ndo € usado
para associar valores numéricos as varidveis. As raizes obtidas em (%036)
sdo aproximadas e ndo exatas. Em alguns casos, as raizes podem ser
calculadas de forma algébrica exata, usando o comando solve que também
resolve outros tipos de equacdes diferentes de polindmios. Por exemplo, o
uso de solve para encontrar as raizes do polinémio acima € o seguinte:

(%i38) solve ( 3*x*3 + 5%x*2 = x - 6, x )$
(%139) float ( rectform (%));

(%039) [x =0.9073i+ 0.2776, x = —2.222, x = 0.2776 — 0.9073 i]

O resultado da fun¢do solve ndo foi apresentado no ecra, porque ocupa varias
linhas de expressoes algébricas, mas apenas foi apresentada a aproximagao
dessas raizes para nimeros complexos e reais de virgula flutuante.

Lembre-se que quando jé estd associado um valor a uma varidvel, deverd
escrever-se um apostrofo antes do nome dessa varidvel para poder ser usada
como varidvel algébrica indefinida. Ou também pode eliminar-se o valor
associado a varidvel usando a funcio remvalue.

Para resolver um sistema de equacgdes, que podem ser lineares ou nao
lineares, o primeiro argumento para o comando solve deve ser uma lista
com as equagdes e o segundo uma lista com os nomes das varidveis; a lista
das equagdes ou cada equacdo podem ser previamente associadas a alguma
variavel. Por exemplo:

(%i40) eqgA: (4 + 8)*x1 - 8% x2 = 6 + 4§

(%i41) egB: (2 + 8 + 5 + 1)*x2 - 8%x1 = -4%

(%i42) solve ( [eqA, eqBl, [x1, x2] );

(%042) [

1=1 2—1
x—,x—4

O resultado foi uma lista dentro de outra lista, porque a primeira lista engloba
os valores das varidveis e a segunda lista as vdrias solu¢des do sistema,
que neste caso foi apenas uma. O sistema anterior também podia ter sido
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resolvido mais rapidamente com o comando linsolve, em vez de solve, por
tratar-se de um sistema de equagdes lineares.

Maxima inclui muitas outras fungdes para trabalhar com expressoes algébri-
cas. Por exemplo, para expandir produtos e poténcias de expressdes usa-se
expand.

(%143) expand ((x + 4%xA2%y + 2%yAr2)*3);
(%043) 8y% +48x2 )5 + 96 x* y* +12x y* + 64 x6 y3 + 48x3 )3

+48x°5y2 +6x2y2 +12x% y + 3

A func@o factor € usada para fatorizar expressdes. Outras funcdes tteis para
simplificar expressoes algébricas sdo ratsimp, radcan e xthru. Entre vérias
expressdes equivalentes o conceito de simplicidade € relativo e depende
do gosto de cada um; assim sendo, diferentes funcdes de simplificacdo
podem produzir expressdes diferentes, embora equivalentes. Em cada caso
é conveniente experimentar com diferentes fungdes para decidir a forma
preferida para apresentar uma expressdo. Também algumas fun¢des, como
por exemplo ratsimp, podem produzir resultados mais simples quando
aplicadas uma segunda vez.

A fungdo subst, que ja foi usada para substituir valores numéricos numa
expressao, pode ser usada também para substituir outras expressoes; por
exemplo, para substituir x por 1/z, e y pelo valor numérico 2 no resultado
(%043), escreve-se:

(%144) subst([x=1/z, y=2], %043);
192 1560 385 1560 192 512
(%044) _+_2+_3+_4+_5+_6+512
Z Z Z Z Z Z
para reduzir tudo a um denominador comum e guardar o resultado na
variavel res uma possibilidade € escrever:

(%145) res: ratsimp(%);

51228 + 19225 + 1560 24 + 385 23 + 1560 22 + 192z + 512

(%045) g

Z

As expressoes algébricas sdo representadas internamente como listas; como
tal, € possivel usar nelas as fungdes do Maxima para listas. Por exemplo, a
funcgdo length calcula o comprimento de uma lista; essa fungao aplicada a
uma expressao calcula o ndmero de termos; por exemplo



A.9 Algebra 329

(%i46) length(res);

(%046) 2

Como a expressao res foi reduzida a uma tdnica fracdo, os dois termos
contabilizados por length sdo o denominador e o numerador; assim sendo, a
fungdo first, que extrai o primeiro elemento de uma lista, mostrard unicamente
o numerador da expressao associada a res

(%i47) first(res);

(%047) 51278 +1922% + 1560 z% + 38523 + 1560 22 + 192z + 512

e o comprimento dessa nova expressao €:

(%i48) length(%);

(%048) 7

Cada um dos sete elementos dessa lista sdo os sete termos somados em
(%047). Uma expressdo que ja ndo pode ser separada em mais partes, por
exemplo, x, chama-se um atomo; as fungdes que esperam uma lista como
argumento produzem uma mensagem de erro quando lhes for dada como
argumento um atomo. A fungdo atom diz se o seu argumento € um atomo
ou nao.

Outra fung@o muito util para trabalhar com listas € a fungdo map, que
permite aplicar outra fun¢do a cada elemento de uma lista. No caso de uma
expressao racional, pode usar-se para aplicar uma funcao ao numerador e
ao denominador. Por exemplo, observe-se a diferenga entre expandir uma
expressdo racional e expandir o numerador e denominador por separado:

(%i49) fracl: (x+y)*2 / (x-y)*2;

2
+

(%049) gX__fQE

(x-y)
(%i50) expand(fracl);

2 2

y 2xy X
%050
¢ )y2—2xy+x2 y2-2xy+x2  y2-2xy+x2

(%151) map ( expand, fracl );

2 2

+2xy+x
Gosyy  Lor2ryes
ye=2xy+x
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A.10. Trigonometria

A tabela A.1 mostra os nomes das principais fungdes trigonométricas no
Maxima. O argumento das funcdes trigonométricas tem de ser dado em
radianos, e ndo em graus, ji que Maxima conhece algumas propriedades
dessas fungdes, como as suas séries de poténcias, que sdo validas apenas
quando o dngulo € medido em radianos. O resultado das fun¢des inversas é
um angulo em radianos.

Funcao Descricao

sin(x) Seno

cos(x) Cosseno

tan(x) Tangente

sec(x) Secante

csc(x) Cossecante

cot(x) Cotangente

asin(x) Seno inverso
acos(x) Cosseno inverso
atan(x) Tangente inversa
atan2(y,x) Tangente inversa
asec(x) Secante inversa
acsc(x) Cossecante inversa
acot(x) Cotangente inversa

Tabela A.1.: Funcdes trigonométricas

Todas as func¢des inversas com um tnico argumento, produzem um angulo
entre 0 e . Por exemplo:

(%i52) acos(-0.5);

(%052) 2.094
(%i53) acos(-1/2);
2
%053 —_—
(%053) 3

Observe-se que o resultado foi exato quando o argumento da func¢ao foi
escrito de forma exata, usando um niimero racional. A funcdo atan2 necessita
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dois argumentos, as coordenadas cartesianas y e x de um ponto, e produz
um angulo que pode estar em qualquer um dos 4 quadrantes (entre —m € 1),
que € o angulo entre o segmento que passa pela origem e esse ponto € o
semieixo positivo dos x. Para converter o dngulo em radianos para graus,
multiplica-se por 180 e divide-se por 7, como no exemplo seguinte:

(%154) 180*atan2(-1,-sqrt(3))/ ;

(%054) -150

Para passar de graus para radianos, multiplica-se por x e divide-se por 180.

z

Por exemplo, o seno de 60° é:

(%155) sin(60%%pi/180);

(%055) \/7§

Existem também algumas funcdes para simplificar expressdes trigonométri-
cas. A funcgio trigexpand serve para expandir senos ou cossenos de somas
ou diferencas de angulos:

(%i56) trigexpand(sin(u+v)*cos(u)*3);

(%056) cos> u (cos usin v+sin u cos v)

A funcio trigreduce tenta expandir a expressdo de forma a que cada termo
sO tenha uma funcao trigonométrica.

(%i57) trigreduce(%);
sin(v+4u)+sin(v—2u) . 3sin(v+2u)+3sin v

%057
(%057) 8 8

A funcdo trigsimp aplica a identidade trigonométrica sin? x + cos® x = 1

e as relacdes entre as fungdes trigonométricas, para tentar escrever uma
expressdo apenas em termos das funcdes seno e cosseno. Por exemplo:

(%i58) tan(x)*sec(x)*2 + cos(x)*(1 - sin(x)*2);
(%058) sec? x tan x +cos x (1 —sin?x)

(%159) trigsimp(%);

(%059) sin x + cos® x

cos3 x
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A.11. Calculo

A forma mais simples de representar fun¢des matemadticas no Maxima
consiste em usar expressdes. Por exemplo, para representar a funcdo
f(x) = 3x? - 5 x, associa-se a expressio no lado direito a uma variavel f
(%i60) f: 3*x22 - 5%x;

(%060) 3x2-5x

A derivada da fun¢@o f, em ordem a x, calcula-se usando a funcgao diff

(%i61) diff (£, x);

(%061) 6x—-5

e a primitiva em ordem a x calcula-se com a fungéo integrate

(%162) integrate (£, x);

5 2
(%062) X3 - %

O valor da fun¢do num ponto, por exemplo, f(1), pode ser calculado
substituindo x por 1 com a fungdo subst, ou com a fung¢ao at
(%163) at (£, x=1);

(%063) -2

Maxima também permite definir fun¢des, que serdo discutidas com mais
pormenor na seguinte seccio, e que podem ser usadas para representar
fungdes matemdticas. Por exemplo, a mesma fungio 3 x? — 5 x também
podia ter sido definida assim:

(%i64) f(x) := 3*x22 - 5%%x;

(%064) f(x) == 3x%2-5x
O valor da fungao num ponto agora obtém-se mais diretamente, mas no

céclulo da derivada e a primitiva é necessdrio escrever a funcdo e a varidvel
do seu dominio:

(%165) £(1);
(%065) -2

(%i66) diff (f(x), x);
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(%066) 6x-5

(%i67) integrate (£(x), X);
2

(%067) L

2

Observe-se que nos comandos (%166) e (%67), estd realmente a usar-se
uma expressao para f e ndo uma funcdo do Maxima. O que acontece é
que quando se escreve f(x) e x nfo estd associada a nenhum valor, a fungdo
produz como resultado uma expressao que € logo derivada ou primitivada
pelas funcdes diff ou integrate. Mas algumas fun¢des do Maxima nao
produzem como resultado expressdes matematicas; por exemplo:

(%168) h(x) := if x < 0 then x/2 else x"2;

(%068) h(x) := if x < 0 then % else x2

Os valores em diferentes pontos, por exemplo /(1), sdo obtidos sem problema,
mas as fungdes diff e integrate ndo conseguem calcular a derivada e a
primitiva, porque o resultado de h(x) ndo € uma expressdo matematica
(inclui comandos especificos do Maxima: if, then e else):

(%169) diff (h(x), x);

d
(%069) P (if x < 0 then g else x2)

Quando diff ndo sabe como calcular uma derivada, como no caso anterior,
da como resultado o mesmo comando de entrada, que neste caso foi
simplesmente apresentado de forma diferente no ecrd, mas internamente o
contetdo da varidvel %069 é diff(if x < 0 then x/2 else x42,Xx).

Quando uma expressao depende de varias varidveis, diff calcula a derivada
parcial:
(%i70) diff (x*2*y-y*3, x);

(%070) 2xy

Um integral definido calcula-se também com a func¢do integrate, mas
incluindo os limites de integracdo a seguir a varidvel de integragao; por
exemplo:

(%i71) integrate (1/(1 + x*2), x, 0, 1);

T
71 —
(%071) 1
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A.12. Funcoes

Uma func¢do no Maxima é um programa com algumas varidveis de entrada
e uma saida. O Maxima tem uma linguagem simples de programacao que
permite definir essas funcdes e também € possivel usar a linguagem Lisp,
que é a linguagem em que o c6digo do Maxima estd escrito. E ainda possivel
redefinir qualquer uma das funcdes que ji t€m sido referidas; por exemplo,
se na versdo do Maxima a ser usada alguma funcio tem um bug que ja
foi corrigido numa versdo mais recente, € possivel carregar a nova versao
dessa funcdo e, a menos que introduza conflitos com outras fungdes antigas,
deverd funcionar corretamente.

Um primeiro exemplo consiste na criacdo de uma fungdo fact que calcule o
fatorial de um ndmero inteiro (no Maxima basta colocar o simbolo ! ap6s
um ndmero para obter o seu fatorial, mas aqui serd criada outra versdo do
mesmo programa):

(%i72) fact(n) := if n <= 1 then 1 else n*fact(n-1);

(%072) fact(n) :=if n < 1 then 1 else nfact (n — 1)

(%i73) fact(6);

(%073) 720

Naio € preciso usar nenhum comando para produzir a saida, ja que a saida de
um programa € sempre a que for produzida pelo tltimo comando executado
pela funcdo. Uma fung¢do pode usar-se a si propria de forma recursiva, como
foi feito neste exemplo.

Viérios comandos do Maxima podem ser agrupados, entre paréntesis e
separados por virgulas. Esses comandos sao executados sequencialmente e
o resultado da funcdo serd o resultado do Gltimo comando; os comandos
podem ser escritos em vdrias linhas diferentes. O seguinte exemplo soma
todos os argumentos que sejam dados:
(%i74) soma([v]) := block([s: 0],
for i:1 thru length(v) do
(s : s+ v[i]),
s)$
(%175) soma (45,223);

(%075) 53
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(%i76) soma (3,log(x),5+x);

(%076) log x+x+8

Usou-se uma lista no argumento da funcao, indicando que a fung¢do admite
qualquer nimero de varidveis de entrada (ou até nenhuma) e todas as
varidveis de entrada sdo colocadas numa lista associada 4 varidvel local v. A
funcdo block foi usada para definir outra variavel local s, com valor inicial
0, que no fim terd a soma de todas as varidveis de entrada. O primeiro
elemento dado a block deve ser uma lista, que pode ter qualquer nimero de
varidveis locais, com ou sem valores iniciais, € a seguir a essa lista vem o
resto da fun¢@o. O comando for itera a varidvel local i, neste caso desde
1 até o comprimento da lista v e com incrementos, por omissdo, de 1 (a
opcdo step pode usar-se para modificar o incremento por omissdo). Quando
as iteracdes terminam, escreve-se o nome da varidvel s para que o valor
associado a ela fique como saida do programa.

Quando se usa uma fungdo que nao existe, nao € produzida nenhuma men-
sagem de erro, mas na saida do comando aparece a mesma funcdo sem
alteracdo; por exemplo:

(%i77) 2*4*maximo(3,5,2);

(%077) 8 maximo(3, 5, 2)

O mesmo pode acontecer com algumas funcdes do Maxima quando nao é
possivel obter um resultado. Por exemplo:

(%178) log(x"2+3+x);

(%078) log (x2 + x +3)

Esse comportamento das fungdes é muito util, porque assim € possivel
alterar mais tarde os valores dos argumentos e avaliar novamente a fungao.
Por exemplo, neste dltimo resultado, substituindo a varidvel x pelo nimero
de virgula flutuante 2.0, o logaritmo j4 sera calculado:

(%i79) subst(x=2.0, %);

(%079) 2.197
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A.13. Graficos

A.13.1. Funcodes de uma variavel

Para tracar o grafico de uma ou vdrias fun¢des de uma varidvel, usa-se
o comando plot2d. Por exemplo, para desenhar o grafico do polinémio
3x3 + 5x2 — x + 6, no intervalo de x entre —3 e 1, usa-se o comando:

(%180) plot2d(3*x*3 + 5*x*2 - x + 6, [x, -3, 11);

o resultado (%080) (que nao foi mostrado aqui) € o nome de um ficheiro
auxiliar que foi criado e logo submetido a um programa externo (Gnuplot)
que interpreta os comandos nesse ficheiro e mostra o grafico numa janela
separada (figura A.2). Passando o rato sobre um ponto no grafico, mostram-
se as coordenadas desse ponto.

15

10 4///////
5

-10

3#FXA3+5FXM2-x+6

-20
-25
-30

3025 2 -15 -1 -05 0 0.5 1
X

Figura A.2.: Grifico do polinémio 3x> + 5x% — x + 6.

Para tracar os gréaficos de varias funcdes num mesmo grafico, colocam-se as
funcdes dentro de uma lista. Por exemplo:

(%i81) plot2d ( [sin(x), cos(x)], [x, -2* , 27%pil );

O resultado ¢é apresentado na figura A.3.

A.13.2. Criacéo de ficheiros graficos

A partir da versao 5.32, existem trés opg¢des, pdf_file, png_file e ps_file
que permitem gravar o grafico num ficheiro em formato PDF, PNG ou
PostScript.
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sin(x)
cos(x)
0.5
0
-0.5
-1
-6 -4 2 0 2 4 6

Figura A.3.: Grafico das fungdes seno e cosseno.

Por exemplo, para gravar o grafico produzido pelo comando (%i80) num
ficheiro PNG, usa-se o comando:

(%i82) plot2d(3*x*3+5*x42-x+6,[x,-3,1], [png_£file,"funcaol.png"]);

(%082) [/home/username/maxout.gnuplot, /home/username/funcaol.png]

O resultado mostra que foram criados dois ficheiros; o primeiro com
nome maxout.gnuplot contém comandos do Gnuplot que produzem o
gréfico e gravam o resultado no segundo ficheiro, com nome funcaol.png.
Como ndo foi indicado um caminho completo para o nome do ficheiro na
opg¢do png_file, o ficheiro foi criado no diretério do utilizador. O ficheiro
maxout.gnuplot é um ficheiro de texto simples, que pode ser editado com
um editor de texto e executado, independentemente do Maxima, com o
programa gnuplot:

gnuplot /home/username/maxout.gnuplot

Para produzir a figura A.2 em formato PDF, usa-se o seguinte comando:

(%i83) plot2d(3*x*3+5%x22-x+6,[x,-3,1], [pdf_file,"funcaol.pdf"]);

A.13.3. Graficos de pontos

E possivel também criar um grafico de um conjunto de pontos num sistema
com duas coordenadas. As duas coordenadas de cada ponto podem ser
indicadas como uma lista dentro de outra lista com todos os pontos; por
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exemplo, para criar um grafico com os trés pontos (1.1, 5), (1.9, 7) e (3.2,9),
as coordenadas dos pontos podem ser associadas a uma lista p:

(%i84) p: [[1.1, 5], [1.9, 71, [3.2, 911%

Para criar o gréfico, € necessdrio dar a fungao plot2d uma lista que comece
com a palavra-chave discrete, seguida pela lista de pontos. Neste caso ndo é
obrigatdrio indicar o dominio para a varidvel do eixo horizontal:

(%185) plot2d ( [discrete, p]l );

O gréfico € apresentado na figura A .4.

8.5

7.5

6.5

5.5

X

Figura A .4.: Grafico de um conjunto de 3 pontos.

Por omissdo, os pontos sdo ligados entre si por segmentos de reta; para
mostrar apenas 0s pontos, sem segmentos de reta, usa-se a op¢ao style, com
o valor points.

A.13.4. Pontos e funcoées

Podem também combinar-se o gréfico de um ou vérios conjuntos de pontos
com o gréfico de uma ou vérias funcdes. Nesse caso, cada conjunto de
pontos serd representado por uma lista a comegar com a palavra-chave
discrete, como na sec¢do anterior, e cada fungao serd representada por uma
expressao; as listas de pontos e expressdes deverdo ser colocadas dentro de
outra lista e serd necessdrio indicar o dominio para a varidvel independente
(eixo das abcissas); € possivel também especificar o contradominio para a
varidvel dependente (eixo das ordenadas), através da opcao y.
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. b\
Exemplo A.1
Represente num gréfico os resultados experimentais na tabela, junto

com a curva tedrica esperada: T = 2w +/L/g, com g = 980 cm/s?

L (cm) | T (s)
10 0.6
20 0.9
30 1.1
40 1.3
50 14
o J

Resolugio. O grifico dos resultados, junto com a curva esperada, pode ser
obtido com os seguintes comandos:
(%i86) tabela: [[10,0.6],[20,0.9],[30,1.1],[40,1.3],[50,1.4]]1%
(%i87) plot2d([[discrete, tabela], 2* *sqrt(L/980)], [L,0,60],
[style, points, lines], [color, red, blue],
[point_type, asterisk], [legend, "resultado", "teoria"],

[xlabel, "L (cm)"], [ylabel, "T (s)"1, L[v,0,21);

A opgdo style em (%187) indica que o primeiro conjunto de pontos serd
ser representado por pontos e a expressdo a seguir serd representada com
segmentos de recta. O grifico € apresentado na figura A.5. A opcdoy é

resultado
teoria

T (s)

0.5

0 10 20 30 40 50 60
L (cm)

Figura A.5.: Grifico de dados experimentais junto com uma expressao
tedrica.
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especialmente 1til para limitar os valores apresentados no eixo vertical, no
caso de funcdes com assimptotas verticais.

A.13.5. Funcodes de duas variaveis

Para tracar gréficos de fungdes de duas varidveis, em 3 dimensdes, usa-se o
comando plot3d. Por exemplo, o gréifico na figura A.6 foi produzido com o
comando:

(%i88) plot3d ( sin(x)*sin(y), [x, 0, 2*%pil, [y, O, 2*%pi] );

sin(x)*sin(y)

1 -
0.8
0.6
i /
z 02t N
0 AL 11
02 "~‘~‘x\\§§§\\‘\’0"’llll¢"
0o N7
0

Figura A.6.: Grifico da fun¢do sin(x) sin(y).

Deslocando o rato enquanto o botao do lado esquerdo estiver premido, a
superficie roda podendo ser vista desde diferentes diregdes. O comando
plot3d também aceita uma lista de varias funcdes a serem representadas
no mesmo grafico. Também pode usar-se uma lista de 3 fungdes, que
representam as 3 componentes do vector posicao que define uma superficie
em 3 dimensdes (grafico paramétrico).

Existem muitas outras op¢des para as funcdes plot2d [http://maxima.
sourceforge.net/docs/manual] e plot3d e outras funcdes graficas. A
seccdo “Plotting” no Manual do Maxima descreve essas fungdes:
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual

O gréfico mais elaborado neste livro € a figura 7.13, que foi produzida com
os seguintes comandos:


http://maxima.sourceforge.net/docs/manual
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual
http://maxima.sourceforge.net/docs/manual
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(%i89) Ft: -s*4/2 + 4%s*3 - 3%s*2/2 - 32%s + 25§

(%i90) V: -integrate (Ft,s,0,s)/0.3$

(%191) se: map (lambda([x],rhs(x)), float (realroots (Ft)))$

(%i92) He: makelist (subst (s = v, V), v, se)$

(%193) p: makelist(map(lambda([x],rhs(x)),float(realroots(V=H))),
H, [He[1],250,He[3],70]1)$

(%i94) 11: [discrete, [[-4,He[1]], [p[11[1],He[1]1]11$

(%i95) 12: [discrete, [[-4,250], [p[2]1[1],250]111%

(%196) 13: [discrete, [[p[2]1[2],250], [p[2]1[3]1,2501]1]1$

(%197) 14: [discrete, [[p[3]1[2],He[3]], [p[31[5],He[3]1111$

(%i98) 15: [discrete, [[p[4]1[2],70], [p[41[3]1,70111%

(%i99) 16: [discrete, [[p[4]1[4]1,70]1, [p[4]1[51,70111%

(%1100) rep: [discrete,[11[2][2],12[2]1[2],13[2]1[1],13[2][2],
14[2]1[17,14[2]1[2],15[2]1[1],15[2][2],16[2]1[1],16[2][2]11]1$

(%1101) max: [discrete,[[se[1],He[1]],[se[3],He[3]]111$

(%1102) min: [discrete, [[se[2],He[2]], [se[4],He[4]]]]$

(%i103) plot2d ([V,11,12,13,14,15,16,rep,max,min], [s,-4,7.5],
[ylabel,"V(s)"], [legend,false],
[color,blue,red,red,red,red,red,red,red,black,black],
[style,lines,lines,lines,lines,lines,lines,lines,
points,points,points],
[point_type,bullet,asterisk,circle], [label,["-32.9",0.3,-65],
["51.1",5.5,201, ["70",0.8,85], ["70",5.6,85],
["114.7",0.6,132], ["114.7",5.4,132], ["250",-3.99,270],

["250",3.5,270], ["356.4",-3.9,375], ["356.4",3.4,375]11)%

A fungdo V(s) a ser representada é menos a primitiva da forca F;, dividida
pela massa, 0.3. Na lista se foram extraidos os valores de s em que a for¢a
F; é nula, ou seja, os pontos onde V tem maximos e minimos locais. A lista
p sdo as coordenadas desses maximos e minimos e dos pontos onde V é
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igual a 70 e a 250. Com as coordenadas desses pontos foram construidas 6
linhas horizontais, 11...16 e 3 conjuntos de pontos, rep, max € min, com
as coordenadas dos pontos onde V € igual a 70 e a 250, os maximos locais
e os minimos locais. A seguir foi criado o gréfico mostrando a fungao, as
linhas horizontais e os trés conjuntos de pontos usando objetos diferentes e
finalmente foi usada a opcdo label para escrever alguns nimeros em algumas
partes do gréfico.

Problemas

1.

Trace o grafico de cada uma das seguintes funcdes, usando intervalos
que mostrem bem a forma das fungdes.

(a) y:x3—5x2+2x+3
sin(x
(b) y= (%)

(c) y=V20 - x2

3x2 +2
@) y=—3-7
O grafico da fungiio y = x® —6x2 + 7x + 2 apresenta dois pontos extremos
(um minimo local e um médximo local). Desenhe o grifico dessa funcdo.
Sabendo que a derivada da funcdo € nula nos dois pontos extremos,
calcule as coordenadas x e y desses dois pontos.

Encontre a equagao da circunferéncia que passa pelos pontos (-2, 7), (—4,
1)e (4, —5). Sugestiio: aforma geral da equagio serd (x—a)? +(y—b)? =
r2. Para encontrar as trés constantes a, b e r, substitua as coordenadas de
cada um dos 3 pontos dados, e resolva o sistema das 3 equacdes obtidas.

Defina uma fun¢do £ib(n) em Maxima para calcular qualquer nimero
na sequéncia de Fibonacci, f, =1, 1, 2, 3, 5, 8,. . ., definida por:

So=1 h=1 Jn = o1+ fa—2
Calcule a relacdo f,.1/ f,, para alguns valores crescentes de n, € mostre
que a relagdo aproxima-se do limite (1++5)/2. O nimero ¢ = (1+V5)/2
€ designado de proporcio durea e no Maxima estd predefinido na constante
%phi.

Crie uma fun¢do “maximo” que encontre 0 maximo de todos os nimeros
que lhe sejam dados.

Respostas
2. O maximo em (0.709, 4.30) e minimo em (3.29, -4.30).

3.

(x =32 +(y-22%=50



B. Equacdes de Lagrange

Neste apéndice mostra-se como surgem as equagdes de Lagrange a partir da
segunda lei de Newton. Considere-se um sistema formado por m corpos
rigidos com vetores posi¢do dos centros de massa: 7y, 7a, . . ., I'p,. Ou seja,
s80 necessarias 3 m coordenadas, que podem ser distancias ou angulos, para
determinar a configuragdo do sistema.

Se o sistema € holonémico, existem equacdes que relacionam algumas
das 3 m coordenadas e que permitem reduzir o nimero de coordenadas
independentes para n coordenadas generalizadas (n < 3 m):

q1(1), q2(1), - . . qn(1)

Cada vetor de posig¢do 7; pode depender de vérias dessas coordenadas e do
tempo:
Z(QL q2’ ey Qm [)

e a velocidade do corpo i é

. dFi 0 o OF
= = — 4 -
T4 T o ;aqk%

ou seja, v; também depende das coordenadas generalizadas, do tempo e das
velocidades generalizadas ¢;:

‘_;L(QL q29 .. '9qn’ q‘b q27 .. '7q.n’ t)

e as derivadas parciais de v; obtém-se derivando o somatério acima:

il = O il = o +zn:—62ﬁ dk (B.1)
dqj  dq; dqj  0q;0t £ 09;0qx
O vetor acelerag¢do do corpo i é:
g = L (B.2)
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Se num instante dado o valor de cada coordenada g; ¢ modificado para
gj + 6q;, cada vetor posi¢ao sofre uma alteragao:

n o7,
57i= Y g (B.3)

e multiplicando escalarmente os dois lados da equacdo B.2 pelos dois lados
desta equacdo, obtém-se

ai-aﬁzzn:dgi-a—ﬁaq (B.4)
dt 6q]- J

Como a derivada do produto V; - 07;/dq; &,
d (. 0 dv; ar r d (07
— (- =) = ) Do —
dt 6qj dr 6qj' dr 8q,
AR o (a?,- L 8%, )

= StV + X
dr "aq; " \ogar T £ bgoq !

De acordo com as equagdes B.1, a derivada d7;/dg; e o termo dentro dos
paréntesis no lado direito da equagdo sdo as derivadas parciais de V; em
ordem a g; e g;, obtendo-se assim o resultado:

d (o o)\ _dW of _ Ov
— (3. . = gy
dr "’ 8qj dt qu ' 6qj

e a equacdo B.4 pode escrever-se entdo,

n - -

N N d (L v L 0V

ai-éri:Z[a (V,"a—qj)—vi'a—q;}éq]' (BS)

Jj=1

A seguir observe-se que as derivadas parciais de vl.2 em ordem as coordenadas
e velocidades generalizadas sdo:

w8V 973 Av;
g, g, ' dg;
G _93 v

dq; 8¢ ' ag
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substituindo estas duas expressdes na equacio B.5 e multiplicando os dois
lados da equacgdo pela massa m; do corpo i, obtém-se

d (m; OV m; 0V}
- 0q;

n

mic_i,--(SE-:Z

j=1
_ i [i (aEci) _ aEci] (56]'
= dt 66]] 5(,11' I

onde E; € a energia cinética do corpo i. A segunda lei de Newton diz que
m; d; é a forca resultante sobre o corpo i; usando a expressdo B.3 e somando
sobre todos os corpos i, obtém-se

12 9g) 2 9

G 2 O S| d (0E\ OE.
o o S {852
;; dq; ; dr\ dg; ag; |
que conduz as equacdes de Lagrange:
d (0E. O0E. .
— - =Q; =1,... B.6
iilai,) gm0 s 09

onde E. € a energia cinética total do sistema e a for¢a generalizada Q; €

definida por
Qj=) Fi-o+ (B.7)
J Z aq;

i
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