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Prefacio

Este livro destina-se a alunos universitarios do primeiro ano de ci€ncias e engenharia.
Espera-se que o aluno tenha alguns conhecimentos de dlgebra linear e de cdlculo infinitesi-
mal e diferencial. Com o desenvolvimento dos computadores pessoais, o tipo de problemas
que podem ser resolvidos numa disciplina introdutéria de fisica aumentou significativa-
mente. As técnicas de computacdo e simulacdo permitem ao aluno desenvolver uma visao
geral de um problema de fisica, sem ter de aprender métodos analiticos complicados. As
técnicas computacionais inicialmente desenvolvidas para resolver problemas de mecanica
tém sido aplicadas com sucesso em dominios exteriores a fisica, dando origem a teoria
geral dos sistemas dindmicos.

O objetivo é transmitir ao leitor conhecimentos bésicos de mecanica e dos métodos com-
putacionais usados para resolver sistemas dindmicos. E usado o Sistema de Computacio
Algébrica (CAS) Maxima (http://maxima.sourceforge.net) para facilitar a
resolucao dos problemas.

O tema central do livro € a mecanica, incluindo-se também alguns temas contemporaneos,
como sistemas ndo lineares e sistemas cadticos. A abordagem adotada situa-se no ambito
da mecénica clédssica, admitindo-se a existéncia de um espaco absoluto e de um tempo
absoluto, independentes dos observadores.

O livro foi escrito como texto de apoio para a disciplina de Fisica 1 (EIC0010) do primeiro
ano do Mestrado Integrado em Engenharia Informética e Computagdao (MIEIC) da Facul-
dade de Engenharia da Universidade do Porto e € o primeiro de dois volumes. O segundo
volume € sobre eletromagnetismo e circuitos. Sao feitas atualizagdes frequentes ao texto
que podem ser obtidas neste sitio.

A primeira versao foi escrita em 2007, quando foi criada a disciplina EIC0010 no ambito
da reforma de Bolonha. A disciplina EIC0010 € semestral com treze semanas de aulas; na
primeira semana sdo dadas duas aulas tedricas de uma hora e nas 12 semanas seguintes
sdo dadas duas aulas tedricas de 1 hora e uma aula tedrico-prética de duas horas. Cada
um dos capitulos do livro € apresentado nas duas aulas tedricas de uma semana; na
aula tedrico-pratica da semana seguinte os estudantes estudam livremente esse mesmo
capitulo, respondem as perguntas de escolha miiltipla e resolvem dois ou trés dos problemas
propostos no fim do capitulo. As aulas tedricas sdo dadas num auditdrio para 150 estudantes
e as aulas tedrico-praticas decorrem numa sala para 24 estudantes, com 12 computadores
portdteis. Nas aulas tedricas da semana nimero 13 € feita uma revisdo geral. Nas aulas
tedrico praticas os estudantes podem aceder a Web, consultar a versao digital do livro e
usar o software Maxima.


http://maxima.sourceforge.net

X Prefdcio

Os seis primeiros capitulos seguem o programa tradicional das disciplinas de introdugdo a
mecanica para estudantes de ciéncias e engenharia, sem incluir sistemas de varios corpos
nem mecanica dos fluidos. O capitulo 8 aborda problemas de dindmica que costumam ser
tratados em disciplinas de mecanica mais avancadas, mas o tratamento € feito de modo
simples sem entrar nos métodos mais gerais da mecanica lagrangiana e hamiltoniana. Os
capitulos 7,9, 10 11 e 12 sdo uma introdugdo aos sistemas dindmicos.

Agradeco ao professor Joao Rui Guedes de Carvalho a revisdo cuidadosa que fez do
manuscrito e as suas sugestoes e troca de opinides sobre o tema. Agradeco também aos
alunos o entusiasmo e interesse que tém sido fonte de inspira¢io para escrever este livro
e a sua valiosa ajuda na correcdo de erros e gralhas. Sdo muitos alunos para listar os
seus nomes aqui. Finalmente devo agradecer também aos colegas que me t€m ajudado a
lecionar as aulas tedrico-praticas desta disciplina ao longo dos ultimos anos, Maria Helena
Braga, Jodo Carvalho, Francisco Salzedas e Helder Silva.

Jaime E. Villate
E-mail: villate@fe.up.pt
Porto, marco de 2013



Lista de simbolos e notacoes
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an
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pontos no espaco, curvas, superficies e solidos
unidades

varidveis

vetores

produto escalar entre vetores

produto vetorial entre vetores

derivada da variavel a em ordem a x

derivadas da varidvel a em ordem ao tempo

valor médio da varidvel a

aceleracao (médulo do vetor aceleragdo)
vetor aceleracao

aceleracdo normal

aceleracao segundo a trajetdria (tangencial)
componentes cartesianas da aceleracdo

braco de uma forca, em relagdo a um ponto
coeficiente aerodinamico do termo da pressao
centimetro ou, como subindice, centro de massa
nimero de Euler (base dos logaritmos naturais)
versor (vetor unitario) na dire¢do do vetor d
energia cinética

energia mecanica

versores normal e tangencial

versores cartesianos segundo os eixos x, y € Z
forga

forcas de atrito cinético e estatico

forca elastica

componentes normal e tangencial da for¢ca
forga de resisténcia num fluido

aceleracdo da gravidade

nimero imaginario v/—1



xii Lista de simbolos e notagoes
I impulso
I,,I.;, momentos de inércia (eixo z ou eixo no centro de massa)
J matriz jacobiana
J joule (unidade SI de trabalho e energia)
k constante eléstica ou coeficiente aerodindmico do termo da viscosidade
kg quilograma (unidade SI de massa)
m massa
m metro (unidade SI de comprimento)
M momento de um bindrio
Mo momento de uma for¢a em relacdo a um ponto O
N newton (unidade SI de forca)
P quantidade de movimento
P peso
7 vetor posi¢do
R raio de curvatura de uma trajetdria
R, 0,z coordenadas cilindricas
R, reacdo normal
s distancia percorrida
s segundo (unidade SI de tempo)
T periodo num movimento circular uniforme
i velocidade de fase
U energia potencial
U. energia potencial eldstica
U, energia potencial gravitica
v velocidade (médulo do vetor velocidade)
Vv vetor velocidade
Vx,Vy,V; componentes cartesianas da velocidade
W trabalho
x,y,z coordenadas cartesianas
o aceleracdo angular
Aa aumento da varidvel a durante um intervalo de tempo
A7 vetor deslocamento
n coeficiente de viscosidade
0 angulo de rotagdo dos versores normal e tangencial
A valor préprio de uma matriz
Ue, Ue  coeficientes de atrito estético e cinético
valor em radianos de um angulo de 180°
p massa volimica
® velocidade angular
Q frequéncia angular



A cinematica ¢é a analise do movimento sem considerag@o das suas causas. No caso das
corredoras na fotografia, 0 movimento dos bracos e pernas € oscilante, enquanto que
o movimento da cabeca é mais aproximadamente uniforme e, por isso, mais facil de
descrever; basta contabilizar o deslocamento horizontal da cabeca, em funcdo do tempo.
Para descrever o movimento das pernas, para além de considerar o deslocamento horizontal,
€ necessdrio considerar a variagdo de algum angulo em funcdo do tempo.



2 Cinemdtica

1.1. Movimento dos corpos rigidos

Um objeto encontra-se em movimento se a sua posic¢ao for diferente em diferentes instan-
tes; se a posi¢cao permanece constante, o objeto estd em repouso. Para medir a posi¢do
do objeto, é necessdrio usar um referencial; nomeadamente, outros objetos usados como
referencia. Se a posi¢do do corpo em estudo varia em relacdo ao referencial, o corpo
estd em movimento em relacao a esse referencial. Assim, 0 movimento € um conceito
relativo, ja que um objeto pode estar em repouso em relagao a um dado referencial, mas
em movimento em relagdo a um outro referencial.

Translagdo Rotagdo

i 30°

20°

50°
Translagdo e rotagdo

Figura 1.1.: Movimentos de translagdo, rotacdo em torno de um eixo e sobreposicdo dos
dois.

O movimento mais simples de um corpo rigido, de translacao sem rotacao, € quando todos
os pontos do corpo seguem trajetdrias idénticas (ver figura 1.1). Assim sendo, basta estudar
0 movimento de um dnico ponto para conhecer o movimento do corpo rigido.

No movimento de rotagdo em torno de um eixo, todos os pontos num eixo permanecem
em repouso e os outros pontos deslocam-se. Na segunda parte na figura 1.1, o martelo
rodou em torno de um eixo perpendicular a pagina. Nesse tipo de movimento as trajetorias
de pontos diferentes ja ndo sao idénticas mas todas as sdo arcos de circulo, com 0 mesmo
angulo, que s6 diferem no valor do raio. Basta saber como varia o angulo de rotagcdo para
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descrever o movimento de qualquer ponto no corpo.

Um movimento mais complicado é a sobreposicdo de translacio e rotacdo em torno de
um eixo (terceira parte na figura 1.1). Nesse caso, diferentes pontos do corpo seguem
trajetorias diferentes. Uma forma conveniente de estudar esse tipo de movimento consiste
em estudar o movimento de um ponto fixo no corpo e a variagdo do angulo de rotacao; o
angulo de rotacdo € igual, qualquer que seja o ponto fixo selecionado; o que sera diferente
consoante o ponto fixo selecionado € o raio de rotacdo dos outros pontos em relacdo a esse
ponto.

Existe também outro tipo de rotacao mais geral, rotagcdo a volta de um ponto, em que um
Unico ponto permanece em repouso. Nesse caso as trajetorias de cada ponto € uma curva
na superficie de uma esfera com centro no ponto em repouso. A forma mais conveniente
de estudar esse tipo de movimento consiste em determinar a variagdo de trés angulos. O
caso mais geral do movimento de um corpo rigido consiste na sobreposicao de transla¢ao
e rotacdo a volta de um ponto. Nesse caso serd preciso estudar o movimento de um ponto
fixo no corpo e a variacao de trés angulos.

1.2. Movimento e graus de liberdade

Mosca

N

Figura 1.2.: Coordenadas cartesianas de uma mosca numa sala retangular.

Os graus de liberdade de um sistema sdo as varidveis necessarias para medir a sua posi¢ao
exata. Por exemplo, para determinar a posicdo de uma mosca numa sala "retangular”,
podiamos medir a sua distincia até o chao e até duas paredes perpendiculares da sala.
Teremos um sistema de trés coordenadas perpendiculares (coordenadas cartesianas ou
retangulares), que se costumam designar pelas letras x, y e z (figura 1.2).



4 Cinemdtica

Assim, 0 movimento de um ponto € um movimento com 3 graus de liberdade. A trajetéria
do corpo € uma curva no espago, que pode ser descrita indicando as expressdes para as
3 coordenadas cartesianas x, y e z em fun¢do do tempo. Como o movimento mais geral
de um corpo rigido é a sobreposi¢ao do movimento de um ponto mais rotagdo a volta
desse ponto, esse movimento tem 6 graus de liberdade: 3 coordenadas que descrevem o
movimento do ponto, mais 3 angulos que descrevem a rotacao. Outros movimentos mais
simples possuem menos graus de liberdade; a rotacdo em torno de um eixo tem apenas um
grau de liberdade, a translacdo tem 3 graus de liberdade e a translagdo com rotagdo em
torno de um eixo tem 4 graus de liberdade.

Neste capitulo € estudado apenas o movimento de um ponto. Esse estudo serd suficiente
para descrever a translagcao dos corpos rigidos e servird de base para estudar movimentos
mais complexos.

Quando um ponto estd limitado a seguir uma trajetéria pré determinada, o movimento
desse ponto tétm um unico grau de liberdade. Por exemplo, o deslocamento de um
carrinho nos carris de uma montanha russa, sem termos em conta a inclina¢do do carrinho,
¢ um movimento com um grau de liberdade. Se a posi¢dao do carrinho num instante
inicial for conhecida, para determinar a posicdo em qualquer outro instante basta saber o
deslocamento ao longo dos carris, desde o instante inicial até esse instante.

| sy

Figura 1.3.: O movimento de translagdo de um automdével numa autoestrada pode ser
considerado um movimento com apenas um grau de liberdade.

O movimento de translacdo de um automoével numa autoestrada pode ser considerado um
movimento com um unico grau de liberdade (figura 1.3). Se o automdvel sofrer uma avaria
e o condutor tiver que telefonar para pedir um reboque, basta dizer em que quilémetro
da autoestrada se encontra para que o condutor do camido de reboque saiba para onde se
dirigir. Assim, o movimento dos automdveis na autoestrada é caraterizado por um tinico
grau de liberdade, o deslocamento ao longo da estrada.

De referir que o deslocamento na estrada nao € medido em linha reta, mas ao longo de
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uma curva no espago; no entanto, como a forma detalhada dessa curva ja esta estabelecida,
basta uma varidvel para descrever a posicdo em cada instante. Se estivéssemos a construir
um sistema de conducdo automadtica, terifamos de introduzir outra varidvel, por exemplo, a
distancia a berma da estrada e 0 movimento passava a ter dois graus de liberdade. Esses dois
graus de liberdade descrevem apenas a trajetéria de um ponto do automodvel; se estivermos
interessados numa descri¢do completa do movimento do automdével, considerando como
se fosse perfeitamente rigido, seriam necessdrios outros 3 graus de liberdade.

Se um ponto estd limitado a deslocar-se sobre uma superficie, basta usar duas coordenadas
para determinar a sua posi¢ao e o seu movimento tem dois graus de liberdade.

Figura 1.4.: A translacdo na superficie de um terreno ¢ um movimento com dois graus de
liberdade.

Um bidlogo que esteja a seguir o movimento de uma raposa num territério terd apenas de
medir a sua longitude e latitude, por exemplo, com um dispositivo de GPS, para indicar o
ponto onde se encontra em cada instante. Nao sdo necessdrias 3 varidveis, mas apenas duas,
se 0 mapa topografico da regido for conhecido, permitindo localizar um ponto apenas com
a sua longitude e latitude; uma terceira varidvel, a altura, tem um valor pré determinado
de acordo com a topografia do terreno, como no exemplo da figura 1.4. Realmente hd um
terceiro grau de liberdade, a altura sobre a superficie do terreno, mas como essa altura tera
variacoes insignificantes comparada com as variacdes da latitude e longitude, pode ser
ignorada.

Consequentemente, 0 movimento da raposa € um movimento com dois graus de liberdade,
porque bastam duas coordenadas para determinar a posi¢do. A latitude e a longitude na
superficie do terreno ndo sdo realmente distancias mas sim angulos com vértice no centro
da Terra, mas continuam a ser dois graus de liberdade que podem ter diferentes valores em
diferentes instantes.

Regressando ao exemplo inicial do voo da mosca, que foi considerada como um tnico
ponto em movimento com 3 coordenadas x, y e z, a mosca também pode mudar a sua
orientacdo. Para definir a orientacao da reta segundo o corpo da mosca pode-se usar 2
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angulos e seria preciso outro angulo para indicar a rotacdo da mosca em relacdo a essa reta;
ao todo sdo ja 6 graus de liberdade. Mas a mosca pode também esticar ou dobrar o corpo e
abrir ou fechar as asas, por exemplo, pelo que, do ponto de vista fisico, tem muitos mais
graus de liberdade. Se a mosca for modelada com 3 corpos rigidos: as duas asas e o bloco
constituido por cabeca, térax e abdomen, para descrever o movimento do primeiro corpo
rigido — cabeca, térax e abdomen — sdo precisos os seis graus de liberdade j4 descritos.
Cada asa acrescenta outros 3 graus de liberdade — os angulos da rotagdo a volta de um
ponto fixo onde a asa estd ligada ao térax — tendo no total 12 graus de liberdade.

1.3. Velocidade

Neste capitulo considera-se apenas o0 movimento com um grau de liberdade no qual a
trajetéria segue um percurso determinado; a distancia total percorrida, a partir de um
instante inicial, é representada pela varidvel s. E importante ndo confundir s com o
deslocamento. Se, por exemplo, em algum instante a posi¢do é a mesma que no instante
inicial, o deslocamento desde o instante inicial serd nulo, porque a posi¢do ndo mudou; no
entanto, a distancia total percorrida ndo serd necessariamente nula.

A varidvel s € sempre positiva e ndo pode diminuir com o passar do tempo. Por exemplo,
para um ponto que se desloca ao longo do eixo dos x, imagine-se que a posicao inicial
instante 7y € x = 2 e que o ponto desloca-se no sentido negativo até parar em x = —1, no
instante ¢, comegando logo a deslocar-se no sentido positivo até atingir x = 4 no instante
;. O valor da distincia total percorrida s nos 3 instantes, seria so = 0 em fg, s1 = 3 em
t1 e s, = 8 em fp. Admite-se que o movimento comegou em ty €, como tal, a distancia
percorrida comecou em zero; mas podia-se ter tomado outro valor inicial qualquer. Como
ja foi referido, o movimento com um dnico grau de liberdade ndo tem de ser segundo uma
trajetdria reta, como no exemplo anterior de movimento segundo o eixo dos x, mas pode
ser curvilineo.

Define-se a velocidade média, num intervalo de tempo entre #; € ¢;, como 0 aumento da
distancia total percorrida por unidade de tempo:

Sj—S,'
tj—l‘i

i = (1.1)
em que t; > t;. Como a distancia total percorrida nunca diminui com o passar do tempo,
V;j serd positiva ou nula. As unidades da velocidade sdo as de uma distancia a dividir por
um tempo: m/s, km/h, etc.

Exemplo 1.1
Um condutor registou a distancia total por si percorrida numa estrada para varios
instantes, desde um instante inicial e obteve os valores na seguinte tabela:
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t (h) 0/05|10] 15| 2.0
s(km) 0] 60| 90 | 100 | 140

Calcule a velocidade média em cada intervalo de meia hora e represente os grificos da
distancia percorrida e da velocidade média.

Resolucao. Sendo #1, 1, ..., t5 0s 5 instantes indicados na tabela, as velocidades médias
nos diferentes intervalos sao:

= 10 g km
40 km
Pis= 5 =80~

Nos dois ultimos intervalos escreveu-se diretamente v = As/Az, onde A representa a
variacdo da varidvel correspondente no intervalo considerado.
Para tracar o grifico da distancia percorrida em func¢ido do tempo pode-se utilizar o
programa Maxima (consulte o apéndice A). Convém primeiro armazenar os valores de
tempo e distdncia numa lista e a seguir utilizar a funcdo plot2d:

(%il1) s_t: [[0,0], [0.5,60], [1,90], [1.5,100], [2,140]]1%

(%$12) plot2d([discrete,s_t], [style, linespoints],

[¥1abel, "t (h)"], [ylabel,"s (km)"]1)$

O gréfico € apresentado no lado esquerdo da figura 1.5.

140
140
120
120
100 =
a % 100
2 80 =z
\: ‘; 80
60 60
40 40
20 20
0 0

0 05 I 15 2 0 05 1 15 2
1 (h) 1 (h)

Figura 1.5.: Gréfico da distancia percorrida, s, medida em alguns instantes (esquerda) e
da velocidade média, v, em alguns intervalos de tempo (direita).

Para tracar o grafico da velocidade média em func¢do do tempo ha que decidir a que instante
atribuir cada velocidade média. Devera ser colocada no inicio ou no fim do intervalo?
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Vamos simplesmente representar cada velocidade média no ponto médio do intervalo
correspondente, como se mostra na figura 1.5.

(%$i3) v_t: [[0.25,120], [0.75,60], [1.25,20], [1.75,80]1%

(%$14) plot2d([discrete,v_t], [%,0,2],[y,0,150], [®x1label, "t (h)"],
[ylabel, "v (km/h)"], [style,linespoints])$

O valor da velocidade média num intervalo nao d4 informagdo precisa sobre o0 movimento
nesse intervalo. Por exemplo, no exemplo anterior vimos que no intervalo desde r = 1
até t = 1.5 a velocidade média teve o seu valor mais baixo de 20 km/h. Isso ndo implica
que durante essa meia hora o condutor tenha andado sempre a essa velocidade. Podera ter
avancado rapidamente até um ponto onde parou por algum tempo, antes de continuar o
percurso.

Para determinar com maior precisdo o tipo de movimento, € necessdrio conhecer as varia-
coes As da distancia percorrida em intervalos de tempo At mais pequenos. A informacdo
mais precisa serd obtida no limite quando At se aproximar de zero.

Para definir a velocidade num instante ¢, calcula-se a velocidade média no intervalo entre
t e um instante posterior ¢ + At, e considera-se o limite em que o intervalo de tempo At se
aproxima de zero:

As
t) = lim — 1.2
v() ArlgloAt (1.2)

Esse limite € a derivada de s em funcdo de 7, que se representa por:

ds

v=o (1.3)

Uma notacdo alternativa para a derivada em ordem ao tempo € v = s, em que o ponto indica
derivagdo em ordem a ¢.

Num automével, a velocidade em cada instante € dada com boa aproximacao pelo velo-
cimetro. Este pode ndo dar o valor exato da velocidade instantanea, pois tem um tempo
de resposta minimo tp;. Num velocimetro de boa qualidade, com tempo de resposta
muito baixo, ou em situagdes em que a velocidade ndo tem mudancas muito bruscas, é
legitimo admitir que o velocimetro indica a velocidade instantanea exata e ndo um valor
aproximado.

1.4. Aceleracao

A aceleragdo define-se como o aumento da velocidade por unidade de tempo. Pode-se
comecar por definir um valor médio da aceleragdo num intervalo de tempo, como no caso
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da velocidade; a aceleragdo média d;;, num intervalo de tempo At = t; —¢; (maior que

zero), € definida por:
_ vi—vi Av
R N 1.4
ij tji—1t At (14

As unidades da aceleragdo sao unidades de distancia a dividir por unidades de tempo ao
quadrado.

Define-se a aceleracao segundo a trajetoria, num instante 7, como a aceleragdo média
num intervalo de tempo infinitesimal a seguir a esse instante.

Av
t)= lim — 1.5
a(t) = lim = (1.5)

Usando a notacdo em que um ponto sobre a varidvel representa a derivagdo dessa varidvel

em ordem ao tempo:
16)

em que os dois pontos sobre a varidvel indicam a segunda derivada da mesma em ordem
ao tempo.

Repare-se que a distancia percorrida s(z) é uma fungdo do tempo, sempre positiva e
crescente, ou constante. Assim, a primeira derivada, § = v, serd sempre positiva, mas a
segunda derivada, § = a;, pode ter qualquer sinal. Uma acelerac¢io segundo a trajetéria com
valor negativo implica diminuic¢io da velocidade com o tempo (o objeto estd a abrandar) e
se o valor for positivo, a velocidade estard a aumentar (o objeto estd a andar mais depressa).
Uma aceleracao segundo a trajetéria com valor nulo implica velocidade constante.

O uso do termo "aceleragdo segundo a trajetdria”, e ndo apenas aceleragdo, € porque como
veremos no capitulo 3, a aceleracdo tem outra componente perpendicular a trajetdria, que
ndo estd relacionada com a variacio da velocidade mas sim com a curvatura da trajetoria.

Exemplo 1.2

Um barco encontra-se inicialmente parado num canal; no instante # = 0 liga-se o motor
durante 5 minutos e a seguir deliga-se, deixando que o barco abrande até travar pela
resisténcia da 4gua. Em unidades SI, a expressdo da velocidade em fun¢do do tempo ¢

7z

€
[ 12 (1—e7 000 0<t<300
=9 12 (1 . e—18) e—0:06(:=300) ;> 30

Encontre as expressdes da aceleracao segundo a trajetdria e da distancia percorrida,
em func¢do do tempo. Represente os gréficos da velocidade, aceleracdo e distancia
percorrida em fun¢@o do tempo. Calcule a distancia total que o barco percorre, durante
o tempo que o motor esteve ligado e até parar.

Resolucio. Antes de comecar, observe que a expressao dada para a velocidade € continua,
como deveria ser, ja que a velocidade ndo pode mudar bruscamente em nenhum instante.
A aceleragdo segundo a trajetdria calcula-se derivando a expressdo da velocidade. Para
fazer os calculos usando o Maxima, poder comecar-se por introduzir as duas expressoes
para a velocidade em duas varidveis diferentes
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($15) wv1: 12x(l-exp(-0.06%t))$

($16) v2: 12x(l-exp(-18))*exp(—-0.06%(t-300))$
A derivagdo é feita usando o comando diff

(%i7) al: diff (v1, t);

- 0.06 t
(%07) 0.72 %e
(%$i8) a2: diff (v2, t);
- 18 - 0.06 (t - 300)
(%08) - 0.72 (1 - %e ) %e

Assim, a expressao para a aceleracio segundo a trajetéria é

[ 0.72¢70067] 0<t<300
“T —0.72 (1—¢18) ¢70:06(-300) ;> 300

Observe que a aceleracdo ndo tem de ser continua; neste caso existe uma descontinuidade
em ¢ = 300 s, em que a aceleracdo passa de um valor positivo para o valor -0.72 m/s2,
devido a que o motor foi desligado subitamente nesse instante. Para obter a expressao da
distancia percorrida, integra-se a expressao para a velocidade desde o instante inicial

( t
t /12 (1 —e_0'06’> dt, 0<t<300
s(t) = / v(t)di =4 0 t
0 5(300) + / 12 (1 —e18) e 0:060=300) g ¢ > 300
\ 300

No Maxima, esses dois integrais sdo calculados assim

(%$i9) sl: integrate (vl1l, t, 0, t);

3t 3t
50 50
%e (3 t %e + 50) 50
(%09) 12 ( - =)
3 3
(%$110) s2: float (subst (t=300, sl)) + integrate (v2, t, 300, t);

3t
18 - ——
50
- 18 50 50 %e
(%010) 12 (1 - %e ) (—— - ) + 3400.000003045996

Estes resultados podem ser escritos numa forma mais compacta
4 (31+50e 09" — 50), 0<1<300
T\ 34004200 (1-e718) (1-€(18-0060) 4 > 300



1.4 Aceleragdo 11

Para tracar os gréficos, apresentados na figura 1.6, usaram-se os seguintes comandos:

(%$111) plot2d(if t<300 then vl else v2,[t,0,400], [ylabel,"v"],
[y,0,14])$

($112) plot2d(if t<300 then al else a2, [t,0,400], [ylabel, "a"])$

($113) plot2d(if t<300 then sl else s2,[t,0,400], [ylabel, "s"])$

14 0.8 4000

12 0.6 3500
3000
10 0.4
2500
02
8 2000
S < 0 “
6 1500
02
4 1000
04 500
2 0.6 0

0 -0.8 -500
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400

t t 1

Figura 1.6.: Grificos da velocidade, aceleracdo segundo a trajetdria e distancia percorrida
no exemplo 1.2 (unidades SI).

Os gréficos 1.6 fornecem muita informacao util que ndo € evidente nas expressoes algébri-
cas. O gréfico da velocidade mostra que o barco atinge rapidamente, no primeiro minuto, a
velocidade limite de 12 m/s e permanece com velocidade quase constante até o instante
em que € desligado o motor; a partir desse instante, a velocidade diminui rapidamente e
em t = 360 s (6 minutos) ja € praticamente nula. A expressao exponencial da velocidade
implica que, em teoria, nunca chegard a ser completamente nula. Na pratica, essa expressao
da velocidade nao podera ser vélida quando o valor obtido for muito pequeno; por exemplo,
em ¢ = 400 s a velocidade obtida com essa expressdo €

($1i14) float (subst (t=400, v2));

(%014) .02974502566698016

quase 3 centimetros por segundo. Existem outros fenémenos como correntes na dgua
ventos, ondas na superficie da d4gua, que poderdo produzir varia¢des da velocidade maiores
do que esse valor. A expressao dada para a velocidade € o resultado de um modelo, que s6
pode ser valido quando os valores obtidos ultrapassem os efeitos de todas essas flutuacdes.

No grafico da aceleracdo, a descontinuidade em ¢ = 300 s aparece como uma risca continua,
devido a que no programa plot2d do Maxima ndo € possivel indicar que a expressdo al
€ valida apenas para ¢t < 300, sem incluir # = 300. O grafico da distancia percorrida mostra
um aumento linear em quase todo o intervalo dos primeiros 5 minutos e a paragem rapida
apds esses primeiros minutos. A distancia percorrida enquanto o motor esteve ligado é
5(300), que ja foi calculado em (%$110), e é aproximadamente 3.4 km

5(300) =4 (850+50e ™ '¥) ~ 3400

segundo o modelo tedrico, o barco demoraria um tempo infinito até parar; na pratica,
demorard sé um pouco mais de 6 minutos, como ja discutimos. Para calcular a distancia
total percorrida até parar, usando o modelo tedrico, teremos de calcular o limite de s(¢)
quando ¢ vai para infinito; bastard substituir por zero a funciao exponencial que aparece na
expressdo para s(¢). No Maxima, esse limite pode ser calculado assim:
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(%i15) float (limit (s2, t, inf));
(%$015) 3600.0

A distancia total percorrida € 3.6 km.

1.5. Equacoes cinematicas

As equagoes diferenciais (1.3) e (1.6) obtidas nas duas sec¢des anteriores sao as equacoes
cinematicas, que relacionam as 3 varidveis cinematicas s, v, a; € o tempo ¢. Se tivermos
uma expressao matemadtica par uma das varidveis cinemdticas em fung¢io do tempo, as
expressoes para as outras duas varidveis podem ser calculadas resolvendo as equacoes
cinematicas, tal como no exemplo 1.2.

Nos casos em que é conhecida uma expressao para a velocidade em func¢ao da distancia
percorrida s, a derivada da velocidade em ordem ao tempo deve ser calculada usando a
regra da cadeia para funcOes implicitas:

dv_dv%_dv‘ dv

Gh=—=——=—8§=V— 1.7
T dr dsdr ds ds (L.7)
Esta € outra equacdo cinemadtica. Resumindo, ha quatro equacdes cinemaéticas:
dv
v==¢§ ai="v ar=3§ ai=v— (1.8)
ds

e quatro varidveis: f, s, v € ¢;. Em cada uma das equagdes cinemadticas aparecem 3
dessas varidveis. Para poder resolver alguma dessas equagdes diferenciais de primeira
ordem usando os métodos analiticos tradicionais, € necessdrio conhecer uma expressao
que relacione as 3 varidveis na equacdo, para poder eliminar uma das varidveis; uma
equacdo diferencial ordindria tem sempre duas varidveis, uma delas considerada varidvel
independente.

Por exemplo, a equagdo v = § relaciona as trés variaveis v, s e t (o ponto é derivagdo em
ordem a t); para resolver essa equacao € necessario conhecer uma expressao para v, em
funcdo de s e 7, ou para s em funcdo de v e ¢ ou ainda para f em fungdo de v e s.

1.5.1. Movimento ao longo de um eixo

Em alguns casos € mais conveniente trabalhar com a posi¢do em vez da distancia percorrida.
Para medir a posicao ao longo do percurso, escolhem-se uma origem e um sentido positivo
no percurso. A posicao serd indicada por meio de uma coordenada x que pode ser positiva,
negativa ou nula. Essa coordenada poderd ser medida ao longo de um eixo retilineo (eixo
dos x) que ndo coincide com a trajetéria do objeto e, nesse caso, x indicard a posi¢do da
projecdo do ponto no eixo dos x. Mas também € possivel usar x para representar a posi¢cao
medida ao longo do percurso do objeto e, nesse caso, o eixo x poderd ser uma curva em
vez de uma reta.
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A derivada da coordenada x em ordem ao tempo € a componente a componente da ve-
locidade v, que também poderd qualquer sinal e a derivada de v, em ordem ao tempo
serd a componente da aceleracdo segundo a trajetoria, a,. O sinal de a, ja ndo indicara
diretamente se o objeto estd a andar mais depressa ou a abrandar, pois serd necessario ter
em conta também o sinal de v,.

Em func¢do das componentes ao longo do eixo as equagdes cinemadticas apresentam a
mesma forma que as equagoes (1.8)

dvy
Ve ——
dx

(1.9)

Ve =2X Ay = Vy ay =X a, =

x pode ser também substituido por y, z ou qualquer outra letra que seja usada para chamar
o0 eixo ao longo do percurso.

A relacdo das componentes da velocidade e da aceleracdo com a velocidade e a aceleracdo
segundo a trajetoria é:

v=1|r] ar=ax (sevy>0) a=—ax (sevy<0) (1.10)

1.5.2. Aceleracao da gravidade

Perto da superficie da Terra, todos os objetos que sejam deixados deslocar-se livremente,
tém uma aceleracao com valor constante, chamada aceleracdo da gravidade e representada
pela letra g. Em diferentes locais o valor de g sofre alteracdes, mas é sempre aproximada-
mente 9.8 m/s?. A resisténcia do ar produz outra aceleracio que contraria o0 movimento,
mas quando essa resisténcia for desprezavel, admite-se que o valor da aceleracdo é cons-
tante e igual a g.

A aceleracdo segundo a trajetdria produzida pela gravidade podera ser positiva, negativa
ou nula, ja que pode fazer aumentar ou diminuir a velocidade do objeto, e podera ter um
valor diferente de g se a trajetdria ndo for vertical. Mas se o eixo dos y for definido na
vertical e apontando para cima, a componente da aceleracdo no eixo dos y (projecao na
vertical do movimento do objeto) terd sempre o valor constante ay, = —9.8 m/s? (ou +9.8
se o sentido positivo do eixo y for definido para baixo).

Exemplo 1.3

Atira-se uma pedra para cima, desde uma ponte que estd 5 m acima de um rio; a
componente vertical da velocidade com que € lancada a pedra € igual a 9 m/s. A pedra
acaba por afundar-se no rio. Calcule a velocidade com que a pedra bate na superficie
do rio e a altura maxima por ela atingida, medida desde a superficie do rio (admita
que a resisténcia do ar pode ser desprezada).

Resolucdo. Escolhendo o eixo y na vertical, apontando para cima e com origem na
superficie do rio, a posicao inicial serd yo = 5 e o valor da componente y da aceleracdo
serd ay = —9.8 (unidades SI). Como tal, jd temos uma expressdo para a aceleragdo em
fungédo do tempo: a, € uma fun¢do constante com valor -9.8.

Este exemplo podia ser resolvido integrando a expressdo da aceleragdo para encontrar
a expressdo da velocidade em funcdo do tempo, integrando novamente para encontrar
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a altura em fun¢do do tempo, calculando-se o tempo até a altura ser nula (instante do
impacto na superficie do rio) e substituindo na expressao da velocidade para obter o valor
da velocidade nesse instante. No entanto, a velocidade de impacto pode ser calculada
de forma direta usando um método mais geral (separacio de variaveis) que sera ttil em
outros casos em que nao € possivel integra diretamente a expressao conhecida.

O passo inicial do método consiste em substituir a expressao conhecida (neste caso
ay = —9.8) em alguma das equag0es cinematicas (1.9) (usando y em vez de x), de forma a
obter uma equag¢ao com apenas duas varidveis. Como o problema pede para calcular v,
a partir da altura inicial y( e a expressdo conhecida € para a,, substitui-se a, = —9.8 na
equacdo diferencial que relaciona as varidveis ay, vy € y:

y

que € uma equacao diferencial ordindria com as varidveis, y e vy.

A seguir, considera-se a derivada na equagdo anterior como se fosse um quociente entre
dvy e dy e agrupam-se num lado da equagdo todo o que depende de y, € no outro lado todo
o0 que depende de vy.

—9.8dy =vydv,

Diz-se que foram separadas as varidveis nos dois lados da equacdo. Uma vez separadas as
varidveis, integram-se os dois lados da equacgdo e podem dar-se j4 valores aos limites dos
dois integrais: a altura varia desde yp = 5 até y = 0 (limites de integrac@o para dy); no lado
direito, a componente da velocidade varia desde vy, = 9 até um valor que queremos calcular
vy € que, portanto serd colocado no limite de integral como varidvel a ser calculada:

0 Vy
—/9.8dy:/udu
5 9

em que a varidvel de integracdo no lado direito foi substituida por u, para evitar confusio
com o limite superior do integral.

Os dos integrais sao faceis de calcular, mas podem ser feitos também usando o Maxima
(integrate(9.8,vy,5,0), integrate(u,u,9,vy)). O resultado obtido é:

81

98x5=2—= =  »=-V818I

\S] |‘<<l\)

(a segunda solu¢do da equagdo, ++1/98 + 81, corresponde a velocidade com que a pedra
deveria ter partido da superficie da dgua, para passar pela ponte com componente da
velocidade de 9 m/s para cima).

Portanto, a componente vertical da velocidade com que a pedra entra no rio € v, =
—13.38 m/s. Para determinar a altura maxima, tem-se em conta que no ponto onde a pedra
termina a sua subida e comeca a descer, a componente vertical da sua velocidade devera
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ser nula. Assim sendo, basta repetir o mesmo cdlculo dos integrais acima, mas deixando a
altura final indeterminada, y, enquanto que a componente da velocidade final serd O:

y 0
—/9.8dy - /vydvy
5 9

o resultado obtido é:
9.8(5—y)=—— = y=9.13

A altura méxima é 9.13 m. E de salientar que enquanto a pedra sobe e desce, podera
estar também a afastar-se da ponte no sentido horizontal; os célculos feitos foram para a
projecao do movimento da pedra no plano vertical e ndo para o movimento o longo da
trajetoria.

|

O exemplo anterior podia ter sido resolvido usando equagdes que sdo vélidas apenas para
. ~ . 512 — 12

movimentos com aceleragdo constante, em particular a equagdo vy = vy —2g(y — yo), mas

ndo vale a pena memorizar e usar essa equacao, que ¢ valida apenas no caso da aceleracio

ser constante e que pode ser obtida facilmente integrando —gdy = vy dvy. E recomendavel

partir sempre das equagdes cinematicas, com os valores numéricos conhecidos, € usar o

método de separacdo de varidveis.

Em algumas equacgdes diferenciais € impossivel separar as varidveis; para esses casos
existem outras técnicas de resolucdo, mas nao existem métodos analiticos gerais para
qualquer equagdo. A abordagem neste livro serd usar métodos numéricos para obter
solu¢des aproximadas quando o método de separag@o de varidveis ndo pode ser usado.

Exemplo 1.4

Num tiro com arco (ver figura), a aceleracdo da
flecha diminui linearmente em func¢ao da distancia
percorrida, s, desde um valor maximo inicial de
4800 m/s?, na posicio A, até zero, na posigio B
que se encontra 600 mm a direita de A. Calcule a
velocidade com que sai disparada a flecha.

Resolucao: No intervalo 0 < s < 0.6 m, a equacdo da aceleraciao, em unidades SI, é:

4800

)
ay = 4800~ s:4800(1—ﬁ)
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que pode ser substituida na equagdo que relaciona a;, v € s para obter uma equagao
diferencial de varidveis separdveis:

ag=v—

ds

4300 (1 _ i) _

0.6

Separando as varidveis s e v e integrando obtém-se:

0.6
S
4800 (1 _ —)
/ 0.6
0

v

ds:/vdv

0

A resolucdo dos dois integrais permite obter o valor da velocidade final:

2 2
% 0.6
5 = 4800 (0.6— 7 0.6>

Perguntas

1.

A aceleragdo segundo a trajetéria de um
objeto é a; = 4t (unidades SI). Se num
instante inicial a velocidade for igual a 4
m/s, qual serd a velocidade 3 segundos
mais tarde?

A. 22 m/s
B. 18 m/s

C. 40 m/s
D. 36 m/s

E. 4 m/s

Em qual dos seguintes casos, todos relaci-
onados com movimentos em uma dimen-
sd0, podemos afirmar que o corpo esta a
abrandar?

A v=3m/s, a =5m/s
B. v=—3m/s, a, = 5 m/s?

C. vy=3m’/s, a, =5 m/s’

D. vy = -3 m/s, ay =5 m/s?

E. vy = -3 m/s, ay = —5 m/s?

A componente x da velocidade de uma

particula que se desloca no eixo dos x é
dada pela expressao:

vy = /4300 % 0.6 = 53.7 2
S

vy = 2x2
Qual serd a expressao correta para a com-
ponente x da aceleracdo?

A. 8x° E. 2%°

B. 4x

C. 2x%/t
D. 2x

. O grifico mostra a velocidade de um

corpo, em func¢do do tempo. Calcule
a distancia percorrida desde r = 0 até
t=35s.

v (m/s)
4 _____________
3 /
2 -~ -~ I
1 | |
—_—
0 1 2 3 4 5 6 7 8
A. 1m C. 7m E. 19m
B. 12m D. 5m
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S.

Num grafico onde esta representada a ve- C. A aceleracdo segundo a trajetoria di-
locidade em func¢do da distancia percor- vidida pela velocidade.

rida, o declive em cada ponto representa: D. A velocidade vezes a aceleracio se-
A. A aceleracdo segundo a trajetoria. gundo a trajetoria.

B. A velocidade. E. A velocidade dividida pela aceleragdo

segundo a trajetoria.

Problemas

1. A posi¢io de um objeto no eixo dos x é definida pela relagio x = 2> — 6> + 10
(unidades SI). Determine o tempo, posicao e aceleracdao quando v = 0.

2. A acelerac@o de um objeto que se desloca no eixo dos x é a, = —4 m/ s>. Seemt =0,

7.

vy = +24 m/s e x = 0, determine a velocidade e a posi¢cdo em ¢ = 8 s, e a distancia total
percorridaentret =0et =8 s.

Um objeto desloca-se ao longo de um percurso pfe determinado. Ap6s ter percorrido
uma distancia s = 5 o objeto para, em t = 0. A partir desse instante, € submetido a uma
aceleracdo segundo a trajetdria a, = 9 — 3¢2, até parar novamente, onde ¢ é medido em
segundos e a; em cm/s. Calcule: (a) O tempo quando o objeto volta a parar. (b) A
distancia total percorrida até essa segunda paragem.

A aceleragdo de uma particula que se desloca no eixo dos x estd definida pela relagdo
a, = —k/x* (k positiva). A particula parte do repouso em x = 800 mm, e em x = 500 mm
a componente x da sua velocidade € —6 m/s. Calcule: (a) O valor de k. (b) A velocidade
da particula em x = 250 mm.

A aceleracdo de um objeto que oscila no eixo dos x estd definida pela relacdo a, = —kx.
Calcule: (a) O valor de k para que a componente x da velocidade seja v, = 15 m/s
quando x = 0 e a posicdo seja x = 3 m quando v, = 0. (b) A velocidade do objeto
quando x = 2 m.

O quadrado da velocidade v de um Vv (m/s)’ y
objeto, ao longo de uma trajetodria,
diminui linearmente em fungao da
distancia percorrida, s, tal como se
mostra no gréfico. Calcule a distan-
cia percorrida As durante os dois
ultimos segundos antes do objeto
chegar até ao ponto B. 900 -

2500 1

o 100 400 7 s (m)

A componente da aceleracdo de um objeto que se desloca no eixo dos z é definida
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10.

11.

pela relacdo a, = —4z(1 +kz?), onde a, é medida em m/s? e a posi¢io z em metros.
Sabendo que num instante o objeto passa pela origem z = 0 com v, = 17 m/s, determine
a componente da velocidade em z = 4 m, para os seguintes valores da constante k: (a)
k=0, (b) k=0.015, (c) k= —0.015.

A aceleracdo de um objeto segundo a trajetéria € a; = —0.4v, onde a € medida em
mm/s2 e v em mm/s. Sabendo que em ¢ = 0 a velocidade € 30 mm/s, calcule: (a) A
distincia que o objeto percorrerd antes de parar. (b) O tempo necessario para o objeto
parar. (c) O tempo necessario para que a velocidade diminua ate 1 por cento do seu
valor inicial.

Admitindo que a aceleracao segundo a trajetdria de um objeto em queda livre no ar,
incluindo a resisténcia do ar, verifica a equagio a, = g(1 — k*v?) e se o objeto parte
do repouso em t = 0: (a) Demonstre que a velocidade num instante posterior ¢ é
v = (1/k)tanh(kgt). (b) Escreva uma equacéo que defina a velocidade do objeto apds
ter caido uma distancia s. (c) Porqué serd que a velocidade v¢ = 1/k é designada por
velocidade terminal?

Uma pedra € langada verticalmente para cima desde uma ponte que estd 40 m por cima
da superficie de um rio. Sabendo que a pedra cai na dgua 4 segundos apos ter sido
lancada, calcule: (a) A velocidade com que a pedra foi lancada. (b) A velocidade com
que a pedra entra na dgua.

A posicdo de uma particula que se desloca no eixo dos x é aproximada pela relacio
x=2.5— 621> +10.3¢, onde x é medido em metros e o tempo ¢ em segundos. (a)
Encontre as expressdes para as componentes x da velocidade e da aceleracdo em funcao
do tempo. (b) Encontre o tempo, posi¢cao e componente da aceleracao nos instantes
em que a particula estd em repouso (v, = 0). (¢) Desenhe os gréficos da posicao, e
componentes da velocidade e aceleracido, em funcio do tempo, para ¢ entre O e 20 s.



2. Movimento em 3 dimensoes e
movimentos dependentes

Quando um objeto se desloca no espago sem seguir uma trajetéria determinada, a sua
posi¢do ja ndo pode ser definida com uma unica varidvel como nos exemplos estudados
no capitulo anterior. No século XVII, o matematico Gottfried Leibniz escreveu que seria
desejavel criar uma drea da matematica que descrevesse a posi¢ao diretamente, assim como
as varidveis sao usadas na dlgebra para representar valores numéricos. Na mesma época,
Isaac Newton enunciou a lei do paralelogramo para somar for¢as. No entanto, o conceito
de vetor que conhecemos hoje em dia s6 foi inventado muitos anos depois, no século XIX.
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2.1. Vetores

Uma grandeza que tenha o mesmo valor independentemente do observador que as medir,
chama-se escalar. Algumas das grandezas usadas no capitulo anterior sdo escalares; por
exemplo, a distincia percorrida s e o intervalo de tempo At entre dois eventos. Alguns
exemplos de grandezas fisicas que ndo sdo escalares sdo as componentes da posicao,
velocidade e acelerac@o ao longo de um eixo. Se a direcdo, o sentido ou a origem desse
eixo fossem alteradas, os valores dessas grandezas seriam diferentes. E util escrever as
equacdes da fisica de forma a que sejam iguais em qualquer referencial; o conceito de
vetor ajuda a conseguir esse objetivo.

2.1.1. Deslocamento e vetor posicao

Um vetor € um segmento de reta entre dois pontos Py e P, no espago, em que um dos
pontos € considerado a origem e o outro ponto o fim do segmento.

Por exemplo, na figura 2.1, esté representado o vector

com origem num ponto P; e fim num ponto P;; a seta P,
indica qual é o ponto final e por cima da letra usada
para representar o vetor coloca-se também uma seta,
d, para que fique claro que se trata de um vetor e niao
de uma varidvel algébrica comum.

Um vetor representa um deslocamento desde um ponto
do espago até outro ponto. A distancia entre os dois Ps
pontos chama-se médulo, ou norma do vetor. No

caso de um vetor d, o seu médulo representa-se com a P,
mesma letra a, mas sem seta. Como a distancia entre

dois pontos € um escalar, o médulo de um vetor € uma

grandeza escalar. Um vetor tem também uma direcao, Ps
definida pela reta que passa pelos dois pontos, e um
sentido, que vai desde o ponto inicial para o ponto
final.

Dois vetores sdo iguais se, € sO se, a suas dire¢des, sentidos e médulos forem iguais. Por
exemplo, na figura 2.1 o vetor entre os pontos P; e P, e o vetor entre os pontos P3 e P4
sdo iguais e, por isso, foram identificados com a mesma letra d; a distincia entre P3 e P4 é
igual a distancia entre Py e P; e as retas que passam por esses dois pares de pontos sdao
paralelas. O vetor b, entre 0s pontos Ps e Pg, ndo € igual a @ porque tem mddulo e direcdo
diferentes. Esse tipo de vetores sdo chamados vetores livres porque ndo interessam o0s
pontos especificos onde forem colocados, sempre que a distancia entre eles for igual ao
moddulo e definam corretamente a direc@o e sentido do vetor.

P,

Qy

Qy

Ps

Figura 2.1.: Vetores livres.

Na figura 2.2, partindo do ponto P o vetor d produz um deslocamento até o ponto Q; a
seguir, o vetor b provocard um deslocamento até o ponto R; assim sendo, o deslocamento
combinado de d e b € equivalente ao deslocamento desde P até R, representado na figura
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pelo vetor ¢. Diz-se que ¢ é igual a soma dos vetores d e b
i+b=¢ (2.1)

Ou seja, a adi¢@o de dois vetores consiste em deslocar
um deles de forma que o seu ponto inicial coincida com R

o ponto final do primeiro, obtendo-se como resultado i

o vetor que vai desde o ponto inicial do primeiro vetor

até o ponto final do segundo. Q

A equacio a+b = ¢ implica queB:E—Zieaﬁgura 2.2 .
c

Qy

também mostra que o vetor b vai desde o ponto final de
d até o ponto final de ¢, quando os dois vetores estdo
no mesmo ponto inicial. Portanto, para subtrair dois
vetores podem ser deslocados para um ponto inicial P
comum e o resultado da subtracdo serd o vetor que vai

desde o ponto final do segundo vetor, até o ponto final Figura 2.2.: Soma de vetores.
do primeiro vetor.

A adicdo de vetores é comutativa; deslocar o vetor ba continuagdo do vetor d produz o
mesmo resultado do que deslocar o vetor g a continuag@o do vetor b (figura 2.3). A soma
dos vetores @e b é a diagonal do paralelogramo em que dois dos lados sdo iguais a d e os
outros dois lados sdo iguais a b. A soma de vdrios vetores também verifica a propriedade
associativa.

Sy

Qy

Qy

b
Figura 2.3.: Regra do paralelogramo para somar vetores.

A soma de um vetor com si préprio d + d = d produz um vetor com a mesma direc¢io e
o mesmo sentido, mas com modulo duas vezes maior. Generalizando esse resultado, o
produto de um escalar k e um vetor a serda um vetor com a mesma direcdo de d mas com
modulo igual a |k|a. O sentido de kd sera o mesmo de d, se k for positivo, ou oposto se k
for negativo. Costuma escrever-se primeiro o escalar e a seguir o vetor, mas o produto de
escalar e vetor é comutativo. Se k for igual a zero, kd serd o vetor nulo 6, ou seja, um vetor
com o0 mesmo ponto inicial e final.

Usando o produto de escalar por vetor, qualquer vetor @ pode ser obtido pelo produto aé,,,
em €, ¢ um vetor de médulo unitario, com a mesma direcdo e sentido de a (figura 2.4).
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-

€q

/ 5
Figura 2.4.: Versor ¢, associado ao vetor 4.

Esse vetor unitdrio, com a mesma direcdo e sentido de d, chama-se o versor de d. Neste
livro serd usado sempre um e mintsculo para representar versores.

No capitulo anterior foi dito que a posicao de um ponto P no espaco € dada por trés coorde-
nadas definidas em algum sistema de coordenadas e foram introduzidas as coordenadas
cartesianas. A figura 2.5 mostra as coordenadas cartesianas (xp, yp, zp) de um ponto P.

4

Zp

.

Xp

Figura 2.5.: Coordenadas cartesianas de um ponto P e versores cartesianos.

Existem duas formas de definir os sentidos positivos dos trés eixos x, y e z; € habitual
definir esses sentidos positivos seguindo a regra da mao direita: fechando o punho direito,
esticam-se os dedos maior, indicador e polegar, de forma a formar angulos retos entre si; o
indicador apontaré no sentido do eixo dos x, o dedo maior no sentido do eixo dos y € o
polegar no sentido do eixo dos z. Um referencial cartesiano pode ser definido indicando
o ponto O que define a origem e 3 versores perpendiculares, é, €y e é;, que definem as
direcdes dos 3 eixos.

Qualquer vetor pode ser obtido somando 3 deslocamentos ao longo dos 3 eixos; por
exemplo,

d=axé;+ayé,+aze; (2.2)
b=byé +byé +b.e, (2.3)

em que (ay, ay, a;) € (by, by, b;) sdo as componentes cartesianas dos vetores. Usando as
propriedades da soma vetorial e do produto de escalar por vetor, a soma dos vetores d € b
pode ser escrita, em funcao das componentes, como,

d+b=(ax+by)e + (ay+by) &+ (a,+b,)e, (2.4)
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Ou seja, a soma de dois vetores € outro vetor com componentes iguais a soma das compo-
nentes dos vetores originais. Observe que a dire¢do, o sentido e o médulo de um vetor d
sdo independentes do sistema de eixos usado e da escolha da origem Oj; no entanto, as suas
componentes (ay, ay, a;) serdo diferentes em diferentes sistemas de eixos. Se dois vetores
sdo iguais, as suas componentes, no mesmo sistema de eixos, também deverao ser iguais.

O vetor posicao dum ponto P define-se como o vetor 7p que vai desde a origem O até o
ponto P, que pode ser obtido somando 3 deslocamentos ao longo dos 3 eixos,

P :ngx‘i‘yng'i'Zsz (2.5)

Observe que as componentes desse vetor posi¢do sdo iguais as coordenadas cartesianas
do ponto P, (xp, yp, zp). O vetor posicdo do ponto P depende do sistema de eixos e da
origem escolhidos; em diferentes sistemas de eixos os vetores posi¢ado do mesmo ponto
terdo diferentes médulos e direcdes.

2.1.2. Velocidade e aceleracao

A trajetoria de um ponto em movimento pode ser definida em cada instante ¢ através do
vetor de posi¢do do ponto,

!

(1) =x(t)ex+y(t)é,+z(t) e, (2.6)

Cada uma das trés componentes, x(7), y(¢) e z(t), ¢ uma fun¢@o do tempo. Num intervalo
de tempo At =1, —t; o deslocamento do ponto (ver figura 2.6) € igual a

AF=T)—7 2.7)

em que 71 € P s30 0s vetores posi¢cao nos instantes 71 € t>.

O vetor obtido dividindo o deslocamento A7 por Ar € o vetor velocidade média, com a
mesma dire¢do e sentido do deslocamento A7. Define-se o vetor velocidade em cada

Figura 2.6.: Trajetéria de um ponto e deslocamento A7 entre dois instantes | e f;.
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instante, igual ao deslocamento dividido por A¢, no limite em que At se aproxima de zero,

- . A7 dF
v= lim —

=— 2.
Ar—0 At dr 2.8)

Como as componentes cartesianas do deslocamento sdo x, —x; = Ax, y, —y; =Aye
7o — 71 = Az, o vetor velocidade é

O aumento de vV desde #; até t, é AV =V, — V|. Define-se o vetor aceleracao,

AV dv
d= lim —=— 2.10
At—0 At dt ( )
e as suas componentes serdo as derivadas das componentes da velocidade:

As equacdes (2.9) e (2.11) s@o as equagdes cinemadticas em 3 dimensdes, escritas de forma
vetorial. Como a igualdade de dois vetores implica a igualdade das suas componentes,
verifica-se vy = X, a, = V, = X e equagOes semelhantes para as componentes y e z. Portanto,
o movimento em 3 dimensdes € a sobreposi¢do de 3 movimentos em uma dimensao, ao
longo dos eixos x, y e z, e cada um desses movimentos obedece as equagdes cinemdticas
ao longo de um eixo, estudadas no capitulo anterior.

Para cada uma das componentes cartesianas hd uma quarta equacao cinematica que relaci-
ona a aceleracdo com a velocidade e a posic¢ao,

dv dv dv
:vxd—; ay:vyd—yy aZ:de—ZZ (2.12)

ay

que nao serdo combinadas numa equacao vetorial. A velocidade v referida no capitulo
anterior € o médulo do vetor V; para simplificar a linguagem costuma chamar-se velocidade
ao vetor v e “valor da velocidade” ao seu médulo v; em forma andloga, o vetor d costuma
chamar-se aceleracdo e o seu médulo, a, chama-se valor da aceleragdo.

Exemplo 2.1
A velocidade de uma particula em fun¢do do tempo ¢ verifica a expressao (unidades

SI):
v=(5—r2e) 2+ (3-e7/12) 3,

A particula parte da posi¢do (2€, + 5¢,) no instante = 0. Encontre o vetor posi¢do, a
velocidade e a aceleracdo no instante = 15 s e quando ¢ tende para infinito. Trace o
grafico da trajetoria da particula durante os primeiros 60 segundos do movimento.
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Resolucdo. As componentes da velocidade podem ser representadas por uma lista no
Maxima:

($il) v: [5-t*2xexp(-t/5), 3-exp(-t/12)1];
2 - t/5 - t/12
(%01) [5E -t %e , 3 - %e ]

As fungdes diff e integrate aceitam também uma lista com expressoes, derivando
(ou integrando) cada um dos elementos da lista. Assim sendo, a aceleragao (derivada da
velocidade em ordem ao tempo) €,
(%i2) a: diff (v, t);
2 - t/5 - t/12

(%02) [——————— -2t %e , ———————— ]

O vetor posicdo em qualquer instante ¢ > 0 € igual ao vetor posi¢do no instante ¢t =
0, 2¢é, +5¢,, mais o integral da velocidade desde O até r. Quando se integram listas,
integrate ndo aceita que a mesma varidvel de integracdo apareca num dos limites do
integral; para evitar esse erro, ¢ pode ser substituido por outra varidvel u no integral
(%$1i3) r: [2, 5] + integrate (subst (t=u, v), u, 0, t);

Is t positive, negative, or zero?

pos;
- t/5 t/5 2
(%03) [%e ((5 t - 250) %e + 5t + 50t + 250) + 2,
- t/12 t/12
%e (3 t %e + 12) - 7]

foi preciso responder que ¢ € positiva, ja que 0 Maxima poderd produzir respostas diferentes
segundo o sinal.
O vetor posi¢do, a velocidade e a acelerag@o aos 15 segundos sdo,

(%i4) float (subst (t=15, r));

(%04) [- 67.20247971828913, 41.43805756232229]

(%1i5) float (subst (t=15, v));

(%05) [- 6.202090382769388, 2.71349520313981]

(%i6) float (subst (t=15, a));

(%06) [.7468060255179592, .02387539973834917]

Para obter os vetores no limite do tempo infinito, usa-se a funcdo 1imit e o simbolo inf
que representa infinito:

(%17) limit (r, t, inf);

(307) [inf, inf]
($i8) limit (v, t, inf);
(%08) [5, 3]

(%$i9) limit (a, t, inf);
(%09) [0, 0]
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Ou seja, a particula atingird uma velocidade constante 5 ¢, + 3 €, afastando-se até o infinito.

180
160 |
140 }
120 }
100
80 |
60 |
40 |
20 | —

0 1 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60

Figura 2.7.: Trajetéria da particula durante os primeiros 60 segundos, desde o instante em
que a particula se encontrava no ponto (5, 2).

Para tracar o grafico da trajetdria serd necessario usar a op¢cao parametric da fungdo
plot2d. As componentes x e y do vetor posi¢do deverdo ser dadas por separado, porque
a funcdo plot2d ndo admite que sejam dadas como uma lista. O primeiro elemento da
lista r (componente x) identifica-se com r [1] e o segundo elemento (componente y) com
r[z]
(%$110) plot2d ([parametric, r[l], r[2], [t,0,60], [nticks,100]],
[xlabel, "x"], [ylabel, "y"])$

O dominio do tempo, desde 0 até 60, foi indicado usando a notagdo [t, 0, 60]. A opgdo
nticks foi usada para aumentar o nimero de intervalos de ¢ utilizados para fazer o
gréfico, pois o seu valor predefinido (29) ndo produz um grafico suficientemente continuo.
O gréfico obtido € apresentado na figura 2.7.

2.1.3. Produto escalar

O produto escalar entre dois vetores d e b, indicado por meio de um ponto entre 0s vetores,
d - b, define-se como o produto entre os médulos dos dois vetores e o cosseno do angulo 6
entre as suas direcoes:

G-b=abcosB (2.13)

A figura 2.8 mostra dois vetores d e beo angulo 0 formado pelas duas dire¢des. O produto
a cos 0 € igual a componente do vetor a na direcdo paralela ao vetor b e o produto b cos 6
¢ igual a componente do vetor b na dire¢do paralela ao vetor d. Assim sendo, o produto
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escalar € igual ao produto do médulo de um dos vetores vezes a componente do segundo
vetor na direcdo paralela ao primeiro.

Figura 2.8.: Dois vetores d e b e o dngulo 6 entre as suas dire¢oes.

Este produto denomina-se escalar porque os médulos dos dois vetores e o angulo entre as
direcdes sdo grandezas escalares, que nao dependem do referencial usado para os medir;
consequentemente, o produto ab cos 6 é também um escalar, independente do sistema de
eixos usado.

Duas retas que se cruzam num ponto definem dois angulos 6 e 180° — 6. No caso de
vetores, ndo existe ambiguidade na defini¢dao do angulo, porque se deslocarmos os vetores
para um vértice comum, o angulo serd a regido dos pontos que estdo deslocados nos
sentidos dos dois vetores em relagdo ao vértice (ver figura 2.9).

O produto escalar entre dois vetores com mddulos a e b estard sempre dentro do intervalo
[—ab, ab]. Se o angulo entre os vetores for agudo, cos @ > 0, o produto serd positivo. Se o
angulo for obtuso, cos 8 < 0, o produto serd negativo e se os vetores forem perpendiculares,
o produto serd nulo (figura 2.9). O valor minimo do produto, —ab, obtém-se no caso em
que os vetores tenham a mesma dire¢do, mas com sentidos opostos. O valor méximo, ab,
€ obtido no caso em que 0s vetores tenham a mesma direcdo e sentido.

a \
0

Sy
SH
Sy
Qy
>
Sy

Figura 2.9.: Vetores que formam angulo agudo, reto ou obtuso.

Como o médulo dos versores € igual a 1, o produto entre dois versores € sempre igual ao
cosseno do angulo entre as suas direcdes. Portanto, o angulo entre duas direcdes no espaco
pode ser determinado calculando o arco cosseno do produto escalar entre dois versores
nessas direcoes

0, = arccos (€, &) (2.14)
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Em funcdo das componentes cartesianas dos vetores, o produto escalar €,
d-b=(acéy+ayéy+aze;) (byé.+byé,+b.ée;) (2.15)

Usando a propriedade distributiva do produto escalar e o facto de que o produto escalar
entre dois dos versores cartesianos é,, €y e é;, € zero, por serem perpendiculares, € 0
produto de um desses versores consigo proprio € 1, obtém-se uma expressdo simples para
o produto escalar a partir das componentes cartesianas,

G-b=ayb,+ayb,+a.b, (2.16)

As componentes dos dois vetores sdo diferentes em diferentes referenciais, mas o produto
(axby+ay by + a;b;) deverd dar o mesmo resultado em qualquer referencial, ja que (a - b)
¢ um escalar.

Usando as duas expressdes (2.13) e (2.16) para calcular o produto escalar de um vetor
consigo préprio, vemos que

i-i=a"=a;+a;+a (2.17)

Conclui-se que 0o médulo de um vetor & com componentes (ay, ay, a;) € dado pela expressao,
a= /a3 +a;+a? (2.18)

2.2. Velocidade e aceleracao relativas

A figura 2.10 mostra os vetores posicdo de um mesmo ponto P em dois referenciais

9..2..2.°

diferentes, Oxyze O’x’y’z

Figura 2.10.: Vetores posicao de um ponto em dois referenciais diferentes.
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Nesta seccao as derivadas serdo calculadas no referencial O’x’y’z’ que serd considerado
estatico. O referencial Oxyz e o ponto P encontram-se em movimento em relacdo ao
referencial fixo O’x’y’z’. Os vetores posi¢ao do ponto P, em relacdo aos dois referenciais,
sdo 7 e 7/, que verificam a seguinte relacdo:

Fl=F470 (2.19)

em que 7 ¢, € o vetor posi¢do da origem O do referencial em movimento, em relagéo ao
referencial fixo.

As derivadas de 7' e ¥ 6, em ordem ao tempo, sdo as velocidades dos pontos P e O,
em relacdo ao referencial fixo. O vetor 7, tem componentes (x, y, z) no referencial em
movimento:

F=xé +yé,+zé; (2.20)

Se o movimento do referencial Oxyz for unicamente um movimento de translacdo, sem
rotagdo, 0s VErsores €y, €, € €, serdo os mesmos em qualquer instante e, portanto, a derivada
do vetor posicao no referencial em movimento sera,

d? — — — —
— =Xéytyéy,tie, =V (2.21)
dr
em que V € a velocidade do ponto P, em relagcdo ao referencial em movimento. Observe
que se o referencial tivesse movimento de rotagcdo, seria necessario também calcular
as derivadas dos versores e a equacgdo anterior teria um termo adicional devido a essas
derivadas.

Assim sendo, a derivac¢io da equagdo (2.19) em ordem ao tempo conduz a relagdo entre as
velocidades,

=/

=V+75 (2.22)

Isto é, a velocidade do ponto P, relativa ao referencial fixo, € igual a sua velocidade relativa
ao referencial em movimento, mais a velocidade do referencial em movimento, relativa ao
referencial fixo.

A relacdo entre as velocidades pode ser derivada novamente, em ordem ao tempo, e, tendo
em conta novamente que os versores do referencial em movimento permanecem constantes,
obtém-se uma equacdo andloga a relacdo entre as velocidades:

a'=d+ag (2.23)

emque d’ e d ( sdo as aceleragdes dos pontos P e O, relativas ao referencial fixo,e d é a
aceleracao do ponto P, relativa ao referencial em movimento.

Assim, por exemplo, se viajarmos num comboio que se desloca com velocidade V. e
observarmos um objeto com velocidade v, dentro do comboio, a velocidade desse objeto
em relagdo a Terra serd igual a v+ V.. Mas como a Terra se desloca em relagdo ao Sol, a
velocidade do objeto em relag¢do ao Sol seria V+ V. + vy, em que V; € a velocidade da Terra
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relativa ao Sol. Em relacdo a Galaxia teriamos de somar também a velocidade do Sol na
galaxia e assim sucessivamente.

O principio de adicdo de aceleracdes relativas € aproveitado para treinar os candidatos
a astronautas. Se o astronauta, a bordo de um avido, tropeca e cai para o chdo, a sua
aceleracdo durante a queda, em relacdo a Terra, é o vetor g, que aponta para o centro da
Terra e com valor igual a aceleracdo da gravidade. Se o avido também estiver em queda
livre, a sua aceleragdo em relag@o a Terra serd o mesmo vetor g (figura 2.11). Portanto, a
aceleracdo do astronauta em relacdo ao avido serd a diferenca entre essas duas aceleragdes
em relacdo a Terra, que € zero. Ou seja, em relacdo ao avido, o astronauta ndo acelera em
nenhuma direcio, mas flutua no meio do avido durante os segundos que o piloto conseguir
manter o avido em queda livre.

J

ooy

g

Figura 2.11.: A aceleracdo de um corpo em queda livre, em relacdo a um referencial que
também estd em queda livre, € nula.

2.3. Lancamento de projéteis

No capitulo 1 foi estudado o movimento de um objeto em queda livre, sob a acdo da
gravidade, quando a resisténcia do ar pode ser ignorada, considerando unicamente a
componente vertical do movimento. Nesta se¢do serd abordado o mesmo problema,
considerando agora todas as componentes do movimento.

Escolhendo o eixo dos z na direcao vertical, com sentido positivo para cima, a forma
vetorial da aceleracdo da gravidade é

i——g8, (2.24)

onde g €, aproximadamente, 9.8 m/s2.

Se um projétil for langado com velocidade inicial v, a acelera¢do da gravidade alterara
essa velocidade, na dire¢ao de €,, produzindo uma nova velocidade que estard no mesmo



2.3 Lan¢amento de projéteis 31

plano formado pelos vetores 1 e €,. Conclui-se assim que a trajetéria do projétil estara
sempre no plano vertical formado por Vj e €,. A tnica excepc¢do a essa regra é quando vy
for vertical; nesse caso, 1y e €, ndo formam um plano e a trajetéria € uma reta vertical.

Exemplo 2.2
Um canhao dispara uma bala, desde o terraco de um edificio, na posi¢do (unidades
SI):

Fo=9é,+4eé,+15¢,

com velocidade inicial (unidades SI):
Vo =13€,+22.5¢,+ 15¢,

em que o eixo dos z aponta na direcdo vertical, para cima, € com origem no chao.
Admitindo que a resisténcia do ar pode ser desprezada, calcule a altura maxima
atingida pela bala e a posi¢do em que a bala bate no chao.

Resolucao: Substituindo a expressado (2.24) da acele-
racdo da gravidade na equacgdo (2.10), obtém-se uma
equacdo diferencial de varidveis separdveis

d—’
—9.82, = d—:

Separando as varidveis, e arbitrando ¢ = 0 para o ins-
tante inicial, obtém-se

t v
—9.851/dt - /dv
0 Vo

Resolvendo os integrais obtém-se a expressdo para a velocidade em funcao do tempo,

Substituindo essa expressao na equagdo (2.8),

_dr

T dr

e separando varidveis e integrando, obtém-se a expressdo do vetor posicdo em fun¢do do
tempo,

132, +22.52,+ (15— 9.81) 2.

ro

t 7
/(13zx+22.52y+ (15—9.81)2,) df = /d?
! J
F=(9+131)8, + (4+22.51)8,+ (15415t — 4.91%) ¢,
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A altura méxima serd atingida no instante em que a velocidade seja na horizontal, ou seja,
quando a componente v, da velocidade for nula

15
15-98/=0 —> (=->-153
98 s

nesse instante, a componente z do vetor posicao determina a altura maxima:

Bpax = 154+ 15t —4.912 =154+ 15 x 1.53 —4.9 x 1.53> = 26.48 m

Para calcular o instante em que a bala bate no chdo, calcula-se o tempo ¢ em que a
componente z da posi¢do € igual a zero,

f 15+ V152 +4x4.9x 15

038 =3.86s

15+15t—4.9£2=0

nesse instante, a posi¢ao da bala serd,

F= (9413 x 3.86)2, + (4 +22.5 x 3.86)&, = (59.182, +90.852,) m

2.4. Movimentos dependentes

Em alguns sistemas em que aparentemente sao necessdrias vdrias varidveis para descrever
o movimento das diferentes componentes do sistema, o ndmero de graus de liberdade
pode ser menor devido a existéncia de restricdes no movimento. A figura 2.12 mostra um
exemplo; enquanto o cilindro desce, o carrinho se desloca sobre a mesa.

Figura 2.12.: Sistema com dois movimentos dependentes e um tnico grau de liberdade.
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O movimento do carrinho pode ser descrito pela variagdo da distincia horizontal x até o
eixo da roldana fixa. O movimento do cilindro serd igual ao movimento da roldana mével
e, portanto, pose ser descrito pela expressdo para a distancia vertical y entre os centros das
roldanas, em func¢do do tempo.

Mas, enquanto o fio permanecer esticado e sem se quebrar, existird uma relacao entre
as velocidades e as aceleracdes do carrinho e do cilindro. Para encontrar essa relacao,
escreve-se a o comprimento do fio, L, em funcdo das distincias x e y:

nr
L:x+2y+d+71+m2 (2.25)
em que r| € rp sdo os raios das duas roldanas. O fio toca um quarto do perimetro da roldana
fixa (wr;/2) e metade do perimetro da roldana mével (7 r,). Tendo em conta que L, d, r)
e r sdo constantes, e derivando a equacao anterior em ordem ao tempo, obtém-se,

X=-2y (2.26)

Ou seja, o valor da velocidade do carrinho serd sempre o dobro do valor da velocidade
do cilindro. O sinal negativo na equagdo acima indica que se o cilindro desce o carrinho
desloca-se para a direita e vice-versa.

Derivando novamente essa tltima equagdo em ordem ao tempo, conclui-se que a aceleracao
do carrinho segundo a trajetéria também € o dobro do que a aceleracio do cilindro segundo
a sua trajetoria:

X==-2y (2.27)

Essas relacdes entre as posi¢des, velocidades e aceleragdes implicam que o sistema tem
apenas um grau de liberdade. Uma vez conhecidas as expressoes para a posi¢do, velocidade
e aceleracdo de um dos objetos, as expressdes da posicdo, velocidade e aceleragcdo do outro
objeto serdo obtidas multiplicando (ou dividindo) por 2.

Um segundo exemplo, com dois graus de liberdade, € o sistema de trés roldanas e trés
cilindros na figura 2.13. As alturas dos trés cilindros sdo determinadas pelos valores das
3 distancias ya, yg € yc; como existe um unico fio em movimento, existe apenas uma
restri¢do (comprimento do fio constante), que permitird expressar uma das trés distancias
em funcao das outras duas.

O comprimento do fio é,
L =ya+2yp+yc + constante (2.28)

em que a constante € a soma de metade dos perimetros das roldanas, que ndo é importante
conhecer, ja que vai desaparecer quando a equacgao for derivada e s altera as posi¢coes
num valor constante.

A derivada da equagao anterior em ordem ao tempo €,

ya+2yg+yc=0 (2.29)
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Figura 2.13.: Sistema com trés movimentos dependentes e dois graus de liberdade.

Neste caso existem varios possiveis movimentos; por exemplo, se o cilindro A estiver a
subir e o cilindro C estiver a descer com a mesma velocidade, o cilindro B permanecera
estatico; ou um dos cilindros podera estar a descer e os outros dois a subir. O que sim ndo
€ possivel € que os 3 cilindros estejam simultaneamente a descer ou a subir.

A derivada da equagdo (2.29) conduz a relacdo entre as aceleragdes,

ya+2yp+yc=0 (2.30)

Exemplo 2.3

No sistema da figura, calcule o valor
da velocidade com que sobe o cilindro,
quando o anel A for puxado para baixo
com velocidade de valor 2 m/s.

Resolucao: Neste caso ha 4 sistemas em mo-
vimento, as trés roldanas méveis e o anel A (o
movimento do cilindro € igual ao da roldana
movel da qual estd pendurado) e 3 fios inex- A
tensiveis; portanto, este sistema tem apenas
um grau de liberdade. Com o valor da velo-
cidade de A dada no enunciado serd possivel S
calcular as velocidades de todas as roldanas
moveis.

Sendo y; a distancia desde o teto até o anel e
Y2, ¥3 € y4 as distancias desde o teto até cada
uma das roldanas méveis, os comprimentos
dos 3 fios sdo:
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L = y1 +2y, + constante
L, = y3+ (y3 —y2) + constante
L3 = y4+ (y4 — y3) + constante

Derivando essas trés equagdes, obtém-se:

Vy1 = —2vy Vy2 = 2vy3 Vy3 =2y

e substituindo, encontra-se a relac@o entre vy € vy4,

isto é, o valor da velocidade com que desce o anel € 8 vezes o da velocidade com que o
cilindro sobe. Assim sendo, o cilindro sobe com velocidade de valor 0.25 m/s.

Perguntas

1. O bloco na figura encontra-se sobre um 2. Um automdvel entra numa curva com ve-

plano inclinado a 40°. Um extremo do
fio estd preso na parede e o outro ex-
tremo estd a ser deslocado com veloci-
dade de valor v no sentido indicado na
figura. Qual serd o valor da velocidade
do bloco em fung¢do de v?

A v D. 2v
B. v/2 E. vsin40°
C. vcos40°

locidade de valor 10 m/s em dire¢do sul
e 6 segundos mais tarde continua com
o mesmo valor da velocidade, mas em
direcdo oeste. Calcule o modulo da ace-
leracdo média durante esse intervalo.

A. 1.67 m/s? D. 3.33 m/s?
B. 2.36 m/s? E. 0
C. 2.89 m/s?

. Um projétil € disparado formando um

angulo de 40° com a horizontal. Se no
ponto mais alto da sua trajetdria o valor
da sua velocidade é 80 m/s e se a resis-
téncia do ar pode ser ignorada, qual foi
aproximadamente o valor da velocidade
com que foi langcado?

A. 104.4 m/s
B. 124.5 m/s
C. 61.3m/s

D. 51.3 m/s
E. 80 m/s
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4. Uma particula que se desloca a 4 m/s na berdade tem o sistema?
dire¢do do eixo dos y sofre uma acelera-
¢do com valor constante 3 m/s2, na dire-
¢do do eixo dos x, durante dois segundos.
Qual sera o valor final da velocidade?

A. 50m/s C.72m/s E. 10.0m/s
B. 63 m/s D. 84 m/s

5. No sistema da figura, com um carrinho,
uma barra, um cilindro, 2 roldanas mo- A C. 3 E. 5
veis e 4 roldanas fixas, a barra permanece
sempre horizontal. Quantos graus de li-

Problemas

1. (a) Demonstre a Lei dos cossenos: Em qualquer tridngulo com lados de comprimento
a, b e c, verifica-se a relagdo,

a*> =b*+c*—2bccosa

em que o € o angulo oposto ao lado de comprimentos a; o teorema de Pitdgoras € um
caso particular, em que o € um angulo reto. Sugestiao: desenhe o tr1angu10 formado
por dois vectores bedeasuasomad=b+ e calcule o produto a - d.

(b) Dois vetores com médulos de 5 e 8 unidades apontam em duas dire¢des que fazem
um angulo de 42°; usando a lei dos cossenos, calcule o mdédulo da soma dois vetores.

2. Dados dois vetores d =3¢, +4¢é, —5¢; e bh=—2& + 2é,+6¢,, calcule:
(a) O moédulo de cada vetor.
(b) O produto escalar d - b.
(c¢) O angulo entre os vetores.
(d) A soma a+b.
(e) A diferenga d — b.

3. Uma particula desloca-se no plano xy. A velocidade, em fun¢do do tempo, é dada pela
expressdo: v =3e ¢, —5e”’ éy (SI). No instante t = 0 a particula encontra-se no eixo
dos y, na posicdo 2¢).

(a) Determine em que instante passard pelo eixo dos x e a que distancia da origem
estard nesse instante.

(b) Calcule a aceleracdo em ¢ = 0 e no instante em que passa pelo eixo dos x.
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4. Um corpo encontra-se inicialmente na posicdo 7y = 3 €, + €, — €; (unidades SI) com
velocidade vy = 5¢, +4¢€,. Em qualquer instante, a aceleracdo € dada pela expressao
d=21>¢,+3t2.. Encontre as expressdes para a velocidade e a posi¢iio em fungdo do
tempo.

5. Um projétil € lancado desde o chao, com uma inclinacao de 30° com a horizontal.
Que valor devera ter a velocidade inicial para que bata no chao a 30 m do ponto de
lancamento? (admita que a resisténcia do ar pode ser desprezada.)

6. Uma pedra roda pelo telhado de uma casa, que faz um angulo de 20° com a horizontal.
No instante em que a pedra abandona o telhado e cai livremente, o valor da sua
velocidade € 4 m/s e encontra-se a uma altura de 6 m. Admitindo que a resisténcia do
ar é desprezdvel,

(a) Calcule o tempo que demora a cair ao chao, desde o instante em que abandona o
telhado.

(b) A que distancia horizontal bate a pedra no chio, em relacdo ao ponto onde abando-
nou o telhado?

(c) Calcule o angulo que a velocidade da pedra faz com a vertical no instante em que
bate no chio.

7. Quando o motor de um barco funciona na poténcia méxima, o barco demora 20 minutos
a atravessar um canal com 1.5 km de largura, num dia em que o valor da velocidade
da corrente no rio € 1.2 m/s; calcule o valor da velocidade do barco, (@) em relagcdo a
Terra e (b) em relacdo a dgua. (c) Determine o tempo minimo que o barco demorava
a atravessar o mesmo canal, num dia em que o valor da velocidade da corrente fosse
0.8 m/s.

8. Dentro de um comboio que se desloca horizontalmente, com velocidade de valor
constante 35 km/h, um passageiro em pé€ numa cadeira langa horizontalmente um objeto,
no sentido oposto ao deslocamento do comboio. Em relacdo ao chdo da carruagem,
o objeto foi langado desde uma altura de 3 m e desloca-se horizontalmente 3 m antes
de bater no chdo. Em relacdo ao referencial da Terra, qual foi a distancia horizontal
percorrida pelo objeto antes de bater no chao?

9. Um objeto parte da origem em t =0 e em ¢ > 0 a sua posi¢ao € dada pelo vetor
F=3(1—e )& +4(1—e?")& (unidades SI).

(a) A que distancia da origem estard o objeto quando ¢t — oo?

(b) Calcule a distancia total percorrida desde t = 0 até t — oo (encontrard um integral
que ndo pode ser calculado por métodos analiticos; poderd ser resolvido numerica-
mente, no Maxima, usando a funcdo romberg, que precisa 0s mesmos argumentos
do que a funcdo integrate; em vez de usar t = oo, comece por usar t = 10 e
aumente esse valor gradualmente até obter o valor assimptético).
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10. No sistema da figura, encontre a relacdo entre os valores das velocidades e das acelera-
coes da barra A e do cilindro B, admitindo que a barra A permanece sempre horizontal.

11. O carrinho na figura desloca-se para a esquerda, com velocidade de valor constante
4 m/s. Sabendo que a altura £ € igual a 25 cm e arbitrando ¢ = 0 no instante em que a
distancia x € nula, encontre expressdes para os valores da velocidade e da aceleracdo do
cilindro (admita que os raios das roldanas podem ser desprezados).

| d |




3. Movimento curvilineo

As fortes aceleracdes sentidas numa montanha russa ndo sio devidas apenas aos aumentos
e diminui¢des de velocidade, mas sdo causadas também pelo movimento curvilineo. A
taxa de aumento da velocidade é apenas uma das componentes da aceleracdo, a aceleracio
segundo a trajetdria. A outra componente da aceleracido depende da velocidade e do raio
de curvatura da trajetdria e serd estudada neste capitulo.
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3.1. Versor tangencial

Em cada ponto de uma trajetéria pode definir-se um versor tangencial ¢é;, na direcdo
tangente a trajetéria e no sentido do movimento. A figura 3.1 mostra o versor tangencial
em trés pontos A, B e P de uma trajetdria.

Figura 3.1.: Versor tangencial €; em trés pontos da trajetéria.

Observe-se que no ponto P existem dois versores tangenciais. O objeto chega a ponto P
deslocando-se para a direita e um pouco para cima, dire¢do essa que € definida pelo versor
tangencial em azul na figura 3.1, ficando em repouso no ponto P; num instante posterior o
objeto comecga novamente a deslocar-se, agora em dire¢ao para a esquerda e para baixo,
representada pelo vetor tangencial a verde na figura.

Os tnicos pontos da trajetdria onde a dire¢do tangente tem uma descontinuidade (dois
vetores tangenciais no mesmo ponto), sdo os pontos em que a velocidade é nula. Nos
pontos onde a velocidade nao for nula, devera existir sempre um tnico versor tangencial
ét, que apontara na dire¢do e sentido da velocidade. Isto €, a velocidade pode ser escrita,

V=vé (3.1)

Conforme referido no capitulo 2, a velocidade v € igual a derivada do vetor posi¢do 7

d7
dt

V= (3.2)
O vetor posi¢ao 7 ndo tem de ter nenhuma relagdo com o versor tangencial, ja que 7
depende do ponto que esteja a ser usado como origem do referencial (ver figura 3.2).
No entanto, a equacao (3.2) garante que, independentemente da escolha do referencial, a
derivada de 7 serd sempre o mesmo vetor (velocidade) na dire¢cdo tangencial.

Se A7 for o vetor deslocamento durante um intervalo de tempo At (figura 3.2), a distincia
percorrida durante esse intervalo, As, € sempre maior ou igual que o médulo de A7. A
distancia percorrida € medida sobre a trajetdria, enquanto que o mddulo do deslocamento
¢ medido no segmento de reta entre os pontos inicial e final.

O médulo de A7 sé seria igual a As se a trajetéria fosse reta, com versor tangencial
constante. No limite quando At for muito pequeno, os dois pontos estardo muito préximos
na trajetdria e; assim sendo, a direcdo de A7 serd aproximadamente a mesma dire¢do do
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Figura 3.2.: Deslocamento vetorial entre dois pontos nas posicdes 7 e 7+ AF.

versor tangencial e o médulo de A7 sera aproximadamente igual a As. A derivada do vetor
posi¢do serd entao,
dr A7 As ds
— = lim — = lim — & = —¢, 33
dr A0 At A0 A ¢ dr ! (3-3)
E, substituindo na equagao (3.2), obtém-se,
V=256 (3.4)

O valor da velocidade, em qualquer movimento, é sempre igual a derivada da distancia
percorrida, s, em ordem ao tempo. Este resultado explica porqué no capitulo 1 denominou-
se “velocidade” a derivada s , ja que s ndo € apenas uma componente da velocidade mas
sim o valor da velocidade.

3.2. Versor normal

A aceleragdo d € igual a derivada da velocidade em ordem ao tempo e, como tal, obtém-se
derivando o lado direito da equagdo (3.4):

a= =§e+Ss— (3.5)

Observe-se que a derivada do vetor tangencial ndo
¢é nula, porque esse vetor nao € necessariamente
igual em diferentes instantes. A figura 3.3 mostra
como calcular a derivada de é;. Deslocando os
dois versores tangenciais dos pontos A e B da
figura 3.1 para um ponto comum, o aumento de &
no intervalo desde A até B é o vetor Aé; que une Figura 3.3.: Variagdo do versor
os dois vetores. tangencial.

e (B)
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Sendo o médulo de € igual a 1, os dois versores ¢é; na figura 3.3 descrevem um arco de
circulo com raio 1 e angulo Af. Se o angulo for medido em radianos, o comprimento
desse arco serd igual a A6. Se o intervalo de tempo At for aproximadamente zero, os
dois pontos considerados, A e B, estardo muito préximos na trajetéria, o vetor Aé; sera
perpendicular a trajetoria e o seu médulo serd aproximadamente igual ao arco de circulo
A 8; conclui-se que a derivada de ¢, €,

dé; Aé; A6 :

— = lim — = lim — &, =0¢ 3.6

dt — ar—0 At A0 Ar " ! (3.6)
em que &, é o versor normal, perpendicular 2 trajetdria, e 6 representa o valor da veloci-
dade angular. Substituindo essa derivada na equagdo (3.5), obtém-se a expressao para a

aceleracao:

d=52+50 8, (3.7)

Concluindo, a aceleracdo tem uma componente tangencial a trajetéria e uma componente
normal (perpendicular) a trajetéria. A componente tangencial da aceleracado, a; = 3§, € a
aceleracdo segundo a trajetdria ja introduzida no capitulo 1. A componente normal da
aceleracdo & igual ao produto do valor da velocidade s pelo valor da velocidade angular 6,

an =50 (3.8)

Tendo em conta que os versores € e &, sao perpendiculares em todos os pontos da trajetoria,
a equacao (3.7) implica que o valor da aceleracdo, a, serd a hipotenusa de um triangulo
retangulo em que os catetos sdo as componentes tangencial e normal da aceleracao; o
teorema de Pitdgoras para esse tridngulo € entdo,

@ =at+a’ (3.9)

Figura 3.4.: Versores tangencial e normal em alguns pontos da trajetéria.

O angulo de rotagdo do versor tangencial, A0, é também igual ao dngulo de rotagdo do
versor normal €,. A figura 3.4 mostra os versores normais nos mesmos pontos A e B da
trajetéria na figura 3.1. Repare-se que no ponto A existem dois versores normais, com
a mesma direcao mas sentidos opostos, porque a trajetdria curva-se para cima antes do
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ponto A, mas a partir do ponto A comeca a curvar-se para baixo. Esse tipo de ponto, onde
o sentido da curvatura muda, denomina-se ponto de inflexao.

No ponto P (figura 3.4) existem duas dire¢des normais, porque, conforme referido na
sec¢do anterior, existem dois versores tangenciais. Em qualquer ponto o versor normal
aponta no sentido em que a trajetdria se curva, excepto no caso de uma trajetoria retilinea,
em que existem infinitos versores perpendiculares ao versor tangencial é;.

A figura 3.5 mostra o versor normal no inicio e > P

no fim do percurso entre os pontos A (instante
fo) € B (instante ) + At) correspondente ao movi- - e,
mento da figura 3.4. As direcOes dos dois versores
normais cruzam-se num ponto comum C. As dis- Ry
tancias desde C até os pontos A e B sdo diferentes NX
(Ra e Rp), mas serdo iguais no limite At — 0, em

que o ponto C aproxima-se do centro de curvatura

da curva. A distancia desde o centro de curvatura C

num instante € o ponto da trajetdria, nesse mesmo

instante, € o raio de curvatura, R, da trajetdria. Figura 3.5.: Raio de curvatura.
Em cada ponto da trajetdria existe um centro € um raio de curvatura. Cada percurso
infinitesimal de comprimento ds pode ser aproximado por um arco de circunferéncia de
raio R e angulo d 0; a distancia percorrida é o comprimento desse arco, ds = Rd 6. Assim
sendo, conclui-se que o valor da velocidade angular €,

. A6 As s
0=1lm —=lim — = — 3.10
At—0 At Ar—0 RAt R ( )
Ou seja, em cada ponto da trajetéria o valor da velocidade angular 6 é igual ao valor da
velocidade, s, dividida pelo raio de curvatura R nesse ponto. Usando este resultado, a
componente normal da aceleracdo, a,, pode ser escrita do modo seguinte

(3.11)

an:

=] o

O versor normal e a componente normal da aceleragdo, apontam sempre no sentido
do centro de curvatura. Como tal, a componente normal da aceleracao, a,, ¢ chamada
habitualmente aceleracao centripeta.

Exemplo 3.1
A posi¢ao de uma particula, em funcio do tempo ¢, é dada pela expressao (SI):

3
?=5t5x+§t25y+2(1 —1?)e.

Determine a expressdo para o raio de curvatura da trajetéria em funcio do tempo e
calcule o raio de curvaturaemt =0et = 1.
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Resolucao: Para determinar a expressao do raio de curvatura € necessario saber as ex-
pressdes do valor da velocidade e da componente normal da aceleracdo, em funcao do
tempo. Essas expressdes podem ser obtidas a partir da velocidade e da aceleracdo. Usando
0 Maxima calculam-se esses vetores do modo seguinte

($1il) vetor_r: [5*t, 3*t*2/2, 2x(1-t*2)1$

(%1i2) vetor_ v: diff (vetor_r, t);

(%$02) [5, 3 t, - 4 t]
(%1i3) vetor_a: diff (vetor_v, t);
(%03) [o, 3, - 4]

Os valores da velocidade, v, e da aceleracdo, a, sdo os médulos desses vetores (o produto
escalar no Maxima representa-se por um ponto entre os vetores):

(%$14) v: sqrt (vetor_v.vetor_v);

2
(%04) sqrt (25 t + 25)
(%$15) a: sqrt (vetor_a.vetor_a);
(%05) 5

repare-se que o valor da aceleracdo € constante, o que implica uma trajetdria parabdlica ou
linear. Para calcular a componente normal da aceleracdo, calcula-se primeiro a componente
tangencial da aceleragdo, v,
($i6) at: diff (v, t);
25 t

(%06)
2
sqgrt (25 t + 25)

e, usando a equacdo (3.9), obtém-se a componente normal da aceleragdo:

($i7) an: ratsimp (sqrt (a*2 - at*2));
5
(%07)

2
sgrt(t + 1)
As componentes tangencial e normal da aceleracao dependem do tempo, embora o valor
da aceleragdo seja constante; isso ja aponta para o facto de que a curvatura da trajetdria
ndo serd constante e, como tal, a trajetdria serd parabdlica. Usando a equagdo (3.11)
determina-se o raio de curvatura,

($i8) R: ratsimp (v~2/an);
Que produz o resultado R = (51 +5)v/1+12.

Nos instantes t = 0 e t = 1 os raios de curvatura sio,

(%19) subst (t=0, R);

(%09) 5

(%110) float (subst (t=1, R));

(%010) 14.14213562373095
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3.3. Movimento circular

No caso em que o raio de curvatura R € constante e o centro de curvatura permanece fixo,
a trajetdria € uma circunferéncia e o movimento € circular, como no caso ilustrado na
figura 3.6. Para determinar a posi¢do em cada instante, bastard um tnico grau de liberdade,
que poderd ser a distancia percorrida s ou o angulo 6.

Figura 3.6.: Duas posi¢cdes numa trajetdria de um movimento circular.

A relac@o entre o angulo e a distancia percorrida desde o ponto em que o angulo € 0, é
(3.12)

Sendo R constante, derivando os dois lados da equagdo anterior obtém-se,

(3.13)

em que @ representa o valor da velocidade angular, 8. A equacio (3.13) é a mesma
equacao (3.10), mas aqui estd a ser aplicada no caso particular em que R é constante. A
equacao anterior € geral, independentemente de que v e ® sejam constante ou ndo. Caso
os valores das velocidades angular e linear sejam constantes, 0 movimento serd circular
uniforme.

Derivando os dois lados da equacao (3.13) em ordem ao tempo obtém-se,

314

onde ¢ = @ € o valor da aceleracao angular. A aceleracdo centripeta ¢ dada pela
equagdo (3.11), que pode ser escrita também em funcdo do valor da velocidade angular,

— Rw? (3.15)

an:

= o
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No caso particular do movimento circular uniforme, a aceleracido angular € nula e a
velocidade angular tem valor constante,

A6

= 1
0] A (3.16)

Nesse caso, define-se o periodo 7', igual o tempo que demora o ponto em dar uma volta
completa (A8 = 27 radianos),

_27r
)

T (3.17)

A frequéncia de rotagdo, f, igual ao inverso do periodo, é o nimero do voltas que o ponto
da por unidade de tempo.

A relagdo entre o angulo de rotag@o 6 e os valores da velocidade angular @ e da aceleragdo

angular «, € andloga a relagdo entre a distancia percorrida s, o valor da velocidade v e a

aceleracao segundo a trajetdria a,

. do
0=20 o= o=0—— 3.18

10 (3.18)

Essas sdo as equacdes cinemadticas para o movimento de rotagdo, que podem ser resolvidas

usando o mesmo método usado no capitulo 1. As equagdes (3.12), (3.13) e (3.14) mostram

que as varidveis cinemdticas de translacdo (s, v, a;) sou todas iguais ao produto da respetiva

variavel cinemética de rotagao, (6, @, @), pelo raio de curvatura R.

3.4. Cinematica dos corpos rigidos

Figura 3.7.: Corpo rigido em movimento e referencial Oxyz que se desloca com ele.

A figura 3.7 mostra um corpo rigido em movimento. O ponto O’ € a origem de um
referencial externo fixo e o ponto O € um ponto do corpo, usado como origem de um
referencial Oxyz que se desloca com o corpo. Um ponto P do corpo rigido tem vetor
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posi¢do 7/, no referencial fixo, e 7 no referencial que se desloca com o corpo rigido. A
relacdo entre esses dois vetores € a seguinte
-/ — —/

F'=F+T7q (3.19)
No referencial Oxyz, em que o ponto O estd estdtico, qualquer possivel movimento do corpo
rigido deixard sempre estdticos 0s pontos numa reta que passa por O. Seria impossivel
conseguir que todos os pontos, excepto O, mudassem de posi¢do. A reta que passa por O e
que permanece estdtica € o eixo de rotacdo do sélido, e na figura 3.7 foi escolhido como
eixo dos z. Em diferentes instantes o eixo de rotacdo pode ser diferente, mas admite-se
que os eixos X, y €  permanecem sempre nas mesmas direcdes.

Conforme referido na sec@o 2.2, como o referencial Oxyz tem apenas movimento de
translacdo e as diregdes dos 3 eixos permanecem constantes, a velocidade e a aceleragdo
do ponto P, em relacdo ao referencial fixo, sdo iguais a velocidade e aceleracdo em relacao
ao referencial do corpo rigido, mais a velocidade e aceleracdo do ponto O, relativas ao
referencial fixo

-

/ = =/
Vi =V+Vg

i'=d+adg (3.20)
O modulo do vetor 7 e o angulo que esse vetor Y-
faz com eixo dos z permanecem constantes ~J P
(figura 3.7). O ponto P descreve um movi-
mento circular, num plano paralelo ao plano
Xy, com centro no eixo dos z € com raio R, 6
como mostra a figura 3.8. A velocidade V e
a aceleracdo d, relativas ao referencial que o) X
se desloca com o corpo rigido, sdo a veloci-

dade e a aceleragdo do movimento circular

do ponto P. De acordo com os resultados da

secdo anterior, o valor da velocidade v €,

Figura 3.8.: Trajetdria no referencial do

v=Rwo (3.21) corpo rigido.
e as componentes normal e tangencial da aceleragdo d sao,
an = R ? a=Ra (3.22)

Para poder escrever a velocidade e aceleragado
em forma vetorial, € conveniente introduzir
coordenadas cilindricas. A figura 3.9 mostra
as trés coordenadas cilindricas (R, 6, z) do
Ponto P. O plano que passa por P, paralelo ao
plano xy, corta o eixo dos z num ponto Q; z é
a distancia desde esse ponto até a origem O
e R € a distancia desde o ponto P até o ponto
Q. O angulo 0 € o angulo que a projecdo do
segmento PQ, no plano xy, faz com o semi
eixo positivo dos x.

Figura 3.9.: Coordenadas cilindricas.
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Os trés versores perpendiculares associados as coordenadas cilindricas sdo os versores €k,
€g e ;. O versor ¢, € fixo; os outros dois versores apontam em diferentes dire¢cdes nos
diferentes pontos do espaco, mas estdo sempre num plano paralelo ao plano xy. O versor
€g tem a direcdo do segmento PQ, no sentido que se afasta do eixo dos z. O versor €g tem
direcdo tangente a circunferéncia com centro em Q e que passa pelo ponto P, no sentido
em que 6 aumenta.

A direcdo da velocidade vV € a mesma do versor ég. Como o valor da velocidade angular
® ¢ a derivada do angulo 6 em ordem ao tempo, @ positiva corresponde a rotacao no
sentido em que 0 aumenta e ® negativa implica rotagdo no sentido oposto. Assim sendo, a
expressao para a velocidade é,

V=Rwéy (3.23)

A componente tangencial da aceleragdo d é na direcdo do versor €y e a dire¢do da com-
ponente normal € a direcdo do versor €g, mas no sentido oposto; assim sendo conclui-se
que,

d=Raéy—Rw’ex (3.24)

3.5. Produto vetorial

E conveniente definir a velocidade angular em
forma vetorial, @, representada na figura 3.10.
O vetor @ tem mddulo igual ao valor da ve-
locidade angular, @, dire¢do paralela ao eixo
de rotagdo e sentido segundo a regra da mao
direita para a rotacdo, ou seja, se imaginar-
mos um sistema de eixos cartesianos em que
o eixo dos z aponta na direc¢do e sentido de
®, a rotagdo do corpo rigido serd de forma a
rodar o eixo dos x aproximando-se do eixo Figura 3.10.: Vetores velocidade angu-
dos y. lar e posi¢ao.

A vantagem de usar um vetor para representar a velocidade angular é que o vetor @
define no espaco o plano do movimento circular, o seu sentido e a velocidade angular. A
equacao (3.23) pode ser escrita de forma vetorial, independente do sistema de coordenadas
utilizado, através do produto vetorial,

V=0 xT (3.25)

Por defini¢do, o produto entre dois vetores € outro vetor, com mddulo igual ao produto dos
mddulos dos vetores pelo seno do angulo entre eles. No caso do produto vetorial @ X 7, o
modulo é wrsin¢. A figura 3.10 mostra o angulo ¢ entre os vetores. O produto r sin¢ é
igual a R, ja que € o segmento de reta com comprimento R na figura 3.10 € perpendicular a
®. Assim sendo, o médulo de @ x 7 é igual a R @, que € igual ao médulo de .
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O sentido do vetor obtido pelo produto vetorial de dois vetores € definido por uma reta
perpendicular ao plano formado pelos dois vetores. Na figura 3.10 vé-se que no caso
de @ e 7 esse plano é perpendicular ao plano xy, de modo que a dire¢do de @ X 7 serd
uma reta paralela ao plano xy e perpendicular ao segmento de comprimento R. O sentido
do vetor obtido pelo produto vetorial define-se usando a regra da mao direita, desde o
primeiro vetor até o segundo; no caso do produto @ x 7, a regra da mio direita implica
que, estendendo os dedos polegar, indicador e médio da mao direita de forma a que fiquem
perpendiculares entre si, se o indicador apontar no sentido de @ e o médio no sentido de 7
o polegar apontard no sentido do produto @ x 7, obtendo-se assim a dire¢do e sentido do
versor €g no plano dos dois vetores.

O produto vetorial ndo é comutativo; (a X B) e (B X d) sao vetores com 0 mesmo modulo
e direcdo, mas com sentidos opostos. Sendo o dngulo de um vetor consigo proprio zero,
o produto @ x d € nulo. Em particular, &, x é; = €, X €, = é; x &, = 0. O produto de
dois versores perpendiculares € outro versor perpendicular a eles e, € facil conferir que
(€x x €, =¢&,), (éy, X €; = é) e (€; X &, = €). Usando estas propriedades e a propriedade
distributiva, o produto a@ x b, em funcdo das componentes cartesianas dos vetores, € igual a

G x b= (ayex+ayé,+a,é,) x (by&+byé,+b,e,)

resultado esse que pode ser escrito de forma mais compacta através de um determinante:

. ér e ¢€;
ixb=|ax ay, a (3.27)
by by b,

Observe-se que na figura 3.10 o tridngulo sombrejado tem base igual a @ e altura igual a
R; assim sendo, a sua drea € igual a metade do médulo do produto vetorial da velocidade
angular pelo vetor posi¢do: |@ x 7|/2 = R®/2. Em geral,

A drea do triangulo formado por dois vetores com origem comum ¢ igual a
metade do médulo do produto vetorial dos vetores.

As componentes da aceleracdo dum ponto do corpo rigido, em relagdo ao referencial que
se desloca com o corpo rigido, dadas pela equacdo (3.24), podem ser escritas também
usando produtos vetoriais:

Ad=0 X7+ O X (0 XF) (3.28)

em que & € a acelerag¢@o angular, definida em forma vetorial, igual a derivada do vetor
velocidade angular. Lembre-se que este resultado é valido unicamente se os eixos do
referencial em movimento permanecem sempre nas mesmas dire¢des; o cdlculo da derivada
de @ devera ser feito nesse sistema de eixos.
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Exemplo 3.2

Cola-se um extremo de um fio numa roldana
com raio de 5 cm, enrolando-o e pendurando
um bloco do outro extremo (ver figura). No P e C
instante inicial o bloco e a roldana estdo em
repouso e o ponto P da roldana encontra-se
a mesma altura do seu centro C. O bloco co-
meca a descer, com aceleragcdo constante de
valor igual a g/4. Determine a velocidade e a
aceleracdo do ponto P, dois segundos apds o
instante inicial.

Resoluc¢iao. Escolhe-se um sistema de coordenadas, y
que pode ser o que se mostra na figura, com origem no
centro da roldana. A figura mostra também a posicao

do ponto P quando a roldana ja rodou um angulo 6 R |C
desde a posi¢do inicial. O vetor posi¢ao do ponto P €, w X
7p = —R (cos 0 €, +sinbé,) P

Para calcular a velocidade do ponto P, é necessdria também a velocidade angular, que pode
ser obtida a partir do valor da velocidade do bloco. Para encontrar uma expressao para o
valor da velocidade do bloco, integra-se a equacao cinematica v, = ay

t
Vbzg - Vb:gz

Como todos os pontos do fio t€ém esse mesmo valor da velocidade e os pontos da superficie
acompanham o movimento do fio, esse serd também o valor da velocidade dos pontos na
superficie da roldana e o valor da velocidade angular da roldana serd v,/R = gt/(4R). A
velocidade angular € perpendicular ao plano xy e, como a rotacao € no sentido anti-horério,

sera,
w=-—e
4R
A velocidade do ponto P € igual ao produto vetorial da velocidade angular pelo vetor
posi¢ao do ponto P:
— - — gt — — . — — gt . — —
p =0 XTp =~ (cos B (€; x é)+sinf (€, x &y)) = Z(sm@ex —cos0¢é,)
Se o centro da roldana estivesse em movimento, era necessario adicionar a velocidade do
centro. Observe-se que o mesmo resultado podia ter sido obtido derivando 7p em ordem ao
tempo, mas seria necessario obter primeiro a expressao para 0 em funcdo do tempo e os
célculos seriam mais complicados.
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A aceleracdo angular € a derivada da velocidade angular em ordem ao tempo,

— g —
o= ﬁ@z
e a aceleracdo do ponto P &,
g g2
dp =0 XTp+®XVp= Z(sineé’x—coseéy)+m—R(COSGEx-I—sinQZy)

Para encontrar a expressio para 8 em funcio do tempo, integra-se a equacio 8 = @

. t
§_ 8t

2
t

— g =38
4R

> =
8R

substituindo os valores de t =2, R =0.05 e g = 9.8, em unidades SI, obtém-se a velocidade
e a aceleracao nesse instante,

Pp=—2.818,+4.01¢,  dp—=—394.8¢,—273.35,

3.6. Movimentos de translacao e de rotacao
dependentes

Numa roda em movimento sobre uma superficie, sem derrapar, o angulo de rotacio € o
deslocamento da roda estdo relacionados. Na figura 3.11, uma roda de raio R desloca-se
para a direita, sobre uma superficie, sem derrapar.

Figura 3.11.: Roda que se desloca sem derrapar.

Num instante inicial um ponto P da roda estd em contacto com a superficie; apds alguns
instantes, a roda rodou um angulo 6 e o centro da roda percorreu uma distancia s. O arco
de circunferéncia R 6 devera ser igual a distancia percorrida s, ja que todos os pontos nesse
arco estiveram em contacto com pontos da superficie.

s=R0O (3.29)
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derivando os dois lados da equacdo, obtém-se a relagcdo entre a velocidade do centro C e a
velocidade angular,
v=R® (3.30)

e derivando novamente, observa-se que a aceleracio de C segundo a trajetdria € igual ao
produto do raio pela aceleracao angular:

a=Ra (3.31)

No caso das roldanas, se a roldana roda sem o fio derrapar sobre a sua superficie, os pontos
na superficie da roldana terdo a mesma velocidade do fio e subtraindo a velocidade do
centro da roldana obtém-se a velocidade do ponto na superficie da roldana, relativa a
roldana; o valor dessa velocidade relativa, dividido pelo raio da roldana, devera ser igual a
velocidade angular da roldana.

Exemplo 3.3

A roldana fixa no sistema da figura tem raio de 3 cm e a roldana mével tem raio
de 5 cm. Calcule o valor da velocidade do carrinho e das velocidades angulares
das roldanas, no instante em que o cilindro desce com velocidade de valor 1.5 m/s,
admitindo que o fio ndo derrapa nas roldanas.

Resolucio. Este sistema ja foi estudado na seccao 2.4 onde mostrou-se que o valor da
velocidade do carrinho € o dobro da velocidade do cilindro. Assim sendo, o valor da
velocidade do carrinho € 3 m/s.

Na roldana fixa, o valor da velocidade dos pontos na superficie serdi 0 mesmo que no
carrinho, 3 m/s e, como tal, o valor da velocidade angular da roldana fixa €,

3 -1
— 2 100
1 =003 §
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O centro da roldana mével também desce a 1.5 m/s. No ponto da sua superficie, no lado
direito, o fio estd estdtico e, assim sendo, esse ponto desloca-se para cima, em relacdo
ao centro, com velocidade de valor 1.5 m/s. O ponto na superficie da roldana, no lado
esquerdo, desloca-se para baixo, com a velocidade do carrinho, 3 m/s, de modo que em
relacdo ao centro da roldana desloca-se para baixo, com velocidade de valor 1.5 m/s. O
valor da velocidade angular da roldana mével &,

15 B
@ =05 =308

A parte do fio no lado direito da roldana mével, que permanece estético, pode ser consi-
derado como uma superficie vertical em que a roldana roda como uma roda sobre uma
superficie. O valor da velocidade do centro da roda, que € igual ao valor da velocidade
do cilindro, € igual ao produto do valor da velocidade angular da roda pelo raio da roda.
O valor da velocidade do ponto mais a esquerda na roda, que € o valor da velocidade do
carrinho, é o produto do valor da velocidade angular da roda pelo diametro da roda. Essa é
outra forma de explicar porque o valor da velocidade do carrinho € o dobro do valor da
velocidade do cilindro, porque o didmetro da roda € o dobro do seu raio.

Exemplo 3.4

A barra na figura tem 2 metros de comprimento e estd
apoiada no ch@o no ponto A e numa parede no ponto B.
No instante inicial # = 0 a distancia x é igual a 0.5 m e o
ponto A comega a deslocar-se para a esquerda com valor da
velocidade que dependente de x de acordo com a expressao

(SD,
VAzl—f (1<x<2) ‘
3 6 27 =
em quanto o ponto B desliza pela parede. Determine os
valores da velocidade angular da barra e da velocidade do

ponto B, em func¢do de x.

— = —

=

Resolucao. Este sistema tem um tnico grau de liberdade, que pode ser a varidvel x. Sendo
o comprimento da barra igual a 2, as relagdes entre x e y com o angulo 6 sdo,

x=2cos0 y=2sin0

Os valores das velocidades dos pontos A e B sdo os valores absolutos das derivadas de x e
y em ordem ao tempo e derivando as equacdes acima obtém-se

vA=2m0sinl =wy VB=2mcosO = wx

em que @ = 0 é o valor da velocidade angular da barra.
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Pelo teorema de Pitdgoras, y = v/4 — x2. Substituindo esta expressio e a expressio dada
para va na primeira equacgiao acima, obtém-se a expressao para o valor da velocidade
angular da barra,

) 2 X (1 <x<2)
= — —<x
6V4—x? 22— -
e substituindo na equagdo para vg, obtém-se,
2x —x? 1
VB = —F—— - <x<2
evi e =Y

A figura 3.12 mostra o gréfico do valor da velocidade de B, desde o instante inicial, em que
x = 0.5, até o instante em que a barra para, em x = 2. A velocidade tem um valor maximo
de aproximadamente 9.7 cm/s, quando o angulo 0 é aproximadamente 57°.

0.1
0.09
0.08
0.07 ¢
0.06 |
- 0.05 |
0.04
0.03 |
0.02
0.01
0

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 3.12.: Valor da velocidade do ponto B em fun¢do de x(unidades SI).
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Perguntas

1. No intervalo de tempo 0 <t < 1, o va- D. A aceleragdo € constante.

lor da velocidade de um objeto em fun-
¢do do tempo verifica a expressdo v =
543124213, Se a trajetéria do objeto
for uma reta, qual das cinco fun¢des na
lista podera ser a expressao correta para
o valor da aceleragdo?

A. a=5+61+6¢>

B. a=5

C. a=6t¢t

D. a=5+6t
E. a=6t+61?

. Um objeto com movimento circular tem
aceleracdo angular com valor constante
o = 3/x radiano/s®>. Se o objeto parte
do repouso, quanto tempo, em segundos,

E. A aceleragdo € nula.

4. Um projétil € lancado com velocidade ini-

cial com valor v e direcdo inclinada que
faz um angulo 6 com o plano horizontal.
Qual sera o valor do raio de curvatura da
trajetdria parabdlica no instante inicial?

A v% tan 0 D. v(z)
g gsin6
B. v(z) sin 0 E v%
g gcosB
C v(z) cos 6
g

. O movimento circular de uma roda de

raio R4 € transmitido para outra roda de

demorard a completar as primeiras 3 vol- ) . .
raio Rp, através de uma correia que se

tas?
desloca com as rodas, sem derrapar. Qual
A m C. 3rn E. 5x ¢ a relacdo entre os valores das velocida-
o
B. 21 D. 471 des angulares @y e wp de ambas rodas?

3. Um ponto num objeto descreve numa tra-
jetoria curva, com velocidade de valor
constante. Qual das seguintes afirmagdes
¢ verdadeira?

A. A aceleracdo é perpendicular a traje-

L, . A. Riow4 = Rpp
toria.

D. Rpws = Ry 0p

B. w4 = wp E. R%;(DA = R,%\(UB

B. O valor da aceleracdo € constante.
~ N C. R%(!)A ZRIZB(DB
C. A aceleracdo € tangente a trajetoria.

Problemas

1. No intervalo de tempo 0 <7 < 10, os valores da velocidade e da aceleracao de uma
particula com movimento em 3 dimensdes sio dadas pelas fungdes: v =1v412+9 e
a = /1612 +9 (unidades SI). Encontre, no mesmo intervalo de tempo, as expressoes
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para: (a) A componente tangencial da aceleracdo. (b) A componente normal da
aceleracdo. (¢) O raio de curvatura.

Um motorista entra numa curva a 72 km/h,
e trava, fazendo com que o valor da velo-
cidade diminua a uma taxa constante de
4.5 km/h cada segundo. Observando o de-
senho, faca uma estimativa do raio de curva-
tura da curva no desenho e calcule o valor da
aceleracdo do automovel 4 segundos apos
ter iniciado a travagem.

Um piloto de corridas de avides executa um
loop vertical com 1200 m de raio. O valor
da velocidade no ponto A, no inicio do loop,
¢ 160 m/s e no ponto C, no fim do loop, é

140 m/s. Admitindo que a componente da 1200 m \

aceleracdo tangencial € constante (negativa)
durante todo o percurso, calcule o valor da
aceleracdo no ponto B.

A equagdo da trajetéria de um objeto é: ¥ = 8 cos*(2t) &, +4 sin(41) &, (unidades S e
angulos em radianos). (a) Demonstre que o movimento do objeto € circular uniforme.
(b) Calcule o valor da velocidade angular do objeto e o seu periodo. (c¢) Encontre a
posicdo do centro da trajetdria circular.

Dois carros A e B passam por uma curva
usando trajetorias diferentes. A figura mos-
tra a curva delimitada pela reta C. O carro
B faz um percurso semicircular com raio de
102 m; o carro A avanca uma distancia em li-
nha reta, a seguir segue um semicirculo com
raio 82 m e termina com outro trajeto em
linha reta. Os dois carros deslocam-se a ve-
locidade maxima que podem ter para conse-
guir fazer a curva, que para o tipo de pneus
usados corresponde a velocidade que pro- ——— A
duz uma aceleracdo normal de 0.8g, onde —-—-——p -
g € a aceleracdo da gravidade. Calcule o C |
tempo que demora cada um dos carros a

fazer a curva.
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6.

(a) Calcule a area do triangulo com vértices nos pontos A, B e C, com coordenadas
cartesianas A=(3, 5, 4), B=(-1,2,1) e C=(2,-2,2).
(b) Demonstre a Lei dos senos, para um triangulo com lados de comprimentos a, b e c,

sinaw  sinf8  siny
a b ¢

em que «, 3 e ¥ sdo os Angulos opostos aos lados a, b € c.

A roda na figura tem duas partes com raios de A —_
3 cm e 6 cm, que estdo em contacto com duas
barras horizontais A e B. A barra A desloca-se
para a direita, com valor da velocidade de 10 m/s
e a barra B desloca-se para a esquerda com valor
da velocidade de 35 m/s, enquanto a roda man-
tém o contacto com as duas barras, sem derrapar.
Determine para que lado se desloca o centro O |
da roda e calcule os valores da velocidade do
ponto O e da velocidade angular da roda.

Na maquina representada na figura, todas as
roldanas t€m raio igual a 5 cm. Determine os
valores das velocidades angulares das quatro
roldanas, quando o anel A for puxado para baixo
com velocidade de valor constante 2 m/s.

Uma roda com 20 cm de raio desloca-se, sem

derrapar, sobre uma superficie plana, ao longo y
do eixo dos x. No instante = 0 o centro da roda

encontra-se em x = 0 e y = 20 cm e os pontos

P e Q da roda s3o os pontos que estdo em x = 0
comy=0ey=10cm. O valor da velocidade C
do centro da roda é 2 m/s, constante. (a) Calcule
quanto tempo demora a roda a dar duas voltas
completas. (b) Represente os graficos das traje-
térias dos pontos P e Q durante o tempo que a
roda demora a dar duas voltas.
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10. A figura mostra um mecanismo biela-manivela usado para transformar movimento
circular em movimento retilineo ou vice-versa.
A manivela é a barra de comprimento
r que roda a volta de um eixo fixo no

ponto O, e a biela € a barra de compri- /\
mento L que liga a manivela a um pistio 7

P que s6 pode deslocar-se ao longo de <« ; \

uma reta. Se o eixo x for escolhido na
reta que passa pelo eixo OeocentroP P

do pistdo e 0 for o angulo entre a mani-
vela e o eixo x, (a) demonstre que em
qualquer instante a posi¢do xp do ponto
P verifica a seguinte expressao:

xp=rcos®+VL2>—r2sin’6

(b) Encontre a relagdo entre o valor da velocidade angular da manivela e o valor da
velocidade do pistdo. (¢) O comprimento L deverd ser maior que 2r; represente o
grafico de vp em func¢do do angulo 6, no casoemque r=1,L=4¢e @w =1 (SI), no
sentido indicado na figura, e mostre que a velocidade do pistdo € nula quando 6 for
igual a 0 ou 180°.

Xp



4. Principios matematicos da
dinamica

Aos 23 anos Isaac Newton teve uma ideia inovadora que foi a inspiragd@o para a sua teoria
da gravitacdo e da mecanica em geral. Newton pensou que assim como uma maca cai,
devido a atracdo gravitacional da Terra, a Lua também se encontra em queda livre sob a
acdo gravitacional da Terra. A razdo pela qual a queda livre da Lua ndo faz diminuir a sua
distancia a Terra, como no caso da queda da maca, € porque a Lua tem uma velocidade
horizontal muito elevada, de forma que em cada instante a distancia horizontal percorrida
e a distancia vertical da queda descrevem um arco de circulo com raio constante. Com os
dados conhecidos na época para a distincia entre a Terra e a Lua e o periodo orbital da Lua,
Newton calculou a distincia vertical que a Lua cai por unidade de tempo; comparando
com a distancia da queda de uma maca, descobriu que a forca de atragdo gravitacional
decresce inversamente proporcional a distancia ao quadrado.
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4.1. Leis de Newton

As trés leis de Newton sdo a base da mecanica classica, que permite estudar desde o
movimento dos objetos a nossa volta, at€é o movimento dos planetas, estrelas e outros
objetos distantes. As 3 leis foram enunciadas de forma clara numa tnica pagina do livro
escrito por Newton em 1687 (Principios Matemdticos da Filosofia Natural).

4.1.1. Lei da inércia

A primeira lei de Newton, denominada lei da inércia, foi enunciada por Newton no seu
livro assim:

LEIL
Todo corpo mantém o seu estado de repouso ou de movimento uniforme segundo uma
linha reta, se ndo ndo for compelido a mudar o seu estado por forcas nele impressas.

Os projéteis continuam no seu movimento, a menos que sejam retardados pela resisténcia
do ar ou impelidos para baixo pela forca da gravidade. Um pido, cujas partes, pela sua
coesdo, sdao continuamente desviadas dos seus movimentos retilineos, nao cessa de rodar
se nao for retardado pelo ar. Os corpos maiores — planetas e cometas — encontrando
menos resisténcia nos espagos livres, continuam os seus movimentos, retilineos ou
circulares, por tempo muito maior.

Um sistema de referéncia em que se verifique a lei da inércia, é designado por referencial
inercial. Consideremos um exemplo: uma esfera colocada em repouso sobre uma mesa
horizontal, num comboio, observada por duas pessoas, 0 passageiro que colocou a esfera
na mesa e uma pessoa que estd sentada na estacio por onde estd a passar o comboio.

Em relacdo a pessoa que estd na estacao, a esfera podera estar em repouso, se 0 comboio
estiver parado, ou em movimento se o comboio estiver a andar. Nos dois casos a esfera
manterd o seu estado, de repouso ou de movimento uniforme; se o comboio estiver em
movimento, com velocidade uniforme e em linha reta, a esfera acompanhara o movimento
da mesa no comboio, estando assim em repouso em relacao ao passageiro no comboio.
Se a velocidade do comboio ndo for uniforme, a esfera, que mantém a sua velocidade
uniforme, rodard para trds, se o0 comboio estiver a acelerar, ou para a frente, se 0 comboio
estiver a abrandar.

Assim, do ponto de vista do passageiro, a bola apenas manterd o seu estado inicial de
repouso se o comboio estiver parado ou com movimento retilineo e uniforme. Nomea-
damente, o comboio em repouso ou com movimento retilineo e uniforme constitui um
referencial inercial, mas ou comboio com movimento nao uniforme ndo sera um referencial
inercial. Se a velocidade do comboio for uniforme, mas o movimento for ao longo de uma
curva, a esfera rodaria para alguns dos lados da mesa e o comboio ndo seria um referencial
inercial.
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4.1.2. Forca e aceleracao

A segunda lei de Newton pode ser considerada a definicao do conceito de for¢a na me-
canica; define-se em termos do efeito que produz sobre os corpos em que atua. O texto
original do livro de Newton é:

LEIII.
A mudanca na quantidade de movimento é proporcional a forca motora impressa e
faz-se na direcdo da linha reta segundo a qual a forca motora é aplicada.

Se uma for¢a gera uma quantidade de movimento, uma forca dupla gerard uma quanti-
dade de movimento dupla, uma forga tripla gerard uma quantidade de movimento tripla,
quer a forca seja impressa de uma vez e imediatamente, quer seja impressa gradual
e sucessivamente. E se o corpo ja entdo se movia, a nova quantidade de movimento
(sempre dirigida na direcdo da for¢a atuante) € adicionada ou subtraida a quantidade de
movimento inicial, conforme sejam concordantes ou opostas uma da outra; ou juntas
obliquamente de forma a produzir uma nova quantidade de movimento composta pela
determinacdo das duas.

Antes de enunciar essa lei, Newton ja tinha definido previamente no seu livro a quantidade
de movimento, que na nossa linguagem vetorial moderna corresponde a um vetor p, igual
ao produto entre a massa da particula, m, e a sua velocidade,

7=mv 4.1)

a quantidade de movimento também costuma ser designada de momento linear.

A “mudanca da quantidade de movimento”, referida no enunciado da lei, € a quantidade de
movimento final, p,, menos a quantidade de movimento inicial, p;. Na frase “quer a forca
seja impressa de uma vez e imediatamente, quer seja impressa gradual e sucessivamente”
Newton estd a referir-se ao integral da for¢a em fun¢do do tempo. Consequentemente, em
notagdo vetorial a segunda lei de Newton equivale a seguinte equacao:

15}
/ﬁdt =p2— D1 (4.2)

n

Inicialmente Newton estéd a considerar apenas uma forca F a atuar sobre 0 COrpo, mas a
seguir explica que se houver mais do que uma forga, os termos [ F dr devem ser combina-
dos “obliquamente”. Essa forma de juntar forcas obliquamente é explicada mais para a
frente no seu livro e € o que hoje em dia é conhecido como regra do paralelogramo, para
somar dois vetores (ver figura 2.3 do capitulo 2).
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Assim sendo, a forma mais geral da segunda lei de Newton é,

15 n
/’ Edi=pr—pi 4.3)
i=1

3]

em que ) ! | F; é a forga resultante, igual a soma vetorial de todas as forgas que atuam
sobre o corpo.

O integral da forca resultante em fun¢do do tempo, no lado esquerdo da equagdo 4.3, é
um vetor I chamado impulso. Como tal, se um corpo tem inicialmente uma quantidade
de movimento p; e sobre ele atua uma for¢a durante um intervalo de tempo, no fim desse
intervalo a quantidade de movimento do corpo serd p; + I

A equagdo 4.3 pode ser escrita também de modo diferencial,
1 —
YE=-F (4.4)

e escrevendo a quantidade de movimento em fun¢do da velocidade obtém-se,

&= d(mV)
fin- “s

Se a massa do corpo for constante, a derivada acima serd igual ao produto da massa pela
derivada da velocidade, ou seja, igual a massa vezes a aceleragdo:

1!

=md (4.6)

~

n

i=1

Esta € a forma mais habitual de escrever a segunda lei de Newton.

A unidade de for¢a no Sistema Internacional (SI) de unidades é o newton, N. Uma forca de
1 N é a for¢a que produz a aceleragdo de 1 m/s> num corpo com massa de 1 kg.

Conforme ja foi referido em capitulos anteriores, no vacuo todos os objetos em queda livre
sdo acelerados com a aceleracao da gravidade, que na superficie terrestre tem um valor
8.

Assim sendo, de acordo com a segunda lei de Newton o peso de qualquer objeto (for¢ca da
gravitica exercida pela Terra) € diretamente proporcional a sua massa:

P=mg (4.7)

em que g, € um vetor constante na dire¢do vertical, com sentido de cima para baixo e
médulo igual a aceleracio da gravidade, g, que é aproximadamente igual a 9.8 m/s.

Por exemplo, um corpo com massa de 2 kg na superficie terrestre terd um peso de 19.6 N.
Se o mesmo corpo estiver num satélite, a sua massa seria a mesma mas o seu peso seria
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muito menor, devido a que a aceleragdo da gravidade € muito menor a altura a que se
encontra o satélite. Na distancia a que se encontra a Lua, a aceleracdo da gravidade é
apenas 0.00269 m/s?; o peso da Lua é esse valor vezes a sua massa.

O peso de um corpo € realmente a soma vetorial de muitas for¢as: o peso de cada uma
das particulas que compdem o corpo, que somadas produzem o peso total m g. Para além
do médulo, direcao e sentido, o ponto onde € aplicada uma for¢ca também € importante.
Newton aborda essa questao no seu livro, mas esse assunto serd adiado até o capitulo 6.
Por enquanto, bastard ter em conta que o peso de um corpo deve ser representado sempre
num ponto designado por centro de gravidade, que nos corpos homogéneos e com formas
geométricas simples encontra-se no centro geométrico.

Igual que a primeira lei, a segunda lei é vdlida apenas em referenciais inerciais. Dois
referencias inerciais podem ter uma velocidade relativa, mas essa velocidade relativa
deveré ser constante. Conclui-se que a aceleracdo relativa de um referencial inercial em
relagdo aos outros deverd ser nula. Como tal, a aceleracdo de um objeto deveréa ser a
mesma em relacdo a qualquer referencial inercial. As velocidades medidas em diferentes
referenciais inerciais podem ser diferentes, mas a sua derivada (aceleracdo) serd igual
em todos. Newton acreditava na possibilidade de determinar a aceleracdo absoluta de
um objeto, em relacio ao espaco absoluto, e na equacio F = md interpretava @ como a
aceleracdo absoluta. Para determinar se um referencial € inercial, bastard observar objetos
livres, nos que ndo atue nenhuma forca. Se permanecerem num estado de repouso o
movimento retilineo uniforme, o referencial serd inercial.

4.1.3. Lei de acao e reacao

LEI III.
A toda a agcdo opoe sempre uma igual reagdo. Isto é, as acdes miituas de dois corpos
um sobre o outro sdo sempre iguais e opostas.

Aquilo que puxa ou comprime outra coisa € puxado ou comprimido da mesma maneira
por essa coisa. Se premir uma pedra com um dedo, o dedo € igualmente premido pela
pedra. Se um cavalo puxar uma pedra por meio de uma corda, o cavalo serd puxado
para trds igualmente em dire¢do a pedra. Pois a corda esticada tanto puxa o cavalo para
a pedra como puxa a pedra para o cavalo, tanto dificulta a progressao do cavalo como
favorece a progressdo da pedra. Se um corpo bater noutro e pela sua for¢a lhe mudar a
quantidade de movimento, sofrerd igual mudanca na sua quantidade de movimento, em
sentido oposto. As mudangas feitas por estas acdes sao iguais, ndo nas velocidades, mas
nas quantidades de movimento dos corpos. Isto, suposto que 0s corpos nao sao retidos
por outros impedimentos. Portanto, se as quantidades de movimento sdo mudadas de
igual, as mudancas de velocidades em sentido contrério sdo inversamente proporcionais
as massas dos corpos.
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Esta terceira lei enunciada por Newton € conhecida como lei de acao e rea¢ao. considere-
se o exemplo proposto por Newton: um cavalo que arrasta um bloco pesado por meio de
uma corda (figura 4.1). A corda exerce a mesma forca sobre o bloco e sobre o cavalo, mas
em sentidos opostos.

Figura 4.1.: Cavalo a arrastar um bloco de 350 kg.

E conveniente analisar por separado as for¢as que atuam no bloco e no cavalo, como mostra
a figura 4.2. Se a velocidade com que o cavalo arrasta o bloco for constante, a segunda lei
de Newton implicard que a soma das forcas que atuam sobre o bloco e sobre o cavalo serd
nula.

Figura 4.2.: Forcas sobre o bloco e sobre o cavalo.

O peso do bloco, B,, atua no centro de gravidade do bloco. A corda puxa o bloco na
direc@o em que estd esticada, com uma forca 7', como se mostra no lado esquerdo da figura
4.2. A resultante do peso e da forca da corda é um vetor que aponta para baixo e para a
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direita. Uma vez que a resultante das forcas no bloco € nula (aceleragdo nula), o chao
deverd exercer uma forca Fy, para cima e para a esquerda, forca essa devida ao contato
entre as superficies do bloco e do chao.

A corda puxa o cavalo para trds, com a forca -T oposta a for¢a que atua no bloco. Nas
duas ferraduras do cavalo que estdo em contato com o chio haverd duas for¢as de contato,
Fie b, que apontam para cima e para a frente. A resultante dessas duas for¢as, mais o
peso do cavalo e a tensdo na corda, deverd ser nula.

As forcas exercidas pelo chdo sdo as 3 forcas Fp,, F| e F>. Essas trés forcas de contato com
o chio contrariam a tendéncia a cair do bloco e do cavalo, travam o movimento do bloco
e a empurram o cavalo para a frente. A corda estd a travar o movimento do cavalo e ao
mesmo tempo estd a puxar o bloco para a frente, com a mesma forca com que estd a travar
o cavalo.

Sobre o chao atuam em total 5 for¢as de reacdo, representadas na figura 4.3. As reacdes
aos pesos do bloco e do cavalo, —PB, e —P., sd0 as forcas de atracdo gravitica do bloco e
do cavalo sobre a Terra. Essas forcas atuam no centro de gravidade da Terra, mas foram
representadas perto do chdo na figura. As outras trés forgas sdo as forcas exercidas sobre o
chdo pelo bloco e pelo cavalo. Se a velocidade do cavalo for constante, a soma dessas 5
forcas serd nula.

—F,
_Pb _Pc

Figura 4.3.: Forcas exercidas sobre o chao.

Se o cavalo estivesse a acelerar, a soma das forcas sobre o cavalo e o bloco seria uma
for¢ca que apontaria para a direita. A soma das 5 forcas que atuam sobre o chdo seria a
reacdo dessa for¢a; nomeadamente, sobre a Terra atuaria uma forca igual e oposta, para a
esquerda, que fazia com que se deslocasse para a esquerda.

No entanto, como a massa da Terra é muitas ordens de grandeza superior a massa do cavalo
e do bloco, a aceleracdo da Terra para a esquerda seria imperceptivel em comparacdo com
a aceleracdo para a direita do cavalo e do bloco. Como salienta Newton, o resultado dessas
forcas sobre o cavalo mais o bloco e sobre o chdo ndo seria o de produzir velocidades
iguais e de sentidos contrarios, mas sim quantidades de movimento iguais e de sentido
contrario.
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Exemplo 4.1
Sobre uma particula com massa de 200 gramas atuam duas forcas (unidades SI):

em que ¢ € o tempo. A particula parte do repouso em ¢ = 0, na posico 7 = é; + €y + €.
Calcule a posicdo da particulaem r = 3 s.

Resolucao. A forca resultante € a soma das duas forgas
F=2(t—1)&+5¢,
dividindo pela massa, 0.2 kg, obtém-se a aceleragcdo vetorial

d=10(t— 1)&,+258,

. . ~ - % z
substituindo na equagdo d = 4 obtém-se,

dv

10— 1) &+258, =

separando varidveis e integrando,

t
/(10(t—1)2x+252y)dt:/d\7 — V= (52— 101)&,+2518,
! J

. - o dF
substituindo na equagdo v = ar
d7
2 — —
(5t —10t)é, +25té, = n

separando varidveis e integrando obtém-se o vetor posi¢do em t = 3

3
/ 512~ 101)2,+2512,) dr = / 47— =& +11358,44,
0

ex—i-e) +é€,

4.2. Componentes normal e tangencial da forca

Conforme referido no capitulo 3, a aceleracdo de um objeto pode ser sempre separada nas
suas componentes tangencial e normal,

—

ad=a;é +ané, (4.8)
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onde a; = v e a, = v*/R. Aplicando a segunda lei de Newton, podemos também separar a
for¢a resultante em componentes normal e tangencial:

F =Fé+F,é, (4.9)

em que Fi =mai e F, = may.

Se a forga resultante sobre uma particula com velocidade v for F, a componente F; na
direcdo paralela a v faz aumentar ou diminuir a velocidade, conforme estiver no mesmo
sentido ou no sentido oposto de v . A componente F, perpendicular a vV faz curvar a
trajetdria da particula no sentido dessa componente (figura 4.4).

Fy
B

A F, F

Figura 4.4.: Componentes tangencial e normal da forga.

Exemplo 4.2

Uma esfera de 50 gramas pendurada por
um fio de 25 cm oscila pela acdo da gravi-
dade. No instante representado na figura,
em que o fio faz um angulo de 30° com 30° \25 cm
a vertical, a esfera esta a subir e o valor N
da sua velocidade é 1 m/s. Encontre o N
modulo da for¢a de tensdo no fio nesse ~ —
instante e a aceleragdo tangencial da es-
fera.

Resolucao. Convém fazer um diagrama de
corpo livre da esfera, isto é, um diagrama in-
dicando unicamente as forcas externas que
atuam sobre o objeto. Neste caso, ignorando
a resisténcia do ar, s6 ha duas causas possi-
veis para essas forcas: o fio e a atracdo da
gravidade. Assim sendo, as Unicas forcas ex-
ternas sobre a esfera sdo a tensdo 7 do fio,
que atua na direcdo do fio, e o peso da, mg,
que tem direcdo vertical para baixo. A figura
mostra as forcas e os angulos conhecidos.

Uma vez identificadas as forgas, escolhe-se um sistema de eixos para calcular as compo-
nentes das forgas. Neste caso, como o movimento € circular, € conveniente usar 0s €ixos
tangencial e normal, representados pelas leras ¢ e n no diagrama de corpo livre.
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O eixo normal aponta na direcdo do centro de curvatura da trajetdria, que neste caso é
a mesma dire¢do do fio. O eixo tangencial deverd ser perpendicular; portanto, o vetor
velocidade serd perpendicular ao fio. Como a esfera estd a subir, o vector velocidade tem o
sentido indicado pelo eixo ¢t no diagrama.

A tensdo do fio tem unicamente componente normal e ndo tangencial. A componente

tangencial do peso é —m g sin30° = —0.245 N e a componente normal é —m g cos30° =
—0.4244 N. Assim, as componentes tangencial e normal da for¢a resultante sdo:
F=-0.245
F,=T—-0.4244

A aceleragdo tangencial € neste momento desconhecida, mas a aceleragdo normal pode ser
calculada com os dados conhecidos.

2 12

an = —

= — = 4
R 025
(unidades SI). Igualando as componentes tangencial e normal a ma; e ma,, obtém-se o
seguinte sistema de equagdes:

—0.245=0.054a;
T —0.4244 =0.05 x4

e a resposta é a; = —4.9 m/s?, T = 0.624 N. O sinal negativo da aceleracio tangencial
indica que a velocidade estd a diminuir.

4.3. Reacao normal e forca de atrito

No exemplo do cavalo a arrastrar um bloco da sec¢do anterior j4 foi referida a existéncia
de forcas de contacto entre duas superficies. Essas for¢as podem apontar em qualquer
direc¢ao, mas o sentido é sempre no sentido em que as duas superficies tendem a se afastar.

E habitual separar essas forcas de contato em duas componentes, uma componente perpen-
dicular as superficies em contato, chamada rea¢ao normal e outra componente tangente
as superficies, denominada forca de atrito.

A forga de contato entre superficies € realmente uma forga distribuida em vérios pontos da
superficie. A resultante de todas essas for¢as serd representada num ponto da superficie,
separando as componentes normal e tangencial (figura 4.5). A reacdo normal, R, terd
sempre o sentido que faz separar os dois corpos em contato. A forca de atrito, Fy, pode ter
qualquer um dos dois sentidos na dire¢do tangencial.

4.3.1. Atrito estatico

Quando nao existe movimento relativo entre as duas superficies em contato, a forca de
atrito designa-se de atrito estético. A forca de atrito estdtico pode ser nula, ou pode estar
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Figura 4.5.: Reacdo normal R, e forca de atrito F, sobre um bloco na superficie de uma
mesa.

orientada em qualquer dos dois sentidos na dire¢do tangente as superficies em contato.

No exemplo do cavalo e o bloco (figura 4.2) as forgas de atrito nas ferraduras do cavalo sio
atrito estético. A forca de atrito estatico faz possivel colocar um veiculo em movimento ou
fazer com que trave. E também a forca que nos permite caminhar: empurramos com os
nossos pés o chio e a reacdo do chdo no sentido oposto faz-nos avancar.

Figura 4.6.: A forca que permite que o elétrico suba uma encosta ou trave na descida € a
forga de atrito estdtico entre as rodas e os carris.

Mas se o chao estivesse coberto por gelo, os pés escorregavam para trds e ndo se conseguia
avancar para a frente. Isso acontece porque o médulo da forca de atrito estatico nao pode
ultrapassar um valor maximo, que € proporcional a reacdo normal:

@10

em que L. ¢ uma constante propria do tipo de superficies em contato, chamada coeficiente
de atrito estatico. O coeficiente de atrito estitico costuma ser menor que 1. Em termos da
forca de contato completa, isso implica que a a for¢a de contato costuma estar perto da
dire¢do normal, com desvio maximo de menos de 45°.
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Considere-se um exemplo: as forcas entre a estrada e os pneus de uma bicicleta. As forcas
de atrito entre os dois pneus e a estrada sdo ambas forcas de atrito estdtico, porque as
rodas nao escorregam. Na roda traseira a forca de atrito aponta para a frente, na dire¢ao
do movimento da bicicleta (figura 4.7), como resultado da reagdo da estrada a a¢do que o
pneu exerce sobre a estrada no sentido oposto.

A forca de atrito na roda da frente € no sentido oposto ao movimento, porque nessa roda nao
€ exercida nenhuma tragdo pelo ciclista. Para manter essa roda em rota¢do, contrariando o
atrito no eixo da roda, € preciso que a estrada atue com forca de atrito no sentido oposto a
velocidade da bicicleta.

Figura 4.7.: Forcas normais e de atrito entre os pneus de uma bicicleta e a estrada.

Se a velocidade da bicicleta for constante, o médulo da forca de atrito no pneu traseiro
devera ser igual a soma dos médulos da forga de atrito no pneu da frente e da resisténcia
do ar.

4.3.2. Atrito cinético

Quando as duas superficies em contato deslizam entre si, a for¢a de atrito designa-se de
atrito cinético. No exemplo do cavalo e o bloco (figura 4.2) a forca de atrito que atua no
bloco € atrito cinético.

A forga de atrito cinético é sempre oposta a0 movimento e tem médulo constante que

depende da reacdo normal:
@

Em que . € o coeficiente de atrito cinético, que costuma ser menor que o coeficiente de
atrito estatico entre as mesmas superficies.

Por ser oposta ao movimento, a forca de atrito cinético faz sempre diminuir o valor da
velocidade relativa entre as superficies, mas nunca pode inverter o sentido da velocidade.
No instante em que a velocidade seja nula, a forca de atrito cinético também serd nula.
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Assim, embora o seu médulo seja constante, a forga de atrito cinético depende implicita-
mente da velocidade. Na notagdo vetorial pode escrever-se na forma seguinte:

(G -
Fe= __ﬂcan y

0
4.12
. 0 (4.12)

Em que v € a velocidade do corpo sobre o qual atua essa forga, relativa a superficie que
produz o atrito.

Exemplo 4.3

Determine as for¢as que atuam sobre o bloco e o cavalo na figura 4.1, quando a
velocidade € constante, sabendo que a massa do cavalo € 300 kg, a massa do bloco
350 kg, o angulo que a corda faz com a horizontal é 20°, o coeficiente de atrito cinético
entre o bloco e o chao é 0.4 e o coeficiente de atrito estitico entre as ferraduras do
cavalo e o chao € 0.5.

Resolucao. As forcas que atuam sobre o bloco e sobre o cavalo foram representadas na
figura 4.2. Como a aceleracdo € nula, a soma das componentes horizontais e verticais das
forcas sobre o bloco e o cavalo devera ser nula.

Comecando pelo bloco, convém separar a for¢a Fy, na sua componente normal, Ry, (reacio
normal) e a sua componente tangencial, F;, (forca de atrito). A soma das for¢cas horizontais
e verticais é,

T cos(20°)—F, =0 R, +T sin(20°) —mpg =0

Como a forga de atrito F, € atrito cinético, pode ser substituida por L. R, e, substituindo
os valores do coeficiente de atrito cinético, massa do bloco e aceleracdo da gravidade,
obtém-se um sistema de duas equagdes com duas incognitas,

T cos(20°) —0.4Ry =0 Ry+T sin(20°) — 3430 = 0

a resolucdo desse sistema, no Maxima, € obtida como se segue.

($il) float (solve([T*cos (%pi/9)-0.4*xRn=0,Rn+T*sin (%pi/9)-3430=0]));
(%0l1) [[T = 1274.499893860665, Rn = 2994.095363633225]]

A reagdo normal no bloco € 2994 N e a tensdo na corda é 1274 N.

A soma das forgas horizontais e verticais que atuam sobre o cavalo é:
Fy1 +Fyp—T cos(20°) =0 R+ R, —T sin(20°) —m.g =0

repare-se que neste caso ndo existe relacao entre as forcas de atrito e as reagdes normais,
porque o atrito € estdtico. Substituindo o valor de T ja calculado, a massa do cavalo e a

aceleracao da gravidade,
Fy1+Fp=1198N

Ri+R, =3376N
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A soma das reagOes normais nos pes do cavalo € 3376 N e a soma das forcas de atrito é
1198 N. No capitulo sobre dinamica da rotacdo explicar-se-4 como calcular os valores de
R1 e R, por separado. Por enquanto s6 € possivel calcular a sua soma.

Os valores de F;; e Fy» ndo podem ser calculados sem informagao adicional; seria preciso
saber a relac@o entre as pressdes que o cavalo estd a exercer em cada pé nesse instante. Do
ponto de vista da dindmica € apenas possivel calcular a soma dessas duas forcas.

O coeficiente de atrito estdtico entre as ferraduras e a estrada permite conferir se o cavalo
consegue de facto arrastar o bloco, que tem peso superior ao seu proprio peso. A forca de
atrito estatico maximo entre as ferraduras e o chio é:

A soma das forcas F,; e F,» € menor que esse valor; conclui-se que o cavalo podia arrastar
um bloco ainda mais pesado sem que as ferraduras comecem a escorregar.

4.3.3. Forca de resisténcia nos fluidos

A maior parte dos movimentos que serdo estudados neste livro sio movimentos de um
corpo dentro de um fluido. No exemplo do cavalo que arrasta um bloco, os dois corpos
estdo em movimento dentro do ar, que € um fluido. O ar exerce uma forga de resisténcia
ao movimento, que é sempre em sentido oposto a velocidade.

Nos diagramas de forgas na figura 4.2 ignorou-se a forca de resisténcia do ar, admitindo
que seria muito menor do que as outras forcas, porque a velocidade é pequena. Mas
em casos como o a queda livre de um objeto, essas forcas ja ndo sdo desprezdveis. A
continuacdo estudaremos como dependem essas forcas da velocidade.

A forca de resisténcia ao movimento nos fluidos € produzida por dois mecanismos diferen-
tes; o primeiro depende da viscosidade do fluido e € devido a que as camadas do fluido
mais proximas colam-se ao corpo, acompanhando o seu movimento e criando atrito com
outras camadas de fluido mais afastadas.

O segundo mecanismo tem a ver com a diferenca de pressdes gerada no fluido a frente
e atras do corpo. O fluido € comprimido na regido da frente. Essa diferenca de pressdes
produz uma forga da frente para trds, diretamente proporcional ao quadrado da velocidade.

A forga de resisténcia num fluido, € sempre no sentido oposto do vetor velocidade v, e tem
um termo que depende linearmente em v e outro termo quadritico em v:

=

1
Fo=—knv—5CopAly|v (4.13)

onde k e Cp sdo duas constantes aerodinamicas que dependem da forma e tamanho do
corpo, A € a drea da secdo transversal do corpo, 1 é o coeficiente de viscosidade do fluido
e p a sua massa volumica (densidade).

O termo linear em v, que depende da viscosidade, serd muito maior que o termo quadrético,
que depende da massa volimica, quando a velocidade for baixa. Quando a velocidade for
elevada, o termo quadratico serd dominante.
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No caso de uma esfera de raio r, as constantes k e Cp sdo as seguintes:
1
k=6rmr CD:E (4.14)

e a drea da se¢do transversal é a 4rea do circulo 772, Assim, para uma esfera a expressio
para o mddulo da forca de resisténcia do fluido é:

1
F=6nn rv+Z7rpr2v2

(4.15)

No caso do lancamento de projéteis no ar, a viscosidade do ar € tdo pequena em comparacao
com a sua massa volimica, de modo que o primeiro termo € muito menor do que o termo
que depende de 2.

Perguntas

1.

Um livro encontra-se em repouso sobre
uma mesa. Qual das afirmagdes seguintes
¢ correta:

A. Naio ha forca a atuar sobre o livro.
O livro ndo tem inércia.
N3ao h4 forga a atuar sobre a mesa.

O livro encontra-se em equilibrio.

mO aw

A inércia do livro € igual a inércia da
mesa.

Duas bolas metdlicas t€m o mesmo tama-
nho mas uma delas pesa o dobro da outra.
As duas bolas sao lancadas simultanea-
mente, a partir do repouso, do topo de um
prédio. Como se comparam os tempos
de queda das bolas?

A. A bola mais pesada demora aproxi-
madamente metade do tempo da bola
mais leve.

B. A bola mais leve demora aproximada-
mente metade do tempo da bola mais
pesada.

C. Os dois tempos sdo semelhantes, mas
a bola mais pesada demora menos

tempo que a bola mais leve.

D. Os dois tempos sdo semelhantes, mas
abola mais leve demora menos tempo
que a bola mais pesada.

E. As duas bolas demoram exatamente
0 mesmo tempo.

3. Um camiao grande colide frontalmente

com um carro pequeno. Durante a coli-
sdo:
A. O camido exerce uma for¢a maior so-

bre o carro do que a forca do carro
sobre o camido.

B. O carro exerce uma for¢a maior sobre
o camido do que a for¢a do camido
sobre o carro.

C. Nenhum dos dois exerce for¢a sobre o
outro; o carro fica esmagado simples-
mente por se atravessar no caminho
do camido.

D. O camido exerce forca sobre o carro,
mas o carro ndo exerce nenhuma
forca sobre o camido.

E. O camido exerce uma forca sobre o
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carro e o carro exerce a mesma forca 5. Uma mulher empurra uma caixa grande,
com uma for¢a horizontal constante. A
forca exercida pela mulher faz com que a
caixa se desloque horizontalmente, com
velocidade constante vy. Assim, o mo-
dulo da forga exercida pela mulher:

sobre o camido.

4. Atira-se uma pedra verticalmente, para
cima. No ponto mais alto da trajetdria da
pedra:

A. A sua velocidade e aceleracao apon-
tam para baixo.

B. A sua velocidade aponta para cima e
a aceleracdo aponta para baixo.

C. A velocidade e aceleracao sdo ambas
nulas.

D. A velocidade € nula e a aceleracao
aponta para baixo.

E. A velocidade aponta para baixo e a
aceleracdo € nula.

Problemas

A.
B.
C.

E igual ao peso da caixa.
E maior do que o peso da caixa.

E igual a forga total que contraria o
movimento da caixa.

E maior do que a forca total que con-
traria o movimento da caixa.

E maior do que o peso e a forca que
contraria 0 movimento da caixa.

1. Uma pessoa com 70 kg sobe num ascensor até o sexto andar de um prédio. O ascensor
parte do repouso no rés de chao, acelera até o segundo andar, com aceleracdo uniforme
de 2 m/s?, mantém a velocidade constante entre o segundo e o quarto andar, e trava
entre o quarto e o sexto andar, com aceleracio uniforme de —2 m/s>. Determine o
modulo da reagdo normal nos pés da pessoa, em cada parte do percurso.

2. Um bloco com massa igual a 30 kg encontra-
se sobre uma superficie horizontal, com coe-
ficiente de atrito cinético igual a 0.35. Sobre
o bloco atua uma forca externa de 100 N,
que faz um angulo de 30° com a horizontal.

Determine o valor da aceleracdo do bloco.

3. Um bloco de massa m = 2.1 kg desce desli-
zando sobre a superficie de um plano incli-
nado com 4 m de base e 3 m de altura. Se o
coeficiente de atrito cinético, entre o bloco
e a superficie do plano inclinado, for igual a
0.25, calcule o valor da forca de atrito sobre

o bloco.

100 N

30°
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4.

Um objeto com massa igual a 2 kg desloca-se com velocidade inicial (3¢, —4¢,)
m/s, quando € aplicada uma forca externa F = —0.4¥ (unidades SI) que atua durante
5 segundos. Determine: (a) a velocidade final apds os 5 segundos. (b) O impulso
transmitido pela forca externa durante os 5 segundos.

Um automével com 1230 kg sobe uma rampa com declive do 8 por cento, com ve-
locidade constante. (a) Determine o valor da for¢a de atrito total (soma das forgas
nos quatro pnéus). (b) Qual serd o valor minimo que deverd ter o coeficiente de atrito
estdtico para que o automdvel consiga subir a rampa?

rfd

100

Uma esfera de 0.8 kg encontra-se inicialmente em

repouso, pendurada por dois fios. O fio da esquerda 30° 30°
¢ cortado subitamente. Determine a tensao no fio do

lado direito, antes de o outro fio ter sido cortado e no

instante em que o fio acabou de ser cortado (admita

que a massa dos fios € nula).

Para determinar a rigidez de um material, T
coloca-se um bloco do material 30 cm por 03 kg
baixo de um cone metdlico de 0.3 kg; o cone T
deixa-se cair livremente, a partir do repouso,
penetrando uma distancia x no bloco até 30 cm
parar. Sabe-se que quando o cone penetra
no bloco a forca do bloco sobre o cone é
kx*> onde k é uma constante que depende
da resisténcia a penetracdo do material; se
0 cone penetrar uma distancia x = 5 cm,
calcule o valor da constante k.

Demonstre que para uma esfera de raio r e velocidade com moédulo v, os dois termos da
forga de resisténcia num fluido, devidos a viscosidade e a massa volimica, sdo iguais
quando rv for igual a 241 /p. Usando a informagdo na tabela, calcule os valores de
241 /p para a glicerina, a dgua e o ar. Quando rv for muito maior que esse valor, pode
admitir-se que a resisténcia do fluido é proporcional a v> e quando rv for muito menor,
a resisténcia do fluido aumenta de forma linear com a velocidade.

Fluido Coef. de viscosidade (kg/(m-s)) Massa volimica (kg/m3)

Glicerina 1.5 1200
Agua 103 1000
Ar 1.8x 1073 1.2
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9.

10.

Um corpo em queda livre acelera durante algum tempo até atingir uma velocidade
maéxima, designada de velocidade terminal; uma vez atingida essa velocidade, a queda
continua com velocidade uniforme (ver problema 9 do capitulo 1). (a) Determine a
velocidade terminal de uma bola de ténis com raio de 3.25 cm e massa 0.062 kg. (b)
Calcule a velocidade terminal de uma bola de ténis de mesa com raio de 1.9 cm e
massa 0.0024 kg. (c) Calcule a velocidade terminal de um paraquedista com uma massa
total de 75 kg (incluindo o para-quedas), admitindo que a drea da se¢do transversal do
paraquedas é 9 m? e o coeficiente de arrastamento é Cp = 0.9.

Para medir o coeficiente de atrito estatico en-
tre um bloco e um disco, fez-se rodar o disco
com uma aceleracdo angular o = 5 rad /s>
constante. O disco parte do repouso em
t =0 e no instante r = 0.82 s o bloco co-
meca a derrapar sobre o disco. Determine o
valor do coeficiente de atrito estatico.

o
N




5. Trabalho e energia

No salto com vara, a energia cinética da corrida inicial é convertida em energia potencial
da vara dobrada. Enquanto a vara recupera a sua forma reta, a sua energia potencial eldstica
¢ transformada em energia potencial gravitica do saltador.
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5.1. Trabalho e energia cinética

As equagdes vetoriais (2.8) e (2.10) do capitulo 2 podem ser combinadas para obter outra
equacao vetorial onde ndo aparecga o tempo explicitamente. Considere-se o deslocamento
infinitesimal d7 durante um intervalo infinitesimal de tempo d¢ (figura 5.1).

v

Figura 5.1.: Vetores posi¢do e velocidade num instante # € num instante posterior ¢ 4 dz.

Multiplicando com produto escalar os dois lados da equacgdo (2.10) pelo deslocamento
infinitesimal, obtém-se,

a-dr=—-d7 (5.1)

i-dF=dv-— (5.2)

a-dr=v-dv (5.3)

em que dv é o aumento da velocidade durante o intervalo de tempo dz (figura 5.1).

O lado direito da equacio (5.3) pode ser escrito numa forma mais simples; como o quadrado
do valor da velocidade €,

V=97 (5.4)
calculando os aumentos diferenciais nos dois lados da equacdo obtém-se,
2vdy =dv-V4vV-dV =2V -dV (5.5)

Substituindo essa relagao em (5.3) conduz a,

da-dr=vdv (5.6)
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Esta equagdo serd muito ttil para caraterizar o movimento de uma particula ao longo de um
percurso conhecido, em funcdo da aceleracdo. Calculam-se o deslocamento infinitesimal
d7 e aaceleragdo; o produto escalar entre esses vetores, dividido pelo mddulo da velocidade,
permite calcular o aumento da velocidade. O intervalo de tempo d¢ calcula-se dividindo o
modulo do deslocamento d7 pelo médulo do aumento da velocidade.

A equagdo (5.6) pode ser escrita em termos da forca resultante. Multiplicando os dois
lados pela massa m, dividindo por 2 e integrando num intervalo, obtém-se

T 1, 1
Fi-d7= = — = 5.7
/; F=Smvy—Smvi (5.7)
]
A expressao:
1
E. = Emv2 (5.8)

representa a energia cinética e o integral da forca ao longo do deslocamento d7 é o
trabalho da forca. O teorema do trabalho e a energia cinética estabelece que,

O trabalho da forca resultante é igual ao aumento da energia cinética da
particula.

O trabalho e a energia cinética tém unidades de energia, ou seja, joules no Sistema
Internacional de unidades (1 J =1 N-m).

Em coordenadas cartesianas, o deslocamento infinitesimal d7 €,

d7 =dxé,+dyé, +dzé; (5.9)

Exemplo 5.1
Um canhdo dispara uma bala com 5 cm de raio,
desde o terraco de um edificio, na posi¢do inicial
(em metros):

Fo=9é,+4e,+15¢,
com velocidade inicial (metros sobre segundo):
Vo = 13€,+22.5¢,+15¢,

calcule a altura maxima atingida pela bala (valor
maximo da coordenada z) e a posi¢do em que a
bala bate no chao (z = 0).

Resoluciao. Este é o mesmo exemplo 2.2 que ja foi resolvido no capitulo 2, mas serd
agora resolvido através do trabalho e do impulso. Uma bala metdlica tem massa volimica
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aproximadamente 8 vezes maior que a da 4gua. Nessas condi¢des, a velocidade terminal
da bala € da ordem de 132 m/s. O problema sera resolvido ignorando a resisténcia do ar e a
solugd@o obtida serd usada para comparar a velocidade méxima com a velocidade terminal.
Um valor da velocidade maxima préximo ou por cima da velocidade limite indicard que a
solucdo obtida tem um erro elevado.

No sistema de eixos da figura, o peso escreve-se —mgé, e o impulso que produz desde o
instante do lancamento da bala, r = 0, até um instante ¢ posterior €,

t
I= —/mgé'zdt = —mgté,
0

igualando o impulso a variacdo da quantidade de movimento, e dividindo pela massa,
obtém-se,

V=7 —gté — ¥ =132,422.5¢,+ (15—9.81)2, (5.10)

Assim sendo, as componentes x € y da velocidade permanecem constantes. O valor minimo
do médulo da velocidade ocorrerd no instante em que (15 —9.8¢) for igual a zero; o valor
minimo da velocidade, vy, = V1324 22.5%2 = 25.99, corresponde ao ponto de altura
maxima.

O trabalho realizado pelo peso é:
) z
F-d7= —mg/?Z (dxé,+dyé,+dzé;) = —mg [ dz=mg (20 —2)

?1 20

e

igualando a variacdo da energia cinética e dividindo pela massa,
2g(z0—2) =v* =V} (5.11)
Substituindo v pelo valor minimo da velocidade, calcula-se a altura méxima z4x
2% 9.8 (15— zmgx) = 25.99% — 307 — Zmix = 26.5 m

Para calcular a posi¢do em que a bala bate no chao, calcula-se o valor da velocidade,
quando a bala bate no chao, substituindo z = 0 na equagao (5.11):

2% 9.8 x 15 = v —30? — v=34.55m/s
e, de acordo com a equacdo (5.10), o quadrado do médulo da velocidade é:
34.55% = 13242252 + (15— 9.81)? — t=3.86s

(tendo em conta que o tempo ¢ € positivo). Durante esse tempo, o deslocamento horizontal é
igual: d =3.86(13¢,+22.5¢,) = (50.18¢,+86.85¢,) m, ja que a componente horizontal
da velocidade é constante.
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O valor maximo da velocidade, atingido quando a bala bate no chao, é 34.55 m/s. Como
esse valor € muito menor que a velocidade terminal (132 m/s), a solug@o obtida ignorando

a resisténcia do ar ndo estard muito longe da solugdo verdadeira.

A invariancia do produto escalar garante que o produto F -d7 serd igual em qualquer
sistema de coordenadas. Usando as coordenadas tangencial e normal, a equacao (3.3) do

capitulo 3 permite concluir que d7 = dsé; e, como tal,

F.d¥=(F-¢)ds=Fds

(5.12)

em que F; é a componente tangencial da for¢a. Assim sendo, o trabalho realizado por uma

forca pode ser calculado do modo seguinte:

§2

Wip = /Ftds

S1

(5.13)

Unicamente a componente tangencial da forca realiza trabalho e pode alterar a energia
cinética da particula. Uma for¢a perpendicular a trajetdria ndo realiza trabalho nem altera

a energia cinética da particula.

5.2. Forcas conservativas

Se x for a posi¢ao medida ao longo da trajetoria (x ndo tem que ser um eixo retilineo) e a
componente F, da for¢a resultante € uma funcao que depende de x, o integral (5.13) pode

ser calculado usando o teorema fundamental do calculo,

W12 = U(xl) —U(XQ)

em que U (x) é uma primitiva da fung@o F;, ou seja,

X

U:—/dex

Xref

(5.14)

(5.15)

€ habitual incluir um sinal negativo, que faz com que na equacao (5.14) os sinais fiquem
trocados em relagc@o ao que se costuma fazer para calcular integrais definidos. A posi¢ao

Xref € @ posicao de um ponto qualquer escolhido como referéncia.

Para que a forca seja realmente uma fungao da posi¢do é necessario que cada vez que a
particula passe pelo mesmo ponto a for¢ca nesse ponto seja sempre igual. Uma forca com

essa propriedade é denominada forca conservativa.

A primitiva U (x) da for¢a conservativa, definida pela equacao (5.15), chama-se energia

potencial.



82 Trabalho e energia

A escolha arbitrdria do ponto de referéncia x..f ndo tera nenhuma consequéncia fisica, ja
que o que o trabalho serd calculado a partir da diferenca de energia potencial entre dois
pontos.

Em funcdo da energia potencial, a equacgdo (5.14) é o teorema do trabalho e a energia
potencial:

O trabalho realizado entre dois pontos por uma forca conservativa é igual a
diminuicdo da energia potencial associada a essa forga.

A equacao (5.7) mostra que o trabalho da forca resultante € igual ao aumento de energia
cinética. A forca resultante pode, em geral, incluir for¢as conservativas e ndo conservativas.
O trabalho da forca resultante pode ser calculado como o trabalho feito pela soma de todas
as forcas conservativas, mais o trabalho das forcas ndo conservativas:

Wi, = Wip(conservativas) + Wi, (ndo conservativas) (5.16)

O trabalho das forcas conservativas € igual a diminuicao da energia potencial e o trabalho
total € igual ao aumento da energia cinética. Como tal,

E — E.; = Uy — Uy + Wip(ndo conservativas) (5.17)

em que U € a soma de todas as energias potenciais associadas a todas as for¢as conservativas
e E; é a energia cinética. Define-se a energia mecanica do sistema igual a soma das
energias cinética e potencial:

En=E.+U (5.18)

Em fungdo da energia mecanica, a equacao (5.17) é,

Emnp — Enp = Wia(ndo-conservativas) (5.19)

denominado teorema do trabalho e a energia mecanica:

O aumento da energia mecdnica Ey, definida como a soma da energia ci-
nética mais a energia potencial, é igual ao trabalho feito pelas forcas ndo
conservativas.

Uma consequéncia desse resultado € a lei de conservaciao da energia mecanica: se nao
atuarem forc¢as ndo conservativas, a energia mecanica do sistema permanecera constante.

5.2.1. Graficos de energia
O grafico da energia potencial associada a uma forga conservativa € muito util na anélise

do movimento. A figura 5.2 mostra um exemplo; a curva representa a energia potencial
total do sistema, em fun¢do da posi¢cdo ao longo da trajetoria, x.
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Figura 5.2.: Exemplo de energia potencial e energia mecanica.

Hé duas propriedades importantes a salientar na andlise dos graficos de energia potencial.
A primeira é que em qualquer posicdo x, a componente tangencial da forca associada a
energia potencial € igual a menos a derivada da energia potencial:

Fo=—— 5.20
x i (5.20)

J4 que a derivada de uma primitiva da a funcdo original.

A segunda propriedade importante é que a particula nunca podera estar numa posi¢cao onde
a energia mecanica Ey, seja menor que a energia potencial, ja que E, — U € igual a energia
cinética, que deverd ser sempre positiva ou nula

Aplicando essas propriedades ao exemplo no gréfico 5.2, vé-se que nos intervalos —2 <
x < —1le2<x<5,acomponente F, da forca € positiva, isto é, aponta no sentido em que
a posicdo x aumenta. Nos intervalos —1 < x <2 e 5 < x < 6 a componente da forga é
negativa (aponta no sentido em que x diminui). Nos pontos x = —1, x =2 e x = 5 a forca
€ nula. Esses pontos onde o valor da for¢a é nulo, chamam-se pontos de equilibrio.

A energia mecanica ndo pode ser menor que —6.75. A reta horizontal que se mostra
corresponde a uma energia mecanica igual a 2.25 unidades. Admitindo que ndo existam
forcas ndo conservativas, essa energia permanece constante. Com essa energia, a particula
sO poderd estar nas regides em que:

En>U(x) (5.21)

por exemplo, a particula ndo poderia estar na posi¢do x = 3. A particula estard confinada a
uma vizinhanga do ponto -1 ou 5.
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Nos pontos em que a reta horizontal (energia mecanica da particula) corta a curva da
energia potencial, a energia cinética serd nula e, como tal, a particula estard em repouso;
no entanto, a particula ndo permanece sempre em repouso porque a for¢a nesses pontos
nao é nula.

Por exemplo, se num instante a particula estiver na posi¢ao x = 5, deslocando-se no sentido
em que x aumenta, continuard até parar perto de x = 6; nesse ponto a forca aponta no
sentido negativo de x, o que faz com que a particula regresse para o ponto x = 5, mas agora
com velocidade no sentido negativo de x. A particula aproximar-se-a do ponto x = 3.8,
onde o valor da sua velocidade serd nula; nesse ponto, sendo a forca no sentido positivo de
x, a particula regressard a posi¢do x = 5 comecando novamente o mesmo ciclo.

5.2.2. Energia potencial gravitica

O peso € uma forca conservativa. Usando um sistema de coordenadas em que o eixo dos z
¢ vertical e aponta para cima, o peso €:

F=—-mgé, (5.22)

O trabalho realizado por essa for¢a entre dois pontos A e B é
B
W= /F’-d? (5.23)
A

Em coordenadas cartesianas, o produto escalar entre a forca e o deslocamento é:
F-dF=—mgdz (5.24)
e, portanto o integral desde A até B serd um integral em ordem a varidvel z, desde z4 até zp
2B
W:—mg/dz:mng—mng (5.25)
A
Este resultado mostra que o trabalho depende apenas das alturas inicial e final e o resultado

serd o mesmo independentemente do percurso seguido entre esses dois pontos. A energia
potencial gravitica, associada ao peso, é:

Us,=mgz (5.26)

A escolha da origem € arbitraria: as alturas podem ser medidas em relacdo a qualquer
ponto, sem ter que ser em relacio ao solo.
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Figura 5.3.: Mola eldstica pendurada dum suporte horizontal. A elonga¢ado é diretamente
proporcional ao peso colocado.

5.2.3. Forcas elasticas

Uma mola eldstica esticada ou comprimida exerce uma forga dirigida na direcdo e sentido
que faz regressar a mola a sua forma normal.

O modulo da forca exercida pela mola € diretamente proporcional a elongagdo da mola. Se
pendurarmos um peso P, a mola é esticada até ficar numa posicdo em que a forga elastica
equilibra o peso. Duplicando esse peso duplica-se a elongacdo. A expressao matematica
dessa relagdo entre a forca eldstica Foea elongacdo z € chamada lei de Hooke:

F. = —kz@, (5.27)

em que k € a constante eldstica da mola e a posi¢c@o z ¢ medida desde a posi¢do em que nao
estd a ser exercida nenhuma forca sobre a mola.

A forca eldstica é uma forca conservativa. Usando como ponto de referéncia o ponto z =0
em que a mola tem o seu comprimento normal, a energia potencial eldstica é:

X
Ue:—/(—kz)é’z-d? — U=-kz
0

(5.28)
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5.3. Movimento harmonico simples

Um corpo de massa m, pendurado de uma mola elastica, como na figura 5.3, é designado
por oscilador harménico simples. A energia potencial total € a soma da energia potencial
associada ao peso, m gz, mais a energia potencial eldstica kz?/2, em que z = 0 é a posicio
em que a mola se encontrava antes de ser pendurado o cilindro. A soma dos dois termos
pode ser fatorizada:

1 » k[, 2mg k ( mg>2 m? g*
U= +—kz" == +—z)==(z4+—=>) — 2
mec 2kZ 2 (Z Z) 2 8Tk 2k (5:29)

O ultimo termo € uma constante, que pode ser ignorada, porque podemos sempre somar
um termo constante a energia potencial. A distdncia —mg/k é o alongamento da mola
quando € pendurado o cilindro de massa m. Assim, a expressao entre paréntesis mede a
altura do cilindro em relacao a sua posicao de equilibrio.

Mudando a origem do eixo dos z para o ponto de equilibrio do cilindro, a energia potencial
total é,

1
U= 5kz2 (5.30)
o efeito do peso foi apenas o de deslocar a posi¢ao de equilibrio da mola.
E
U
\ Em = E() /
I I
I I
I I
| |
-A A z

Figura 5.4.: Energia potencial e energia mecanica de um corpo pendurado de uma mola
vertical.

Desprezando a resisténcia do ar, existird conservagdo da energia mecanica total e, como

tal, . |
Ep= Ekzz + 5mv2 (5.31)
em que E( € a energia mecanica inicial, dada pelas condi¢des iniciais do sistema. A figura

5.4 mostra o grafico da energia potencial e a energia mecanica constante.

O cilindro oscilard entre as duas alturas z = —A e z = A. A relacdo entre essa amplitude
do movimento oscilatério e a energia inicial pode ser obtida substituindo v = 0 na equagdo
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(5.31):
1
Ey= 5kA2 (5.32)

A amplitude e a energia inicial ndo sdo valores carateristicos do oscilador, mas sao
condigdes iniciais que dependem de como for colocado em movimento o sistema.

A equagdo (5.31) permite obter uma expressao geral para o médulo da velocidade, em
funcgdo de z

v/ X2 (5.33)

m
igualando essa expressao a derivada 7 e separando varidveis, obtém-se

k / i dz
\/; O/ dr = 0/ N (5.34)

onde o tempo t = 0 foi escolhido no instante em que o cilindro passa pela posi¢ao de
equilibrio z = 0. Resolvendo os integrais obtém-se,

Qf = sin”! (%) (5.35)

em que Q € igual a \/k/m. Finalmente, a expressdo para z em fungdo do tempo é:

7= Asin(Qr) (5.36)

A constante Q representa assim a frequéncia angular, ou seja, 27 vezes o nimero de
oscilacdes do cilindro por unidade de tempo. A frequéncia, igual ao nimero de oscilagcdes
por unidade de tempo € igual a,
1 Jk
=—\\/— 5.37
f=5 (5.37)

m
o inverso da frequéncia € o periodo de oscilacdo do sistema.

5.4. Resolucao numérica de equacoes diferenciais

O movimento dos projéteis estudado na se¢do 2.3 do capitulo 2, em que a unica forca
considerada foi o peso, seria 0 movimento real se 0 movimento fosse realizado no vacuo.
Uma solug@o mais realista obtém-se tendo em conta também a forca de resisténcia do ar.
A aceleracdo do projétil serd entdo

3|

i=3+ (5.38)

em que g é a aceleracdo da gravidade e F, é a forca de resisténcia do ar, forca essa que
depende da velocidade, da massa volumica do ar, p, e da forma e do tamanho do projétil.
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Se o projétil for uma esfera de raio R a expressao para a forca de resisténcia do ar ja foi
obtida no fim do capitulo 4; a partir da equacdo 4.15 para uma esfera, a forca de resisténcia
do ar pode escrever-se na forma vetorial,

, 1
Fr:—ZﬂpszV (5.39)

Escolhendo um sistema de eixos em que a gravidade aponta no sentido negativo do eixo
dos y e a velocidade vy com que é langado o projétil esta no plano xy, o peso e a forca de
resisténcia do ar atuardo sempre no plano xy e o movimento do projétil estara limitado a
esse plano. Assim sendo, a velocidade e a aceleracao t€ém duas componentes, segundo x e
v, € combinando as duas equagdes anteriores, as derivadas das componentes da velocidade

Sao,
dv
5 = Oy (5.40)
dv
d_ty =—g—kvy\[vi+3 (5.41)

em que a constante positiva C € igual a,

_ TpR?

C
dm

(5.42)

A introducdo do efeito da resisténcia do ar complica muito o problema, porque estas
equacdes ndo sdo equagdes de varidveis separdveis e deverdo ser resolvidas em simultaneo,
ja que as duas componentes v, € v, aparecem nas duas equagoes.

Um caso particular € o caso da queda livre vertical, em que a velocidade inicial € zero;
nesse caso, a forca de resisténcia do ar atua unicamente na vertical e em sentido oposto ao
peso, o movimento € unicamente ao longo do eixo dos y e a equacao diferencial para a
componente vertical da velocidade €,

dv

que sim é uma equacao de varidveis separdaveis e pode ser resolvida facilmente, como
foi proposto no problema 9 do capitulo 1. Usando o resultado desse problema, tendo em
conta que a constante k ¢ 1/C/g e o valor da velocidade é —vy, a solugdo dessa equagdo

diferencial €,
vy ==/ % anh (V/5Cr) (5.44)

O programa rk do Maxima pode ser usado para resolver a mesma equacao em forma
numérica aproximada. Serd preciso dar 4 argumentos ao programa rk: uma expressao
que define a derivada (lado direito da equagdo (5.43)), o nome da varidvel com derivada
definida pela expressdo anterior (neste caso vy), um valor inicial para essa variavel e um
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intervalo de valores para a varidvel em ordem a que € feita a derivagado (neste caso r). O
resultado do programa serd uma lista de valores das varidveis, que aproximam a fun¢ao
solugdo.

Para mostrar um exemplo do uso de esse método no Maxima, serd necessario primeiro
definir as constantes que aparecem na equacio diferencial; admitindo que a massa volimica
do ar é 1.2 kg/m>,

($il1) g: 9.8$%

($i2) C: 1.2%%pi*R*"2/(4*m)$

no caso especifico de uma bola de ténis de mesa, com raio de 1.9 cm e massa 2.4 g,

($1i3) Cl: float (subst([R=0.019,m=0.0024],C));
(%03) .1417643684932394

Para resolver a equagdo (5.43), num intervalo de tempo de 2 segundos, com velocidade
inicial 0 e guardando os resultados numa varidvel t vy, usa-se o comando:

(%$1i4) tvy: rk (-g+Clxvy*2, vy, 0, [t,0,2,0.01])$

O comando rk pode ser comparado com o comando plot2d. No caso de plot2d é
necessario dar uma expressao, que sé pode depender de uma varidvel, e um intervalo para
essa varidvel. O programa plot2d escolhe alguns pontos intermédios nesse intervalo,
criando uma lista de pontos com duas coordenadas, que a seguir sao enviados para um
programa grafico (Gnuplot ou Xmaxima), que tragard um grafico com segmentos de reta a
unir os pontos na lista.

No caso do comando rk, para além da varidvel independente (no eixo das abcissas) a
expressdo dada pode também incluir a varidvel dependente (eixo das ordenadas) e, por
isso, € necessdrio indicar também qual € essa varidvel dependente e o seu valor inicial. A
divisao do intervalo da varidvel independente em subintervalos nao € feita automaticamente,
sendo necessdrio que o utilizador indique o tamanho desses subintervalos. No exemplo
acima, a varidvel independente € ¢, que estara no intervalo desde O até 2 e o tamanho dos
subintervalos serd 0.01. O programa rk ndo envia a lista obtida para nenhum programa
gréfico, mas fornece a lista na saida.

E importante conferir que a expressdo dada a rk dependa apenas das varidveis independente
e dependente e que o valor inicial dado para a varidvel dependente seja um valor numérico.
Foi por isso que a saida do comando (%1 3) foi apresentada, para conferir que é um valor
numérico. Também € importante conferir que o programa conseguiu integrar até o valor
final de ¢, j4 que em alguns casos serd necessdrio ajustar o comprimento dos intervalos
para evitar erros numéricos que fazem com que o algoritmo falhe antes de chegar até o fim
ou para conseguir a precisao numérica desejada. O dltimo ponto na lista produzida por rk
foi,

(3i5) last (tvy);

(%05) [2.0, - 8.166664638080453]

que d4 o valor final do tempo, 2, e da componente y da velocidade. Neste caso, em que
a solugdo exata da equagdo € dada pela equacao (5.44), é possivel comparar este ultimo
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resultado com o valor exato:

($16) subst (t=2, -sqrt(g/Cl)*tanh(sqrt (Clxg)*t));
(%$06) - 8.16666463910538

que coincide com as primeiras 8 casas decimais do resultado numérico, mostrando que a
aproximag¢ao numérica € muito boa.

A lista de pontos obtida com o método numérico pode ser apresentada num gréfico
(figura 5.5) usando o comando,

($17) plot2d( [discrete, tvyl], [xlabel,"t"], [ylabel,"vy"])$

Figura 5.5.: Componente vertical da velocidade de uma bola de ténis de mesa em queda
livre.

O valor da velocidade aproxima-se da velocidade terminal, que para o caso especifico desta
bola de ténis de mesa € 8.31 m/s, como ja foi demonstrado no problema 9 do capitulo 4.

No caso mais geral do lancamento de um projétil com velocidade obliqua, ja ndo é
possivel encontrar uma solugdo exata, mas o método numérico pode ser aplicado de modo
semelhante para obter a solu¢do aproximada. O programa rk permite resolver também
um sistema de n equagdes diferenciais de primeira ordem; nesse caso, 0s 3 primeiros
argumentos dados deverdo ser listas com n elementos que serdo as expressdes das n
derivadas, a lista das n varidveis dependentes, na mesma ordem em que foram escritas as
suas derivadas, e a lista de valores iniciais dessas »n variaveis, na mesma ordem.

As equagdes diferenciais (5.40) e (5.41) podem ser resolvidas dando os valores iniciais
das duas componentes da velocidade, mas é também possivel resolver conjuntamente as
outras duas equagdes diferencias que permitem calcular a trajetéria do projétil:

dx dy

dr dr "
sendo necessdrio indicar também os valores iniciais das coordenadas da posicdo inicial.
Admitindo que a bola de ténis de mesa foi lancada desde a origem, com velocidade de valor

(5.45)
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12 m/s, que faz um angulo de 45° com o plano horizontal, as componentes da velocidade
inicial sdo,

($i8) vx0: float (l2+xcos(%pi/4))$

(%i9) vyO: float (12xsin(%pi/4))$
A expressao para o valor da velocidade pode ser definida previamente, para simplificar a
escrita das equacgOes diferencias:

($110) v: sqgrt (vx*2+vy”*2)$

As quatro varidveis dependentes no problema s@o (x,y,vy,vy) € a varidvel independente €
t. As derivadas das duas primeiras varidveis dependentes, em ordem ao tempo, sdo as
proprias varidveis vy € vy. As derivadas das velocidades sdo dadas pelas equagoes (5.40) e
(5.41). Assim sendo, a solu¢@o do problema é,
($i11) trvl: rk ([vx, vy, —-Clxvxvx, -9.8-Clxvxvy], [x, y, vx, vyl
[0, 0, vx0, vyOl, [t, O, 2, 0.01])$

e o ultimo ponto calculado foi,

($1i12) last (trvl);
(%012) [2.0, 7.636936419237439, - 4.572189008423078,
1.403758939752835, - 7.55234251680704]

Repare-se que o ponto tem cinco componentes, porque as quatro varidveis dependentes foi
acrescentado o valor da varidvel independente, ¢, no inicio. Este resultado mostra que em
t =2 abola ja estd a cair, porque a componente y da velocidade € -7.55, e que ja desceu
por baixo do nivel y = 0, porque o valor de y nesse instante € -4.57.

Se o que se pretende € obter a trajetoria até que a bola bata novamente no chdo, emy =0, é
necessdrio extrair unicamente a parte da lista t rv1 com valores positivos de y. Como y € o
terceiro elemento em cada ponto na lista, serd necessdrio precorrer a lista toda, comparando
o terceiro elemento de cada ponto com 0, identificando os elementos da lista em que esse
elemento for menor que zero. Isso consegue-se usando o comando sublist_indices
do Maxima:

($i13) first (sublist_indices (trvl, lambda([p],p[3] < 0)));
(%013) 133

O comando 1ambda define um operador que comparard o terceiro elemento da entrada
que lhe for dada com zero. O comando sublist_indices percorre a lista trvl
passando cada elemento como entrada para esse operador € nos casos em que o operador
produz o resultado “true”, o indice do respetivo elemento da lista serd acrescentado a uma
sub lista. O comando first seleciona apenas o primeiro elemento nessa lista, neste caso,
o indice do primeiro ponto em que y é negativo. Como tal, s6 interessam os 132 primeiros
elementos da lista, e se o objetivo for criar o grafico da trajetdria, serd preciso extrair as
componentes x € y dos primeiros 132 pontos noutra lista:

(%$114) rl: makelist ([trvl[i][2],trv1[i]l[3]1],4i,1,132)$

Os mesmos cdlculos podem ser repetidos para uma bola de ténis, com raio de 3.25 cm e
massa de 62 gramas,

(%$115) C2: float (subst ([R=0.0325,m=0.062],C))S$
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(%$116) trv2: rk ([vx, vy, —-C2xvxvx, —-9.8-C2xvxvy]l, [x, y, vx, vy],
[0, O, vx0, wvyO],[t, O, 2, 0.01])$

(%$117) first (sublist_indices (trv2, lambda([p],p[3] < 0)));

(%017) 167

que mostra que a bola de ténis demora mais tempo na sua trajetéria do que a bola de ténis
de mesa e s6 interessam os primeiros 166 pontos:

(%$118) r2: makelist ([trv2[i][2],trv2[i][3]],4i,1,166)$

Para comparar com a trajetéria obtida se a resisténcia do ar pudesse ser desprezada,
resolve-se o mesmo problema no caso em que a constante C for nula:
($i19) trv3: rk ([vx,vy,0,-9.8]1,[x%x,y,vx,vy], [0,0,vx0,vyO0],
[t,0,2,0.01])$8
($i20) first (sublist_indices (trv3, lambda([p],p[3] < 0)));
(%020) 175
(%$121) r3: makelist ([trv3[i][2],trv3[i]l[3]1]1,4i,1,174)$
O gréfico das trajetdrias das 3 bolas, representado na figura 5.6, foi obtido com o seguinte
comando:
($1i22) plot2d ([[discrete, rl], [discrete, r2], [discrete, r3]],
[xlabel, "x /m"], [ylabel, "y /m"], [y, 0, 12],

[legend, "ténis", "ténis de mesa", "no vacuo"]);
12 —
ténis de mesa
ténis
10 F no vacuo
8 L
—_
g
A
=~ 6
4 L
2 L
oL : : : : : :
0 2 4 6 8 10 12 14 16

x (m)

Figura 5.6.: Trajetorias de uma bola de ténis, uma bola de ténis de mesa e uma bola
hipotética no vécuo.

A trajetdria das bolas no ar nao € uma parabola, mas no fim curva-se mais e termina com
uma queda mais vertical. O efeito do resisténcia do ar € mais visivel na bola de ténis de
mesa; a pesar de ser mais pequena que a bola de ténis, a forca de resisténcia do ar produz
nela maior aceleragdo tangencial negativa, devido a sua menor densidade.
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Perguntas

1. A posicdo de uma particula em funcdo 4. A figura mostra o grifico da energia po-

do tempo é dada pela expressdo 7 =
2128+ %t3 €y (SI). Qual dos vetores na
lista € perpendicular a trajetéria da parti-
cula no instante t = 2 s?

42,58,
28,58,
—58,+28,
56,42,

moaw»

. Sobre uma particula atua uma forca com
direcdo, sentido e médulo constantes. O
modulo da forca é 1.6 N. Qual € o tra-
balho realizado por essa for¢ca quando
a particula se desloca uma distancia de
20 cm numa dire¢do que faz 60° com a
forca?

A. 0.281]
B. 160 mJ

C. 0.681]
D. 28]

E. 16J

. Num oscilador harménico simples for-
mado por um corpo de massa m pendu-
rado duma mola vertical com constante
eléstica k, se a massa for quadruplicada,
qual das afirmacdes serd correta?

A. A frequéncia duplica.

B. O periodo duplica.

C. A amplitude duplica.

D. A energia mecanica duplica.
E

. A energia potencial duplica.

tencial U (x), de uma particula que se des-
loca ao longo do eixo dos x. Se a parti-
cula estiver a oscilar a volta do ponto
x =1, com energia mecanica igual a 2 J,
qual serd o valor mdximo da sua energia
cinética?

U ()
3
2 -1 1 2 X (m)
-3
A. —-31] C. 0 E. 5]
B. 3] D. 2]

5. A figura mostra o gréifico da forga tan-

gencial resultante F;, conservativa, sobre
uma particula. Quantos pontos de equi-
librio existem na regido apresentada no
gréfico?

F,

Problemas

1. Num salto com vara, um atleta de 70 kg usa uma vara uniforme de 4.5 kg com 4.9 m
de comprimento. O salto do atleta tem trés fases: primeiro o atleta corre, com o seu
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centro de gravidade a 1 m de altura e com o centro de gravidade da vara a 1.5 m de
altura, até atingir uma velocidade de 9 m/s no instante em que possa a vara no chdo. Na
segunda fase, a energia da corrida € transferida para a vara, que se deforma e volta a
esticar ficando vertical e elevando o atleta até uma altura préxima da altura da fasquia.
Finalmente o atleta estica os bragos, fazendo com que a reagdo normal forneca alguma
energia adicional (ver o problema anterior) que eleva o centro de gravidade do saltador
até 5.8 m de altura, conseguindo assim ultrapassar a fasquia a 5.6 m. Admitindo que
nao existem perdas de energia, calcule qual foi a energia mecanica transferida para o

saltador na ultima fase, quando esticou os bragos.

Um péndulo simples é composto por uma
esfera de massa m, pendurada por uma
corda muito fina, de comprimento / e de
massa desprezavel. Sobre a esfera atuam
duas forcas: a tensdo na corda e o peso
da esfera. (a) Escreva as componentes tan-
genciais dessas duas forgas, em fun¢ao do
angulo O que a corda faz com a vertical. (b)
Calcule a energia potencial do sistema em
funcdo de 6.

Resolva novamente o problema 7 do capitulo anterior, mas agora usando a relagdo entre
trabalho e energia. A forga exercida pelo bloco sobre o cone, quando o cone penetra no

bloco, € uma forc¢a conservativa ou nao?

Uma esfera desce uma rampa circular com
raio R. Ignorando o atrito, a forca resultante
€ mgcos 8. (a) Escreva a forca resultante
em funcdo da distancia ao longo da rampa,
s, medida desde o ponto A. (b) Calcule a
energia potencial em funcio de s, arbitrando
que seja nula no ponto A.
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S.

O cilindro que foi pendurado na mola da figura 5.3 tem massa de 50 g. O alongamento
da mola quando o cilindro foi pendurado, foi de 16 cm. (a) Calcule a constante eldstica
da mola. (b) Calcule o periodo de oscilagdo do sistema. (c¢) Se o cilindro é deslocado
5 cm por baixo da posi¢ao de equilibrio e a seguir deixa-se oscilar livremente, calcule a
energia mecanica do sistema.

Para saltar verticalmente para cima, um jogador de basquetebol com massa m dobra
as pernas, fazendo descer o seu centro de gravidade uma altura Az, e a seguir estica as
pernas rapidamente, durante um intervalo At, atingindo uma velocidade v no instante
em que perde o contato com o chdo. (a) Admitindo que a forc¢a resultante média que
atua sobre o jogador durante o intervalo At € F, e que o valor meio em fungdo da
distancia Az é o mesmo, calcule o trabalho e o impulso dessa forca, em funcao de v,
Az, At e m, e compare os dois resultados para obter a velocidade em funcio de Az e At
(b) Qual € a fonte da forca resultante que produz o impulso e o trabalho calculados na
alinea anterior? (c) Se Az =40 cm e Ar = 0.3 s, qual seré a altura do salto?

Um cilindro com massa de 80 g desliza a
partir do repouso, no ponto A, até ao ponto
B, devido a uma forca externa constante
de 60 N; o comprimento normal da mola é
30 cm e a sua constante eldstica é 6 N/cm.
Admitindo que ndo existe atrito com a barra
fixa, calcule a velocidade com que o cilindro
chega ao ponto B.

Uma esfera ligada a uma corda de com- \ / |
primento [ parte do repouso na posicao A,

como mostra a figura. Quando a corda atin- ? PN
gir a posicdo vertical, entrard em contato I g |
com um prego fixo no ponto B, que faz com 7 } a TN . /
que a esfera descreva um circulo com raio  / l I /
menor que /. Calcule o valor minimo que | l l \ /
poderd ter a distincia a para que a trajetéria | B ,/

da esfera siga o circulo com centroem B (se ' / R

a ndo for suficientemente grande, a corda \\ /// . -

deixa de estar esticada quando a esfera sobe O -7 -

e a esfera ndo chega até a parte mais alta do c

circulo).
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9.

10.

11.

Considere um projétil que é lancado desde o chdo, num quarto onde existe vicuo,
com uma velocidade inicial vy que faz um angulo 6 com a horizontal. (a) Calcule
o tempo que o projétil demora até chegar ao ponto méximo da sua trajetéria, onde a
velocidade vertical € nula, e a posi¢cdo nesse ponto. (b) Com base no resultado da alinea
anterior, demonstre que o alcance horizontal do projétil (distancia horizontal desde
onde € langado até onde cai) € igual a:

R vZ sin(20)
g

(5.46)

Resolva numericamente a equacgao diferencial,

dy 5
dx_x Y

com valor inicial yg = 1 em x = 0, no intervalo 0 < x < 5. Represente o grifico da
funcdo obtida.

Nas trajetdrias da bola de ténis de mesa calculadas no fim do capitulo, o alcance
horizontal da bola é aproximadamente o valor da coordenada x do dltimo ponto da lista
de pontos r1. Repita os cdlculos, com diferentes valores do angulo de langamento, para
determinar os valores do alcance com angulos de 35°, 36°, 37°, 38°, 39° e 40°. Registe
numa tabela os valores obtidos para o alcance horizontal, em fun¢do do angulo, com
precisdo até os milimetros. Com base na tabela, qual € o angulo de lancamento que
produz o maior alcance horizontal? Usando o resultado do problema 9, mostre que no
vacuo o angulo que produz o alcance maximo € 45°.
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Para conseguir dar uma curva com uma bicicleta ou uma moto, é necessario que exista
suficiente atrito entre os pneus e a estrada, porque a forca de atrito deverd ser igual a
massa vezes a aceleragdo centripeta. Como a forca de atrito atua na superficie dos pneus,
se o condutor ndo se inclinasse, a lei da inércia implicava que a sua tendéncia fosse
continuar numa trajetdria retilinea, contrariando a trajetdria circular da superficie dos
pneus produzindo desequilibrio. Nas corridas de motos, as velocidades elevadas implicam
angulos de inclinacdo maiores; para conseguir inclinar mais a moto, o condutor vira
inicialmente o volante no sentido oposto ao sentido em que vai tomar a curva e sai para o
lado em que a moto se inclina para contrariar a tendencia da moto cair para o lado oposto.



98 Dinamica dos corpos rigidos

6.1. Vetores deslizantes

Os vetores introduzidos no capitulo 2 sdo vetores livres, que sdo considerados iguais se
tiverem o mesmo moddulo, direcdo e sentido, independentemente do ponto do espaco onde
se encontrem. No caso das forcas, ndo basta saber o mddulo, direcao e sentido. Por
exemplo, quando se aplica uma forca numa porta para fecha-la, para além do médulo,
direcdo e sentido da forga, serd também importante o ponto em que essa forca for aplicada.
Quanto mais longe das dobradigas for aplicada a for¢ca, mais fécil serd fechar a porta; a
forca necessdria para fechar a porta serd muito elevada se for aplicada num ponto muito
proximo de uma das dobradicas.

Assim sendo, as for¢as sdo realmente vetores
deslizantes, que produzem o mesmo efeito
quando aplicadas em qualquer ponto na sua
linha de acdo (a linha reta que passa pelo
ponto onde a for¢a € aplicada, seguindo a
direcdo da forca) mas produzem efeitos di-
ferentes quando aplicadas em diferentes li-
nhas paralelas. No exemplo apresentado na
figura 6.1, as trés forcas F1, F2 e F3 tém o
mesmo modulo, direcdo e sentido; F1 e F2
sdo iguais, por terem também a mesma linha  Figura 6.1.: Forcas com 0 mesmo mé-
de acdo, mas sdo diferentes de F} que atua dulo, dire¢ao e sentido.
noutra linha de acdo diferente.

Contudo, no capitulo 4 sempre que foi necessario somar for¢as admitiu-se que podiam
ser deslocadas livremente e somadas como vetores livres. Nas proximas se¢des mostra-se
que essa soma de forcas como se fossem vetores livres ndo estd errada, sempre e quando
seja adicionado também o efeito de rotacdo introduzido quando se desloca uma for¢a para
outro ponto. No movimento de translacdo sem rotacdo, € também importante considerar
os efeitos de rotacdo das vdrias forcas e conferir que se anulam entre sim, para que o
movimento seja realmente sem rotagao.

6.2. Adicao de forcas

Duas forgas Fj e F, com a mesma linha de acdo podem ser deslocadas para um ponto
comum e somadas nesse ponto. A forca resultante estard na mesma linha de ac¢ao e tera
moédulo (F; + F>), se o sentido das forgas for o mesmo, ou |F; — F3|, caso contrario.

Duas forgas serdo concorrentes se as suas linhas de acdo forem diferentes, mas com
um ponto comum, R, como no exemplo da figura 6.2. Nesse caso, as forcas podem ser
deslocadas e somadas nesse ponto comum com a regra do paralelogramo; a linha de acdo
da forga resultante serd a reta que passa por esse ponto comum, na direcdo da diagonal do
paralelogramo.
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—

F,

Figura 6.2.: Adicdo de forcas concorrentes.

R

Quando as duas linhas de acao de duas forcas sao paralelas, como € o caso na figura 6.3,
podem ser somadas usando o procedimento, ilustrado no lado direito da figura: desloca-se
a forga F> na sua linha de acdo L, até o ponto R de intersecdo de L, com o plano perpendi-
cular as linhas de a¢@o, que passa pelo ponto P. Nos pontos P e R adicionam-se duas forcas
F3 e —F3, com a mesma linha de acdo, sem produzir nenhuma alteragao J4 que a soma
dessas duas forgas ¢ nula. No ponto P somam-se as forgas Fi e F; e substituem-se pela
resultante E, e no ponto R somam-se as forgas F> e —F; e substituem-se pela resultante
Fs. As forgas F, e F5 serdo concorrentes, podendo ser somadas no ponto comum das suas
linhas de a¢do, S, obtendo-se a forca resultante 136 no ponto S.

L,

L,

Fy

Figura 6.3.: Adi¢ao de forcas paralelas.

Observe-se que a forca resultante das duas forcas paralelas € também na mesma direcdo
das forcas originais e o seu médulo € igual a soma dos médulos das forgas originais
(Fs = F1 + F»), se os sentidos das forcas for o mesmo, como na figura 6.3, ou igual a
diferenca entre os médulos (Fg = |F} — F3|), caso os sentidos sejam opostos.

Para calcular as distancias b; e b, entre as linhas de acdo das forcas originais e a linha de
acdo Lg da forca resultante, observa-se na figura 6.3 que a altura & dos dois tridngulos com
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bases b; e b, verifica,

b1 F by F
h=b tan = —— h=bytanf = =2 (6.1)
F F3

e, como tal,
Fibi=Fb; (6.2)

Esta € a equacdo fundamental das alavancas e o procedimento usado aqui para obté-la foi
introduzido por Newton no seu livro. As distancias b; € b, chamam-se bracos das forcas
Fi e F>. Para equilibrar as forcas paralelas Fy e B>, seria preciso aplicar uma forga oposta,
de médulo F; 4 F3, na linha de agdo em que os dois bragos b; e by verifiquem a regra das
alavancas (6.2).

6.3. Momentos e binarios

A regra das alavancas pode ser explicada introduzindo o conceito de momento. Define-se
o valor do momento de uma forca em relacao a um ponto O, como o produto do médulo
da forca pela distancia desde o ponto O até a linha de acdo da forga (brago b),

©

O momento Mo representa o efeito de rotacdo produzido pela forca, se o ponto O do corpo
rigido estivesse fixo, podendo o corpo rodar a volta desse ponto. Quanto mais afastada
estiver a linha de acdo da forca em relacdo ao ponto fixo O, maior seré o efeito rotativo
produzido pela forga. Isso explica porqué € mais fécil fechar a porta quanto mais longe
das dobradicas for aplicada a forca; a distincia entre a linha de ac@o da forca e a linha das
dobradigas € o braco e quanto maior for, maior serd o momento da for¢a aplicada.

Sendo 7 o vetor posi¢ao do ponto P em que
a forca Fé aplicada, em relacdo a origem O,
o brago da forca em relagdo a origem O €
igual a r sin 6, em que o angulo O € o angulo
entre os vetores 7 e F (figura 6.4). Conclui-se
que valor do momento da for¢a em relacao
ao ponto O € igual a,

Mo =Frsin6 (6.4)
Figura 6.4.: Momento de uma forca.
Repare-se que (F sin 0) é a componente da for¢a na direcio perpendicular ao vetor posicao
7, ou seja, o valor do momento da forga é também igual ao produto da distancia desde o
ponto de aplicagdo até a origem, r, pela componente perpendicular da for¢ca. O momento
produzido pela for¢a é devido unicamente a componente perpendicular da forga.
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A equacdo (6.4) mostra que o momento da forca € igual ao médulo do produto vetorial
entre o vetor posi¢do e a for¢a e mostra a conveniéncia de definir o momento em forma
vetorial:

Mo =7X ﬁ (6.5)

O vetor Mo representa um efeito de rotacao num plano perpendicular a ele. Na figura 6.4
o momento € um vetor que aponta para fora da figura e costuma ser representado por uma
seta circular, no sentido da rotacio que segue a regra da mao direita em relacdo ao sentido
do vetor 1\710.

Um bindrio é um conjunto de duas forgas F
e —F, iguais e opostas, com linhas de agao
paralelas, como mostra a figura 6.5. O bindrio
nao produz nenhuma translacdo em nenhum
sentido, mas apenas rotacdo. O momento
total, em relacdo a origem O, € a soma dos
momentos das duas forgas,

Fox F—7px F = (fg—7p) xF  (6.6)

Os dois vetores de posicao dos pontos Q e P
dependem da escolha da origem, mas a sua
diferenca é o vetor 7pg na figura, que nao Figura 6.5.: Bindrio.

depende do ponto onde estiver a origem.

Isso quer dizer que o bindrio produz um momento que nao depende de nenhum ponto de
referéncia,

M = 7pg x F (6.7)

Na figura 6.5 o momento do bindrio € um vetor para fora da figura, representado pela seta
circular no sentido anti-horério.

F I3 F A
P P Q
RN A

M_ﬁ M

Figura 6.6.: Procedimento para deslocar uma for¢a de um ponto P para outro ponto Q.

Uma forca F aplicada num ponto P pode ser deslocada para outro ponto Q, fora da sua
linha de acdo, usando o procedimento ilustrado na figura 6.6. Adicionam-se duas forcas
—F e F nos pontos P e Q e, para ndo alterar nada, adiciona-se também um binario M
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com 0 mesmo mdédulo do bindrio das for¢as introduzidas, mas no sentido oposto. No caso
da figura 6.6, M deve ser no sentido horédrio e com mdédulo igual ao produto de F pela
distancia desde Q até a linha de acdo da forga original; ou, em forma vetorial, M= FQP x F.
No ponto P ha duas forgas 1guals e opostas que se anulam, ficando no fim a forca F no
ponto Q e o bindrio M = 7Qp X F que é igual a0 momento MQ que a forca original, em P,
produz em relacao ao ponto Q.

Conclui-se que para somar um conjunto de forcas num ponto Q, somam-se 0S momentos
das forcas em relagcdo a esse ponto, dando um bindério resultante, € somam-se as forcas
como vetores livres. O resultado € a for¢a resultante no ponto Q e o bindrio resultante.

Quando as direcdes de todas as forgas estiverem num mesmo plano, serd conveniente
definir dois dos eixos coordenados nesse plano, por exemplo x e y e a origem no ponto onde
vao ser somadas as forcas. Assim sendo, o momento de cada forca F em relacdo a origem
introduz um bindrio que tem unicamente componente segundo z, dada pelo determinante,

x oy

M=\ g F,

(6.8)

em que x e y sdo as coordenadas do ponto onde estd a ser aplicada a forca F. Para obter o
bindrio resultante bastard somar os valores de M obtidos para cada forca.

6.4. Corpos rigidos em equilibrio

Se todas as forcas externas aplicadas num corpo rigido, somadas num ponto qualquer,
produzem forga resultante e binério resultante nulos, conclui-se que a forga resultante e
o bindrio resultante também serdo nulos em qualquer outro ponto. A justificacdo € que,
como a forca resultante é obtida somando as for¢cas como vetores livres, serd igual em
qualquer ponto; o bindrio resultante sim € diferente quando a forca resultante € colocada
em diferentes pontos e a diferenga entre o bindrio em dois pontos diferentes serd igual ao
momento introduzido quando a forc¢a resultante for deslocada entre esses pontos. Mas no
caso em que a forca resultante € nula, esse deslocamento par diferentes pontos ndo produz
nenhum bindrio adicional e o bindrio devera ser igual, e nulo, em todos os pontos.

Quando a forca resultante e o bindrio resultante sao nulos, diz-se que o corpo rigido esta
em equilibrio. Equilibrio esse que pode ser estatico —objeto em repouso— ou cinético
—objeto com movimento linear uniforme. Assim sendo, as condi¢des para que um corpo
rigido esteja em equilibrio é a soma das forcas seja nula e que a soma dos momentos das
forgas, em relacao a um ponto qualquer, seja nula.

Exemplo 6.1

O automovel na figura desloca-se com velocidade constante de 120 km/h numa estrada
perfeitamente horizontal. Sabendo que o peso total do automével € 9000 N, determine
a forga de reacdo normal em cada pneu.
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|<—0.4m i 1.2m i

R, 9000 N R,

Resolucao. Por ter movimento retilineo e uniforme, o automdvel estd em equilibrio. Na
figura, o vetor R representa a soma das duas reagdes nos pneus da frente e R, a soma
das reacOes normais dos pneus de atrds. As forcas horizontais, que s@o a resisténcia do
ar e o atrito da estrada nos pneus, ndo podem ser calculadas neste problema. O tnico
que € possivel afirmar a respeito € que essas duas forcas sio iguais e opostas e o atrito é
estatico e contraria a resisténcia do ar. Por enquanto, admite-se que essas duas forcas sio
desprezaveis em comparagdo com o peso e no fim serd discutida a influéncia dessas forcas
no resultado obtido. A condi¢do para que a soma das forcas verticais seja nula é:

R+ Ry = 9000

Para encontrar o valor dessas duas varidveis serd necessdrio considerar também a condicao
de que o bindrio resultante deverd ser nulo. Por existir equilibrio, qualquer ponto pode ser
usado como referéncia para calcular os momentos; € conveniente escolher o ponto onde ha
mais forgas aplicadas, j4 que o momento dessas for¢cas em relacdo ao ponto de referéncia
serd nulo. Neste caso escolhe-se um dos pontos de contato dos pneus com a estrada, ou o
centro de gravidade (CG). Usando como referéncia o ponto de aplicagdo de Ry, a soma
dos momentos é:

1.6 Ry — 0.4 x9000 =0 == Ry =2250N

A seguir podia substituir-se esse valor na condi¢do para a soma das forcas verticais,
mas também € possivel calcular novamente soma de momentos, em relacao ao ponto de
aplicacdo de R,

1.2x9000—-1.6R; =0 - Ry =6750N

Admitindo que o centro de gravidade esteja a igual distancia dos lados direito e esquerdo
do automovel, se este for simétrico, as reagdes nos dois pneus da frente serdo iguais e,
portanto, a reagdo em cada pneu serd 3375 N. Nos pneus de atrds as reagdes também serao
iguais, cada uma com moédulo 1125 N.
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As forcas de atrito e da resisténcia do ar constituem um bindrio; como a linha de acdo
das forcas de atrito com a estrada estd por debaixo da linha de acdo da resisténcia do ar,
esse bindrio faz rodar o automdével no sentido horério, aumentando as reagdes normais
nos pneus de atrds e diminuindo as reacdes normais nos pneus da frente. Para calcular o
momento da for¢a de resisténcia do ar, seria preciso conhecer o coeficiente aerodinamico
Cp do automovel, a velocidade do vento e o ponto de aplicagdo da resultante dessa forga,
que estd distribuida em toda a superficie do automoével.

6.5. Centro de massa

Um corpo rigido € uma distribucio continua de massa num volume. Se a massa total do
corpo for m, e dm for a massa infinitesimal que existe em cada ponto do corpo,

m— / dm 6.9)

em que o integral € de volume, dentro do volume ocupado pelo sélido, j4 que dm € o
produto da massa volimica p pelo volume infinitesimal d xd yd z.

Define-se o vetor posi¢do do centro de massa, 7., igual 8 média, pesada pela massa, do
vetor posi¢ao no soélido:

Fdm
Fom = (6.10)

m

Exemplo 6.2

Encontre a posi¢do do centro de massa
do sélido homogéneo representado na fi-
gura.

Resolucao. O volume do sélido € delimitado pelos 5 planos x =0,y =0,y=a,z=0¢e
z=c(l—x/b).

A drea infinitesimal dm € igual a carga volimica p vezes o volume infinitesimal em coor-
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denas cartesianas, dxd ydz. Comega-se por calcular a massa total a partir da equagao (6.9):

a b c(l—x/b

)
m:// / pdzdxdy
00 0

Como o corpo € homogéneo, p € constante. No Maxima, os trés integrais pode ser
calculado em forma sequencial; p representard a massa volimica
($il) integrate (p, z, 0, c*x(1 - x/b))$
($i2) integrate (%, x, 0, b)$
(%$13) m: integrate (%, y, 0, a);
abcp
(03)  m——————

Embora os resultados intermédios ndo tenham sido apresentados, estdo armazenados nas
varidveis $o0l e $02.
Para calcular [7dm, repete-se o mesmo integral de volume, mudando o integrando de p,
para (p7)

(%i4) r: [x, y, zl$

($i5) integrate (p*r, z, 0, cx(1 - x/b))$

($i6) integrate (%, x, 0, b)$

($1i7) rem: integrate (%,y,0,a)/m;

b a c¢
(%07) [=, = -1
3 2 3
. _ - L o a_, c,
Conclui-se que o vector posicao do centro de massa é 7oy = 3 éx+ 56 + 3 é;.

Em todo corpo rigido existe sempre um tnico ponto que € o centro de massa. Se a origem
for escolhida exatamente no centro de massa, o valor de 7., serd nulo e a equagdo (6.10)
da,

/ Fdm =0 6.11)

O integral em (6.11) serd nulo unicamente se a origem estiver no centro de massa. Em
qualquer outro ponto o resultado seria um vetor ndo nulo. Este resultado serd muito
importante mais para a frente.

Derivando os dois lados da equagdo (6.10) obtém-se a expressao da o velocidade do centro
de massa,

vdm
Vem = (6.12)
m

Isto é, a velocidade do centro de massa € a média das velocidades de todos os pontos do
corpo, pesada pela massa do ponto.
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Derivando a equagdo (6.12), obtém-se a aceleragdo do centro de massa,

adm
dom = =— (6.13)

m

que € a média, pesada pela massa, das aceleracdes de todos os pontos no sélido.

Se o referencial em que é medida a aceleragdo d de cada ponto for um referencial inercial,
o produto ddm sera igual a forca resultante d / que atua sobre a massa dm:

df =adm (6.14)

Repare-se que sempre que exista aceleracdo, deverd existir uma forga infinitesimal d f
aplicada em cada ponto do sélido, para conseguir acompanhar o movimento do corpo,
permanecendo rigido. Na maioria dos pontos essa forca € devida unicamente as forcas
internas de contato entre as partes do corpo, forcas essas que sao desencadeadas em todo o
corpo pela acdo de n forcas externas F,F, ..., F, que atuam em n pontos do corpo rigido.
Nos pontos 1, 2, ..., n, a forca f inclui as forcas de contato mais a for¢a externa em cada
ponto. A diferencial df ¢ a variacdo da forca em todos os pontos do volume do corpo.

Substituindo a expressao (6.14) na equagdo (6.13), conclui-se que,
/df:m@m (6.15)

Na soma das forcas em todos os pontos do corpo, por cada forca interna de contato que
existir num ponto, existird outra for¢a igual mas de sentido Oposto em outro ponto vizinho,
devido a lei de ac@o e reagdo. Assim sendo, no integral [ d f todas as forgas internas de
contato serdo eliminadas, ficando unicamente a soma das for¢as externas, F1 , Fz, e Fn,
que € igual a forg¢a resultante sobre o corpo rigido. Como tal, a equacgdo (6.15) é equivalente
a,

l

(6.16)

S
O
5

y i

i=1

Este resultado importante € a lei do movimento de translacdo do corpo rigido:

O movimento do centro de massa de qualquer corpo rigido com massa m é
igual ao movimento que teria uma particula pontual com massa m e forca
resultante igual a soma de todas as forcas externas aplicadas sobre o corpo
rigido.
Lembre-se que a soma das forgas € feita como se fossem vetores livres. Se a forca resultante
for nula, o centro de massa estard ou em repouso ou em estado de movimento retilineo
uniforme, mas outros pontos no corpo rigido poderdo ter movimentos mais complicados.

O peso é um exemplo de forca externa aplicada em todos os pontos do corpo rigido. A
equacao (6.15) nesse caso da,

/gdm = Mdem (6.17)
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Se a aceleracdo da gravidade g for igual em todos os pontos do corpo, o integral no
lado esquerdo serd igual a mg e conclui-se que a aceleracdo do centro de massa é igual
a aceleracao da gravidade e que o centro de gravidade —ponto de aplicacdo da forca
resultante do peso de todas as partes do corpo— coincide com o centro de massa. Existem
casos em que g ndo € constante em todo o corpo, mas geralmente isso ndo acontece, sendo
possivel assumir que o peso total do objeto é a for¢a m g aplicada no centro de massa.

Considere-se, por exemplo, uma lamina triangular. Pendurando-a por um dos vértices,
comecard a oscilar até parar numa posicao em que o centro de gravidade esteja no mesmo
segmento de reta vertical que passa pelo vértice; se esse segmento for tracada no triangulo
e o procedimento for repetido para os outros dois vértices, o ponto onde se cruzam os trés
segmentos serd o centro de gravidade e centro de massa. Se a massa volimica do triangulo
for igual em todos os pontos, cada uma dos segmento verticais serd a mediana que divide o
triangulo em duas partes com a mesma drea e, portanto, com o mesmo peso. Nos sélidos
com formas simétricas € massa voldmica constante, o centro de massa encontra-se no
centro geométrico. A figura 6.7 mostra trés exemplos.

Figura 6.7.: Centros de massa de 3 objetos com massa volimica constante: esfera, cilindro
e paralelepipedo.

6.6. Movimento geral do corpo rigido

Figura 6.8.: Os 3 graus de liberdade na rotacdo de um corpo rigido.
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A dinamica do corpo rigido consiste no estudo dos efeitos das for¢as e binérios externos
na variacao dos seus seis graus de liberdade. A trajetéria de um ponto qualquer no corpo,
usado como referéncia, d4 informacao sobre a variacao de trés desses graus de liberdade.
Os restantes 3 graus de liberdade sdo 3 angulos. No pido da figura 6.8 indicam-se dois
angulos, B e ¢, que definem a dire¢do do eixo do pido; o terceiro angulo, 6, determina a
rotagdo do pido em relagdo ao seu eixo. Nesse caso, dois dos angulos, B e 0, variam em
func¢do do tempo e, portanto, hd duas velocidades angulares, [3 ed.

No pido da figura, o momento do peso em relagdo ao ponto de contacto no chio produz
rotac@o no sentido em que o angulo ¢ aumentaria, mas como o pido ja tem outra rotacao
no sentido indicado para o aumento de 0, o eixo do pido ndo cai mas desloca-se no circulo
indicado na figura.

6.6.1. Rotacao com eixo fixo

Quando o eixo de rotacdo de um corpo rigido permanece fixo em relagdo a um sistema
inercial, a segunda lei de Newton serd vélida para as aceleracdes medidas no referencial do
corpo rigido. Assim sendo, a equacgdo (3.24) permite calcular a for¢a que atua na massa
diferencial dm em cada ponto

df = (Raéd —Rw?eg)dm (6.18)
Cada uma dessas forcas produz um momento 7 x df em relagdo a origem, mas como o

corpo rigido pode rodar unicamente em torno do eixo fixo z, interessa unicamente calcular
a componente z, obtida usando unicamente a componente radial do vetor de posicdo:

dM. = (Rég) xdf =R*aé.dm (6.19)
Integrando no volume do corpo rigido obtém-se a componente z do bindrio resultante,

/ dM, = a / R2dm (6.20)

A aceleracdo angular foi colocada fora do integral, por ser igual em todos os pontos do
corpo rigido. O integral no lado direito,

L= /dem (6.21)

¢ o momento de inércia, do corpo rigido, em relagdo ao eixo dos z.

No integral [ dM; todos os momentos das forgas internas de contato serdo eliminados,
em consequéncia da lei de agdo e reagao, ficando unicamente a soma dos momentos
produzidos pelas forcas externas, Fl, Fz, . F Assim sendo, a equacgdo (6.20) conduz a
lei da rotag@o com eixo de rotagdo fixo:

Y M. i=Ia (6.22)
i=1
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Exemplo 6.3
Determine o momento de inércia de um cilindro homogéneo, com raio R e altura L,
em relacao ao seu eixo de simetria.

Resoluciao. Como o eixo de rotacdo € o mesmo eixo do cilindro, o volume do cilindro
define-se em coordenadas cilindricas através das condi¢des 0 <z <L, 0 <0 <2m,
0 < R’ <R (usa-se R’ para a coordenada cilindrica, ndo confundi-la com o raio do cilindro).

O elemento diferencial de volume em coordenadas cilindricas € (RdRd6dz) e, como tal,
dm=pRdRdOdz, em que p € a massa volimica. O momento de inércia &,

L2 R LR
T
L :p///R’3dR’dedz: pT
000
Repare-se que a massa do cilindro € obtida pelo integral,
L 2r R
m— p///R’dR’dez —prLR
000
. ) L -
Assim sendo, a expressdo para o momento de inércia é: I, = 3 mR

No movimento de rotacdo, o momento de inércia joga um papel semelhante a massa no
movimento de translacdo. Repare-se na semelhanca da equagdo (6.22) com a segunda lei
de Newton.

A tabela 6.1 mostra as expressdes do momento de inércia de alguns s6lidos em rela¢do aos
eixos que passam pelo seu centro de massa.

O momento de inércia em relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa permite
calcular o momento de inércia em relagdo a qualquer outro eixo paralelo, a uma distincia
d do eixo no centro de massa, usando o teorema dos eixos paralelos:

L = Ign+md® (6.23)

Também € possivel calcular o momento de inércia de um sélido somando os momentos de
inércia das vdrias partes que constituem o sélido, ja que o integral (6.21) pode ser escrito
como a soma dos integrais nas vdrias partes. O momento de uma barra suficientemente
fina pode também ser obtido a partir da expressdo para o cilindro, no limite R — 0.

Uma roldana fixa € um exemplo de corpo rigido com eixo de rotagdo fixo. Se a roldana for
homogénea, o centro de massa também estard no eixo de rotacdo. A figura 6.9 mostra uma
roldana de massa m e raio R, em que o fio acompanha a rota¢ao da roldana, sem deslizar.
As for¢as e momentos externos sao o peso, mg, as tensdes na corda nos dois lados da
roldana, ﬁl e 17"2, a forca de contato no eixo da roldana, 17} e o bindrio M que é produzido
pelo atrito no eixo da roldana, no sentido oposto a rota¢ao da roldana.
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Esfera Cilindro Paralelepipedo

i
0 [«

Eixo 1: 3 mR?

% 2 : i 2 2 i 2 2
5mR Eixo 2: 12m(3R —I—L) 12m(a —I—b)

Tabela 6.1.: Momentos de inércia de alguns s6lidos com massa voliimica constante, para
eixos que passam pelo centro de massa.

O peso da roldana e a for¢a de contato F. ndo produzem momento em relacdo ao eixo.
Como a roldana € um cilindro, usando a expressao para o momento de inércia na tabela 6.1,
a equacdo para o bindrio resultante €,

1
RFi—RF,—M = szZa (6.24)
Quando o atrito no eixo pode ser ignorado,

1
F] — Fz = E mayg (625)
em que a; = R o € a aceleracdo tangencial de um ponto na corda. Observe-se que, indepen-
dentemente do raio da roldana, quando a massa da roldana for muito menor que F; /a; e
F> /a, pode admitir-se que a tensdo é igual nos dois lados da corda.

Figura 6.9.: Forcas e bindrios externos sobre uma roldana.
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6.6.2. Translacao sem rotacao

Num corpo rigido com movimento de translacdo sem rotagdo, a cada instante a aceleracio
de todos os pontos € a mesma, igual a aceleracdo do centro de massa, que € igual a soma
das forcas externas dividida pela massa do corpo. Como o corpo ndo roda, a soma dos
momentos de todas as forcas em relagdo ao centro de massa devera ser nula. Ha que ter
atencao ao facto de que a soma do momentos € nula unicamente em relac@o ao centro de
massa; em relag@o a outro ponto P, a soma dos momentos serd igual e oposta a0 momento
da forca resultante, que atua no centro de massa, em relacdo a P.

Exemplo 6.4

O automoével do exemplo 6.1, acelera durante 20 s, com aceleragc@o segundo a trajetoria
constante, desde o repouso até a velocidade de 60 km/h. Sabendo que o centro de
gravidade esta a uma altura de 35 cm por cima do chao, determine as forca de reagdo
normal em cada pneu.

Resolucao. Ignorando a resisténcia do ar, a Unica for¢a externa horizontal € a forca de
atrito estatico, F;, entre os pneus e a estrada, que devera apontar no sentido da aceleracdo.
A figura seguinte mostra o diagrama de forcas externas.

|<—0.4m i 1.2m {

9000 N
Y

R representa a soma das duas reagdes nos dois pneus da frente e R, a soma das reagdes
normais dos pneus de atrds. A aceleracao tangencial do automdével é no sentido horizontal
e igual a:

60/3.6 5 m
as = = —- —
' 20 6 s2
A lei do movimento para a translacdo conduz as equagdes:
R1+ Ry =9000
Rl +R2 =mg N 1 2
F,=may ~ 9000 x5

F=——""=
T 98%6
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Em relacdo ao eixo que passa pelo centro de massa, perpendicular a figura, o peso ndo
produz nenhum momento. Os momentos de R e F, sdo no sentido hordrio € 0 momento
de R, € no sentido anti-hordrio. Como o automével ndo tem movimento de rotacdo, a
aceleracao angular € nula e a lei do movimento de rotacao é:

1.2R;—04R; —0.35F, =0
A resolugdo do sistema das 3 equagdes conduz a,
F, =765 N Ry =6583 N Ry =2417N

A reagdo em cada pneu da frente serd 3291 N e em cada pneu de atrds 1209 N.

Perguntas
1. As componentes cartesianas de uma 3. Uma peca metdlica com massa volimica
forca sdo F = —3&, — 2¢é,. Em qual das constante e massa m € construida com
posi¢cdes na lista deveria ser aplicada a dois cilindros da mesma altura, mas raios
forca para produzir momento no sentido diferentes a > b, colados um sobre o ou-
horario em relacdo a origem? tro de forma que os seus eixos estejam
alinhados. Calcule o momento de inér-
A. —2¢,+3¢ey D. 3é.+2¢, cia da peca em relacdo ao seu eixo de
B. —3¢,+2¢, E. 3¢,—2¢, simetria.
C. 2¢,+3¢, 1 . 1 .
A. Em(a —-b*) D Em(a +b?)
2. Sobre um disco aplicam-se duas forcas B 1m (a T 4) . 1 . ( @+ bz)
externas, como se mostra na figura. Cal- 2 D) a+b
cule o momento resultante, em relagado 1 [a*+b*
ao ponto O, em unidades de N-m. C. KM (m)

60 N
30°

4. Duas criancas com massas de 30 kg e
45 kg estdo sentadas nos dois lados de
um sobe e desce. Se a crianca mais pe-
sada estiver sentada a 1.2 m do eixo do
sobe e desce, a que distancia do eixo de-
verd sentar-se a outra crianga para manter
o sobe e desce em equilibrio?

A. 0.57 C. 435 E. 6.15 A. 1.5m D. 1.2m
B. 1.05 D. 5.67 B. 0.8 m E. 0.98 m

C. 1.8m
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Problemas

1.

O martelo na figura apoia-se sobre um bloco
de madeira de 40 mm de espessura, para fa-
cilitar a extracao do prego. Sabendo que é
necessdria uma forga de 200 N (perpendicu-
lar ao martelo) para extrair o prego, calcule
a forga sobre o prego e a reacdo no ponto
A. Admita que o peso do martelo pode ser
desprezado e em A existe suficiente atrito
para evitar que o martelo escorregue.

Um automével com tracdo frontal acelera
uniformemente desde o repouso atingindo
uma velocidade de 100 km/h em 11 segun-
dos. Se o peso do automdvel for 9750 N,
calcule as reagdes normais e a forca de atrito
sobre cada pneu. ;Qual serd o valor minimo
que deverd ter o coeficiente de atrito estatico
entre os pneus e a estrada para que automo-
vel possa atingir essa aceleragao?

Usando integracao no volume do sélido, demonstre o resultado da tabela 6.1, para o
momento de inércia de um paralelepipedo com eixo de rotagdo perpendicular a uma

das faces e passando pelo centro de massa.

Um tronco uniforme de 100 kg estd pen-
durado por meio de dois cabos do mesmo
comprimento. O tronco larga-se a partir do
repouso na posicao representada na figura;
calcule a tensdo e a aceleragdo angular dos
cabos no preciso instante em que o tronco é
largado a partir do repouso.

Um armaério de 45 kg, montado sobre ro-
das que o deixam andar livremente sobre o
chio, € acelerado por uma for¢a externa de
310 N.

(a) Calcule os valores maximo e minimo
que pode ter a altura y para o armdrio acele-
rar sem as rodas perderem o contato com o
chao.

(b) Calcule a acelerag@o do armario, quando
y estiver entre os valores minimo € maximo
calculados na alinea anterior.

60° 1 m

100 kg B C
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6.

A escada na figura estd apoiada numa su-
perficie horizontal (ponto A) e numa parede
vertical (ponto B). Entre a escada e a super-
ficie horizontal o coeficiente de atrito esta-
tico é U., enquanto que o atrito da escada
com a parede vertical é desprezdvel. Admi-
tindo que o centro de gravidade da escada
se encontra a metade do seu comprimento,
calcule o valor minimo de U, para garantir
que a escada permaneca em repouso.

A massa do reboque na figura é 750 kg e estd ligado no ponto P a uma trela de um
automovel. A estrada € horizontal e os dois pneus idénticos podem ser considerados
como um sé, com uma unica reacdo normal e forca de atrito desprezdvel; a resisténcia
do ar também sera desprezada.

(a) Calcule a reacdo normal nos pneus e a
forca vertical no ponto P, quando a veloci-
dade for constante.

(b) Quando o automovel estiver a acelerar,
com a; = 2 m/s?, a forca em P terd compo-
nentes horizontal e vertical. Calcule essas
componentes e a rea¢cao normal nos pneus
(o momento de inércia das rodas e o atrito
com a estrada sdo desprezaveis).

A caixa retangular homogénea na figura esta
ligada a duas dobradicas que permitem que
possa rodar fechando a janela, ou abrir fi-
cando na posi¢ao horizontal apresentada na
figura, para dar sombra durante o dia. A
corrente que mantinha a caixa na posi¢ao
horizontal quebrou-se repentinamente e a 20 ch
caixa caiu até bater na parede. Desprezando
o atrito nos eixos das dobradigas e a resis-
téncia do ar, qual serd a velocidade angular
da caixa quando bate na parede?




7. Sistemas dinamicos

No estudo de um sistema dindmico é importante determinar a existéncia de posi¢coes de
equilibrio. Os acrobatas na fotografia encontram-se numa situacao de equilibrio estdvel: se
a bicicleta se inclinar lateralmente, o peso do acrobata pendurado por baixo faz com que o
sistema se incline no sentido oposto, regressando a posi¢do de equilibrio. Se o acrobata
na bicicleta ndo tivesse o segundo acrobata pendurado, a sua situacdo de equilibrio seria
instavel: se a bicicleta se inclinasse lateralmente, o seu peso mais o do acrobata faziam
aumentar ainda mais a inclinacdo, afastando a bicicleta da posic¢ao de equilibrio.
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7.1. Equacoes diferenciais

As equacdes cinemdticas sdo um exemplo de equagdes diferenciais. As equagdes diferenci-
ais aparecem em muitas outras dreas da ciéncia e da engenharia; uma forma de estudar esse
tipo de equagdes consiste em usar uma analogia com os sistemas estudados na mecénica.
Por exemplo, em muitos problemas em diversas dreas encontram-se equagdes semelhantes
as equacdes de um péndulo ou de um bloco ligado a uma mola eléstica.

A resolugdo das equagdes cinemadticas foi simplificada no capitulo 2 com a introducdo dos
vetores, que permitem combinar as equagdes das componentes em vez de considerar cada
componente por separado. O problema pode ser simplificado ainda mais, combinando
a posicao e a velocidade num tunico vetor, num espaco com seis dimensoes. Mas neste
capitulo essa técnica serd introduzida no caso mais simples em que a posicdo e a velocidade
tém uma Unica componente, sendo esse espaco mais geral reduzido a duas dimensdes,
facilitando a visualizac@o dos resultados.

7.2. Variaveis de estado e espaco de fase

Um sistema dinamico € caraterizado pelas forcas que atuam sobre ele. Para estudar um
sistema determinado, admite-se que as forcas sdo bem conhecidas. Uma vez estabelecidas
as forcas, o tipo de movimento que terd o sistema dependera das condicdes iniciais; isto €,
conhecidas a posicao e a velocidade de um corpo num instante inicial, consegue-se prever
quais serdo a posicdo e velocidade em qualquer instante posterior.

Os vetores posicao, 7, e velocidade, v, de uma particula definem o seu estado em cada
instante. Esses dois vetores terdo um valor unico a cada instante 7. As trés componentes
da posig¢do, junto com as trés componentes da velocidade constituem um espago a seis
dimensdes chamado espaco de fase.

<i

Rl

O

Figura 7.1.: O estado de uma particula em qualquer instante € definido pelo vetor de
posicao e pela velocidade.

Quando se considera a projecdo do movimento ao longo de um unico eixo, € mais fécil
visualizar o espaco de fase, por ser um plano. Nesse caso, a posi¢ao da particula pode ser
definida por uma coordenada x. O espaco de fase € constituido por x e a componente da
velocidade, v,. A figura 7.2 mostra o espaco de fase, com a posi¢ao x no eixo das abcissas
e a componente da velocidade v, no eixo das ordenadas.
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Vx A

L

(X0, Vx0)

Figura 7.2.: Espaco de fase da projecdo do movimento de uma particula segundo o eixo
dos x.

A cada instante, o estado da particula pode ser qualquer ponto do plano de fase. Se num
instante inicial a particula se encontra na posi¢@o xo, com componente da velocidade vy o,
o estado nos instantes seguintes sdo os pontos de uma curva continua a partir do ponto (xo,
Vx,O)-

A evolucao do sistema em fun¢do do tempo € dada por uma curva continua no espago de
fase; a curva ndo pode ter nenhuma descontinuidade porque a posicado e a velocidade ndao
podem mudar abruptamente de um valor para outro diferente, sem ter passado antes por
todos os valores intermédios. Por cada ponto do espago de fase passa uma tnica curva de
evolucao do sistema.

7.3. Campo de direcoes

Na figura 7.2, o ponto (x, vy) que representa o estado da particula a cada instante, desloca-se
na dire¢do dos dois eixos. O deslocamento na dire¢do do eixo dos x, por unidade de tempo,
€ igual a derivada x (a prépria componente v, da velocidade) e o deslocamento na direcdo
do eixo vy, por unidade de tempo, € igual 4 derivada v, (componente a, da aceleracdo).

Assim sendo, o estado da particula desloca-se, no espago de fase, com velocidade,

U="Vyé;+axé,, (7.1)

esse vetor chama-se velocidade de fase. Em cada ponto do espaco de fase, a velocidade
de fase € um vetor tangente a curva de evolu¢ao que passa por esse ponto.

A figura 7.3 mostra as componentes da velocidade de fase em varios pontos do espago de
fase. Esse tipo de desenho designa-se de campo de direcoes. A figura mostra também
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uma das curvas de evolu¢do do sistema no espaco de fase. O movimento correspondente a
essa curva de evolugdo € o seguinte: O estado inicial O da curva mostra que a particula
partiu desde uma a posicdo inicial xy > 0 e com velocidade v, negativa; o vetor velocidade
de fase nesse instante mostra novamente que a velocidade é negativa (i para a esquerda)
mas a aceleracdo a, € positiva (i para cima); isso implica que a particula estd a abrandar.

O estado P corresponde ao instante em que a particula passa pela origem (x = 0) com
velocidade ainda negativa. A direc@o de # nesse instante, no sentido negativo do eixo dos
x, indica que a aceleracdo € nula, mas como a velocidade € negativa continua a deslocar-se
para valores negativos de x. No instante em que o estado é Q, a particula fica em repouso
num ponto x; < 0; a velocidade de fase nesse ponto € necessariamente paralela ao eixo
das ordenadas, porque a velocidade € nula e o sentido para cima indica que a aceleracao é
positiva e a velocidade estd a aumentar. No instante em que o estado € R, a particula passa
novamente pela origem mas desta vez com velocidade positiva e a particula continuara
sempre a afastar-se da origem sem voltar para atras.

—_—— s . . e
—_— = > > b s -
e [
Rt A Y N
Rt AT S [N
—_ = = - 5 S A -
—_— = — > > b

Figura 7.3.: Velocidade de fase em vérios pontos do espaco de fase e uma curva de
evolucdo do sistema.

Observe-se que a velocidade de fase aponta sempre no sentido positivo do eixo x nos dois
primeiros quadrantes do espaco de fase, porque nesses quadrantes o valor da velocidade
€ sempre positivo, e nos terceiro e quarto quadrantes aponta sempre no sentido negativo
do eixo x, porque nesses quadrantes o valor da velocidade € negativo. Nos pontos do eixo
x, a velocidade de fase é sempre perpendicular ao eixo, porque a velocidade v, € nula
em todos esses pontos. Assim sendo, as curvas de evolucao do sistema deslocam-se no
sentido positivo de x nos dois primeiros quadrantes, e no sentido negativo nos outros dois
quadrantes.

No Maxima, a funcdo plotdf permite desenhar campos de dire¢des como o da figura 7.3.
O exemplo seguinte ilustra o uso desse programa.
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Exemplo 7.1
Uma particula com massa de 0.5 kg desloca-se ao longo de um carril. A componente
da forca no carril é F, = —x> 4+ 6x*> —3x — 10, onde x é a posicio ao longo do carril

(unidades SI). (a) Trace o campo de dire¢des para valores de x no intervalo [—4, 8]
e valores de v, no intervalo [—30,30]. (») No instante inicial a particula encontra-se
na posi¢ao x = 4, com componente da velocidade v, = 3 m/s. Represente a curva de
evolucao da particula no espaco de fase.

Resolucio. (a) Comeca-se por definir a expressdo da forca no Maxima e a seguir calcula-se
a aceleracdo a, em func¢do de x:

(%$il) F:-x"3 + 6*x"2 - 3x*x - 10;

3 2
(%01) -x +6x -3x-10
(%$1i2) a: F/0.5;
3 2
(%02) 2.0 (-x +6x -3x-10)

As varidveis de estado sdo x e vy, € as componentes da velocidade de fase sdo v, e a, (que
ja estd definida em fung¢do de x). Os dois primeiros argumentos que deverdo ser dados ao
programa plotdf sdo uma lista com as componentes da velocidade de fase, [v, al e
outra lista com os nomes das varidveis de estado, [x, v]. A seguir podem dar-se alguns
argumentos opcionais, por exemplo, para delimitar o dominio de valores das varidveis de
estado.

(%13) P1°tdf([vr a]l [X, V], [X, _41 8]/ [Vr _301 30])$

(b) Para tracar a curva de evolucdo que passa pelo estado inicial x =4 e v = 3, usa-se a
op¢do trajectory_at:

($i4) plotdf([v,al, [x,v], [x,-4,8],[v,-30,30], [trajectory_at,4,3])$

A figura 7.4 mostra o gréfico obtido. Os vetores que representam a velocidade de fase ndo
foram desenhados com o valor real do seu comprimento, para evitar que se cruzem, mas
foram ajustados de forma a ficar com tamanho ligeiramente menor que a distincia entre os
pontos da quadricula em que sdo desenhados os vetores.

A curva de evolugdo da particula a partir de x = 4 mostra que a particula avanga na dire¢c@o
positiva de x, até parar (v, = 0) em aproximadamente x = 5.8; a seguir a particula regressa
para o ponto x = 4, com componente da velocidade v, = —3, continua a deslocar-se no
sentido negativo até parar aproximadamente em x = 3.8; finalmente, regressa ao ponto
inicial x =4 com a mesma componente da velocidade inicial v, = 3. Nesse instante o ciclo
repete-se.

|

O campo de direcdes fornece muita informagdo importante sobre o sistema. No exemplo
apresentado na figura 7.4, as condi¢des iniciais dadas conduzem a um movimento osci-
latério a volta de um ponto perto de x = 5. Pode ver-se que se a velocidade inicial fosse
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Figura 7.4.: Campo de direcdes do exemplo 7.1 e curva de evolugdo do sistema.

mais elevada ou se a particula partisse de uma posicao inicial com x > 6, a oscilacdo seria
até valores de x menores que —1.5. Perto de x = —1.5 também pode existir movimento

oscilatdrio a volta desse ponto.
A opcdo trajectory_at executa um programa semelhante ao programa rk referido

num capitulo anterior, para resolver numericamente o sistema de equacgdes diferenciais

X = vy € Vy = ay, com a expressao dada para a, e com as condig¢des iniciais, € a solucdo é

representada no mesmo grafico do campo de direcdes.

O campo de direcdes permite também compreender como funcionam os métodos numéricos
para resolver sistemas de equagdes diferenciais. Dado um ponto inicial no espaco de fase e
expressoes que permitam calcular a velocidade de fase em cada ponto do espaco de fase,
cria-se uma sequéncia de pontos em que cada ponto segue o anterior na dire¢ao definida
pela velocidade de fase em algum ponto intermédio entre esses dois pontos.

7.3.1. O programa plotdf

Conforme j4 foi referido, o primeiro argumento que deve ser dado ao programa plotdf é
uma lista com expressoes que definam as duas componentes da velocidade de fase. Cada
uma dessas expressoes pode depender unicamente de duas varidveis, varidveis essas que

definem o estado do sistema.

Se as varidveis de estado fossem x e y, ndo seria preciso dar nenhum outro argumento ao
programa. Se as varidveis sdo outras diferentes, a seguir deverd ser escrita a lista com os
nomes dessas duas varidveis. Como regra geral pode ser escrito sempre o nome das duas

varidveis de estado.
A seguir ao nome das varidveis de estado ha varias opc¢des adicionais que podem ser usadas.
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A lista completa de op¢des do programa pode ser consultada no manual do Maxima.
Quando se executa o programa plotdf, é criada uma nova janela com o campo de direcdes

(figura 7.5).

X Edaax @x XxEdaaM
Plot Setup Encapsulated PostScript File Options
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MMMMM — ol N b o
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Figura 7.5.: Menus Confige Save do programa plotdf.

Deslocando o rato sobre o espago de fase, aparecem no canto inferior direito as coordenadas
do ponto onde estiver o rato. Clicando com o primeiro botao do rato sobre algum ponto no
gréfico, serd desenhada a curva de evolugdo do sistema que passa por esse ponto, com uma
seta que indica o sentido da evolugdo.
A barra de menu da janela gréfica inclui vérios botdes. Os botdes com os sinais + € -
permitem aumenta ou diminuir o tamanho do gréfico. O botdo com um disco permite
gravar uma copia do gréafico num ficheiro, em formato Postscript. O botdo do lado direito,
com um pequeno grafico, abre uma nova janela onde serdo representados os graficos da
posicao e da velocidade em fun¢do do tempo, correspondentes a dltima curva de evolucao
que tenha sido desenhada.

O botdo com uma chave de fendas abre o menu “Plot SetUp” (figura 7.5) que mostra
varios parametros que podem ser alterados: as equagdes que definem as componentes da
velocidade de fase, as cores usadas para desenhar as velocidades de fase (vectors) e as
curvas de evolucdo (fieldlines), o dominio, etc.

Se o campo vectors for deixado em branco, nao serdo desenhados os vetores e se
o campo fieldlines estiver em branco, ndo serdo desenhadas curvas de evolugdo.
Quando se altera um parametro, devera clicar-se em “ok” e a seguir no botao de “Replot”
(botdo com setas a rodarem).

O campo direction terd, por omissdo, o valor both, que implica que quando se clicar
num ponto no espaco de fase, serd desenhada a curva de evolucdo que passa por esse
ponto, para instantes anteriores e posteriores. Mudando essa varidvel para forward ou
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backward, consegue-se que a curva seja desenhada unicamente para instantes posteriores
ou anteriores. Introduzindo duas coordenadas no campo Trajectory at, separadas
por espago, e carregando na tecla Enter, € acrescentada mais uma curva que passa pelo
ponto com essas coordenadas. Cada vez que clicar no botdo Replot serd apresentada
unicamente a ultima curva que foi tragada.

7.4. Pontos de equilibrio

Em cada ponto do espago de fase, a velocidade de fase indica a direcao e sentido que
seguird a curva de evolugdo que passa por esse ponto. Nos pontos onde a velocidade de
fase for nula, ndo existird nenhuma curva que passe por esse ponto. Nesse caso o estado da
particula permanece constante.

Do ponto de vista fisico, para que as duas componentes da velocidade de fase sejam nulas,
serd preciso que tanto a velocidade como a aceleracao sejam nulas. Isso implica que o
sistema estard num estado de equilibrio estédtico, em que a for¢a resultante e a velocidade
sdo nulas e o estado permanece em repouso. Assim, os pontos de equilibrio de um
sistema, serdo os pontos do espaco de fase em que a velocidade de fase € nula.

E de salientar que todos os pontos no eixo das abcissas no espaco de fase correspondem
a estados de repouso (velocidade nula). Alguns desses estados também serdo estados de
equilibrio estatico, se a for¢a nesses pontos for nula; esses sdo os pontos definidos como
pontos de equilibrio do sistema dinamico.

Os pontos de equilibrio do sistema dinamico estardo todos localizados no eixo das abcissas.
Nos pontos do eixo das abcissas onde a velocidade de fase ndo for nula, o sistema perma-
nece em repouso apenas durante um instante, retomando imediatamente o seu movimento.

Um estado de equilibrio dinAmico é um estado em que a for¢a resultante é nula mas o
sistema continua com movimento uniforme. No espago de fase esse estado corresponderia
a uma evolug¢do em linha reta paralela ao eixo da posi¢do (velocidade de fase na direcdo
desse eixo).

Exemplo 7.2
Uma particula com massa de 0.3 kg desloca-se ao longo do eixo dos x, sob a acio de

uma forga:
4

; 3
F= (—% +4x° = 3% ~32x425) &

(unidades SI). (a) Encontre os pontos de equilibrio do sistema. (b) Desenhe o campo
de dire¢des, mostrando as curvas de evolugdo perto desses pontos.

Resolucao. (a) Pode comecar-se por armazenar a expressao da for¢a em fungdo da posigao:

($1i5) F: -x*4/2 + 4*x"*3 - 3*x72/2 - 32*x + 258
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Para encontrar os pontos de equilibrio, onde a for¢a € nula, usa-se a funcdo realroots
do Maxima:

(%1i6) realroots(F), numer;
(%06) [x = — 2.651742964982986, x = .8102310001850128,
x = 3.950161665678024, x = 5.891350239515305]

o modificador numer foi usado para obter um resultado numérico aproximado, em vez de
nimeros racionais.

Existem assim 4 pontos de equilibrio, todos com v = 0 e com os valores de x que aparecem
na alinea (%$06) acima. (b) Para desenhar o campo de dire¢des escolheremos um dominio
que mostre bem os quatro pontos de equilibrio.

(%17) Plotdf([VrF/0-3]/ [xlv]l [xl_sl 8]! [VI_50I50])$

O resultado € apresentado na figura 7.6. As curvas de evolugdo perto dos pontos de
equilibrio em x = 0.81 e x = 5.89 sdo fechadas, com o ponto de equilibrio no seu interior.
Nos outros dois pontos de equilibrio, x = —2.65 e x = 3.95, h4 curvas de evolucio que
entram e saem do ponto. Nas se¢des seguintes analisaremos com mais pormenor essas
curvas.

Figura 7.6.: Retrato de fase do exemplo 7.2. No lado direito, as regides onde o sistema
oscila (regressa ao seu estado inicial) foram coloridas.

7.4.1. Equilibrio estavel e instavel

Os pontos de equilibrio em x = 0.81 e x = 5.89 no exemplo 7.2 sdo pontos de equilibrio
estavel, porque se o estado inicial do sistema estiver proximo desses pontos, o sistema
regressard ao seu estado inicial.

Os outros dois pontos de equilibrio, em x = —2.65 e x = 3.95, sdo pontos de equilibrio
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instavel, porque se o estado inicial do sistema estiver proximo desses pontos, o sistema
afastar-se-4 desse estado inicial.

A expressao da for¢a em funcdo da posi¢do permite identificar facilmente os pontos de
equilibrio estavel e instavel. A figura 7.7 mostra o grafico da forca do exemplo 7.2.
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Figura 7.7.: Grafico da for¢ca do exemplo 7.2.

Os pontos de equilibrio sd@o os pontos em que a curva passa pelo eixo dos x. Se nesses
pontos a curva passar de baixo para cima do eixo dos x, quererd dizer que no lado esquerdo
do ponto a forca aponta para o lado esquerdo (forca negativa) e no lado esquerdo apontara
para a direita (forga positiva). Assim, nesses pontos a forca obriga o sistema a afastar-se
do ponto de equilibrio e, portanto, sdo pontos de equilibrio instavel.

Nos pontos em que a curva passa de cima para baixo do eixo dos x, a for¢a no lado esquerdo
aponta para a direita e no lado direito aponta para a esquerda. Assim, a forca obriga o
sistema a regressar ao ponto de equilibrio e, portanto, sdo pontos de equilibrio estavel.

7.4.2. Ciclos e orbitas homoclinicas

No exemplo 7.2 (figura 7.6) as curvas de evolucdo perto dos pontos de equilibrio estavel,
em x = 0.81 e x = 5.89, sdo curvas fechadas a volta do ponto de equilibrio. Cada uma
dessas curvas fechadas, designadas de ciclos, corresponde a um movimento oscilatério a
volta do ponto de equilibrio.

Uma curva fechada no espago de fase representa um ciclo.

Na figura 7.2, no ponto de equilibrio instdvel em x = 3.95 ha duas curvas, uma do lado
esquerdo e outra do lado direito, que comecgam e terminam nesse ponto de equilibrio.
Nenhuma dessas duas curvas € realmente uma curva fechada, porque o préprio ponto
de equilibrio esta excluido da curva. Cada uma dessas duas curvas designa-se de érbita
homoclinica:

Uma orbita homoclinica é uma curva no espaco de fase que comeca num
ponto de equilibrio e termina no mesmo ponto.
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No retrato de fase 7.6 existe também uma terceira orbita homoclinica, que parte do ponto
de equilibrio instdvel em x = —2.65 para cima e para a direita, e regressa a0 mesmo ponto
por baixo e para a esquerda. As 6rbitas homoclinicas demarcam a fronteira das zonas de
estabilidade: no lado direito da figura 7.6, as duas zonas mais escuras correspondem a
oscilacdes do sistema a volta de algum dos dois pontos de equilibrio estdvel. Na zona mais
clara, o sistema oscila a volta dos dois pontos de equilibrio estdvel.

Observe-se que os ciclos aparecem sempre a volta dos pontos de equilibrio estdvel e as
Orbitas homoclinicas comecam e terminam sempre em pontos de equilibrio instavel. Um
ponto de equilibrio onde exista uma 6rbita homoclinica €, necessariamente, ponto de
equilibrio instavel, porque numa direc@o o estado do sistema afasta-se do ponto, mas em
outra direc¢do o estado aproxima-se do ponto.

A diferenca entre as 6rbitas homoclinicas e os ciclos € que, nos ciclos o sistema estd sempre
em movimento € o movimento repete-se indefinidamente: o sistema passa repetidamente
pelos mesmos pontos no espaco de fase. No entanto, nas orbitas homoclinicas o sistema
aproxima-se assimptéticamente dum estado de equilibrio, mas nunca chega a passar duas
vezes por um mesmo ponto do espaco de fase; nomeadamente, o sistema oscila uma tnica
vez e ap0s essa Unica oscilagdo vai travando gradualmente, aproximando-se do estado de
equilibrio.

Os graficos da posicao x e velocidade v em funcio do tempo podem ser desenhados usando
aopcdo versus_t do programa plotdf. Os graficos na figura 7.8 foram obtidos com
os comandos seguintes:
($i8) plotdf([v,F/0.3], [x,v], [%x,-5,8], [v,-50,50], [versus_t, 1],
[trajectory_at,0.5,0], [direction, forward], [nsteps, 425])$

($19) plotdf([v, F/0.31, [x,v],[x,-5,8],[v,-50,50], [versus_t,6 1],
[trajectory at,-2.61,0.5], [direction, forward], [nsteps, 425])$

O gréfico obtido com o comando (%$18), apresentado no lado esquerdo da figura 7.8,
mostra a evolugdo, em fun¢ado do tempo, do ciclo que aparece no retrato de fase 7.6 como
uma elipse a volta do ponto de equilibrio em x = 0.81. O movimento € periddico.

O grafico obtido em (%$19) aparece no lado direito da figura 7.8 e corresponde a drbita
homoclinica que parte desde o ponto de equilibrio em x = —2.65 na figura 7.6 e termina
no mesmo ponto. Nesse ponto existe unicamente uma 6rbita homoclinica; as outras duas
curvas, uma que chega ao ponto desde cima e da esquerda, e a outra que sai do ponto para
a esquerda e para baixo, sdo curvas abertas que se estendem até o infinito; nao fazem parte
de nenhuma 6rbita homoclinica.

7.5. Sistemas autonomos

Quando a forca resultante que atua sobre a particula ndo depender do tempo, diz-se que o
sistema € um sistema autonomo. Do ponto de vista fisico, um sistema serd auténomo se,
sempre que for colocado no mesmo estado inicial, a sua evolugdo for a mesma.
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Figura 7.8.: Posicdo e velocidade em func¢do do tempo no caso de um ciclo (esquerda) e
de uma 6rbita homoclinica.

Os sistemas que observamos na natureza costumam ter essa propriedade. As leis fisicas
sd0 as mesmas em qualquer instante; se repetirmos uma experiéncia fisica uns dias mais
tarde, o resultado deverd ser o mesmo. Quando isso nao acontecer, serd um sinal de que
falta alguma informacao adicional sobre outros fatores fisicos externos.

Assim, num sistema auténomo a forc¢a resultante dependerd unicamente do estado do
sistema: posicdo e velocidade. Claro estd que a posicao e a velocidade podem ser escritas
em funcdo do tempo e, consequentemente a for¢a depende implicitamente do tempo, mas
ndo existe nenhuma dependéncia explicita no tempo. As causas que ddo origem a forca
sdo independentes do tempo.

Num sistema que ndo seja auténomo, para poder definir a velocidade de fase, num ponto
do espaco de fase, é preciso saber a posi¢ao, a velocidade e o tempo. Portanto, o estado
completo de um sistema nao auténomo inclui também o tempo; o espaco de fase é formado
pela posi¢do, a velocidade e o tempo. O tempo passa a ser mais uma varidvel de estado.

7.6. Sistemas conservativos

Se a forga resultante sobre a particula for conservativa, serd possivel definir uma fungao de
energia potencial. No capitulo 5 vimos que se a componente da for¢a depende unicamente
da posicdo x, o sistema € conservativo. A energia potencial U calcula-se a partir da
primitiva da componente da forca (equacao (5.15)):

X

U:—/EM (7.2)

Xref
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Os dois sistemas considerados nos exemplos 7.1 e 7.2 sdo ambos conservativos. No caso
do exemplo 7.2, a expressdo da for¢a foi armazenada na varidvel F do Maxima; assim,
para obtermos a energia potencial calculamos a primitiva da expressao F:

(%$110) U: -integrate( F, x);
5 3
X 4 X 2

(%010) -— - x + — 4+ 16 x - 25 x
10 2

A energia mecanica obtém-se somando a energia cinética:

($il11l) E: U + 0.3%xv"*2/2;
5 3
X 4 X 2 2
(%011) -— =-x + -—-+16x -25x+ 0.15 v
10 2

Essa energia mecanica depende do estado inicial do sistema e permanece constante. Assim,
as curvas de evolugdo do sistema serdo todas as curvas do plano de fase obtidas com
diferentes valores numéricos para E.

No Maxima, o pacote plotdf inclui outra fungdo ploteq que permite calcular as curvas
obtidas dando diferentes valores a uma funcdo de duas varidveis. Para obter as curvas com
valores constantes de E, usamos o seguinte comando:

(%112) PlOteq( E, [xlv]I [xl—sl 8]/ [V(—501501)$

50
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X

Figura 7.9.: Curvas de evolucdo do exemplo 7.2, obtidas a partir das curvas com energia
constante.
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Clicando em alguns pontos do espaco de fase, obtém-se o grafico na figura 7.9, que
reproduz o mesmo gréfico ja obtido com plotdf na figura 7.9. A tnica diferenga é que
agora nao ha setas que indicam o sentido da evolugao do sistema.

Pode calcular-se a energia mecéanica nos pontos que foram usados no gréfico 7.9:

(%i13) E, x=-2.65, v=0;

(%013) 106.92107209375
(%$il14) E, x=3.95, v=0;

(%014) 34.42494371875003
(%i15) E, x=0.5, v=0;

(%015) - 8.496875
(%i16) E, x=5.5, v=0;

(%016) 17.90937500000001

E também podem representar-se esses niveis de energia mecanica constante junto com o
grafico da energia potencial:

(%i17) plot2d([U,-8.5,17.91,34.42,106.92], [x,-4,7.5], [ylabel, "U(x)"])$

O resultado aparece na figura 7.10. Para cada valor de energia, o sistema sé pode estar nas
regides onde a energia potencial seja menor ou igual a energia mecanica.

140
120 /
100

80 |
60 |
40

20 |
o
20 /
40

-4 -2 0 2 4 6
X

Figura 7.10.: Grafico da energia potencial no exemplo 7.2, mostrando alguns niveis de
energia mecanica.

Os dois valores mais elevados da energia representados no gréfico 7.10, E = 34.42 e
E =106.92, sao os valores da energia nos dois pontos de equilibrio instavel: £ = 106.92
no ponto de equilibrio x = —2.65 e E = 34.42 no ponto de equilibrio x = 3.95.

Observe-se também que em todos os pontos da érbita homoclinica que passa pelo ponto
instavel x = —2.65, a energia € igual a 106.92. De fato, a condicao E = 106.92 define
essa Orbita. As duas Orbitas homoclinicas que passam pelo ponto instavel x = 3.95 estao
definidas pela condi¢do £ = 34.42.

Se a energia for menor que E = 34.42, a curva de evolugdo serd um ciclo em torno de
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algum dos dois pontos de equilibrio estavel. Se a energia estiver comprendida entre 34.42
e 106.92, a curva de evolucdo serd um ciclo (oscilagdo) em torno dos dois pontos de
equilibrio estavel.

E muito importante observar que num grafico da energia potencial, como o que aparece
na figura 7.10, os pontos onde a curva tem um minimo local correspondem a pontos
de equilibrio estavel. Os pontos onde existe um maximo local sao pontos de equilibrio
instavel.

Pode imaginar-se a curva de energia potencial como se fosse uma calha vertical; colocando
uma esfera nos pontos miximos, poderd ficar em repouso, mas um pequeno impulso farad
com que comece a descer, afastando-se da posicao de equilibrio (equilibrio instavel). Se a
esfera for largada desde o repouso perto de um ponto onde o potencial € minimo (equilibrio
estdvel), descerd acelerando até chegar ao ponto minimo, subindo no lado oposto até parar;
se a esfera nao perde nenhuma energia no seu trajecto, a altura do ponto onde péra € igual
a altura do ponto onde foi largada. Assim sendo, a esfera voltard a descer e regressard ao
seu ponto inicial e continuard a oscilar de um lado para o outro.

Perguntas
1. A forca resultante sobre uma particula estado inicial € igual em diferentes
que se desloca sobre o eixo dos y € instantes.

F=02-y(3 —y)éy. Em ¢ =0 a par-
ticula encontra-se em repouso no ponto
y =2.5. Em que ponto se encontrard a
particula apés um tempo muito elevado?

3. A figura mostra o grifico da componente
x da forca resultante Fy(x), que atua so-
bre uma particula que se desloca ao longo
do eixo dos x. Qual das seguintes afirma-

Muito afastada, em y — oo ¢oes é verdadeira, em relagdo aos pontos
Oscilando a volta de y =2 de equilibrio da particula?
Em y= 2 F.

Emy=3

Oscilando a voltade y = 3 /— \ /
NS

2. Um sistema é autonomo se:

m o 0w

A. Nao apresenta pontos singulares onde
a derivada ndo pode ser calculada.

B. Nao depende de outros sistemas.

™

. A evolucio do sistema a partir de um

. ) A. x = —1 éestavel e x = 1 € instavel.
C. Evolui de forma espontinea, sem pre- B 1 & estével ¢ instivel
cisar de agentes externos. - x=1¢éestivel e x =3 é instavel.
D. O seu estado nio depende do tempo. C. x=—1¢&estdvel e x =3 & instdvel.
D. x = —1 e x =3 sado estaveis.
E.

x = —1 e x =1 sdo instaveis.
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4.

A figura mostra o grafico da energia po- C. Desloca-se até um ponto maior que
tencial U (x), de uma particula que se des- x =2 e depois regressa e fica em re-
loca ao longo do eixo dos x. No instante pouso em x = —1
inicial a particula tem energia mecanica D. Permanece em repouso no ponto x =
de 5 J e encontra-se em x = 1 m, com ve- 1
locidade no sentido positivo de x. Como
serd o movimento da particula?

U(J)

E. Desloca-se até um ponto maior que
x = 2 e depois afasta-se em sentido
negativo até —oo,

3 5. Quais sdo as componentes da velocidade
de fase associada ao potencial U(x) =
2 -1 1 X (m) 3e" para uma particula com massa m =
3?

A veé—e'e, D. vy, é,+e*e,,
. N 2 Xz — —X =
A. Oscila a volta do ponto x = 1 B. vyex—e e,  E ovétee,

B. Oscila a volta do ponto x =2 C. veér—xe,

Problemas

Calcule as coordenadas da 6rbita heteroclinica do péndulo, com condi¢des iniciais
6=0cw= 2\/g_/l, para um péndulo com / = 0.3 m, usando o programa rk, para
valores de ¢ desde 0 até 3 s e com Ar = 0.0005. Desenhe o grafico de 8 em fungao de ¢
e compare os valores finais de 8 e @ com os respetivos valores do ponto de equilibrio
instdvel.

Uma bola com 0.150 kg € lancada verticalmente para cima, desde y = 0 (o eixo dos
y aponta para cima, na vertical). Desprezando o atrito com o ar, a energia permanece
constante. (a) Desenhe o campo de direcdes, para y > 0, mostrando 4 curvas de evolucio
diferentes (use o valor 9.8 m/s> para g). Para cada curva, explique o significado dos
pontos em que a curva interseta os eixos. (b) Explique como seria,no espaco de fase
que desenhou na alinea anterior, a curva de evolu¢do de uma bola largada em queda
livre, que bate no chdo sendo projetada novamente para cima.

Para cada um dos 3 valores de k no problema 7 do capitulo 1, encontre os pontos
de equilibrio, diga que tipo de ponto de equilibrio é cada um e desenhe o campo de
direcdes mostrando as curvas de evolucgdo perto dos pontos de equilibrio.

Uma particula com massa igual a 1 kg desloca-se ao longo do eixo dos y. No sistema
SI, a componente da forca sobre a particula em cada ponto € dada pela expressdao
Fy=y+ y2. (a) Encontre os pontos de equilibrio e diga se sdo estdveis ou instaveis. (b)
Calcule a energia potencial, em funcdo de y, admitindo U = 0 na origem, e calcule a
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energia potencial em cada ponto de equilibrio. (¢) Desenhe o campo de dire¢des do
sistema, mostrando as 4 curvas de evolugdo correspondentes a energias seguintes: 0,
uma energia menor que as energias nos pontos de equilibrio, uma energia compreendida
entre as energias nos dois pontos de equilibrio, e energia maior que a energia nos pontos
de equilibrio. (d) Calcule a posi¢do y onde a particula pode estar em repouso, sem estar
em equilibrio, com energia total igual a zero; explique como seria 0 movimento da
particula nesse caso.

Uma particula com massa m desloca-se no eixo dos x sob a ag@o da forga:
a
Fx = —kX + —3
X

onde k e a sdo duas constantes positivas. (a) Encontre os pontos de equilibrio e mostre
que todos sdo pontos de equilibrio estavel. (b) Explique como serd o movimento da
particula. (¢) Desenhe o campo de direcdes e algumas curvas de evolucao no caso em
que m, k e a sdo iguais a 1.

Uma particula com massa m desloca-se no eixo dos x com energia potencial:
—ay2
U(x) = Upx’e 4~

onde Uy e a sdo duas constantes positivas. (a) Calcule a for¢a que atua na particula.
(b) Encontre os pontos de equilibrio e diga se sdo estdveis ou instdveis. (¢) Desenhe
o grafico da energia potencial para Uy = 1 e a = 1. (d) Desenhe o campo de direcdes,
mostrando as curvas de evolucdo que passam pelos pontos de equilibrio instavel, no
casom = 1.






8. Equacoes de movimento

Cada brago/perna num robot costuma ter 3 articulacdes. Em cada articulagdo hd dois
eixos perpendiculares, que permitem duas rotacdes independentes, correspondentes a dois
graus de liberdade, de modo que cada braco fornece 6 graus de liberdade. Seis graus de
liberdade sdo suficientes para permitir aproximar o braco de qualquer ponto ao seu alcance,
em qualquer dire¢ao desejada e com qualquer angulo. O robot ATHLETE (All-Terrain
Hex-Legged Extra-Terrestrial Explorer) na figura, usado pela NASA para exploragado lunar,
tem seis pernas de 3 articulacdes e, incluindo os 3 graus de liberdade da posi¢cao de um
ponto no corpo do robot, sdo ao tudo 39 graus de liberdade. O brago humano, sem incluir a
mao, tem 7 graus de liberdade: o ombro permite 3 rotacdes diferentes, o cotovelo permite
duas rotagdes diferentes e o pulso mais duas rotacoes.
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8.1. Graus de liberdade e espaco de fase

Nos sistemas dinamicos considerados no capitulo anterior existia sempre um Unico grau
de liberdade (uma coordenada ou angulo para determinar a posi¢cao) e duas varidveis de
estado que sdo a varidvel associada a esse grau de liberdade e a sua derivada em ordem ao
tempo (velocidade ou velocidade angular).

Num sistema com n graus de liberdade, existem n varidveis independentes dependentes
do tempo, chamadas coordenadas generalizadas, que serdo identificadas pelas letras:
q1s 92, -- -, qn- Essas varidveis poderdo ser comprimentos, angulos ou qualquer outra
grandeza. A derivada em ordem ao tempo de cada uma dessas varidveis sdo as velocidades
generalizadas: g1, ..., ¢,.

O espaco de fase tem 2 n dimensdes e cada ponto nesse espaco tem coordenadas (¢, - . ., gn,
g1, ---,qn). A velocidade de fase, em cada ponto do espaco de fase, tem 27 componentes,
(g1 ---»4n, G15 - - -» Gn). Para poder calcular essa velocidade de fase em qualquer ponto do
espaco de fase, € necessdrio ter n equagdes para as aceleragdes generalizadas ¢, ..., ¢, em
funcao das coordenadas e velocidades generalizadas, equagdes essas que sdo denominadas
equacoes de movimento.

As equacdes de movimento podem ser determinadas identificando todas as forcas externas,
em forma vetorial, e aplicando a segunda lei de Newton. No entanto, em sistemas com
varios graus de liberdade e com muitas for¢as esses procedimento pode tornar-se compli-
cado; neste capitulo serd introduzido um método mais simples de obter as equacdes de
movimento.

8.2. Sistemas conservativos

Na prética, os sistemas conservativos sao muito raros. No entanto, um sistema idealizado
em que ndo existem for¢as ndo conservativas € muito ttil para estudar o movimento e
caraterizar o sistema. O efeito das forcas ndo conservativas pode ser adicionado mais
tarde no sistema ideal conservativo. Galileo Galilei foi um pioneiro no estudo de sistemas
idealizados; imaginando como seria 0 movimento de um objeto sem forgas de atrito e a
queda livre sem resisténcia do ar, conseguiu descobrir a lei da inércia e a aceleracdo da
gravidade que mais tarde serviram de base a Newton para descobrir as leis do movimento.

Considere-se um bloco de massa m sobre uma superficie horizontal, ligado a uma mola
eldstica horizontal de constante eldstica k, tal como mostra a figura 8.1. Na situagdo
idealizada em que o atrito entre o bloco e a superficie for nulo, a energia mecanica do
sistema de bloco e mola permaneceria constante.

o x

Figura 8.1.: Bloco a oscilar sobre uma superficie horizontal.
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Existe um unico grau de liberdade, que pode ser a posi¢do x do centro do bloco, ao longo
de um eixo horizontal com origem na posi¢do em que a mola nao estd nem esticada nem
comprimida. A energia mecanica do sistema &,

1 1
En = mez + Ekxz (8.1)
e, por ser constante, a sua derivada em ordem ao tempo devera ser nula:
dE
d_;m =mii+kxi=0 (8.2)

Excluindo os pontos de equilibrio em que X € nula, a partir dessa equacao obtém-se a
equagao de movimento do oscilador harménico simples,
k

¥=——x (8.3)
m

essa equacdo, junto com X = vy, sao as equacdes de evolucio do sistema:

dx dv, k

— =V — =——x (8.4)
dr dr m

Repare-se que a resolugdo das equagdes de evolucio permite encontrar as expressoes para
x e vy em funcdo de ¢ e a expressdo da energia mecanica € a expressao que relaciona x com
v, diretamente.

8.2.1. Osciladores acoplados

O método descrito na se¢do anterior, para obter a equa-
¢do de movimento a partir da expressao da energia
mecanica, pode ser usado também em sistemas com
varios graus de liberdade. Um exemplo € o sistema da
figura 8.2, com duas molas de constantes eldsticas k| e
ky, em que foram pendurados dois pequenos cilindros
de massas m e myp

As coordenadas y; e y; sdo as posicdes dos centros de
gravidade dos dois cilindros, medidas na direcdo verti-
cal e no sentido de baixo para cima. Como essas duas
varidveis sdo independentes, trata-se de um sistema
com dois graus de liberdade. As quatro variaveis de
estado sdo yq, y» e as velocidades dos dois cilindros,
yi=viey=v.

E conveniente medir y; e y, a partir de origens diferen-
tes, como se mostra na figura 8.2, colocando as duas
origens nos pontos onde estardo os centros de massa
dos dois cilindros, quando nenhuma das duas molas
estiver nem esticada nem comprimida. Figura 8.2.: Molas acopladas.
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Desprezando as massas das molas em comparagdo com as massas dos cilindros, a energia
cinética é unicamente a soma das energias cinéticas dos cilindros e a energia potencial
gravitica serd a soma das energias potenciais dos cilindros. A elongacido da mola de cima é
igual a |y;| e a elongacdo da mola de baixo é |y, —y;|. A energia mecénica total do sistema
c,

1 1 1 1
En= Emly%—k E””Z)"%‘le glhi+y1)+maglha+y2)+ Ekly%‘f’ ikz (y1—y2)* (8.5)

em que i e hy sdo as alturas dos dois pontos onde foram fixadas as origens das coordenadas
y1 € y. Ignorando a resisténcia do ar, a energia permanecera constante e a sua derivada em
ordem ao tempo devera ser nula:

myy1y1+may2yar +migyr+magyr+kiyiyi+ka(yi —y2) 1 —y2) =0 (8.6)

Como as duas velocidades generalizadas y; e y, sdo independentes, variando uma em
quanto a outra permanece fixa, a expressao anterior deverd permanecer nula. Ou seja, as
duas derivadas parciais da expressdo anterior, em ordem a y; e y, deverdo ser nulas:

myy1+mig+kiyr+ky(yi —y2) =0 (8.7)
my¥r+mpg—ky(y1 —y2) =0 (8.8)

Essas sdo as duas equacdes de movimento, que também podem ser escritas,

dV1 k1 —k2 kz

FrE Vit+—y2—8 (8.9)

t my mj

dv k k

d_2 R (8.10)
t my my

existe um unico ponto de equilibrio, em que essas duas derivadas sao nulas, com coordena-
das:
(m+mp)g mg
Yleq = — Y2eq = Vleq — —5 (8.11)
ki k>

Essas coordenadas correspondem as posi¢des onde os cilindros estardo quando as forcas
elasticas das molas equilibrarem os pesos dos cilindros. E possivel eliminar o termo
constante g nas duas equagdes de movimento, por meio da substituicdo de varidveis

V1 =21 T Vl,eq Y2 =22 +Y2.e9> quUe transforma as equacoes em,

dV1 k1 —k2 k2 kl —k2 k2

T 71+ —20— Yieg+ —Y2eq—8 (8.12)
t mi m m

dva  ky ko ka ka

d—:—Zl__22+_y1,eq__y2,eq_g (8.13)
t my my ny ny
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a soma dos trés dltimos termos em cada equacdo € zero, pela definicdo do ponto de
equilibrio, obtendo-se,

dV1 _kl —k2 k2

e 2 8.14
ds mq at leZ ( )
dv k k

—2:—2Z1——2Z2 (8.15)
dr ny ny

as outras duas equagdes de evolugdo sdo z; = vy e zp = v, (as derivadas de y; e y, s@o
iguais as derivadas de z; e z2).

Essas equacdes podem ser resolvidas no Maxima em forma numérica, para alguns valores
dados das massas e das constantes eldsticas e com algumas condi¢des iniciais para as
posicdes e velocidades. Por exemplo, se cada um dos cilindros tiver 50 gramas e a constante
elédstica das duas molas for igual a 12 (sistema SI), os pardmetros do sistema sao

($il) [g,ml,m2,k1,k2] : [9.8,0.05,0.0,12,12]$

(%i2) al: —-(kl+k2)*zl/ml + k2xz2/ml$

($1i3) a2: k2*zl/m2 - k2%xz2/m2$

Se os dois cilindros forem deslocados 4 cm para cima e largados do repouso, a solugdo,
durante os 4 segundos seguintes, serd,
(%$1i4) traj: rk ([vl,v2,al,a2],[zl,2z2,vl,v2],[0.04,0.04,0,0],
[t,0,4,0.002])8
Para tracar o grafico da posi¢do do cilindro de cima em fun¢do do tempo, na figura 8.3,
usou-se o comando,

(%$15) plot2d ([discrete, makelist ([p[l],p[2]], p, traj)l,
[xlabel, "t"], [ylabel,"zl"])$

0.04

0.03
0.02

0.01

] 0
-0.01 1
-0.02 1 1
-0.03 1

-0.04

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
t

Figura 8.3.: Posicdo do cilindro de cima, em funcao do tempo.
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E o grafico da posicdo do cilindro de baixo em func¢do do tempo (figura 8.4), foi obtido
com o seguinte comando:

($i6) plot2d ([discrete, makelist ([p[1l],p[3]1], p, traj)l,
[xlabel, "t"], [ylabel, "z2"])$

0.06

0.04
0.02 | /\\
0
-0.02 \// 1
-0.04 1 _
5 2 25 3 33

)

-0.06 : : :
0 0.5 1 1.

4
t

Figura 8.4.: Posi¢do do cilindro de baixo, em funcio do tempo.

O espaco de fase tem quatro dimensdes. E possivel mostrar a trajetéria do sistema no
espaco de fase, projetada em duas dessas quatro varidveis, por exemplo, a projecao no
plano z;7,, apresentada na figura 8.5,

(%$17) plot2d ([discrete, makelist ([p[2],p[3]], p, traj)l,
[xlabel, "z1"], [ylabel,"z2"])$

0.06

0.04

0.02

)
()

-0.02 1

-0.04

-0.06 : : : : : :
-0.04 -003 002 001 0 001 002 003 0.04

<y

Figura 8.5.: Trajetoria do sistema de duas molas no espaco de fase, projetada no plano
2122-
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8.3. Energia cinética de rotacao

No movimento de translacdo de um corpo rigido, em cada instante todas as partes do corpo
deslocam-se com a mesma velocidade v e, com tal, a energia cinética total € igual a um
meio da massa total vezes o valor da velocidade ao quadrado. No caso mais geral do
movimento de rotagdo sobreposto a translagdo, para calcular a energia cinética total sera
necessario ter em conta que as velocidades de diferentes partes do objeto sdo diferentes.
Conforme foi demonstrado no capitulo 3, a velocidade de cada ponto no corpo, em funcio
da velocidade angular @ e da velocidade vy de um ponto fixo no corpo rigido, é:

—

V=Vo+ @ xXF (8.16)

em que 7 € a posi¢ao do ponto relativa ao ponto de referéncia O.

A energia cinética total obtém-se somando a energia de todas as partes infinitesimais do
corpo rigido, com massa dm,

1
E, = E/vzdm (8.17)

O valor da velocidade ao quadrado é,

V=¥ =vi 4@ x 7> +2V0 - (@ % 7) (8.18)
O médulo de (@ x ¥) é @R, em que R é a distAncia desde o ponto até um eixo que passa
pelo ponto O, paralelo a @. substituindo na expressdo da energia cinética,

V2 o’
E, = TO/dm—k?/dem—i—\_fo- (@X/?dm) (8.19)

O integral no primeiro termo € igual a massa total m. Como foi referido na sec¢do sobre
o centro de massa, o Unico referencial em que o valor médio do vetor posicdo € nulo
(equagdo (6.11)) é o referencial em que a origem estd exatamente no centro de massa.
Assim sendo, se o ponto de referéncia O for o centro de massa, o terceiro integral serd nulo
e obtém-se

1 1
E = Emvgm + 5 lem o’ (8.20)

em que /., € o momento de inércia em relagdo a um eixo que passa pelo centro de massa,
paralelo a @.

8.3.1. Esfera num plano inclinado

Um exemplo em que existe rotacao plana combinada com aceleragdo do centro de massa
€ o caso de uma esfera, de massa m e raio R, que desce num plano inclinado, como na
figura 8.6. Se a esfera rola sem deslizar, o angulo de rotacao 0 estard relacionado com a
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Figura 8.6.: Esfera a descer um plano inclinado rolando sem deslizar.

distancia percorrida pelo centro de massa C, de acordo com a expressao que foi obtida no
capitulo 3 para rodas que rolam sem derrapar:

s=R0O (8.21)

conclui-se entdo que o sistema tem um tnico grau de liberdade, que pode ser o angulo 6
que a esfera roda desde o instante inicial no topo do plano inclinado. O valor da velocidade
angular € @ = 0 e o valor da velocidade do centro de massa € v¢yy = R®.

Escolhendo a posi¢ao inicial, no topo do plano inclinado, como o ponto onde a energia
potencial gravitica é nula, apds ter percorrido a distancia s = R0 a esfera terd descido
uma altura R0 sin 3, em que 3 € o dngulo de inclinagdo do plano inclinado. A energia
mecanica total &,

Em = %mRZ w’ + %Icm ®> —mgRO sinf (8.22)
Enquanto a esfera role sem derrapar, a for¢a de atrito com a superficie do plano serd
atrito estdtico, que ndo altera a energia mecanica. A forca de atrito estético, tal como a
forca de reacdo normal, sdo forcas de ligacdo que terdo os valores necessdrios para manter
a translagcdo ao longo da superficie do plano e a relagdo entre o angulo de rotacdo e a
distancia percorrida. Se alguma dessas forcas ndo tivesse o valor necessario para manter
esse tipo de movimento, o angulo e a distancia percorrida tornavam-se dois graus de
liberdade independentes.

Ignorando a resisténcia do ar, a energia mecanica conserva-se e a sua derivada em ordem
ao tempo deverd ser nula. Tendo em conta que o momento de inércia da esfera em relagao
ao seu centro de massa é 2mR? /5, derivando em ordem ao tempo e igualando a zero,
obtém-se a equacdo de movimento,

7
mR® (gRoc—g sinB> =0 (8.23)
e a expressdo para a aceleracao angular « €,

505
o gsinf

TR (8.24)
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Se a esfera parte do repouso, no ponto inicial a sua energia cinética € nula e, na parte
mais baixa do plano inclinado toda a energia potencial gravitica perdida, m g h terd sido
convertida em energia cinética:

1 1
EmR2 o’ + ngZ »’ = mgh (8.25)
e a velocidade do centro de massa C, no fim do plano inclinado, seré,
10gh
ve=Rw = Tg (8.26)

8.4. Sistemas conservativos com varios graus de
liberdade

Sempre que a energia cinética dependa unicamente das velocidades generalizadas e a
energia potencial dependa unicamente das coordenadas generalizadas, as derivadas parciais
de dE,/dt, em ordem as velocidades generalizadas, serdo todas nulas. Em outros casos
mais gerais isso ja ndo serd certo e serd preciso aplicar as equacdes de Lagrange para
encontrar as equacdes de movimento.

Um exemplo com dois graus de liberdade, é o sistema com duas roldanas fixas e uma
roldana moével ilustrado na figura 8.7, em que as massas das duas roldanas fixas é m, a
massa da roldana mével € 2m, a massa do cilindro do lado esquerdo é 8m, a massa do
cilindro do lado direito é 5m e a massa do cilindro do meio mais o suporte da roldana
movel € 7m. Pretende-se determinar as aceleragdes dos 3 cilindros.

Figura 8.7.: Sistema com trés movimentos dependentes e dois graus de liberdade.

As posigdes dos centros de massa dos dois cilindros nos extremos podem ser identificadas
pelas varidveis y; e y3 escolhidas na figura. A posicdo do centro da roldana moével é
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identificado com a varidvel y;. A posi¢do do cilindro do meio serd igual a y, mais uma
constante. Como existe uma restricdo, que o comprimento do fio seja constante, unicamente
duas dessas varidveis serdao independentes e pode escolher-se y3 como varidvel dependente.
Se o fio ndo desliza sobre as roldanas, a velocidade angular de cada roldana devera ser
igual a velocidade do fio, relativa ao centro da roldana, dividida pelo raio da roldana.Assim
sendo, o sistema tem dois graus de liberdade, y; e y;

Este exemplo serd resolvido usando o Maxima, para mostrar como pode ser usado esse
programa para resolver esse tipo de problemas. Comecga-se por definir que as derivadas de
y1 € y» em ordem ao tempo sdo iguais as velocidades e as derivadas das velocidades em
ordem ao tempo sdo iguais as aceleracdes, usando o comando gradef

($1i8) gradef (yl,t,vl1l)$

($19) gradef (y2,t,v2)$

($110) gradef (vl,t,al)$

($111) gradef (v2,t,a2)$
Por simplicidade ndo estamos a escrever o indice y nas velocidades e aceleracoes.

A equacdo que relaciona a posi¢do y3 com y; e y» € y3 =k —y; — 2y, em que k € igual
ao comprimento total do fio menos o comprimento da parte que toca nas roldanas. A
derivada dessa expressao dard a relacao entre as velocidades e a segunda derivada daré a
relagdo entre as aceleragdes. Os 3 comandos podem ser executados na mesma entrada,
colocando-os entre paréntesis e separados por virgulas:
(%$112) (y3: k-yl-2xy2+k, v3: diff (y3,t), a3: diff (v3,t));
(%012) -2 a2 - al
Repare-se que a derivada de k serd zero, porque nao foi definida nenhuma dependéncia
dessa varidvel com o tempo, mas as derivadas das posicdes ddo as velocidades e as
derivadas destas ddo as aceleragdes, tal como foi definido com o comando gradef.

As condicdes de rolamento sem deslizamento dos fios permitem relacionar as velocidades
angulares das roldanas com as velocidades dos 3 cilindros. Na roldana da esquerda, a
velocidade tangencial da roldana serd v; e se o raio dessa roldana for ry, a sua velocidade
angular terd valor v;/ry, no sentido anti-hordrio se a componente da velocidade v; for
positiva. Na roldana do lado direito, o valor da velocidade angular serd v3/r3, no sentido
horério, se a componente v3 for positiva. Na roldana do meio, a velocidade do ponto que
estd mais a esquerda, relativa ao centro da roldana, serd v1 +v2; a velocidade angular sera
(v14+v2)/r, no sentido hordrio se esse valor for positivo. Arbitrando sinal positivo no
sentido anti-hordrio, as velocidades angulares sdo,
($1i13) [wl,w2,w3]: [vl/rl,-(v1l+v2)/r2,-v3/r3]$

Se as roldanas sdo discos uniformes, o momento de inércia de cada uma, em relagdo ao
seu centro de massa, serd o produto da massa pelo raio ao quadrado, dividido por 2. A
energia cinética total do sistema € igual a soma das energias de translagao dos 3 cilindros e
da roldana mével, mais a energia cinética de rotac¢do das 3 roldanas:

($114) Ec: 4*m*xv1*2+49+m*v2°2/2+5xmxv3*2/2+m*rl*2+wl”2/4
+mxr222+xw2°2/24+m*xr342xw342/4;
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2 2 2
m (2 v2 + vl) 9 m v2 m (- v2 - vl)
(%014) + +
4 2 2
2 2
5m (- 2 v2 - vl) 17 m vl
+ +
2 4

observe-se que a energia cinética depende unicamente das duas velocidades vy e vy; as
outras varidveis sao todas pardmetros constantes.

Medindo as alturas a partir da linha que passa pelos centros das roldanas fixas, a energia
potencial gravitica é,

($115) U: -8xmxgxyl-T7+mrxgxy2—-5+mrxg*xy3—2+mxg*y2;

(%015) - 9gmy2 -5gm (-2y2 -yl +k) -8 gmyl
A altura do centro de massa do cilindro do meio junto com o suporte da roldana € igual
a (—yy —d), em que d seria a distancia desde o centro da roldana mével até o centro de
massa desse conjunto; no entanto, o termo —8mgd € uma constante e, como € sempre
possivel subtrair qualquer constante arbitraria a energia potencial, esse termo foi ignorado.

Se o atrito nos eixos das roldanas, a resisténcia do ar e quaisquer outras forcas dissipativas
forem desprezadas, a energia mecanica permanecera constante:

(%$116) cons: ratsimp (diff (Ec+U,t)=0);

(%016) (g + 32 a2 + 12 al) mv2 + (-3 g + 12 a2 + 15 al) mvl =0

Como a energia cinética depende unicamente das velocidades generalizadas e a energia
potencial depende unicamente das coordenadas generalizadas, € possivel obter as duas
equagoes de movimento derivando a expressao anterior em ordem as duas velocidades:
($117) eql: diff (cons,vl)$
($118) eq2: diff (cons,v2)$
(%$119) solve ([eql,eq2], [al,a2]);
9 g 17 g
(%019) [[al = ———, a2 = = ———]]
28 112

O cilindro do lado esquerdo tem acelerag@o igual a g/3, para baixo, e o cilindro do meio
tem acelerag@o g/6, para cima. Repare-se que nao foi preciso saber o valor de m nem os
raios das roldanas. O tnico que foi necessdrio foi a relacao entre as massas dos cilindros e
das roldanas. A aceleracdo do terceiro cilindro pode ser calculada substituindo o resultado
anterior na expressao ja calculada para a3,

(%$120) subst (%[1], a3);

(%020) - -
56

Ou seja, se inicialmente os 3 cilindros estiverem em repouso, o cilindro do lado esquerdo
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comecaria a descer e os outros dois cilindors comecariam a subir.

8.4.1. Péndulo de Wilberforce

O péndulo de Wilberforce (figura 8.8) € constituido
por um cilindro pendurado de uma mola vertical muito
comprida. Quando uma mola € esticada ou compri-
mida, cada espira muda ligeiramente de tamanho; no
péndulo de Wilberforce, o niimero elevado de espiras
na mola faz com que seja mais visivel essa mudanca,
de forma que enquanto a mola oscila, também se en-
rola ou desenrola, fazendo rodar o