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Editorial

...para o Bem da Ciéncia e da Estatistica...

1. A atual Direcao SPE presidida por Maria Eduarda Silva — empossada em 9 de fevereiro e de que na
respetiva sec¢io damos Noticia — teve a gentileza de me convidar para continuar... E uma honra que de
imediato aceiteli com o intuito de prosseguir e melhorar o trabalho. Nele pode-se introduzir mais
alguma reflexdo sobre a “problemadtica editorial”. Para tal, a oportunidade de uma nova Dire¢do é
incentivadora. E assim, a Direcdo ja reuniu para o efeito e convidou o Editor para participar. Vdrias
“pequenas novas ideias” foram avancadas para concretizacdo e, em breve, podemos dar noticia; com o
objetivo principal de reduzir custos, uma dificuldade inerente aos tempos que se vivem nos mais
diversos dominios. O Boletim SPE esta consolidado na sua maqueta editorial. Ela assenta basicamente
em trés secgdes: Noticias (cientificas e da comunidade), O Tema Central e SPE e a Comunidade. O
Tema Central foi iniciado no outono de 2006 € SPE e a Comunidade na primavera de 2008. O Tema
Central, de facto é uma “imagem de marca” do Boletim; fundamentalmente pela forca de desejar ser
uma “atualizacio e ponto da situacdo” para determinado assunto, em termos de grande divulgacgdo pela
comunidade cientifica. A criacdo deste espaco, como escrevi em editorial, acrescentou matéria
cientifica que podemos situar num objetivo vasto de divulgacdo da Estatistica entre os s6cios mas
também destes para toda a comunidade.

Foi assim ha ja 12 anos. O amadurecimento adquirido ao longo de muitos anos bem como a opiniao
interventiva que tenho recebido dos sdcios e leitores do Boletim SPE, permitem concluir sobre o bom
modelo editorial assim construido.

Mas, tudo isto, sem prejuizo de um desiderato de melhor racionalizacdo — por exemplo dos custos e
da eficacia editoriais. Esta serd também uma mais-valia do Boletim SPE em favor da SPE. Decerto, em
breve haverd noticias.

2. Faleceu o Prof. Fernando Nicolau; uma triste noticia que o Boletim deve fazer incluir no Memorial
dos Estatisticos em Portugal. Passou o seu tempo.

Como para todos nés um tempo formado por uma sucessao infinita de pequenos instantes. Nestes e
aos mais diversos niveis o Fernando Nicolau construiu muitos momentos de pioneirismo — desde a
lideranca administrativa de coordenacao académica nos 6rgaos diretivos de Escolas Universitarias até
a criagdo e projecdo de associacOes cientificas congregadas em torno dos dados e da Ciéncia
Estatistica. A seu modo liderou projetos inovadores, sem divida com o maior interesse para a
comunidade cientifica do seu tempo. Neste Boletim apresentamos um breve relato curricular.

A todos os niveis merece a nossa homenagem!

Com o Fernando e a sua esposa, a Prof. Helena Nicolau, muitos de nds, tivemos a feliz oportunidade
de participar nas mais diversas atividades inovadoras em Portugal nos dominios da implementacao,
divulgacdo e formagdo académica em Estatistica e Andlise de Dados.

Com muita saudade desses tempos de grande inovacdo e com muita pena, vemos desaparecer,
precocemente, um daqueles que, em Portugal, foram pioneiros na moderna Ciéncia Estatistica.

A Mae Natureza, que domina a Incerteza, assim determinou!

O Tema Central do proximo Boletim SPE serd Equacoes diferenciais estocdsticas e algumas
aplicagoes

Voot (28
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Mensagem da Presidente

Caros socios da SPE,

Os novos orgaos administrativos da SPE, eleitos em Assembleia Geral que decorreu durante o XXIII
Congresso da SPE, tomaram posse no dia 09/02/2018 em sessdo realizada na sede da SPE. Neste
momento de transicdo quero agradecer a todos os colegas que se empenharam em cargos do mandato
findo e a todos os que colaboraram com a Dire¢do no desenvolvimento de atividades em prol da SPE e
da estatistica em Portugal. Quero agradecer aos colegas Marilia Antunes e Tiago Marques, que por
razoes profissionais deixam o Conselho Fiscal, o trabalho desenvolvido com a Direcao anterior. Quero
agradecer muito particularmente a Patricia Bermudez que deixa, por vontade propria, o cargo de
tesoureira. A Patricia deparou-se ao longo do Gltimo mandato com situagdes dificeis que resolveu com
empenho, voluntarismo e persisténcia. MUITO OBRIGADA, Patricia em nome de todas nés e, muito
particularmente em meu nome. Quero, ainda, agradecer aos novos elementos dos Orgdos Sociais terem

aceite o desafio para participar nesta aventura.

Estamos, assim, no inicio de um mandato determinados a continuar a envidar todos os esforgos para
bem servir a Estatistica em Portugal. Os principais problemas e desafios enumerados neste boletim em
2015 mantém-se mas as condi¢des que temos para abordar estes problemas degradaram-se, dada a
carga crescente de trabalho a que os docentes do Ensino Superior que constituem a maioria dos socios
da SPE tém vindo a ser sujeitos, dificultando o envolvimento participado dos sécios na vida da
sociedade.

Termino certa do empenhamento dos socios para com a SPE e a Estatistica. A Sociedade ¢ dos sécios

e para os socios ¢ ¢, essencialmente, o que os sécios fizerem dela.
Porto, 25 de Fevereiro de 2018
Cordiais saudagoes

Maria Eduarda Silva
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Noticias

« Novos Orgios Sociais da Sociedade Portuguesa de Estatistica

Em sessdo realizada na sede da SPE, tomaram posse no dia 10 de fevereiro de 2018, os elementos
constituintes dos seus 6rgdos administrativos eleitos no passado dia 7 de novembro.
A constitui¢do dos novos 6rgaos administrativos da SPE para o triénio 2018 — 2020 € a seguinte:

Mesa Assembleia Geral

Presidente: Maria Anténia Turkmann, Universidade de Lisboa
Primeiro Vogal: Carlos Macedo, Instituto Nacional de Estatistica
Segundo Vogal: Russell Alpizar-Jara, Universidade de Evora

Direccao

Presidente: Maria Eduarda Silva, Universidade Porto

Vice-Presidente: Isabel Simoes Pereira, Universidade de Aveiro
Tesoureiro: Conceicdo Amado, Universidade de Lisboa

Primeiro Vogal: Claudia Nunes Philippart, Universidade de Lisboa
Segundo Vogal: Maria Esmeralda Gongalves, Universidade de Coimbra

Conselho Fiscal

Presidente: Graga Themido, Universidade de Coimbra
Primeiro Vogal: Carla Henriques, Instituto Politécnico de Viseu
Segundo Vogal: Maria Jodo Polidoro, Instituto Politécnico do Porto

primavera de 2018 3



Direcao cessante Direcao SPE 2018 - 2020

* Comissoes Especializadas e Representacoes na SPE

1. Sec¢do Biometria
Presidente: Giovani Silva, Universidade de Lisboa-IST
Secretarios: Laetitia Teixeira, Universidade do Porto- ICBAS
Miguel Pereira, Imperial College of London

2. CEE (Comissdo Especializada de Educagdo)
Maria Eugénia Graca Martins (Coordenadora)
Maria Manuela Neves
Andreia Hall
Claudia Nunes
Cristina Rocha
Fernanda Otilia Figueiredo

3. CENE (Comissdo Especializada de Nomenclatura Estatistica)
Carlos Daniel Paulino (Coordenador)
Dinis Pestana
Jodo Branco

4. Exploristica
Pedro Campos (Coordenador)
Conceicdo Rocha
Paulo Infante
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5. AEVAE (A Estatistica vai a escola)
Coordenadores: Tiago Marques
Carla Henriques
Carla Santos
Cristina Dias
Fatima Brilhante
Sandra Mendonga

6. Representacdo no /JAVE
Maria Eugénia Graca Martins (Avaliacio de propostas de exames)
Cristina Rocha Martins (CC)
Fernanda Otilia Figueiredo (Auditoria de Exames)

7. Representacdo na CNM (Comissdo Nacional de Matemdtica)
Isabel Pereira

8. Representacdo no CIM (Centro Internacional de Matemdtica)
Esmeralda Gongalves

9. Representagdo na Rede Portuguesa de Matemdtica para a Indistria
Cl4udia Nunes

10. Representacdo na FENSTATS
Maria Eduarda Silva

11. Representacdo no ISI — International Statistical Institute
Maria Eduarda Silva

12. Representacdo no IASE
Pedro Campos

13. Representacdo no Espaco Matemdtico em Lingua Portuguesa (EMeLP)
Andreia Hall

14. Representacdo na Bernoulli Society
Paulo Eduardo Oliveira

15. Representagdo no Committee of European Statistics Accreditation
Feridum Turkman

16. Co-editor Springer Book Series: Studies in Theoretical and Applied Statistics
Maria Eduarda Silva

17. Committee of internal cooperation
Maria Eduarda Silva

18. European Statistical Advisory Committee (ESAC)
Maria Eduarda Silva
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e Faleceu o Professor Fernando Nicolau

No dia 12 de dezembro de 2017 faleceu o Professor Fernando Nicolau.

Fernando Augusto Antunes da Costa Nicolau, nasceu em Lisboa em 7 de Agosto de 1942. Era casado
com a Prof. Helena Bacelar Nicolau.

Licenciado em Ciéncias Matematicas pela Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa obteve,
em 1971, o Diplome d'Etudes Approfondies (DEA) em Estatistica Matemdtica, no Institut de
Statistique des Universités de Paris (ISUP) da Universidade de Paris VI; e em 1972, Docteur 3éme
Cycle em Estatistica Matemadtica, opcao Andlise de Dados, ISUP, Universidade de Paris VI (Pierre et
Marie Curie).

Em 1981, obteve o grau de Doutor em Ciéncias, especialidade Probabilidades e Estatistica, na
Universidade de Lisboa (Faculdade de Ciéncias).

Em 1997, qualificou-se com o titulo de Agregado em Matemadtica, na Universidade Nova de Lisboa
(Faculdade de Ciéncias e Tecnologia).

Fernando Nicolau iniciou a sua carreira
profissional, em 1965, na Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa.

Foi Professor Associado do Departamento
de Matemadtica da Universidade de Aveiro e
Professor Associado com Agregacdo, de
nomeacgdo definitiva, do Departamento de
Matematica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Nova de
Lisboa, desde 1995.

Nestas Universidades liderou os mais
diversos projetos cientificos.

Foi Presidente da direc¢do da APCE -
Associagdo  Portuguesa de  Ciéncias
Estatisticas.

Foi Vice-Reitor da Universidade Aberta.

As principais dreas de interesse cientifico de investigacdo e ensino do Prof. Fernando Nicolau foram
Estatistica e Analise de Dados Multivariados e Analise Classificatoria.

Principalmente nestes dominios desenvolveu as suas mais importantes contribui¢cdes para a Ciéncia
Estatistica e publicou uma longa lista de trabalhos cientificos nas mais variadas revistas nacionais e
internacionais.
O nome do Prof. Fernando Nicolau fica também ligado ao inicio da Sociedade Portuguesa de
Estatistica de que, durante muitos anos, foi um membro muito ativo. Foi membro de diversas
sociedades cientificas internacionais.
Foi Coordenador Cientifico de alguns Laboratdrios de Estatistica e Anédlise de Dados.
Além disso, foi sécio fundador da Associacdo Portuguesa de Classificacdo e Andlise de Dados -
CLAD da qual era Presidente da Assembleia Geral.
Membro muito interventor e com uma intensa atividade cientifica o seu nome fica registado na folha
da génese da moderna Academia portuguesa.

FR
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e IIT Encontro Luso-Galaico de Biometria

BIO

METRIA

Il Encontro Luso-Golaico
de Biometrio

A Sociedade Portuguesa de Estatistica (SPE) e a Sociedade Galega para a Promocion da
Estatistica e Investigacion de Operacions (SGAPEIO) estdo a organizar, em colaboragao
com o Departamento de Matematica da Universidade de Aveiro, o III Encontro Luso-
Galaico de Biometria (EBi02018) que decorrera, entre 28 e 30 de junho de 2018.
Pretende-se com este encontro, dirigido a profissionais e utilizadores da Estatistica,
académicos, investigadores e estudantes, difundir os mais recentes avangos no
desenvolvimento e aplicagdo de métodos estatisticos ¢ matematicos em Biologia,
Medicina, Ecologia, Psicologia, Farmacologia, Agricultura, Meio Ambiente e outras
Ciéncias da Vida.

O programa cientifico do Encontro inclui um minicurso, uma mesa-redonda, sessdes
plenarias, sessdes convidadas e comunicagdes (orais e em painel) selecionadas.
Assim, apelamos a vossa participacao através da submissao de trabalhos que podem ser
apresentados nos idiomas portugués, galego ou inglés.

DATAS IMPORTANTES:

Submissao de resumos: 8 de abril de 2018

Notificacio de aceitag¢do: 11 de maio de 2018

Inscricao a pre¢o reduzido e inclusiao no livro de atas: 25 de maio de 2018
Para mais informacgdes consultar o Website http://ebio2018-pt.weebly.com/

e Prémios “Estatistico Junior 2018”

A Sociedade Portuguesa de Estatistica promove estes prémios como incentivo a atividade de estudo
em Probabilidades e Estatistica entre os jovens.

A Sociedade Portuguesa de Estatistica, uma vez mais, com o apoio da Porto Editora promove estes
prémios. Assim, estd aberto, até 25 de Maio de 2018, o concurso para atribui¢do de prémios
“Estatistico Juinior 2018”.

O Regulamento pode ser consultado nesta edi¢do do Boletim SPE primavera de 2018 ou no sitio da SPE

em http://www.spestatistica.pt/.
FR

e Prémio SPE 2018

A Sociedade Portuguesa de Estatistica, uma vez mais, promove este prémio como incentivo a
atividade de estudo e investigacdo cientifica em Probabilidades e Estatistica entre os jovens.
Assim, estd aberto, até 31 de agosto de 2018, o concurso para atribui¢do do Prémio SPE 2018.
O Regulamento pode ser consultado no final deste Boletim SPE primavera de 2018 ou no sitio da SPE
em http://www.spestatistica.pt/.

FR
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* Prémio “Iniciacio a Investigacio”

A Sociedade Portuguesa de Estatistica instituiu o prémio Iniciacdo a Investigacdo, que premeia
trabalho desenvolvido em Probabilidades e Estatistica no &mbito de teses de mestrado.
Assim, estd aberto, até 31 de agosto de 2018, o concurso para atribui¢do do prémio “Iniciacido a
Investigacao”.
O Regulamento pode ser consultado no final desta edicdo do Boletim SPE primavera de 2018 ou no
sitio da SPE em http://www.spestatistica.pt/.

FR

* Retrospetiva do Boletim SPE

O Boletim SPE através dos seus “Tema Central”

Primavera de 2017 - Destaque: Incerteza em Engenharia

* Qutono de 2016 - Destaque: O Tema Central da Estatistica

* Primavera de 2016 - Destaque: Séries Temporais e suas aplicacdes

* Qutono de 2015 - Destaque: Estatistica em Genética

* Primavera de 2015 - Destaque: Estatistica no Desporto

* Qutono de 2014 - Destaque: Estatistica no Ensino Basico e Secundario
* Primavera de 2014 - Destaque: (Um) Ano Internacional da Estatistica
* QOutono de 2013 - Destaque: A "Escola Bayesiana" em Portugal

* Primavera de 2013 - Destaque: Estatistica ndo-parametrica

* Qutono de 2012 - Destaque: Métodos Estatisticos em Medicina

* Primavera de 2012 - Destaque: Estatistica no Ensino Superior Politécnico
* Qutono de 2011 - Destaque: Analise de Sobrevivéncia

* Primavera de 2011 - Destaque: Sondagens e Censos

* QOutono de 2010 - Destaque: Estatistica Espacial

* Primavera de 2010 - Destaque: Data Mining - Prospeccao (Estatistica) de Dados
* Qutono de 2009 - Destague: Modelos Economeétricos

* Primavera de 2009 - Destaque: Investigacao (em) Estatistica

* Qutono de 2008 - Destaque: Processos Estocasticos

* Primavera de 2008 - Destaque: ALEA - Um sitio do nosso mundo

* Outono de 2007 - Destaque: Bioestatistica

* Primavera de 2007 - Destaque: A "Escola de Extremos” em Portugal

* Qutono de 2006 - Destaque: Ensino e Aprendizagem da Estatistica

também disponiveis em http://www.spestatistica.pt/index.php/publicacoes-57/boletins
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Estatistica Multivariada - perspetiva no século XXI

Uma revisao sobre dados parcialmente sintéticos: Modelo de Regressao
Linear Multivariada

Ricardo Moura, pinto.moura@marinha.pt € rp.moura@fct.unl.pt

CINAV, Centro de Investigagcdo Naval, Marinha
CMA, Centro de Matematica e Aplicagoes, Universidade Nova de Lisboa

Nos nossos dias, uma simples utilizacdo de um smartphone pode gerar uma multiplicidade de dados.
Estes dados sdo guardados de forma quase automatica e cada vez mais varias entidades, empresas e
instituicdes “exigem” acesso a esta informacao para a estudar e analisar. Contudo, a divulgacao desses
dados de uma forma desmedida e descontrolada podera por em causa a confidencialidade de cada um
dos individuos/unidades a qual a informagdo pertence. Posto isto, para se respeitar o principio do
segredo estatistico (Lei n® 22/2008, de 13 de Maio, Lei do Sistema Estatistico Nacional) para além da
protecdo fisica dos dados, isto ¢, dados que sdo guardados e apenas acessiveis a quem tenha a devida
autorizagdo, varias instituicoes nacionais ou internacionais usam habitualmente técnicas de controlo de
divulgacgao estatistica (CDE) com a finalidade de proteger a informacdo dos dados existentes que seja
considerada confidencial, reduzindo o risco de se identificar um individuo (REGULATION (EC) No
223/2009, 2009) podendo dessa forma tornar publicos esses dados. Adi¢ao de ruido, arredondamentos,
supressao local e geragao de dados sintéticos sao alguns exemplos de técnicas de CDE usados no
EUROSTAT e no US CENSUS BUREAU antes de se disponibilizarem publicamente os dados. No
contexto deste texto, ird ser aprofundada a técnica de geracao de dados sintéticos, onde, de um modo
sucinto, se substituem os dados originais por versdes sintéticas destes. Para além de ser uma técnica
relativamente recente, uma das suas maiores vantagens ¢ a possibilidade de preservar as propriedades
estatisticas do modelo, ao contrario de outras técnicas de CDE (Drechsler, 2011), e, portanto,
instituicdes governamentais mundiais incentivam a sua investigagao.

Poder-se-a dizer que Little (1993) e Rubin (1993) foram os pioneiros na exploragdo desta técnica por
terem sido os primeiros a sugerir o uso de dados sintéticos gerados através de imputagdo multipla
(Rubin, 1987) como técnica de CDE, isto ¢, substituindo os dados originais por um conjunto de
multiplas versdes sintéticas dos dados originais que podem ser divulgadas publicamente pois ndo
possuem informagdo suficiente para comprometer a confidencialidade do individuo respondente. A
viabiliza¢do de procedimentos que permitam a andlise destes dados sintéticos gerados por imputagao
multipla foi disponibilizada por Reiter (2003) e Raghunathan er al. (2003), motivados por uma
perspetiva bayesiana assente em distribuicdes aproximadas que permitem o estudo de qualquer
parametro ou vetor de parametros. No entanto, em certos casos (Kinney S. , ef al., 2011; Kinney S. , et
al., 2011; Kinney, Reiter, & Miranda, 2014), devido ao elevado risco de divulgagdo da identidade do
respondente ndo ¢ possivel divulgar multiplas versdes dos dados originais, exigindo-se a divulgagdo de
apenas uma versao sintética destes, isto ¢, recorrendo apenas a dados gerados por imputag¢do Unica.
Motivados pela inexisténcia de procedimentos de andlise inferencial destes dados, Klein e Sinha
(2015; 2015; 2016) desenvolveram procedimentos exatos para a andlise inferencial de dados
sintetizados por imputacdo Unica, para varios modelos estatisticos incluindo o modelo de regressao
linear multipla. Em 2017, Moura ef al. (2017a; 2017b; 2018) alargaram este estudo ao panorama
multivariado de dados parcialmente sintetizados ao desenvolverem procedimentos exatos de inferéncia
a dados sintéticos gerados pelos métodos Posterior Predictive Sampling (PPS), Fixed-Posterior
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Predictive Sampling (FPPS) e Plug-in Sampling (Plug-in) sob o modelo de Regressio Linear
Multivariada (RLM).

Geracao de dados parcialmente sintéticos

Quando se refere que os dados sdo parcialmente sintetizados, trata-se de apenas gerar versoes sintéticas
dos valores registados por individuo que se consideram sensiveis, passiveis de comprometer a
confidencialidade dos individuos, deixando os outros valores inalterados, protegendo sem
comprometer a qualidade final dos dados divulgados. Assumindo, entdo, que um conjunto de dados
estatisticos segue um modelo RLM, considera-se, no contexto da prote¢do da identidade, que as
variaveis resposta serdo as varidveis que poe em risco a confidencialidade e as varidveis explicativas
serdo as variaveis cujos valores registados poderdo permanecer intactos por ndo violar esse
pressuposto.

Para que se possa compreender melhor como se processa a técnica de geracdo de dados parcialmente
sintéticos, sera demonstrado o procedimento a tomar perante um conjunto de dados que seguem um
modelo RLM. Consideremos que foram registados os valores relativamente a m + p variaveis de n
“individuos”, dispostos de tal forma numa matriz

Yipg 0 Yim X112 7 Xip

Yni ° YnmXn1 0 Xnp
Considere-se agora o vetor y = (Vq, ..., Vi)', contendo as m variaveis consideradas sensiveis e o vetor
x = (x4, ...,xy)" as p variaveis ndo-sensiveis. No modelo RLM, assume-se que y|,~N,,(B'x,X),
onde B e X sdo parametros desconhecidos, denominados por matriz dos coeficientes de regressdo e
matriz de covariancia, respetivamente. Dessa forma, € possivel resumir o modelo RLM a

Yisn = B’mprpxn + Enxn (1)
onden = m + p,
X110 Xin Yin 7 Yin
X — : -_‘ : , Y — M . M
Xp1 " Xpn Ymi " Ymn

€ Ernxn~Nmn (0,1, ®X).
De modo a ndo divulgar os valores originais das variaveis resposta, o que se pretende ¢ substituir a
matriz ¥, por uma ou mais versdes sintetizadas por imputacdo Unica ou multipla tendo por base o
modelo (1). No caso de se proceder a geracdo de dados pelo método PPS, essas versdes sdo obtidas
recorrendo a distribui¢do a posteriori de B e X, imputando no modelo as estimativas destes parametros
geradas aleatoriamente através dessas distribui¢cdes. Quando se gera pelo método Plug-in recorre-se
diretamente as estimativas usuais que sdo imputadas no modelo diretamente para se gerar as versoes
sintéticas de Y. Em Moura et al. (2017a; 2018) pode-se observar com maior detalhe como se processa
essa geracdo, ao qual se apresenta de seguida um resumo.
Vamos denominar as versodes criadas por FPPS, W, ..., Wy, e as por Plug-in, V4, ..., V). Focando em
primeiro lugar o caso da imputag¢do Unica, ¢ gerada apenas uma versdo sintética a ser disseminada,
tendo dessa forma apenas um W = W (neste caso, o método PPS e FPPS coincidem) eum V = V;.
Geramos W, tendo em conta que w; = (Wy;, ..., Wy,;)' serdo distribuidos independentemente como
wilgs~Nn(B'x,2),i=1,..,n
onde B ¢ I, sdo gerados aleatoriamente através das distribui¢des a posteriori de B e , ¢ geramos V,
tendo em conta que v; = (Wy;, ..., Wyy;)' serdo distribuidos independentemente como
vi|§'S~Nm(§'xl-,S), i = 1, v,

onde B ¢ S sdo os estimadores usuais de B ¢ . Como forma de ilustrar, os dados que se tornardo
publicos serao

Win 0 Wim X110 0 Xip Vi1 0 Vim X1 7 Xip

: . : : . : ou : : : : ’

Wni °° WnmXn1i " Xnp Uni " UnmXn1 ™ Xnp

sejam estes dados gerados pelo método FPPS ou pelo método Plug-in, respetivamente.
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No caso da imputagdao multipla, ou seja, se se pretender a divulgacdo de M versdes da matriz Y, repete-
se o processor M vezes, dando origem a W, ..., W,,, por FPPS, considerando os valores de B ¢
fixos, e V4, ..., Vy, por Plug-in, ou seja, divulgando, para o caso FPPS

(W, X], ..., [Wy, X]
e, para o caso Plug-in,

V., X], ..., [Vy, XI.
Para gerar multiplos conjuntos de dados parcialmente sintéticos, a diferenca entre os métodos FPPS e o
PPS reside na imputagio das estimativas de B ¢ £ imputadas no modelo, fixa-se os mesmos valores ao
longo do método FPPS e geram-se M valores diferentes para cada um dos M conjunto de dados
gerados por PPS.

Distribuicdes exatas dos dados parcialmente sintéticos por imputac¢io unica

Em Moura et al. (2017a; 2017b; 2018) ¢ possivel aceder a distribuicao exata das versdes sintetizadas
por PPS e Plug-in, bem como a distribuicdo exata dos estimadores dos parametros desconhecidos B ¢
X, para cada um dos métodos. No que diz respeito a estes pardmetros, segundo o ponto de vista de um
analista, os estimadores sdo de certa forma similares aos estimadores usuais B = (XX')~1XY’

eS = ﬁ (Y — B'X)(Y — B'X)' dos dados originais, tornando a obtencio das respetivas estimativas
num processo bastante simples e familiar.
No caso FPPS, os estimadores dos pardmetros serdo
= (XX 1XW'e S§* = % (W — B¥X)(W — B¥'X)’
e, no caso Plug-in, os estimadores serao
B* = (XX 1XV'e §* = ﬁ (V-B"'X)(V-B'X).

Tanto B* como B* sdo estimadores de maxima verosimilhanca centrados de B, ¢ §* ¢ §* sdo
estimadores centrados de X, ou seja, os valores esperados destes estimadores sdo os mesmos valores
esperados dos estimadores dos dados originais:

E(B*) =E(B*) =B

E(S*)=E(§) =2
Considerando as variaveis aleatorias

4 _ 1(B" — B)'(XX")(B* — B)| 2)
|(n — p)S*| '
para o caso FPPS, e
1B~ B)'(XX")(B" — B)| 3)
|(n —p)S7| '

para o caso Plug-in, ¢ possivel efetuar analises inferenciais a matriz B, tendo em conta que a
distribuicdo de (2) é estocasticamente equivalente a

{m ﬂp}m ‘0l @
L In—p—-i+1 e
e que a distribuigdo de (3) € estocasticamente equivalente a
p—i+1 » )
{]_[ —— }I(n—p)‘l’ + 1y
onde Fi~Fy_iy1n—p-i+1 30 variaveis independentes entre si € independentes de Q ¢ W, cuja
1 1

distribui¢do de Q ¢ equivalente a de AiAglAi com A~Wp(Ipan+a—-p—-—m-—1) e
A, ~W,, (I,,,n — p) varidveis independentes (distribuicdes Wishart) e a de ¥ é W,,,(I,,,, n — p).

A partir do disposto acima, um analista pode construir distribui¢cdes empiricas de (2) e de (3) através
de simulagdes de Monte Carlo e usa-las para efetuar, como por exemplo, o estudo da significancia do
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modelo, bem como testar uma combinacdo linear da matriz dos coeficientes de regressdo (Moura,
Klein, Coelho, & Sinha, 2017a; Moura, Sinha, & Coelho, 2017b; Moura, Klein, Zylstra, Coelho, &
Sinha, 2018).
No caso de se estar perante um caso em que sdo disponibilizadas publicamente mais do que uma
versdo sintética, um dos procedimentos mais simples € recolher estimativas para os parametros
tomando cada versdo separadamente e depois utilizar a média destas para calcular uma estatistica
similar a (2) e (3) cujas distribui¢des apenas diferem nos graus de liberdade da distribuicao F. O outro
procedimento consiste em agrupar as multiplas versdes sintéticas numa s6 matriz

w, X VvV, X

v x|V A

Wy X Vu X
e proceder de forma similar ao procedimento exemplificado para a imputagdo unica (Moura, Klein,
Coelho, & Sinha, 2017a; Moura, Sinha, & Coelho, 2017b; Moura, Klein, Zylstra, Coelho, & Sinha,
2018).
Para o caso de imputagdo multipla por PPS, os procedimentos sdo algo mais complexos e poderdo ser
consultados em (Moura, Sinha, & Coelho, 2017b).

Discussiao das simulacoes

As simulagoes realizadas em Moura ef al. (2017a; 2017b; 2018), demonstram que, em qualquer um
dos casos, FPPS, PPS ou Plug-in, e em qualquer uma das situagdes, imputagdo Unica ou multipla, os
procedimentos disponibilizados exibiram precisdes muito proximas de 0.95 quando estabelecido um
nivel de confianca de 0.95 (y = 0.05), mesmo que as amostras apresentem dimensdes reduzidas, como
era previsivel, visto terem por base distribuicdes exatas. Estes foram comparados com a precisdo que
se obteria, quando aplicével (apenas para casos de imputacdo multipla), através dos procedimentos
assintoticos de Reiter (2003) adaptados ao estudo de matrizes de parametros, verificando-se que esta
adaptagdo so atingia a precisao pretendida para valores de n grandes.
E habitual, comparar os diferentes procedimentos medindo o “tamanho” das regides de confianca
recorrendo ao volume destas, no entanto, a regido de confianca para a matriz dos coeficientes de
regressao ¢ na verdade sempre infinito, por consequéncia, considerou-se necessario propor uma outra
medida, denominado raio (2017a; 2017b; 2018). Para o caso de imputacdo unica quando os dados sdo
gerados por FPPS, o raio sera dado por

Y* = dfn,n,p,a,y X |(n— p)S#I
e, quando gerados por Plug-in,

Y= d:n,n,p,y X |(n - P)S*L
onde dﬁl,n,p,aﬂ, € dmnp,y S€rdo os quantis obtidos a partir de (4) e (5) associados ao nivel y de
confianga, para os casos FPPS e Plug-in, respetivamente. Para o caso de imputacao multipla, os raios
sdo similares.
As simulagdes realizadas demonstraram os procedimentos exatos criados para analisar dados sintéticos
gerados por FPPS apresentam raios maiores, sendo estes aproximadamente duas vezes e meia superior
aos raios provenientes dos procedimentos para o método Plug-in. Esta avaliacdo dos procedimentos
poderia levar o leitor a concluir que se deveria optar apenas em divulgar dados gerados por Plug-in por
se obter regides de confianga menores que aquelas provenientes do método FPPS havendo dessa forma
um conjunto de dados com maior qualidade de informagdo, no entanto, importa ndo esquecer que para
além da qualidade estd também em jogo a prote¢do da privacidade que pode ser reduzida ao
aumentarmos essa qualidade.
Posto isto, para aferir esse nivel de confidencialidade e recorrendo a microdados de uso publico
respeitantes ao suplemento de mar¢o de 2000 do Current Population Survey (CPS), habitualmente
usados neste contexto, foram geradas, repetidamente, multiplas versdes sintéticas da seccao que se
pressupde ser sensivel, através dos métodos FPPS, PPS e Plug-in, e foram calculados os valores
respeitantes a trés medidas que permitem estudar o nivel de confidencialidade. Resumidamente, as trés
medidas usadas (Moura, Klein, Coelho, & Sinha, 2017a; Moura, Sinha, & Coelho, 2017b; Moura,
Klein, Zylstra, Coelho, & Sinha, 2018) permitem observar, em primeiro lugar, qual a proximidade
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global entre os dados sintéticos e os dados originais, em segundo, a proximidade entre os valores
sintéticos e os originais por individuo e, por fim, a proximidade elementar entre cada um dos valores
originais e o seu respetivo valor sintético.

Dos resultados obtidos a partir das trés medidas é possivel observar que o método Plug-in apresentou
uma maior proximidade entre dados sintéticos e originais, ou seja, representando uma maior
probabilidade de se por em risco a confidencialidade do individuo, quando comparado com o método
PPS e o FPPS, sendo este ultimo aquele que apresenta um maior nivel de confidencialidade. Isto
contrasta com a qualidade da informacao disponivel por cada um dos métodos, como foi visto
anteriormente. Existe sempre uma relagdo inversa entre a qualidade da informacao disponibilizada e o
nivel de protecdo oferecida, sendo uma tarefa ardua decidir qual das duas se quer privilegiar.

No que se refere ao nimero de versdes sintéticas a publicar, notou-se que a medida que se aumenta o
nimero de elementos do conjunto de versdes sintéticas que se tornardo publicas o risco de estar a
revelar o que deveria ser protegido quase duplica. Este facto demonstra a importancia de, em certas
situacdes, ser exigido pelas institui¢des disponibilizar apenas uma versao sintética dos dados originais
em vez de multiplas versdes.

Qualidade dos procedimentos em condicoes nao ideais

Em termos praticos, existe sempre a possibilidade de o conjunto de dados original ndo satisfazer todas
as condi¢des do modelo RLM. Com esse intuito, em Moura et al. (Moura, Klein, Zylstra, Coelho, &
Sinha, 2018), foram aplicados 0os mesmos métodos de geracao sintética e procedimentos para analise
dos dados, para o caso Plug-in sob o modelo RLM, a dados originais onde a matriz ¥ ndo era
normalmente distribuida, sendo provenientes, na verdade, de uma populagdo com distribuicdo do tipo
t-Student multivariada ou do tipo skew normal. A precisdo calculada através de simulagdes idénticas
as anteriores apresentou-se bastante proxima do valor 0.95 estipulado, registando-se um aumento dessa
proximidade a medida que se aumenta a dimensao da amostra. Desta forma, os resultados levam-nos a
concluir que os procedimentos apresentados sdao robustos, demonstrando a qualidade dos
procedimentos.

Quando um analista pretende fazer um estudo aos dados disponiveis, ao nivel da regressdo, este ndo se
limita a estudar a regressdo das varidveis que a institui¢do considerou sensiveis nas variaveis
consideradas ndo-sensiveis, analisando a correlagdo entre qualquer combinagdo de variaveis. Por esse
motivo, também se considerou oito casos diferentes de regressao com diferentes escolhas de varidveis
como variaveis resposta e explicativas. Analisando os resultados obtidos nos oito diferentes casos,
observou-se que a estimativa obtida do conjunto de dados parcialmente sintético esta sempre muito
proxima da estimativa proveniente dos dados originais € que a precisdo, especialmente no caso de
imputacdo unica, mantém-se muito proxima do valor 0.95 estipulado usando os procedimentos exatos
desenvolvidos.

Prevé-se que se podera obter resultados similares se se fosse aplicados os métodos FPPS e PPS para a
geracao de dados sintéticos e concluir-se-ia da mesma forma a qualidade dos procedimentos para a sua
analise em condigdes ndo-ideiais.

Conclusao

Prevendo o aumento exponencial de informacao reservada nas instituicdes mundiais e o aumento da
requisicdo de acesso a esta, a disponibilizagdo de processos de analise dos dados, advindo quer de
dados sintéticos gerados por imputacdo multipla ou advindo pela geragdo por imputagdo Unica, ¢ de
extrema importancia.

Os procedimentos agora disponiveis permitem a andlise estatistica de dados gerados por imputacao
unica sob o modelo RLM e, por se basearem em distribuigdes exatas, a sua precisdo ¢ também exata
mesmo perante amostras de dimensao pequena.

O raio de acao destes procedimentos ndo se limita ao estudo dos dados sob o modelo RLM, no
panorama da geragdo sintética de dados por Plug-in, estes procedimentos podem também ser usados
em conjuntos de dados cuja populagdo sigam uma outra distribui¢do, prevendo-se o0 mesmo para os
casos FPPS e PPS. A sua aplicacdo ndo ¢ estatica a uma escolha fixa de variaveis resposta e variaveis
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explicativas podendo ser aplicada a qualquer uma combinag¢do de modelos de regressdo sem grande
perda de precisao.

Perspetiva-se, facilitar o trabalho do analista disponibilizando no futuro distribui¢des assintdticas das
distribuicdes exatas da variavel aleatoria usada para testar a matriz dos coeficientes de regressao, para
que ndo se esteja a recorrer a distribuigdes empiricas destas, bem como a procedimentos para analisar a
matriz de covariancia do modelo.
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1. Introduciao

A estrutura da matriz de covaridncia pode revelar carateristicas importantes de uma determinada
distribui¢ao ou, no caso amostral, da estrutura dos dados. Varios modelos nas mais diversas areas de
investigacdo assumem como pressupostos estruturas para a matriz de covariancia dos erros que podem
ser simples ou ter alguma complexidade. Por este motivo, ¢ importante ter ferramentas que nos
permitam realizar, com a precisdo adequada, testes sobre estruturas de matrizes de covariancia. Se
considerarmos uma populagdo N, (u, Z), temos como alguns exemplos de estruturas mais simples:

1. Independéncia: ¥ = diag(of, 03, ..., 05)

2. Esférica: T = 0?1,
3. Igualdade de variancias e de covariancias: £ = ¢ ((1 -p)l, + pEpp) (onde —p—il <p<l1

¢ Epp, € uma matriz de ordem p com todas as entradas iguais a 1)

1 p1 p2 P3 P2 P1
/ pr 1 pg P2 P3 P2
| P2 p1 1 P1 P2 P3|
2 _
ps P2 P11 py py | (parap = 6)

P2 P3 P2 pg 1 p1/
P1r P2 P3 p, p; 1

4. Circular: X =0

5. Indepéndencia de grupos de variaveis: X = bdiag(Ziq, ) Zxir -» 2mm)» onde Zypx € uma
matriz de ordem py, com p; + -+ pg + -+ ppy, = D.

Claro que a estrutura de ¥ pode-se tornar mais complexa por composi¢do das estruturas acima. O
interesse no estudo destas estruturas ditas mais complexas ¢ hoje em dia potenciado pela também
complexidade de novos modelos, nomeadamente modelos mistos. Veremos mais a frente como podem
ser feitos testes a este tipo de estruturas.

Para realizar testes, quer a estruturas mais simples quer a estruturas complexas das matrizes de
covariancia, ¢ possivel deduzir as estatisticas de razdo de verosimilhangas, de forma mais ou menos
trabalhosa, contudo a questdo coloca-se nas distribuicdes exatas destas estatisticas, as quais sdo
normalmente de estrutura demasiado elaborada, o que torna dificil a sua implementa¢do computacional
e por isso pouco uteis na pratica. Em geral, as estatisticas de razdo de verosimilhangas, usadas em
testes sobre a estrutura de matrizes de covaridncia, tém uma distribuicdo igual a do produto de
variaveis aleatorias independentes com distribuicdo Beta. Existe uma vasta literatura sobre este topico
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onde constam diferentes representagdes para esta distribuicdo como sdo os casos das representagdes
em série (Tang e Gupta, 1984; Moschopoulos, 1986), das representacdes através de fungdes G de
Meijer (Meijer, 1946; Nagar et al.,1985) ou fun¢des H de Fox (Fox, 1961; Springer, 1979; Carter e
Springer, 1977), entre outras. Contudo, hoje em dia, com toda capacidade computacional existente,
ainda pode ser um problema obter quantis ou p-values precisos para estas distribuigdes. Em Coelho e
Alberto (2012) os autores apresentam uma revisdo de literatura muito detalhada sobre produto de
varidveis aleatdrias independentes com distribuicdo Beta. Neste artigo os autores desenvolvem
distribuicdes quase-exatas precisas e computacionalmente implementaveis para produto de varidveis
aleatérias independentes com distribuicdo Beta. No que diz respeito a testes sobre a estrutura de
matrizes de covariancia ¢ bem conhecido que a distribuicdo do logaritmo da estatistica de razao de
verosimilhangas pode ser aproximada por um qui-quadrado, eventualmente multiplicado por um fator
de corregdo. Estas aproximagdes podem ser melhoradas se considerarmos as aproximagdes obtidas por
Box (1949) que sdo usualmente apresentadas como misturas de duas distribuicdes Gama. Contudo, o
desempenho destas aproximacgdes ¢ limitado, principalmente se considerarmos cenarios extremos
como aqueles em que temos amostras de dimensdo reduzida e/ou um niimero elevado de variaveis.
Uma alternativa diferente sdo as aproximacdes ponto-de-sela (Daniels, 1954; Booth et. al, 1995).
Contudo estas tém a desvantagem de ndo produzirem uma expressao nem para a fun¢ao densidade nem
para a func¢do distribuicdo, mas apenas aproximagdes para pontos especificos, e a literatura mostra que
estas podem ser francamente melhoradas. Mais recentemente, surgiram as aproximagdes quase-exatas
(Coelho, 2004) que tém sido bastante utilizadas para aproximar a distribuicdo de estatisticas de razao
de verosimilhancas utilizadas para realizar testes sobre a estrutura de matrizes de covariancia e
também em problemas relacionados com a distribuicao de produtos, somas e combinagdes lineares de
variaveis aleatorias. As aproximagdes quase-exatas podem ser utilizadas em estruturas simples como
as ja apresentadas ou em estruturas mais complexas. O procedimento para o desenvolvimento destas
aproximacodes sera apresentado em detalhe na secc¢ao seguinte.

2. Testes sobre matrizes de covariincia com estruturas complexas

Muitas estruturas complexas podem ser interpretadas como composicdes de testes mais simples. Por
exemplo, o teste de esfericidade apresentado anteriormente pode ser visto como a composi¢do de dois
testes; o teste a independéncia de varias variaveis e o teste de igualdade de variancias, alias em
Anderson (2003) o autor utiliza esta mesma estratégia para obter a estatistica de razdo de
verosimilhangas do teste. Em Coelho e Marques (2009) os autores mostram com ¢ possivel
desenvolver distribuigdes quase-exatas para estruturas ditas complexas. A ideia geral ¢ a seguinte:
suponhamos que pretendemos testar uma determinada estrutura complexa e especificada na hipdtese
nula H, versus a correspondente hipdtese alternativa H;, a ideia fundamental ¢ tentar decompor, de
forma adequada, a hipdtese nula inicial numa sequéncia de hipdteses nulas parciais. Suponhamos entao
que ¢ possivel fazer a decomposi¢ao de H, em m hipoteses nulas parciais, que podem ter que obedecer
a uma determinada ordem, e cuja decomposi¢ao pode ser apresentada através da seguinte notagao

Hy = Homy1,-;m—1° - © Hozj1 © Ho1

como referido em Coelho e Marques (2009) esta notacdo representa que testar H, ¢ equivalente a testar
sequencialmente as m hipoteses Hyjj,...j—1 (j = 1,...,m), testando primeiro Hyy, em seguida Hyy|q,
depois Hyz)q,2, € assim sucessivamente, onde testar Hyj|q,  j—q representa testar Hy; assumindo que as
hipétese Hy; até Hpj_; ndo sdo rejeitadas. Note-se que, de uma forma geral, fazendo uma
decomposi¢cdo adequada de H, tem-se, sob esta hipdtese nula, que as estatisticas de razdo de
verosimilhangas Ajjq...j_; usadas para testar as hipoteses parciais Hyjjq,.,j—-1  =1,...,m) sdo
independentes. Tendo por base esta decomposigdo a estatistica de razao de verosimilhangas, A, usada
para testar a hipdtese nula global H, ¢ dada por

m
A= | |Aj|1,---,j—1-
j=1
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Tendo em conta a independéncia das estatisticas Aj};...j—1 sob Hy podemos determinar a expressdo do
h-€simo momento de A como o produto dos /-€simos momentos das estatisticas Ajjq,...j—1 Ou seja

E[A"] = TT7L E[A). i 1]

A partir desta Gltima expressdo € possivel obter a fun¢do carateristica da varidvel aleatoria W =
—log A da seguinte forma

m m m
(1) = E[eitW] = E[A—it] = HE[ ]_|l1t]—1] = HE[eith|1,...,j—1] = 1_[ cDWj|1,---,j—1 (), teR
j=1 j=1 j=1

onde ‘Dwm_..._j_l(t) representa a fungdo carateristica de Wy, ;-1 = —logAjy,_j—1,j = 1,..,m. A

fatorizagdo obtida deste modo para a funcdo carateristica de W ¢é o procedimento base para o
desenvolvimento das aproximacdes quase-exatas para W e para A. O passo seguinte para a construgao
destas aproximacdes ¢ obter uma nova fatorizacdo da fun¢do carateristica de W de forma a que se
aproximarmos um dos fatores por outra fun¢do caracteristica possamos obter uma nova funcio
carateristica a qual corresponda uma distribui¢do conhecida e fécil de utilizar na pratica. Apresentamos
na sec¢ao seguinte um exemplo deste procedimento.

3. Exemplo

Para ilustrar o procedimento descrito na sec¢do anterior vamos apresentar sumariamente o teste
estudado em (Marques e Coelho, 2015). Por uma questdo de simplicidade vamos omitir algumas
expressdes podendo estas ser consultadas com detalhe na referéncia acima. Suponhamos entdo que,
dada uma amostra extraida de uma populagdo N,(u,Z) estamos interessados em testar a seguinte

hipdtese nula

3, 0 0
HOZZ = ( 0 222 0 ) (1)

0 0 i

isto €, pretende-se testar se a matriz de covaridncia ¥ tem uma estrutura diagonal por blocos em que
X117 € uma matriz de ordem p;sem uma estrutura especifica, X,, , de ordem p,, tem uma estrutura
esférica, ou seja, Xy, = azlpz (Anderson, 2003; Marques e Coelho, 2008) e X553, de ordem p; tem uma
estrutura circular representada por Z. (Olkin e Press, 1969; Marques e Coelho, 2013) e onde p = p; +

p2 + 3.

E importante referir que o pressuposto de normalidade, em alguns casos, poder ser estendido a outras
distribui¢des, por exemplo em Anderson et al. (1986) os autores, para uma classe de distribui¢des
elipticas, obtém as estatisticas de razdo de verosimilhancas para alguns testes sobre estruturas de
matrizes de covariancia e referem que a distribuicdo ¢ a mesma que a do caso Normal.

Considerando o procedimento apresentado na sec¢do anterior, vamos decompor a hipdtese nula em (1)

em trés hipoteses nulas parciais, a primeira utilizada para testar a independéncia dos trés grupos de
variaveis

Hp:2i5 =0, i +j, i,j=1,..,3 ()
a segunda para testar a estrutura esférica do segundo bloco diagonal da matriz de covariancia de ordem

D2

Hozp1: 255 = O'ZIpz (assumindo que H,; ndo ¢ rejeitada ) 3)
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e a terceira para testar a estrutura circular do terceiro bloco diagonal de ordem p5

Hosj1: 233 = Z¢ (assumindo que Hy; ndo € rejeitada ). 4)

Assim, com base no Lema 10.3.1 apresentado em Anderson (2003), a estatistica de razdo de
verosimilhangas, A, usada para testar H, em (1) ¢ dada pelo produto das estatisticas de razdo de
verosimilhangas utilizadas para testar as hipoteses nulas parciais apresentadas em (2), (3) e (4). Pelo
que, usando as expressdes das estatisticas de teste utilizadas para testar Hyy, Hyz)1 € Hosjq designadas
respetivamente por Ay, Az;i€ Az; € dadas em Marques e Coelho (2015), Anderson (2003, sec. 9.2,
10.7) e Olkin e Press (1969, sec. 3.3) obtem-se

A = A1 X A2|1 X A3|1.

Pode encontrar todos os detalhes sobre a expressdo de A na expressdo (4) em Marques e Coelho
(2015). Dada a independéncia das estatisticas Aq, Ayj1€ A3y, sob Hy, a expressdo do ~-€simo momento
pode ser obtida como o produto das expressdes dos /-€simos momentos das estatisticas Ay, Ayj1€ Azjq,
disponiveis em Marques e Coelho (2015), Anderson (2003, sec. 9.3, 10.7) e Olkin e Press (1969, sec.
3.3). Assim,

E[A"] = E[A"] X E[A;,"] X E[Ag1"].

Consideremos agora a variavel aleatéria W = —log A, cuja fungdo carateristica ¢ dada por

Dy (t) = E[el"] = E[A7] = E[A, ] X E[Agy ] X E[Agp ]
= Dy, () X q)WZ|1(t) X (DW3|1(t)

onde @y, , onde CIDW2| , € onde (DW3| , sdo, respetivamente, as fungdes carateristicas das varidveis
aleatorias Wy = —log A, , Wy; = —log Ay, € W3y = —log Agjy. Como ja referido, o objetivo agora
¢ encontrar uma fatorizacdo de @y, de forma que, mantendo a maior parte intacta, e aproximando um
dos fatores por outra fungdo caracteristica possamos obter uma nova fungdo carateristica a qual
corresponda uma distribuicdo conhecida e manejavel. Em Marques ¢ Coelho (2015) os autores
mostram que € possivel escrever @y, da seguinte forma:

Dy (t) = Py () X Py (2) (6)

onde @y ¢ a fungdo caracteristica da soma de um dado namero de variaveis aleatorias independentes
com distribui¢do Gama com parametros de forma inteiros, o que corresponde a uma distribuicao
designada por Gama Inteira Generalizada (GIG) obtida em Coelho (1998) e @y ¢ a fungdo
carateristica da soma, de um dado niimero, de varidveis aleatérias com distribuicdo Logbeta (note-se
que se X tem distribui¢do Beta de parametros a e b entdo dizemos que —log X tem uma distribuicao
Logbeta com os mesmos parametros). Usando os resultados em Tricomi e Erdélyi (1951) sabemos que
uma simples distribuicdo Logbeta pode ser aproximada por uma mistura infinita de distribuigdes
Gama, pelo que a abordagem seguida passa por aproximar a fungdo caracteristica ®yx em (6) por
uma mistura de distribui¢des Gama cuja fungao carateristica ¢ dada por

m

By, (t) = z 7 N (L — i)~ )
=0

de forma a que W, tenha os mesmos m primeiros momentos de W,. Obtem-se assim como fungdo
carateristica aproximada de @y,
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Dy () = Pyg(t) = Py (£) X Py, (1).

No que se segue designaremos a funcdo carateristica @ como fungdo carateristica quase-exata. Na
expressdo de @y, em (7) o pardmetro A € a taxa de uma mistura de duas distribui¢des Gama que acerta

os primeiros quatro momentos de W, e r ¢ igual a soma dos segundos parametros das distribui¢des
Logbeta que caraterizam a distribuigdo de ®y,s em (6) para mais detalhes veja-se Coelho et al. (2010).

Fixados os pardmetros A € r 0s pesos 7; sdo determinados de forma a que W, tenha os mesmos m
primeiros momentos de W', ou seja, sdo as solugdes do seguinte sistema de equagdes

ot ah m-1
WCDWZ*(t) = ﬁtbwz(t) , h=1,..m, com 1, =1— Z ;.
t=0 t=0 j=0

Note-se que este sistema de equagdes ¢ de resolugdo simples com um software de calculo matematico.

Finalmente, seguindo esta constru¢do, obtemos como fungao carateristica quase-exata

Dy (L) = z 11y {@y (6) XH (A — i£) 04D )
=0

Para um valor de j fixo a expressdo @y (t) ATt (A — it) ") corresponde & fungdo caracteristica da
soma de duas variaveis aleatorias independentes; W;* com distribuicdo GIG e uma variavel aleatéria
com distribuicdo Gama com taxa A e parametro de forma r+;j . Se » for um niimero inteiro a soma
destas duas varidveis aleatorias continua a ter uma distribuicao GIG, se por outro lado » nao for inteiro
a distribui¢do da soma ¢ uma Gama Quase-Inteira Generalizada (GQIG) obtida em Coelho (2004).
Pelo que a distribuicdo correspondente a fungdo carateristica ®yrp em (8) ¢ uma mistura de
distribui¢des GIG ou uma mistura de distribui¢des GQIG consoante » seja inteiro ou nao.

Em geral, as aproximagdes obtidas através deste processo apresentam elevado grau de precisao e sdao
assimptoticas ndo sO relativamente ao tamanho da amostra mas também a outros pardmetros
envolvidos, como por exemplo o nimero de variaveis. Para avaliar as qualidade destas aproximacdes,
em Marques e Coelho (2015), os autores utilizam uma medida de proximidade dada por

1 oo

:%_Oo

Dy, (t) — Pyp(t)
t

de. (8)

Esta medida, baseada nas funcdes caracteristicas exata e aproximada, fornece um valor numérico para
o limite superior da distancia entre a fun¢do distribui¢do exata e a aproximada. Podem observar-se, a
partir da Tabela 1 em Marques e Coelho (2015), os valores da medida em diferente cendrios. Estes
valores ilustram a qualidade das aproximagdes e também as suas propriedades assimptoéticas.
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Big Outlier(s)
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Introducao

Como nota prévia e a jeito de justificacdo, registo que nesta série do Boletim SPE, iniciada em 2006, é
esta a primeira vez que participo como autor, sem prejuizo de alguma pequena abordagem tedrica que
tenha explanado em Editoriais. O Boletim SPE em cada edi¢do elege um Tema Central. A sequéncia
com todos os temas centrais pode ver-se, por exemplo na mais recente edi¢do, no Boletim SPE outono
de 2017, p. 64. Para cada um dos temas selecionados, como Editor, tenho contactado estatisticos
seniores que, como ‘“co-Editores”, ajudam a estabelecer e construir uma lista dos autores convidados
para incluir na referida sec¢do. Assim, em todas as edi¢des do Boletim SPE, ficamos com a devida
atualizacdo cientifica da respetiva drea temdtica — um ponto de situacdo, divulgacdo a comunidade e
perspetivas. Foi o que aconteceu, relativamente ao presente Tema Central'

O estudo da Estatistica Multivariada desperta dois grandes subtemas diretamente relacionados com
a dimensdo e a dimensionalidade dos dados — este mais tedrico do que aquele, embora ambos
igualmente importantes na constru¢do dos resultados. No entanto, o estudo da dimensdo que invoca
diretamente o volume da informacdo e dos dados estatisticos €, atualmente, mais importante do que
aqueloutro estudo da dimensionalidade que investiga a verdadeira dimensao do espago onde os dados
foram gerados e o menor nimero de varidveis que podem garantir um estudo prético decisivo a partir
desses dados estatisticos. E sobre aquele que nos vamos debrugar.

Este texto insere-se, também, em Uma Perspetiva no século XXI e entdo €, acima de tudo, um olhar
para o futuro.

A tematica agora abordada vem na sequéncia de duas edigdes do Boletim SPE que se debrugaram
sobre O Tema Central da Estatistica. Permito-me sugerir uma leitura revisitada e cuidada desses textos
onde os diversos autores, juniores e seniores, apaixonadamente, registaram excelentes, indeléveis
reflexdes cientificas e profissionais e que podemos situar mesmo para além da Estatistica. Sdo de uma
riqueza unica que “apetece resumir’. De um modo simples e, por consequéncia, (seguramente)
enviesado arrisco (apenas) sequenciar titulos (mais) significativos também pela “estranheza” das,
muito oportunas, palavras utilizadas™:

! Mas, desta vez, com um detalhe acrescido: um dos “co-editores” com enorme gentileza, na mensagem de resposta ao
convite para ajudar a construir “a lista dos autores” referiu que eu proprio deveria ser incluido. Respondi que o meu
estatuto de “aposentado”, enfim, ja me afasta “do centro da investigacdo” e isso limita a iniciativa e o eventual interesse de
umas modestas linhas temdticas sobre Estatistica Multivariada. De facto, foi resposta de “pouca dura”; porque, apesar de
ser ha quase 30 anos, foi nesse dominio e numa época pioneira em Portugal que tive a oportunidade cientifica de alguma
intervencdo na drea agora abordada — a criagdo de uma nova disciplina de licenciatura, Andlise de Dados Multivariados, a
que se seguiu uma também pioneira iniciagdo ao Estudo Estatistico de Outliers, também Multivariados. A jungdo destes
dois temas e o contexto atual, como se verd, alteraram a resposta inicial. Assim, “a motivagdo pela investigacao cientifica
em Portugal” e a minha condicdo de “Professor Aposentado com Acordo de Cooperacdo” com a Universidade de Lisboa
fez-me repensar e aceitar o “convite”. Esta funcdo ativa “fez despertar” uma nova resposta que conduziu ao presente texto;
com a modesta intencdo de testemunho cientifico, com alguma transmissao de saber de experiéncia feito além de, um
Obvio, incentivo a investigacao da temadtica.

? Até parece combinado mas, como editor, posso assegurar que ndo foi. O acaso, diz-se — a tinica coisa que ndo acontece
por acaso — assim quis manifestar mais uma das suas apelativas intervengdes.
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Data Science um desafio para os estatisticos?
Reflexdes estatisticas
O Futuro da Estatistica
Data Science, Big Data e um novo olhar sobre a Estatistica
Estatistica — “Espelho meu, espelho meu, que futuro terei eu?
Novo olhar sobre a Estatistica, imaginar o mundo
A Revolugdo dos Dados
A tirania dos jargodes
Desafios da Estatistica para o século XXI
A minha utopia sobre o Tema Central da Estatistica.

Os referidos, sdo textos memoriais do ponto de vista de reflexdes na, e da, Ciéncia Estatistica.

Os titulos anteriores também constituem uma acrescida motivacdo para que, modestamente, me
inclua nesta edicdo como autor. Na realidade trata-se do futuro da Estatistica e, mais ainda, do
Estatistico. Perante isto, no enquadramento, estas linhas pouco ou nada acrescentam. No entanto
perante o novo desafio que envolve “o multivariado” algumas notas breves com (também) alguma
histéria desejo acrescentar. Uma justificacdo!

Uma evoluc¢io no dominio cientifico — do Data Analysis ao Big Data

O Boletim SPE, ao longo das suas edi¢cdes mas em especial nas mais recentes, tem versado sobre os
grandes temas de investigacdo nos diversos dominios da Estatistica. Pela generalidade que pressupde e
também pela atualidade dos grandes assuntos que nela se incluem, a Estatistica Multivariada é,
seguramente, uma area muito apelativa e onde os maiores desafios sdo colocados, como veremos.

Nos Editoriais das edi¢des outono de 2016 e de 2017 referi um pouco daquele que pode ser um
olhar sobre esses desafios. Nestas linhas, noutra vertente, tenciono aprofundar um pouco.

Para um melhor enquadramento e também para se poder concluir do enorme avango que se tem
verificado na Andlise de Dados Estatisticos, iniciamos com (um pouco) a sua historia.

Data Analysis e o seu futuro promissor foi assunto criado ha mais de 50 anos por Tukey (1962) a
que se seguiram uma infinidade de livros e artigos cientificos. Simples e apelativo, de modo répido,
tudo comecou a avancgar. O grande motor cientifico, na realidade, era a velocidade e a capacidade de
célculo apoiada nas mdquinas recentemente criadas — os computadores, que evoluiam rapidamente.
Uma (r)evolucdo perante os métodos cientificos tradicionais.

Mas, passados todos esses anos € importante contrapor: uma evolu¢do, um Avanco ou uma
Continuidade (cientifica)? Avango em que direcdo? “Tudo” passou a girar a volta dos dados. Evolucdo
no dominio cientifico, ndo necessariamente na Cié€ncia Estatistica de onde, as vezes, parece que
algumas dreas estdo a ficar de fora: J4 se desligaram? Assim, mais uma vez e como sempre, surge a
dicotomia entre a Investigacdo Fundamental e a Investigacao(?) Aplicada. Qual o beneficio desta em
proveito daquela? Certamente que muito fraco! Nos primeiros 20 anos, nos foruns internacionais a
questdo corrente era “prd ou contra” e as vezes mais radical: O que fazem os Analistas de Dados? Na
década de oitenta assistiu-se a uma “aceitacdo biunivoca” com alguma reserva pelos “mais teéricos’.

A Andlise Multivariada, como sabemos, estuda dados estatisticos contendo observagdes em duas
ou mais varidveis medidas* num conjunto de objetos.

A Estatistica Multivariada, por sua vez, iniciou-se nesse mesmo ponto de partida cientifico e
avancou no dominio das suas diversas especificidades — umas mais tedricas e outras de indole mais
pratica que, genericamente, podemos agrupar na Andlise de Dados Multivariados. Do ponto de vista
teérico, mesmo passados quase quarenta anos, Mardia et al (1979) mantém-se atual’ o que pode

? No inicio da década de 1980, dois encontros que testemunhei, em Hong-Kong e em Barcelona, foram palco de aceitagdo
mutua, de participacdo e de inicio de discussao cientifica por parte “dos grandes nomes” que até ai se recusavam.

‘0 avanco cientifico, registe-se, também se tem concretizado no ndmero, cada vez maior, de varidveis em estudo e
resultante (apenas) das capacidades tecnoldgicas de cdlculo quer ao nivel de hardware quer de software, Estas,
possivelmente, podem ser o mobile do boom que gerou e conduziu ao Big Data.

> Ao longo do tempo “apenas” tém sido reproduzidas reimpressdes do original o que avaliza a exceléncia da obra cldssica
fundamental. Este € um exemplo, entre outros, de livros tedricos basilares para a investigacdo fundamental que, ela sim,
apoia e € o suporte da investigacdo aplicada. Outras obras similares podemos acrescentar invocando pioneiros como M. S.
Bartlett, M. G. Kendall, R. A. Fisher, P. C. Mahalanobis ou C. R. Rao.
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significar que, desde logo no inicio se atingiu um ‘“‘conhecimento total”. Do ponto de vista prético, ai
sim, muito se tem avangado e por diversos caminhos desde a pioneira Andlise de Dados®. No entanto,
como noutras areas, a bibliografia fundamental tedrica da Estatistica Multivariada mantém atualidade,
mesmo passados dezenas de anos sobre a sua edi¢do; um garante da exceléncia, por um lado, mas
também revelador de um valor estatistico que o tempo e o avango cientifico torna dificil de superar —
os patamares atingidos, também na Ciéncia Estatistica ficam mais altos, o que os torna mais dificil de
superar; mas ndo impossivel! Estas reflexdes foram ja abordadas, por diversos autores, em Rosado
(2005).

Mas, o caminho iniciado pela Andlise de Dados foi, ao mesmo tempo, percorrido pelas mais
diversas dreas até hoje onde, em enorme competicao cientifica, chegdmos a Data Science — A Ciéncia
de Dados’. E aqui, um pouco nebulosos ainda, surgem os mais diversos “conceitos” para os quais basta
ser inovadores para se afirmarem; mesmo que carecam de suporte cientifico, na maior parte das vezes.
A era digital afirma-se! E, como sempre, “gera crise”. Mas a realidade cientifica ja evolui em Machine
Learning, Data Science, ou Big Data®. Novos desafios, mas que nada trazem de novo.

Big Outlier(s)

Em 1978, Barnett e Lewis publicaram a primeira edi¢do de Qutliers in Statistical Data — livro de base
para o estudo de outliers em dados estatisticos tanto do ponto de vista tedrico como prético. Nesta obra
fundamental foi, pela primeira vez, agregada e sistematicamente organizada toda a vasta literatura.

Em 1994 foi publicada a terceira e ultima edi¢do e nela foram incluidas novas abordagens para
dados univariados e multivariados, apresentando ainda tépicos especiais nos métodos bayesianos e em
sucessoes cronoldgicas com os aditivos e os inovadores.

As “observacoes dificeis” de uma amostra sempre desafiaram os estatisticos. O conceito de outlier
tem fascinado (em especial) os cientistas que numa primeira abordagem querem interpretar os dados.

Na época pioneira, o registo da informagdo, ainda com mais &nfase permitia admitir como erros
todas as observagdes que ao experimentador parecessem mal vindas. E as reacgdes foram desde os
seguidores da “incondicional inclusdo” — como admitem Barnett e Lewis na primeira edi¢do da obra
acima referenciada — porque “nunca devemos violar a santidade dos dados” atrevendo-nos a julgar as
suas propriedades até aqueles que sempre usam “na divida deita-se fora” como regra prética.

Em 1976, Barnett publicou “The Ordering of Multivariate Data’®

Numa perspectiva actual os pontos de vista sdo mais sofisticados. A teoria estatistica dos outliers ja
possui diversas metodologias de tratamento de observagdes discordantes ou contaminantes; tém sido
propostos modelos de discordancia que permitem explicar a geracdo dos dados; os procedimentos
robustos t€m tido bastante avanco (cf. Barnett and Lewis (1994)). Em Rosado (2006), numa perspetiva
de século XXI desenvolve-se uma base tedrica e pratica para o estudo de observagdes discordantes e
muito em especial sobre os métodos e modelos de discordancia; também para as questdes de reducao
de dimensionalidade.

 Em Rosado (1991), apresentei o Programa, Contetidos e Métodos de Ensino Tedrico e Pratica da disciplina Andlise de
Dados Multivariados (ADM), em provas de agrega¢do na Universidade de Lisboa. Em ADM para além do uso dos avangos
computacionais a época também se insistia bastante na componente teérica quer na Estatistica Descritiva Multivariada quer
nas Técnicas de Redu¢do de Dimensionalidade.

” Pela generalidade, a Ciéncia dos Dados ja nio é simplesmente uma drea exclusiva dos Estatisticos mas “uma grande
competicdo” onde eles, pela exceléncia, se t€ém de afirmar. Desde Data Science até Big Data (ou Big Outlier) todos estes
novos termos merecem ser analisados (e introduzidos?) no Glossario Estatistico da SPE!

¥ A facilidade de divulgacdo é inversa do rigor que nela se deve exigir. Muito se diz sobre estas novas terminologias e as
vezes pouco se acrescenta na clarificacdo do conceito. Alguma contengdo € atitude avisada!

° Barnett (1976) é um estudo fundamental cujo lema é “order properties... exist only in one dimension” e com discussdo
pelos melhores especialistas. E um artigo de referéncia que desperta para a importincia da ordenacio na detec¢io de
observacdes discordantes. Conjugado com a dimensdo dos dados estatisticos esse artigo “atravessa” muitos dominios,
novos a época, como o estudo de dados multivariados e a sua relagdo com as subordens. O “termo outlier” surge “no
contexto” onde vai adquirindo cada vez mais importancia a medida que se avanga no estudo desse texto. Este pode ser um
sinal, a palavra-chave, para o despertar de um novo campo de investigacdo (nessa década ainda) sem histéria em Portugal
(e muito novo no mundo cientifico de entdo!). E assim pode acontecer (mais) um acaso cientifico! Este, (verificado em
1982) levaria a elabora¢do de Rosado (1984) — para obten¢do de doutoramento na drea dos outliers, o primeiro em
Portugal.
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Mais recente, todas as reflexdes e propostas de Rosado (2014) podem ser usadas para Big

Outliers(s), em particular: “a necessidade de outliers”, “um caminho de investigacdo” ou “ A Forca
desses Menores”.

Conclusao

Na Ciéncia em geral e na Estatistica Multivariada em particular, € possivel comparar os desafios de
ontem e de hoje? Ontem existiam mais incentivos a investigacdo, desde logo as bolsas; hoje existe
(muito) mais informacdo e o seu acesso que (também) € estimulante. Ontem nao havia (tanto)
software! Hoje, ha software a mais?! A teoria de ontem continua a ser resposta tedrica de hoje. Nesse
ponto de vista pouco se avangou.

Big Outlier na investiga¢do fundamental € (apenas e ndo mais do que!) um Outlier e como tal deve
ser estudado. No futuro, que a velocidade e preméncia rapidamente transformam em presente, outliers
continuardo a ocupar um lugar no centro da Ciéncia Estatistica e nos seus Métodos Estatisticos,
quaisquer que eles sejam, porque uma observacao discordante sempre serd um desafio para o analista e
pode largamente influenciar todos os seus relatérios para as mais importantes decisoes.

Falamos de exceléncia na investigacao!

Mas, muito estd a mudar, os desafios orientadores das mais diversas fungdes profissionais estdo
seguramente alterados perante a visao tradicional'’. E para os Estatisticos também!

Em todos os niveis cientificos e profissionais os momentos que se vivem sao de mudanga constante
e veloz e isto também muito em consequéncia da “rapidez digital” que carateriza a sociedade atual;
desde logo pelas terminologias inovadoras que utilizamos e que, em termos gerais, revisitimos neste
texto.

No entanto, a Ciéncia em geral e a Estatistica em particular € uma nobre atividade, necesséria ao
corpo e ao espirito, indispensavel ao bem-estar e a felicidade. Mas, a ciéncia € cara. SO os ricos a
podem praticar ... e os pobres se a praticam ficam mais pobres. Embora exigindo grande esforco e
dedicacdo a solucdo deve estar em (apesar de tudo) fazer ci€ncia para caminhar na saida daquele
dilema. E 0 mesmo se passa na Teoria dos Outliers.

Contudo, quando tudo estd dito e feito, mesmo e talvez ainda mais para o(s) Big Outlier(s), o
principal tema no estudo de observagdes (supostamente) suspeitas continua a ser aquele que desafiou
os pioneiros investigadores — O que é um (Big) Outlier e como tratar essa observagdo? E a resposta
serd sempre: Investigacdo Fundamental como suporte para exceléncia nas Aplicagdes.
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Este curto texto visa, de forma despretensiosa € ndo exaustiva, contribuir para a discussao em curso
sobre a estatistica e o seu futuro, dando particular atencdo a estatistica multivariada.

Sobre as raizes

A estatistica multivariada em sentido lato, ou seja, englobando a anélise de dados multivariados e as
técnicas inferenciais e de base probabilistica, tem cerca de um século de Histéria. O conhecimento
deste percurso ajuda a compreender os novos desafios dos nossos dias e a antever as tendéncias da sua
evolucao.

Como em qualquer outra drea do conhecimento, o desenvolvimento da estatistica multivariada foi
marcado pelos problemas concretos que motivavam o estudo de vdrias varidveis. Mas também pela
disponibilidade de dados sobre os quais assentar esse estudo; pelos conhecimentos tedricos que
permitiam (ou ndo) dar-lhes resposta; e pelas limitacdes das capacidades computacionais disponiveis.

Até ao final da primeira metade do Século XX, o principal fator limitante residia na capacidade de
célculo. Embora a prépria possibilidade de recolha de grandes volumes de dados fosse mais limitada
do que na actualidade, eram as dificuldades computacionais que representavam o maior obsticulo ao
desenvolvimento da estatistica multivariada. As limitacdes computacionais contribuiram certamente
para incentivar os notdveis avangos no plano tedrico que marcaram esse periodo, assentes em areas
matematicas como a teoria das probabilidades e a dlgebra linear e teoria de matrizes.

Nao foi automdtica a ideia de que uma coleccdo multivariada de dados pode ser tratada como uma
matriz do tipo individuos x varidveis. Essa conceptualizagdo gradual abriu portas a possibilidade de
recorrer ao corpo crescente de resultados matriciais (e de simultaneamente contribuir para o seu
ulterior desenvolvimento). Métodos como a Andlise em Componentes Principais ou a Andlise (linear)
Discriminante de Fisher assentam nestes desenvolvimentos tedricos, embora de forma inicialmente
titubeante'. Ao mesmo tempo, as matrizes de covariancias e de correlagdes ganharam papel central na
estatistica multivariada, em parte associadas a sua presenca na funcido densidade da distribuicdo
Multinormal. Neste periodo, o desenvolvimento da estatistica em geral, e da estatistica multivariada
em particular, teve uma forte marca matematica, nomeadamente de teoria das probabilidades. Essa
faceta probabilistica encobriu por vezes os aspectos geométricos e de dlgebra linear sobre os quais
assentam muitos dos tradicionais métodos multivariados de andlise de dados, de tal forma que ainda
hoje € para muitos utilizadores nebulosa a distin¢do entre exigéncias de pressupostos probabilisticos e
o fundo geométrico que pode existir independentemente desses pressupostos.

Com os avangos na capacidade de célculo da segunda metade do Século XX, ganham importancia
métodos de forte componente computacional. Por vezes, trata-se de métodos essencialmente
empiricos, e mais permedveis a multiplas op¢des de percurso (que afetam os resultados), de que sdo
exemplo bem conhecido as Andlises Classificatorias (Clustering). Noutros casos, geram inesperados
desenvolvimentos conceptuais, como € o caso das técnicas de reamostragem, tipo bootstrap.
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Ja neste periodo se verificaram controvérsias sobre a natureza da estatistica e das suas ferramentas, de
que é exemplo o texto The Future of Data Analysis de John W. Tukey, em 1962". E um tema que, na
viragem do milénio, ganha ainda maior importancia e predominéncia.

A explosdo computacional e de informagdo

Os avangos quantitativos, quer na capacidade e velocidade de calculo, quer no volume de dados
disponivel em muitas dreas de aplicac@o (estd ja consagrada a expressdo big data) estdao a gerar uma
transformagdo qualitativa em muitas dreas da estatistica multivariada. Como € usual neste tipo de
situagdes, os processos de transformacdo e adaptacdo sdao por vezes conturbados, e merecem algumas
consideragdes.

A existéncia de grandes volumes de informa¢do ndo € uma novidade em si mesma, sobretudo em
certas dreas de aplicacdo. Casos paradigmaticos sdo os censos populacionais ou 0s registos
meteoroldgicos. Curiosamente, discute-se hoje se € possivel substituir os censos populacionais
(recorrendo a fontes indirectas de recolha de informagdo, mas também a amostragem), dado o seu
elevado custo e dificuldades organizativas. No entanto, é uma realidade que a multiplicacdo de fontes
de recolha de informacdo (por exemplo, os dados meteoroldgicos recolhidos por satélite) significa que
o volume de dados disponivel estd em acelerado crescimento, mesmo nestas areas. Mas o facto recente
saliente € a tendéncia para estes grandes volumes de informagdo passarem a estar disponiveis num
numero cada vez maior de dreas de aplicacdo. Este processo objetivo resulta do papel crescente da
informatica, da Internet e outras redes de comunicacdo, do nimero cada vez mais vasto de bases de
dados em multiplas dreas, do crescente acesso a dados de satélite com aplicacdes nas mais diversas
areas, e de sensores de baixo custo facilmente instaldveis em meios de recolha moéveis (drones) e/ou
em computadores de custo quase nulo e facilmente instaldveis nas mais diversas situacdes (tipo
Raspberry Pi).

Paradoxalmente, o aumento vertiginoso de enormes massas de dados ameacga recriar, num patamar
mais elevado, uma situagcdo parecida com a que existia hd algumas décadas atrds, quando a capacidade
de analisar e interpretar os dados disponiveis era insuficiente, embora desta vez as insuficiéncias
estejam mais do lado dos recursos humanos, do que do lado das insuficiéncias técnicas.

Esta explosao de dados €, em grande medida, uma explosdo de dados multivariados. Objetivamente,
torna a estatistica multivariada mais actual do que nunca. Ao mesmo tempo, coloca novas exigéncias
no que respeita as metodologias de andlise e tratamento e tem, de forma aparentemente contraditdria,
dado origem a um novo debate questionando a estatistica € o seu futuro. Um exemplo dessa
controvérsia pode encontrar-se num ndmero recente da revista Journal of Computational and
Graphical Statistics (2017, Vol.26, No.4).

Se, por um lado, métodos cldssicos da andlise exploratoria (descritiva) de dados multivariados
assumem novo protagonismo, num contexto onde pequenas amostras sdo cada vez mais substituidas
por amostras de muito grande dimensdo ou mesmo censos completos de um dado universo, por outro
lado, a quantidade por vezes gigantesca de dados coloca novos desafios. Alguns desses desafios
prendem-se com necessidades de identificar caracteristicas especiais de dados no meio dum mar de
informacdo — por vezes duma auténtica overdose de informagdo. A expressdo data mining, hoje na
moda, refere-se a esta realidade. As caracteristicas que se procura identificar podem ser de tipo
tradicional — como a identificacdo de observacdes atipicas (outliers) em geral multivariadas, ou a
classificacdo (clustering) de individuos em grupos mais ou menos homogéneos, ao abrigo de algum
critério, também frequentemente de indole multivariado. Mesmo assim, podem assumir tracos
especificos do contexto (como a atipicidade de algum objecto numa imagem de milhdes de pixeis,
associada a conceitos de contiguidade espacial, mas também de identificacdo do proprio objecto). Os
objectivos podem também corresponder a problemas menos tradicionais, resultantes do enorme
volume de dados e das ligacdes de diverso tipo que se estabelecem entre os registos. Estdo neste caso o
reconhecimento de padrdes (pattern analysis ou machine learning), por exemplo na andlise de
comportamentos de clientes ou utilizadores de algum servico, ou a necessidade de algoritmos
especialmente concebidos para grandes volumes de dados com propriedades especiais, como € o caso
de dados esparsos (sparse data), ou com exigéncias especiais (tais como a robustez face a presenca de
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observacdes atipicas). Em alguns casos, tem sido mesmo sugerida a amostragem das imensas
quantidades de dados disponiveis, gerando novas aplica¢des de problemas de inferéncia estatistica.

Uma Ciéncia dos Dados?

Inevitavelmente, estes problemas — velhos ou novos — associados a grandes conjuntos de dados,
necessitam do contributo de dreas que até um passado recente estavam menos ligadas a estatistica
multivariada: algoritmos computacionais, teoria de grafos, inteligéncia artificial, entre outros. Em
alguns casos, a andlise destes grandes conjuntos de dados passou a ser feita quase exclusivamente por
pessoas que ndo tém uma formagdo de base em estatistica, mas sim formacdes noutras dareas,
nomeadamente informadticas e das aplicacdes em questdo (e.g., economia, gestao, marketing).

O contributo de pessoas com diferentes formagdes sempre foi enriquecedor, em todos os aspectos de
actividade cientifica. No contexto em apreco, veio colmatar a auséncia de trabalho da comunidade
estatistica ‘tradicional’ em certos problemas. Mas existe um perigo de divorcio das comunidades que
trabalham sobre problemas andlogos, de desconhecimento mutuo sobre as respectivas actividades e
avangos, conducentes a ‘redescoberta da roda’, ou a separa¢io gradual das terminologias e conceitos.
Donoho (2017)" escreve: «Para os estatisticos, o fendmeno [...] pode parecer intrigante. Os estatisticos
véem administradores a promover, como se fossem novas, as actividades que os estatisticos t€ém levado
a cabo diariamente, ao longo de toda a sua carreira, e que ja eram consideradas usuais quando esses
mesmos estatisticos frequentavam os seus estudos de graduacdo. [...] A profissdo estatistica encontra-
se num momento de perplexidade: as atividades que os t€ém preocupado ao longo de séculos estdo hoje
sob os holofotes, mas essas atividades sdo apresentadas como sendo novinhas em folha, e sdo
executadas (embora ndo na realidade inventadas) por recém-chegados e estranhos».

Hé quem defenda a necessidade de novos paradigmas, real ou supostamente inovadores, que passam
inclusivamente pela substitui¢do da designacao ‘estatistica’ por outras, em principio mais abrangentes,
como ‘ciéncia dos dados’ (é o caso do préprio Donoho, 2017). Mas por vezes, resvala-se para a
teorizacdo de fazer tdbua rasa de praticas e conhecimentos consagrados. Veja-se a frase de outro
promotor da Data Science, citada de forma critica por Donoho (p.747): «a Ciéncia de Dados sem a
estatistica € possivel, até mesmo desejavel». Uma tal evolucdo, que ignora décadas de conhecimento e
de avancos, ndo € benéfica para o progresso dos conhecimentos cientificos, e muitas vezes apenas
esconde ignorancia. O nihilismo cientifico ndo € uma boa receita.

Este divorcio pode também, em parte, ser resultante da natureza fechada e opaca de duas areas
destacadas onde predominam os grandes volumes de dados: meios comerciais preocupados com
proteger o sigilo da sua informacao (ou mesmo da natureza dos seus estudos), € meios militares ou de
servicos secretos e de recolha de informacdes. As revelacdes sobre as actividades de recolha e
monitorizagdo massiva de comunicagdes pela National Security Agency dos EUA, ou sobre as
alteracdes da Google aos seus motores de busca de forma a filtrar os resultados apresentados nas
pesquisas, sdo disso exemplo. Para além dos problemas éticos e politicos associados (violacdo de
direitos basicos, perigo de controlo e manipulagcdo da sociedade e dos cidaddos), esta realidade levanta
o perigo de apropriagdo de dreas do conhecimento, com base em consideragdes extra-cientificas.

Seria irénico que esta apropriacdo ocorresse precisamente na estatistica, que € o palco de um dos
maiores casos de éxito dum paradigma cientifico e social diferente: o software R, assente nos
principios colaborativos do software livre, e que se transformou, indiscutivelmente, numa espécie de
lingua franca da comunidade estatistica. O R, que tem as suas raizes no trabalho pioneiro de John
Chambers, € hoje, ndo apenas uma ferramenta fundamental para fazer estatistica, mas um campo de
inovagio constante e de desenvolvimento e sistematizacio de conceitos estatisticos. E um exemplo
cimeiro da capacidade da comunidade estatistica se transformar e acompanhar as evolugdes em curso,
nomeadamente em campo informdtico, sem ser em oposi¢do a, ou negando, o seu proprio passado.

A diversificagdo dos dados

N

Uma outra caracteristica associada a recolha massiva de dados diz respeito a diversificacdo de
contextos com dados de natureza especial, alargando por vezes o préprio conceito de ‘dados’.
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Ja foi referido o caso de dados esparsos, que deu origem, entre outras, a uma Anilise em Componentes
Principais para dados esparsos". Em muitas dreas, como a microbiologia e genética, surgem grandes
conjuntos de dados com um enorme nimero de varidveis observadas em relativamente poucos
individuos (o problema de p >> n), ndo permitindo a aplicacdo de alguns conceitos tradicionais de
estatistica multivariada (como as distancias de Mahalanobis, Branco & Pires, 2011") e dando origem a
necessidade de métodos especificos, com o uso de regulariza¢des. Noutras aplicagdes, o ponto de
partida ndo sdo matrizes de dados do tipo individuos x varidveis, mas medidas de similaridade entre
entidades. Tais tipos de dados, ja anteriormente estudados por técnicas como as andlises
classificatdrias, encontram hoje um grande campo de expansdo com métodos kernel, do tipo support
vector machines. Pode referir-se também a importancia crescente de dados funcionais, resultantes de
recolha continua de registos (por exemplo meteorolégicos). A cada vez maior utilizacdo de dados
espaciais, resultantes da facilidade atual de georreferenciar dados por meio de sistemas do tipo GPS,
coloca seguramente desafios ainda por explorar, de adaptacdo de tradicionais métodos multivariados a
incorporagdo dos conceitos da estatistica espacial.

Mais radicalmente inovadores sdo os avangos no campo dos dados simbdlicos, uma area com
desenvolvimentos no nosso pais. Por dados simbdlicos entende-se dados que em lugar de serem
valores individuais, sdo entidades mais complexas, que podem conter informagdo sobre a sua propria
variabilidade, tais como intervalos ou histogramas. A estatistica multivariada estd bem presente neste
campo de desenvolvimento, que tem raizes sdlidas na comunidade estatistica ‘tradicional’ (Brito,
2014)".

Especializacdo e integracdo

A discussao actual sobre o futuro da estatistica €, em parte, um processo natural ligado ao avanco de
conhecimentos e a sua especializacdo. Em qualquer campo do conhecimento, a diversificagdo e
especializacdo crescentes dos conhecimentos tem tendéncia a gerar dreas especificas que, em processos
mais ou menos conturbados, procuram a sua autonomia. Como salientam Hofman e VanderPlas
(2017)", as préprias origens da estatistica, e a sua autonomizagéo face & matemética, sido o fruto dum
processo anélogo.

Mas autonomia ndo deve significar costas voltadas. O que até seria paradoxal quando a tendéncia cada
vez mais evidente em todas as &dreas do conhecimento € a da necessidade da integracdo de
conhecimentos de tipo diversificado. Especializacdo e integracdo estdo em relacdo dialética. O
desenvolvimento de numerosos algoritmos computacionais assentes em conceitos bioldgicos ou da
esfera produtiva, como as redes neuronais, algoritmos genéticos, ou o arrefecimento controlado
(simulated annealing) mostram como a integracdo aduba o desenvolvimento cientifico, com um
impacto directo na estatistica e, em particular, na estatistica multivariada.

Mas a integracdo exige que haja conhecimentos especificos e especializados, que possam ser
integrados. E impossivel ser-se especialista em todos os campos. E poucos terdo a capacidade de ser
especialistas em varias areas. A integracao pressupde que cada um saiba um pouco de vdrias dreas, mas
bastante mais de uma area especifica. A ideia de que todos podemos ser especialistas em integracdo é
pouco frutuosa, e arrisca-se a ser uma receita para que ninguém perceba nada. E um perigo que ronda
por ai.

O ensino

Esta questdo traz-nos ao tema do ensino da estatistica, tema de acesos e salutares debates. E uma
evidéncia que o ensino da estatistica, € muito em particular da estatistica multivariada, tem de
incorporar uma aprendizagem de conceitos bdsicos da informdtica e algoritmia, e provavelmente
também de teoria de grafos e outras dreas aparentadas. Esta evolucdo tem vindo a verificar-se nos
ultimos anos, embora seja necessdria uma maior sistematizacdo e destaque. A linguagem de
programacdo do R fornece uma excelente oportunidade para uma incorporacdo natural, e desde a
primeira hora, da informadtica no ensino da estatistica. Mas tal como faz hoje pouco sentido um ensino
da estatistica sem uma forte componente informadtica e algoritmica, faria pouco sentido deitar pela
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borda fora décadas de conceitos consagrados na estatistica, tanto mais que continuam a ser usados de
forma geral, embora por vezes cega.

No entanto, ndo € facil encontrar a forma de diversificar e alargar conteidos, a0 mesmo tempo que se
preserva profundidade em dreas fundamentais. Sobretudo, e pensando no nosso pais, quando a reforma
de Bolonha conduziu ao desaparecimento repentino dum nivel inteiro de ensino correspondente aos
antigos Mestrados, desaparecimento que a actual integracio de componentes lectivas nos
Doutoramentos encontra dificuldades em suprir.

Roger Peng (2017)"", referindo-se as propostas de reorganiza¢io dos conteidos de cursos em ‘ciéncia
dos dados’, afirma que «muitas das atividades sdo coisas que se presume que os estudantes poderdo
‘descobrir por si préprios’, sem qualquer instru¢do formal. Mas, pelo contrério, a teoria assintdtica
exige uma instru¢do formal». Salienta o perigo de que o ensino se transforme num «desfile de casos
especiais» e a impossibilidade de «dar instrucdo formal sobre todos os casos especiais», tornando o
ensino nestes moldes «dificil e potencialmente muito ineficiente». Peng refere um aspecto de potencial
interesse, que diz respeito a criacdo de um, até aqui inexistente ou incipiente, quadro formal para a
tipologia de dados (por vezes designada data cleaning).

Sem conclusdo...

Seja como for, a andlise, tratamento e modelacao de dados é uma realidade incontorndvel, que nio s6
ndo ird desaparecer, como terd uma importancia cada vez mais central nas nossas vidas. E a estatistica
multivariada (qualquer que venha a ser a sua designacdo) ndo ird desaparecer, nem diminuir em
importancia. Pelo contrario. Cabe-nos a nds contribuir para que ela seja feita com base no muito e
importante conhecimento fundamental passado, presente e futuro, de quem trabalhou e trabalha com a
matéria prima dos dados. E baseada nos melhores principios cientificos e para bem da comunidade,
sem deixar que seja apropriado e desviado por interesses extra-cientificos que, em ultima andlise, serao
seguramente nocivos para o bem comum.
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1. Introducao

Antes de mais quero aqui deixar um agradecimento ao Professor Fernando Rosado pelo trabalho que
tem desenvolvido em prol do Boletim da SPE e da divulgagdao da Estatistica, € nomeadamente da
investigacdo realizada na area da Estatistica em Portugal, divulgagdo esta que tem ja desde ha varios
anos vindo a ser realizada neste Boletim, sob perspetivas, ¢ claro, inevitavelmente pessoais, mas que
tém enriquecido o nosso patriménio cultural na area da Estatistica, pelos olhares que nos propdem e
nos deixam sobre as varias facetas desta estimulante 4rea do conhecimento.

E assim com bastante receio de poder ndo estar a altura de outros autores que aqui tém deixado as suas
perspetivas, mas também com outra tanta ousadia que aceitei o convite do Professor Fernando Rosado
para escrever as linhas que aqui vos deixo e que embora rolando sobre uma perspetiva muito pessoal
espero que deixem uma visdo de alguma forma util e motivadora e que possam também constituir,
quando a outro que ndo o proprio autor se referirem, uma singela homenagem a alguns daqueles que de
uma forma decisiva contribuiram e continuam a contribuir para o desenvolvimento desta interessante e
estimulante area de investigagao e aplicacdes.

Também com alguma ousadia, diria que se de facto a propria vida e o mundo que nos rodeia sao
multivariados, porque ndo também a Estatistica? Se nos ¢ quase sempre impossivel pensar numa Unica
razdo, uma Unica consequéncia dos nossos atos, numa Unica varidvel que nos condiciona, ou numa
unica variavel da qual gostariamos de conhecer o valor, ou conseguir plenamente compreender, como
pode a Estatistica ser univariada?

2. Os trabalhos de Samuel Stanley Wilks

Embora os estudos e a investigacdo em Estatistica envolvendo mais de uma variavel tenham comegado
antes de Samuel Stanley Wilks (1906-1964) ter escrito os seus artigos, pode-se e deve-se bem
considerar Wilks como o principal obreiro do desenvolvimento e da atengdo que a Estatistica
Multivariada viria a conhecer.

Embora os testes de razdo de verosimilhangas fossem ja conhecidos, foi Wilks (1932, 1935, 1946,
1963) quem lhes acabou por dar o lugar de relevo que vieram a ter em Estatistica Multivariada.

Wilks, como se tornou mundialmente conhecido, teve infelizmente uma vida demasiado curta para que
pudéssemos ter usufruido plenamente do seu génio, mas tivemos a sorte de mesmo assim nos ter
deixado obras onde se encontram ideias, conceitos e desenvolvimentos sem duvida alguma dignos do
nosso interesse e da nossa consideragdo. Foi Wilks (1932) quem langou os fundamentos sélidos para a
Andlise de Variancia Multivariada, hoje conhecida pelo seu acronimo de raiz anglo-saxénica
MANOVA (Multivariate ANalysis Of VAriance). Foi também Wilks (1935) quem desenvolveu o teste
de razao de verosimilhangas para o teste de independéncia de varios grupos de varidveis, o qual pode
de facto ser visto como um teste que abrange afinal muitos dos testes utilizados em modelos lineares
ou com eles relacionados pois pode-se mostrar que tem como casos particulares o teste de ajustamento
do modelo de Analise Candnica ou Regressdao Multivariada, onde se testa a relacdo (de independéncia
ou ndo) entre dois grupos de variaveis e onde se pode considerar um dos grupos como sendo o das
varidveis resposta € o outro o das varidveis explicativas, mas também o teste de ajustamento para um
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modelo MANOVA ou MANCOVA (Multivariate ANalysis Of COVAriance), onde o conjunto das
varidveis explicativas além de incluir as varidveis indicatrizes dos fatores e eventuais interagdes
também inclui algumas varidveis continuas, € como tal também a Andlise de Varidncia e de
Covariancia univariadas, onde temos apenas uma Unica variavel resposta, a propria Regressao multipla
ou simples univariada (i.e., com uma unica variavel resposta) € mesmo até os testes T para amostras
emparelhadas ou independentes (Knapp, 1978; Thompson 1991, 2000; Coelho, 1992; Vidal, 1997;
Sherry e Henson, 2005).

Nao se pode falar de Wilks sem falarmos também do teste de razdo de verosimilhangas para ‘outliers’
que nos deixou (Wilks, 1963) e de tantos outros interessantissimos artigos que felizmente podem ser
encontrados juntos no livro “S. S. Wilks: collected papers — Contributions to Mathematical Statistics”
editado pelo Professor T. W. Anderson (Anderson, 1967).

Samuel Stanley Wilks de facto ndo se dedicou apenas a area da Estatistica Multivariada, tendo-nos
também deixado importantes trabalhos noutras areas da Estatistica, como ¢ o caso do seu livro em
Estatistica Matematica (Wilks, 1947, 1962), embora mesmo neste livro seja muito clara a sua
tendéncia para passar muito rapidamente para a considera¢do de mais do que apenas uma variavel
aleatoria, nomeadamente com a edicdo de 1962 a ndo poder deixar de incluir um ultimo capitulo
intitulado “Multivariate Statistical Theory”, mas também ja com a edicdo de 1947 a ter um ultimo
capitulo intitulado “An Introduction to Multivariate Statistical Analysis”.

Os trabalhos de Wilks sobre estatisticas de razdo de verosimilhangas ¢ as estatisticas de razao de
verosimilhangas por ele derivadas fizeram escola de tal forma que, e também devido ao facto de
muitas destas estatisticas terem uma estrutura de alguma forma comum, o termo Lambda de Wilks
acabou por se vulgarizar na area da Estatistica Multivariada para designar uma estatistica de razdo de
verosimilhangas, ou mais precisamente, para uma amostra de dimensdo » (e para variaveis aleatorias
reais com distribuicdo multivariada Normal), a poténcia (2/n) da estatistica de razao de
verosimilhangas, a qual se designa habitualmente por A e que tem uma expressao da forma

ﬂ (1)
|A + B|

onde A e B sdo duas matrizes, sendo que A tem uma distribuicdo Wishart (Wishart, 1928; Kshirsagar,
1972, Cap. 3; Anderson, 2003, Sec. 7.2; Muirhead, 2005, Sec. 3.2) digamos de dimensao p e graus de
liberdade n — q, para por exemplo um teste envolvendo ¢ amostras, € matriz de parametro X (definida-
positiva), facto que denotaremos por A~W,(n —q,Z), e B tem, sob a hipotese nula a ser testada,

também uma distribui¢do Wishart de dimensao p e graus de liberdade g — 1, também com matriz de
pardmetro I, i.e., B~W,(q — 1,X), sendo A e¢ B independentes, de modo que A + B~W,(n — 1,Z) e
sendo a distribuicdo de A valida quer sob a hipotese nula quer sob a hipdtese alternativa. Na
distribuicdo de A requer-se habitualmente n — q > p, enquanto que na distribuicdo de B podemos ter
p > q — 1, caso em que B tera uma distribuicdo Wishart legitima, ou p < g — 1, caso em que B tera
uma distribuicdo pseudo-Wishart (Kshirsagar, 1972, Sec. 3.6), em qualquer dos casos com A + B a ter
sempre uma distribuicdo Wishart legitima. Para varidveis aleatorias complexas com a distribuigdo
multivariada Normal comummente mais utilizada (Wooding, 1956; Goodman, 1957, 1963a,b; James,
1964, Sec. 8; Khatri, 1965; Gupta, 1971; Krishnaiah et al., 1976; Fang et al., 1982; Brillinger, 2001,
Sec. 4.2; Anderson, 2003, problema 2.64), uma estatistica A do tipo da estatistica em (1) serd, para
uma amostra aleatdria de dimensao 7, a poténcia (1/n) da estatistica de razdo de verosimilhangas.
Demonstra-se que A tem a mesma distribuicdo da de um produto de varidveis aleatorias Beta
independentes, facto a partir do qual se podem entdo elaborar varios estudos sobre a distribuicao da
estatistica A, sendo que em algumas situagdes esta distribuicdo pode assumir formas relativamente
simples enquanto noutros casos esta distribuicdo tera fungdes de densidade e de distribuigdo de
probabilidade bem complicadas e mesmo improprias para serem utilizadas em aplicagdes, facto pelo
qual ¢ comum o recurso a distribui¢des assintoticas ou quase-exatas. Veja-se a este propdsito a Seccao
6.

A=

3. A Estatistica Multivariada através de alguns dos mais importantes livros nesta area

Sem duvida que os trabalhos de S. S. Wilks tiveram influéncia determinante naquele que viria a ser o
surgimento de um grande niimero de obras de fundo na area da Estatistica Multivariada quer em
termos mais formais quer em termos mais aplicados, com uma enorme profusdo de artigos nos anos
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60, 70 e 80 do século XX. Mas, pretendo referir-me nesta sec¢do a livros que marcaram e continuam a
marcar ndo sO a area em si mas também as vidas daqueles que tiveram a sorte, e diria mesmo, a béngao
de os ler, pois tais livros acabam por de uma forma ou de outra marcar a vida daqueles que com eles se
cruzam. Sao livros como os de Anderson (1958, 1984, 2003), Kshirsagar (1972) e Muirhead (1982,
2005) que sao verdadeiros monumentos na area da Estatistica Multivariada, cada um com o seu cunho
muito préprio e com as suas facetas estimulantes. Estes livros sdo um manancial de conhecimentos e
de informagao e referéncias indispensaveis e impossiveis de ignorar para quem queira trabalhar na area
da Estatistica Multivariada, nomeadamente se tal trabalho envolver facetas mais relacionadas com a
teoria. Posso dizer com toda a alegria e satisfagdo que tive a sorte de conhecer estes trés autores, sendo
somente de lamentar o facto de o Professor T. W. Anderson nos ter deixado ha pouco mais de um ano,
mas que na sua vida de quase um século nos bafejou com a sua presenga. Embora cientificamente
falando me tenha avidamente alimentado de cada uma destas obras, ndo posso deixar de frisar a grande
influéncia que sobre mim teve o livro do Professor Anant M. Kshirsagar (Kshirsagar, 1972) que sem
duavida alguma foi o grande responsavel pelo meu interesse pela area da Estatistica Multivariada
inferencial, quando pela primeira vez o li, ou talvez devesse antes dizer, tentei ler, na biblioteca da
Universidade de Montpelier em 1985, vindo mais tarde a ter a magnifica oportunidade de ter o
Professor Anant Kshirsagar como meu orientador, enquanto aluno de Doutoramento no Departamento
de Bio-Estatistica da Universidade de Michigan.

E claro que a historia da Estatistica Multivariada e a sua bibliografia, em termos de livros, ndo se faz
apenas destes trés livros, havendo muitas outras obras que ndo podemos deixar de mencionar, embora
ndo seja de modo algum objetivo deste breve comentario exibir um conjunto bibliografico exaustivo
sobre a area, tarefa que alias seria mais ou menos impossivel. Sao exemplo de outras importantes obras
na area da Estatistica Multivariada os livros de Bilodeau ¢ Brenner (1999) e um livro mais recente de
Kollo e von Rosen (2005) que nos traz uma abordagem diferente, muito baseada na algebra matricial.
Nao podemos também esquecer outros livros que, com um cariz mais aplicado, nos fornecem um
manancial de interessantes aplicagdes como sejam os livros de Morrison (1967, 1976, 1990, 2005),
Johnson e Wichern (1982, 1988, 2007, 2014), Rencher (1995, 1998, 2002), Timm (2002) e Rencher e
Christensen (2012).

O conjunto destes livros, bem como muitos outros aqui ndo referidos, teve ainda a grande virtude de
ter contribuido para a ‘democratizacdo’ da Estatistica Multivariada, desmistificando uma area que
perante algumas audiéncias, quer do ponto de vista tedrico, quer do ponto de vista aplicado, estava
afetada de um certo estigma de dificuldade e de quase impenetrabilidade, sendo apenas acessivel a
algumas mentes privilegiadas ou especialmente preparadas, embora seja verdade que ¢ necessaria uma
preparacdo sélida em termos de conceitos basicos de Estatistica Univariada, bem como alguns
conhecimentos de Algebra Linear e Matricial ¢ de Andlise Matematica, para que se possa plenamente
entender os conceitos envolvidos e métodos utilizados e usufruir assim de tudo o que a Estatistica
Multivariada estd pronta para nos proporcionar.

4.Amostras de pequena dimensao ou ‘dados de grandes dimensées’ (‘high-dimensional data’)

Mais recentemente e nomeadamente relacionado com estudos nas 4areas da biologia e mais
especificamente da genética, ou se quisermos, das chamadas ‘Omicas’ (genomica, transcriptomica,
protedmica e metaboldmica) surgiram em Estatistica Multivariada os estudos na 4rea de amostras de
pequenas dimensodes ou de ‘dados de grandes dimensdes’ (‘high-dimensional data’), onde as amostras,
que tipicamente nos estudos cldssicos tém sempre uma dimensdo superior ao nimero de variaveis
envolvidas, e que em alguns modelos classicos que utilizam mais de uma amostra, tém mesmo de ter
uma dimensao superior a soma do numero de varidveis envolvidas com o nimero de amostras
envolvidas, t€ém agora uma dimensao inferior ao niimero de varidveis analisadas ou observadas. Esta ¢
uma questdo que, embora nao se coloque de uma forma direta em muitos dos modelos univariados
mais simples pode também surgir sob formas algo diferentes em modelos como na Regressdo e
sobretudo na Analise de Covariancia, mas que ¢ hoje em dia de interesse fundamental em
determinadas areas como as acima referidas da genética e das ‘Omicas’, mas também noutras areas
como por exemplo em medicina, nomeadamente em estudos de doengas raras, ou em problemas de
‘computer vision’, mais precisamente em estudos sobre algoritmos de reconhecimento facial. Sdo
situagdes em que o numero de variaveis medidas pode ser muito grande, ao mesmo tempo que existe
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disponivel apenas um numero limitado e por vezes muito pequeno de individuos ou unidades de
observacao.

O desenvolvimento de procedimentos para a realizacao de testes a hipoteses de interesse e a obtengao
das respetivas estatisticas de teste, na situagdo de ‘high-dimensional data’ (amostras pequenas), requer
habitualmente o recurso a extensa formulacdo e a utilizacao de distribui¢des assintéticas ¢ tem sido
recentemente uma area de grande interesse e de intenso trabalho por parte de muitos investigadores,
sendo possivel encontrar na literatura um ja grande numero de artigos sobre o assunto como por
exemplo os de Srivastava (2005, 2009), Srivastava e Du (2008), Srivastava e Yanagihara (2010), Chen
e Qin (2010) e Srivastava, Katayama e Kano (2013).

5. “Big data”

“Big data” ¢, em termos simples, o termo recentemente cunhado para designar conjuntos de dados
muito extensos que podem atingir varios milhdes de observagdes realizadas sobre muitos milhares ou
mesmo também milhdes de varidveis, e que podem resultar de uma grande variedade de areas de
atividade, como por exemplo da recolha de dados sobre trafego ou outras atividades na ‘internet’, ou
mesmo de dados geograficos ou dados resultantes da digitalizagdo de dados sismoldgicos ou ainda de
estudos em marketing ou sociologia onde por exemplo podem ser estudadas preferéncias por
determinados produtos ou o assumir de determinados comportamentos sociais complexos.

Cada vez mais, com a atual facilidade de recolha de dados as questdes relacionadas com a analise e a
extracdo de informagdo destes grandes conjuntos de dados que vao surgindo em quase todas as areas
do conhecimento se afiguram ndo s6 como problemas de interesse, mas em algumas areas como as da
seguranca ¢ do marketing, como problemas prementes.

Muitas das técnicas utilizadas, de alguma forma ‘voltam’ a estar relacionadas com técnicas e métodos
de cariz essencialmente algébrico e geométrico muito préximos do que foi nos anos 70 e 80 do século
XX designado por Métodos de Andlise de Dados ou Métodos Fatoriais de Andlise de Dados (Eisenbeis
e Avery, 1972; Escoufier, 1973, 1975; Dagnelie, 1975; Cailliez e Pagés, 1976; Bouroche e Saporta,
1980; Sarbo, 1981; Volle, 1981, 1985; Dunn e Everitt, 1982; Coelho, 1986), sendo que muito
frequentemente o que se pretende ¢ mais o sumarizar de forma util a informagao nos dados ou procurar
‘observagdes anomalas’ (os chamados ‘outliers’), mais do que efetivamente estabelecer modelos
estruturais entre as variaveis envolvidas, embora frequentemente possa interessar o estudo das relagoes
de associagdo ou antagonismo entre as variaveis. A literatura mais recente sobre o topico ‘Big Data’
parece no entanto ir sendo construida mais a base de livros com os de Simon (2013), Foreman (2013),
Mayer-Schonberger e Cukier (2013), Davenport (2014) e Baescus (2014) do que propriamente a base
de artigos.

6. Uma perspetiva (demasiado) pessoal de alguma da investigacido realizada em Portugal em
Estatistica Multivariada

O autor deste artigo de divulgagdo, tendo bebido da maioria das fontes referidas nas secg¢des anteriores
decidiu ha varios anos tentar desenvolver aquilo a que chamou na altura de ‘distribui¢des quase-
exatas’ e decidiu, com alguma imodéstia, que pede que lhe seja perdoada, aqui falar destas
distribuicdes.

Em muitas situa¢des as distribuicdes das estatisticas de razdo de verosimilhangas utilizadas em
Estatistica Multivariada ou Analise Multivariada, conforme se goste mais de chamar, ou das suas
poténcias (2/n) ou (1/n), consoante e trate de variaveis aleatorias reais ou complexas, mesmo para o
caso de variaveis com distribuicdo Normal multivariada, ou com uma distribuicdo multivariada de
contornos elipticos, tém frequentemente expressdoes demasiado complicadas para as suas funcdes de
densidade e de distribuicdo de probabilidade, dificeis de implementar computacionalmente com a
devida precisdo e assim também dificeis de utilizar em aplicagdes, o que tem levado a uma utilizagdo
quase generalizada de aproximacdes assintdticas. Todavia sabe-se ja desde hd algum tempo que tais
distribuicdes assintdticas nao s6 podem, de uma forma geral, ndo exibir a precisao desejada, como t€ém
um mau comportamento para amostras pequenas (i.e., situagdes em que a dimensdo da amostra mal
excede o numero de variaveis envolvidas, ou a soma deste nimero com o numero de amostras em
questdo) bem como para situagdes em que o numero de variaveis envolvido € elevado (i.e., na ordem
de algumas dezenas). Sabe-se alias hoje em dia que algumas das usualmente mais utilizadas
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distribuicdes assintoticas para estatisticas de razdo de verosimilhancas utilizadas em Estatistica
Multivariada ndo sdo distribui¢des legitimas em situagcdes em que o nimero de varidveis envolvidas na
analise atinja algumas dezenas e¢ a dimensdo da amostra exceda este valor, eventualmente adicionado
do numero de amostras, s6 em algumas unidades (Coelho e Marques, 2012).
Foi com o objetivo de obter distribuigdes assintoticas que nao enfermassem destes problemas e que
desempenhassem muito bem mesmo para amostras de pequena dimensdo que foram desenvolvidas as
distribuicdes quase-exatas. Procurava-se ainda que estas distribui¢des fossem assintéticas nao s6 em
relacdo a valores crescentes da dimensdo da amostra mas também em relagdo a valores crescentes do
numero de amostras envolvidas, o que algumas das usuais distribui¢cdes assintoticas ainda conseguem,
e ainda em relacdo a valores crescentes do nimero de varidveis envolvidas, objetivo que as usuais
distribui¢des assintoticas de forma alguma conseguem atingir, pretendendo-se ainda finalmente que, ¢
claro, a distribuicao obtida seja manejavel, por forma a permitir um facil e rapido calculo de quantis e
valores-de-p, i.e., valores da func¢do de distribuicao.
Embora a primeira vista a prossecu¢ao de todos estes objetivos em simultdneo possa parecer um tanto
irrealista e o seu alcance um tanto impossivel, tal ndo € o caso pois todos estes objetivos sdo possiveis
de alcangar em simultaneo por deixar ‘uma boa parte’ da distribui¢do exata da estatistica inalterada,
aproximando a restante parte com uma aproximacdo assintdtica com um comportamento
asseguradamente bom para amostras de pequena dimensdo e também com um bom comportamento
assintotico em termos da dimensdo da amostra, de forma a que depois de voltarmos a juntar as duas
partes a distribui¢do resultante seja conhecida e manejavel. Mas a questdo entdo ¢: mas como podemos
deixar ‘uma boa parte’ da distribuigdo original da estatistica inalterada e o que ¢ esta ‘boa parte’ e
como a ‘medimos’ por forma a sabermos que corresponde de facto a ‘uma boa parte’ da distribui¢ao
original?
Chamemos A a estatistica de razao de verosimilhangas em questdo. Como em geral ndo ¢ muito dificil
obter a expressao para os seus momentos de ordem /4 e esta ¢ valida para & pertencente a uma
vizinhanga de zero e ainda se mantem como uma expressdo valida para 4 complexo, pode-se
facilmente obter a expressao da fungao caracteristica de W = —log A, através da relagao

q)W(t) — E(eitW) — E(e—itlogW) — E(A—it) )
onde i = vV—1 e teR. Em seguida fatorizamos @, (t) e juntamos num fator, chamemos-lhe by, (1), os
fatores que vamos deixar intactos e noutro fator, chamemos-lhe @y, (t), os fatores que vamos
aproximar assintoticamente, de forma que tanto @y, (t) como @y, (t) sejam fungdes caracteristicas
legitimas. De uma forma geral ¢ possivel juntar em @y, (t), a fungdo caracteristica que vamos deixar

inalterada, ‘a maior parte’ dos termos em @y, (t), i.e., por forma que
+00

J |®w (£) — Dy, (B)| dt <<] | Py (6) — Py, ()] dt . (2)

—o —o0

Aproximamos entdo @y, (t) por ®;(t) por forma que

+ 00
lim f | Py, () — @3(0)| dt =0,
n—oo —00
Onde n representa a dimensao da amostra, o que, tomando
" (t) = Dy, (1) D3(0)
como a fungdo caracteristica quase-exata de W, assegurard que a distribuicdo quase-exata que
correspondera a ®*(t) sera assintdtica em termos de valores crescentes da dimensdao da amostra, ¢
acontecendo que, tendo a factorizagdo de @y, (t) sido realizada de forma adequada, a presenca da
‘maioria dos termos’ em @y, (t), no sentido de (2), assegurard que a distribui¢do quase-exata, i.e., a
distribui¢do correspondente a ®*(t), sera também assintdtica em termos de valores crescentes do
numero de variaveis envolvidas e eventualmente também do ntiimero de amostras envolvidas, nos
casos em que o teste em questdo envolva mais do que uma amostra. Tudo isto tera de ser executado de
modo que a distribui¢ao a que ®*(t) corresponde seja uma distribuigdo conhecida e manejavel, no
sentido de que dela seja facil obter quantis e valores-de-p, i.e., valores da funcdo de distribuicao.
A ideia foi langada num artigo publicado no Journal of Multivariate Analysis (Coelho, 2004) e o
processo tem sido eficazmente aplicado a um vasto leque de estatisticas de razdo de verosimilhanca
com aplicagdes em Estatistica Multivariada, sendo possivel encontrar mais de 40 publicagdes sobre o
tema, a maioria delas em revistas indexadas ou em livros publicados pela editora Springer (Marques e
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Coelho, 2008; Coelho, Arnold e Marques, 2010; Marques, Coelho e Arnold, 2011; Coelho e Marques,
2012; Coelho e Arnold, 2014; Coelho, Marques e Arnold, 2015; Coelho e Roy, 2017; Marques,
Coelho e Rodrigues, 2017; Coelho, 2017).

Outras areas em que presentemente a investigacdo em Estatistica Multivariada se realiza tém a ver com
o desenvolvimento de expressdes finitas, relativamente simples, para as funcdes densidade e
distribuicdo de probabilidade de varias estatisticas de razdo de verosimilhangas com aplicagdo em
Estatistica Multivariada, e consequentemente também para instancias das funcdes G de Meijer (Meijer,
1946) e H de Fox (Fox, 1961), a partir das quais seja possivel calcular quantis e valores-de-p em
fragoes de segundo (Coelho e Arnold, 2018) e numa area algo diferente, mas que utiliza modelos de
Estatistica Multivariada, nomeadamente a Analise Candnica ou Regressao Multivariada que € a area de
Controlo de Divulgagdo Estatistica, mais conhecida pela sigla de origem anglo-saxénica SDC
(Statistical Disclosure Control) (Moura, Klein, Coelho e Sinha, 2017; Moura, Sinha e Coelho, 2017).
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Multivariada e Multidisciplinar. Caminhos divergentes. Uma Opinido!

Irene Oliveira, ioliveir@utad.pt
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CEMAT, Centro de Matemdtica Computacional e Estocastica

Nos dias de hoje os termos multidisciplinar e interdisciplinar estio em voga no mundo
académico. Por um lado sdo usados na descri¢ao de candidaturas a projetos de investigacao, por outro
surgem nos objetivos de propostas a novos cursos, desde licenciaturas, mestrados a doutoramentos
ditos interdisciplinares ou com uma componente forte de interdisciplinaridade. E habitual associarmos
a investigacdo ou o ensino interdisciplinar a Estatistica dada a necessidade de nesse mundo que
interrelaciona as ciéncias aplicadas se exigir uma parte consideravel de analise de dados e modelagao
estatistica.

Pretende-se nesta reflexao evidenciar a ligacao que a estatistica multivariada tem com os novos
caminhos da multidisciplinaridade e apresentar uma leitura da divergéncia de caminhos conforme se
aborda o campo da investigagao ou o campo do ensino e planos curriculares dos cursos de 2° e 3° ciclo
no Ensino Superior.

A Investigacao

Relativamente aos projetos de investigacdo ¢ necessario ter em conta que as politicas de
investigacdo cientifica, no atual contexto de investigacdo e Ensino Superior, levaram os Centros de
Investigagdo a procurarem equipas de investigadores interdisciplinares, focados quase especificamente
em realizar candidaturas vencedoras a grandes projetos organizados segundo os padrdes internacionais,
com vista a um retorno de avultadas verbas.

A investigacdo por exemplo nas areas das ciéncias da vida e do ambiente, da satide, animais e
agrarias e das tecnologias de informag¢do e computagdo, ..., tem evoluido gradualmente ao longo dos
ultimos anos com o progresso de tecnologias de ponta, o rapido desenvolvimento dos instrumentos de
recolha de dados e o desenvolvimento de aplicagcdes informaticas e sofiware de analise de dados,
permitindo o processamento de grandes quantidades de dados.

Surgiram assim equipes de investigacdo colaborativas em projetos de investigacao
transversais a multiplas areas da ciéncia apresentando, frequentemente, alunos de mestrado,
doutoramento e bolseiros trabalhando em simultdneo para varios orientadores de distintas areas, e
cientistas partilhando distintos conhecimentos e competéncia visando enriquecer o projeto com a
exploracao das potencialidades e dinamica que ocorrem por interagdo dos investigadores.

Existe um provérbio africano que diz: "Se queres ir rapido, vai sozinho. Se queres ir longe, vai
em grupo" e que nos remete para a ideia que nada existe isoladamente do resto do mundo.

A adogdo dessa abordagem integrativa exige a interagdo e cooperacdo da equipe
multidisciplinar envolvendo pesquisa cientifica, experimental e quase sempre andlise de dados
complementares realizada por especialistas em metodologias de estatistica computacional, modelacao
e mineracao de dados de grandes bases dados, ou de dados massivos frequentemente descritos pelo
termo Big Data.

Mas se por um lado vai-se mais longe em grupo, ndao ¢ de todo verdade que ir em grupo
implique a unido dos elementos do grupo. Atualmente os grandes projetos interdisciplinares
apresentam alguns pontos fracos, nomeadamente para quem ¢ de uma area transversal a todo o projeto,
como seja a Estatistica.

O caminho de avaliagdo destes projetos nao seguiu a evolugdo esperada e a forma de pesar a
contribuicio dos membros das equipas individualmente levanta ainda algumas questdes na
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comunidade cientifica. Que crédito se deve atribuir a um investigador pela sua contribui¢ao para uma
investigagdo colaborativa?

O progresso das Ciéncias tem ocorrido de forma faseada, enquanto que a evolucao da
avaliacdo da produtividade cientifica dos investigadores ou de uma investigacdo estd a acontecer mais
lentamente e alvo constante de reflexdo no meio da comunidade académica e cientifica. Atualmente o
sucesso de uma investigacao ¢ medido, maioritariamente, com base em indicadores bibliométricos, que
ndo captam o peso das contribui¢cdes individuais em equipas multidisciplinares. Muitos artigos
associados a projetos multidisciplinares podem ter um conjunto de autores com grau de importancia
equivalente, quando bibliometricamente se continua a avaliar a importancia dos investigadores
principalmente pelo contributo do primeiro autor e o Ultimo autor (habitualmente um aluno ou bolseiro
e o orientador), levando por isso, e a titulo de exemplo, que os estatisticos e analistas de dados deste
tipo de projetos sejam remetidos para uma avaliagdo secundaria.

A avalia¢do da producdo cientifica usada atualmente ¢ assim uma ameaca para a existéncia
destes projetos multidisciplinares, onde o aumento da autoria multipla pode levar a divisdo e a alguma
competicdo interna ao grupo de investigadores sujeitos constantemente a avaliagdes curriculares para
bolsas, promog¢des na carreira, verbas e financiamento cientifico dependentes destas métricas,
totalmente em divergéncia com a ideologia do que deveria representar uma equipa multidisciplinar.

No processo do sistema da avaliacdo de producao cientifica tém surgido algumas alteracdes,
por exemplo atribuindo igual crédito a autoria, exigindo uma declaragdo/lista das contribui¢des
individuais de cada autor no trabalho. Esta lista geralmente inclui os seguintes tipos de contribuicao:
concegao do estudo, realizagao de experiéncias, realizacdo da analise de dados, desenvolvimento de
ferramentas analiticas ou de modelacdo, escrita do artigo e discussdo, fornecimento de reagentes e
materiais ¢ de suporte financeiro. Neste caso especifico o papel dos estatisticos das equipas
multidisciplinares ¢ valorizado individualmente pelo seu trabalho de, por exemplo, gerar multiplos
modelos, criar ou desenvolver ferramentas de analise para a manipulacao de grandes quantidades de
dados os quais podemos considerar de extrema importancia para a validagdo dos resultados dos
projetos de investigacao.

O Ensino Multidisciplinar

H4é certamente um caminho a percorrer na reestruturagdo da avaliagdo dos investigadores
relativamente a producdo cientifica associada a projetos interdisciplinares mas, enquanto se exige que
os investigadores trabalhem em equipe e partilhem conhecimentos, a nivel do Ensino, principalmente a
nivel de doutoramento e mestrado, o termo multidisciplinar pode ter outra interpretagao.

Nas duas ultimas décadas as universidades portuguesas tém procurado dar resposta aos novos
desafios da ciéncia criando varios mestrados, pos-graduacdes e doutoramentos frisando nos seus
objetivos a mais-valia de se obter um curso com cariz multidisciplinar, por forma a satisfazer as
exigéncias profissionais em dareas emergentes ¢ com empregabilidade crescente. Nestes cursos ¢
expectavel os alunos estudarem em campos disciplinares de ponta onde ¢é necessario aplicar
conhecimentos de varias areas em simultaneo, usando tecnologias de investigagdo avangada e
linguagens programacdo, realizando andlises de dados com base em metodologias estatisticas
avangadas, surgindo assim uma janela de oportunidades para as ciéncias de dados introduzirem varias
unidades curriculares nos seus planos de estudos. E necessério frisar que a regra geral nos tradicionais
mestrados e doutoramentos, com uma componente forte de ciéncias, era a de exigir nos seus planos de
estudos uma unica unidade curricular de estatistica avancada, considerando-se desta forma que os
alunos estariam aptos para realizar uma dissertacdo com andlises de dados. Mais recentemente
observou-se em algumas universidades a “substitui¢do” da unidade curricular de estatistica avangada
por metodologias de investigacdo cujos curricula, usualmente, engloba tdpicos sobre a execucdo e
apresentacao de um trabalho cientifico, referéncias bibliograficas e citacdes, apresentagdo de trabalhos.
Esta decisao levou a que muitos alunos sentissem a falta de conhecimentos estatisticos mais
aprofundados na altura de execugdo das suas analises estatisticas. Por outro lado, ironicamente, nota-se
que apoOs a realizagdo e discussao de uma tese, de mestrado ou doutoramento com apoio a
metodologias estatisticas, estes mesmos alunos se julguem proficientes na area de estatistica e aptos a
se candidatarem a bolsas e projetos onde sdo exigidas competéncias em software estatistico e
conhecimentos em estatistica multivariada.
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Para terminar, tem-se ainda observado o desenvolvimento a nivel internacional de cursos de
estatistica e de sofiware especifico de estatistica em plataformas online como por exemplo nas
plataformas Coursera, Udemy,... Recentemente algumas universidades portuguesas comecaram
também a explorar as potencialidades do ensino massivo global, MOOC, Instituto Superior Técnico-
MOOC-Técnico, na Universidade do Porto- Miriada X, e na Universidade Aberta- EMMA. Sendo a
anadlise de dados uma 4rea transversal e complementar com grande procura, a captacdo de
alunos/formandos interessados em adquirir competéncias estatisticas por via de cursos MOOC ¢ uma
oportunidade a explorar para o ensino avangado da Estatistica em Portugal. Ficando ainda a questao
sobre se o uso da lingua portuguesa nos MOOC ¢ uma oportunidade ou uma ameaca.

Conclusao

Apesar de as universidades e os organismos de financiamento prestarem atengao ao conceito de
interdisciplinaridade este tem vindo a ser abordado no mundo académico de forma distinta conforme
abordamos a Investigacao ou o Ensino.

Concluindo, h4a uma certa ironia e dualidade na forma como as entidades governamentais e de
decisdo de politicas de investigagdo pretendem um maior nimero de projetos e bolseiros e
interdisciplinares, mas ndo alteram as regras de avaliacdo cientifica dos seus investigadores, nem os
pardmetros que definem o impacto de uma investigacdo. O aumento da autoria multipla levantou o
problema da importancia atribuida frequentemente ao primeiro e ultimo autor de artigos, nao
permitindo, de um modo geral, avaliar as contribuigdes dos outros autores de uma forma justa.
Publica-se principalmente em revistas cientificas da area principal do projeto de investigacdao, onde
estd o investigador lider, levando a que os restantes investigadores e, quase sempre, os estatisticos de
area aplicada a serem considerados pelos seus pares, como investigadores de segunda categoria. Dai
que se exija uma reestruturacdo e renovacao na avaliacdo dos trabalhos e artigos que permita um
calculo justa das contribui¢des reais de cada um. Essa renovagdo ja estd a acontecer mas ainda ndo € a
regra, deve por isso o Estatistico ter esperanca na caminhada do mundo da investigagdo interdisciplinar
mas deve também estar atento, para que a equipa onde esta inserido o valorize.

No campo do Ensino, tem-se vindo a observar uma grande procura de candidatos nos 2° e 3°
ciclos das ofertas ditas multidisciplinares as quais, podemos acrescentar, exigem uma parte
consideravel de analise de dados e modelacao estatistica. Para os restantes cursos de doutoramento ¢
de mestrado, ditos “ndo multidisciplinares™!, é consensual que um estudante ndo deva apenas entender
e utilizar conceitos estatisticos nas suas pesquisas mas ter obrigatoriamente conhecimento de
metodologias estatisticas mais avancadas contudo estes cursos continuam a considerar, nos seus planos
de estudo, apenas uma unidade curricular de estatistica ou, num cenario mais pessimista, nenhuma.
Relativamente aos cursos online, estes abriram a oportunidade ao ensino massivo da estatistica
avancada e programacao estatistica permitindo a um elevado ntimero de formandos e alunos procurar
colmatar lacunas dos seus conhecimentos estatisticos, e este deveria ser um dos caminhos a considerar
no ensino em Portugal e em portugués.

Encontram-se assim os Estatisticos “entre a espada e a parede”. Por um lado, ¢ verdade que ha
um crescimento de empregabilidade e de procura por estatisticos € que sdo necessarios investigadores
com conhecimentos avangados em metodologias estatisticas € multivariadas, mas por outro ¢ muita das
vezes assumido pelos investigadores de outras areas que bastam conhecimentos basicos de estatistica
multivariada para se singrar no mundo multidisciplinar, sejam eles adquiridos por via de uma unica
unidade curricular num curso de 2° ou 3° Ciclo, ou por via de frequéncia de cursos online.

E esta a principal divergéncia entre o mundo da investigagio e do ensino. Procura-se o
interdisciplinar e o que complemente os conhecimentos numa investigagdo enquanto que no ensino
considera-se frequentemente a estatistica como uma area secundaria de servigos, sem que haja a
atribuicao do reconhecimento merecido pelos investigadores das outras areas.

Procurei com este texto deixar as minhas preocupacdes sobre o caminho da Estatistica para
quem trabalha maioritariamente com investigadores de areas aplicadas, abordando as ameacas e
oportunidades do ensino e investigacdo multidisciplinar. Certamente que uma perspetiva de século
XXI para a Estatistica Multivariada revelaria muito do trabalho multivariado que ocorre em Portugal,
mas a minha preocupacao nao ¢ “o qué?”’, mas o “como?” e o “porqué”.

Sigamos entdo o caminho juntamente com os outros cientistas, para conseguirmos ir mais longe! ...
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Introducio

Na literatura existem muitos métodos de reducao de dimensdo e de visualizacdo de dados
multidimensionais (high dimensional data). Estes métodos sdo importantes para transformar um
grande nimero de varidveis correlacionadas num numero menor de novas varidveis ndo
correlacionadas entre si, € para visualizar a estrutura dos dados em espacos de dimensdao menor. Em
Andlise de Dados, os métodos fatoriais de redu¢do de dimensdo mais populares sdo a Andlise em
Componentes Principais (ACP), a Andlise das Correspondéncias Simples (ACS), a Analise das
Correspondéncias Multiplas (ACM) e a Andlise Discriminante Linear (ADL). Estes métodos de
estatistica multidimensional tém muitas aplicacdes nas mais variadas areas, como por exemplo, em
saude, engenharia, genética e ambiente, entre outras. A Andlise em Componentes Principais e a
Anadlise Discriminante Linear sdo também métodos muito usados nas areas de data mining, machine
learning e bioinformatica.

Estes métodos de Analise de Dados aplicam-se a conjuntos de dados pequenos ou moderados, mas
sao dificeis de aplicar a Big Data devido a problemas de memoria e armazenamento. Como se sabe
hoje em dia, deparamo-nos com grandes volumes de dados, pelo que se torna necessario ver a
adequabilidade dos métodos de redugdo de dimensdo tradicionais, atrds referidos, para este tipo de
dados (big high dimensional data). Em geral, considera-se um quadro de dados com »n observagoes ¢ p
variaveis/carateristicas (dimensdes). Segundo Seng and Ang (2017) este quadro pode ser classificado
em duas categorias: quadro com elevado niimero de observagdes (Big Sample Data Set) e quadro com
elevado numero de variaveis (Big Feature Data Set). Na primeira categoria (n>>p), a dimensao dos
dados ndo ¢ elevada, e a medida que o volume dos dados aumenta, o nimero de observacdes aumenta,
mantendo-se o numero de variaveis. Na segunda categoria (p>>n), o numero de variaveis p ¢ elevado,
e pode ainda aumentar, tal como n pode aumentar com o crescimento do volume dos dados.

O enfoque deste trabalho ¢ nos métodos fatoriais de reducdo de dimensdo de Analise de Dados.
Iremos referir, nas secgdes 2, 3 e 4, novas abordagens da Analise em Componentes Principais, da
Andlise das Correspondéncias e da Analise Discriminante Linear, respetivamente, desenvolvidas para
enfrentar os desafios despoletados pela era do Big Data.

Analise em Componentes Principais e Big Data

A Andlise em Componentes Principais (ACP) ¢ um método de reducao de dimensao classico
introduzido por Pearson (1901). Trata-se de um método que permite explicar a variabilidade
subjacente a um conjunto de dados através de um nimero menor de novas variaveis nao
correlacionadas entre si. Estas novas variaveis, designadas por componentes principais, sao
combinagdes lineares das variaveis iniciais. O nimero de componentes principais que ¢ possivel
determinar neste método € igual ao numero de variaveis inicial, mas interessa-nos reter um nimero de
componentes principais muito menor que o numero inicial de variaveis, ¢ que expliquem uma boa
variabilidade dos dados. As representacdes graficas dos individuos e das varidveis nos primeiros
planos principais ajudam-nos a identificar a estrutura dos dados. Os resultados obtidos na Anélise em
Componentes Principais sdo em geral faceis de interpretar, pelo que muitas vezes este método ¢
utilizado antes de uma Analise Classificatoria, de uma Regressao Linear, e de muitos outros métodos.
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Na Analise em Componentes Principais comeca-se por efetuar um pré-processamento da matriz dos
dados, isto ¢é, centram-se os dados de modo a que as varidveis tenham média zero; em seguida,
diagonaliza-se a matriz de covaridncias para determinar as componentes principais. Em geral, as
varidveis estdo expressas em unidades de medida diferentes ou tém ordens de grandeza diferentes, pelo
que ¢ necessario ainda reduzir as varidveis de modo a que fiquem com desvio-padrdo unitario,
obtendo-se assim dados estandardizados; neste caso, diagonaliza-se em seguida a matriz de correlagdes
entre as variaveis.

Zhang and Yang (2016) referem que as dificuldades em aplicar a Anélise em Componentes
Principais a Big Data estdo relacionadas com problemas de memoria e armazenamento, € propdem
métodos e algoritmos para ultrapassar essas dificuldades, como iremos mencionar sucintamente em
seguida. Em geral ¢ impossivel guardar a matriz de dados na memoria de um computador e a
estandardizagdo das variaveis € um problema em Big Data porque ¢ dificil guardar os resultados, ou na
memoria ou no disco duro de um computador. Ainda devido a quantidade massiva de dados que vao
surgindo todos os dias, é frequente ser necessaria a atualiza¢do de dados e a combinagdo de conjuntos
de dados com os anteriores para voltarem a ser analisados. Numa abordagem cléssica, temos de
considerar o conjunto inteiro dos dados, o que ¢ ineficiente num contexto de Big Data.

Assim, se um conjunto de dados grande pode ser guardado no disco duro de um computador, Zhang
and Yang (2016) propdem um método para a Andlise em Componentes Principais baseado num tnico
processador, assumindo neste método que ndo pode haver estandardizacdo. Frequentemente, ndo se
estd em condigdes de aplicar esta solucdo devido a enorme quantidade de dados que surgem
diariamente, pelo que estes autores sugerem, em alternativa, recorrer a computacao paralela na Analise
em Componentes Principais.

Devido as dificuldades computacionais na aplicacdo da Andlise em Componentes Principais a
grandes conjuntos de dados, Halko ef al. (2011) e Witten and Candes (2013) entre outros, aplicaram
projecdes de matrizes aleatorias. Estes Gltimos autores aproximam uma matriz de elevada dimensao
pelo produto de duas matrizes de menor dimensdao as quais podem ser tratadas de forma menos
complicada.

Para lidar com dados ndo lineares, Scholkopf ef al. (1998) propuseram a Analise em Componentes
Principais Kernel (Kernel PCA). A matriz de covariancias na Andlise em Componentes Principais €
substituida por uma matriz baseada numa fung¢ado kernel.

Outros métodos de reducdo de dimensdo t€m sido propostos para visualizar high dimensional data,
como por exemplo: o método de reducdo de dimensdao nao linear, Kernel Entropy Components
Analysis (KECA), proposto por Jenssen (2010), no qual se maximiza a entropia quadratica de Renyi,
técnicas de redes neuronais (Deep neural network) tais como Deep Belief Network (DBN), referido em
Noulas and Krse (2008), ou Staked Auto-encoders (SAE), apresentado em Schmidhuber (2015).

Tsai (2011) usou a Analise em Componentes Principais para redugcdo de dimensdo, de forma a
efetuar a visualizag@o de outliers. Najim and Lim (2014) usaram a Analise em Componentes Principais
como um método de reducao de dimensao para avaliar a qualidade de visualizagao.

Zhan and El Ghaoui (2011) mostram que, na pratica, a Analise em Componentes Principais esparsa
(sparse PCA) pode ser mais simples que a ACP, e pode ser aplicada a conjuntos de dados muito
grandes, como por exemplo, a dados textuais envolvendo milhdes de documentos e com centenas de
milhares de carateristicas.

Analise das Correspondéncias e Big Data

A Analise das Correspondéncias permite estudar as relagdes entre duas variaveis qualitativas
(Analise das Correspondéncias Simples) ou entre mais do que duas variaveis qualitativas (Analise das
Correspondéncias Multiplas).
A Analise das Correspondéncias de um numero infinito de linhas ou observagdes por 1000 atributos
foi abordada por Benzécri (1982, 1997). Murtagh (2015a) aplica a Anélise das Correspondéncias a Big
Data, isto ¢, a 30 milhdes de palavras, apresentando os enormes outputs da analise de forma
“inteligente”. Murtagh (2015b) descreve propriedades uteis de espagos de dados com elevada
dimensionalidade, as quais podem ter interesse na analise de Big Data.

Uma nova abordagem da Analise das Correspondéncias Multiplas baseada em redes neuronais foi
proposta por Tian and Chen (2017) para dete¢ao de falhas em sistemas de gestdo de informacao.
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Analise Discriminante Linear e Big Data

A Anédlise Discriminante Linear (ADL) ¢ um método de redugao de dimensao que tem por objetivo
determinar as combinagdes lineares das variaveis iniciais que melhor discriminam os grupos de
observagdes definidos a partida.

Este método também tem por objetivo classificar um novo individuo numa de varias classes com base
nos valores observados das variaveis para esse individuo. Como a distribui¢do de probabilidade das
varidveis ¢ geralmente desconhecida, a regra de classifica¢do ¢ construida usando uma amostra treino.

Muitas vezes em problemas de classificacdo aplicam-se os dois métodos, ACP e ADL: comeca-se
por aplicar a ACP para reduzir a dimensionalidade dos dados, e em seguida, aplica-se a ADL. Contudo
com Big Feature Data Sets pode ndo ser adequado aplicar a ACP antes da ADL, porque se pode perder
poder discriminatorio na ADL. A Andlise Discriminante Linear para Big Data, em geral, ou
especificamente para Big Feature Data Sets, ndo tem sido completamente explorada. No entanto, Seng
and Ang (2017) propuseram uma abordagem designada por Split and Combine Linear Discriminant
Analysis (SC-LDA) para Big Feature Data Analytics. Contrariamente as abordagens da Analise
Discriminante Linear e suas extensdes, em que o objetivo ¢ essencialmente melhorar a velocidade e
eficiéncia dos calculos envolvidos no método, a abordagem SC-LDA tem por objetivo ndo so reduzir o
custo de computagdo, como também dividir o problema da Andlise Discriminante Linear em dois sub-
problemas de dimensdao menor, resolver os sub-problemas separadamente com um algoritmo base, ¢
combinar os resultados dos dois sub-problemas para obter a solu¢do final. Tal como a ACP, a Analise
Discriminante Linear classica requer a diagonalizagdo de uma matriz que ¢ muito dispendiosa
computacionalmente. A abordagem SC-LDA substitui a diagonalizacdo dessa matriz pela
diagonalizacdo de sub-matrizes mais pequenas que podem ser efetuadas em paralelo, e depois combina
os resultados intermédios para obter os resultados da diagonalizacdo da matriz global.

Existem outras abordagens recentes da Analise Discriminante Linear, tais como algoritmos de ADL

de aprendizagem incremental (Incremental Learning LDA algorithms) e ADL para conjuntos de dados
com poucas observagdes (LDA for undersampled data sets). Os algoritmos de ADL de aprendizagem
incremental tém a vantagem de lidar com os novos dados que vao surgindo, i.e, sdo facilmente
aplicados a data streams, e a aprendizagem de todos os dados desde o inicio ndo ¢ requerida. Isto ndo
exige elevada complexidade computacional e o sistema nao necessita de muita capacidade de memoria
para armazenar os dados, quer aprendidos anteriormente, quer apresentados de novo. Algoritmos de
ADL deste tipo foram propostos, por exemplo, por Uray et al. (2007), Kim et al. (2011) e Ghassabeh
and Moghaddam (2013).
Os algoritmos de ADL para undersampled data sets pretendem resolver um problema bem conhecido
na ADL classica, designado por problema de singularidade, o qual ocorre quando o nimero de
variaveis p na matriz de dados ¢ elevado comparado com o niimero n de observacdes (Big feature data
set). Outras abordagens para contornar o problema da singularidade tém sido propostas, as quais
consistem em usar diferentes variantes da fun¢do objetivo da ADL classica, como por exemplo, em
Chu et al. (2011). Shao et al. (2011) propdem uma Analise Discriminante Linear esparsa (sparse LDA)
para o caso em que o nimero de varidveis usada para a classificagdo ¢ muito maior que a dimensao da
amostra, uma vez que neste caso a ADL pode ter uma performance nao adequada. Qiao et al. (2009)
também desenvolvem um procedimento de sparse LDA eficaz para o caso de high dimensional data e
amostras de dimensao pequena.

Ye and Wang (2006) apresentam um novo algoritmo para a Analise Discriminante Regularizada
(ADR) no caso de high dimensional data. E de relembrar que a ADR foi proposta por Friedman (1989)
como um compromisso entre a Analise Discriminante linear e quadratica, e tem mostrado ser flexivel
para lidar com varias classes de distribuicoes.
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PREMIOS “ESTATISTICO JUNIOR 2018

SOCIEDADE PORTUGUESA RE GULAMENTO

DE ESTATISTICA

Estd aberto, até 25 de Maio de 2018, o concurso para atribui¢do de prémios “Estatistico Jinior
2018”, de acordo com o seguinte regulamento:

1.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

A atribuicio de prémios “Estatistico Junior 2018 é promovida pela Sociedade Portuguesa
de Estatistica (SPE), com o apoio da Porto Editora, e tem como objectivo estimular e
desenvolver o interesse dos alunos dos Ensinos Basico e Secunddrio pelas dreas das
Probabilidades e Estatistica.

Os candidatos aos prémios ‘“Estatistico Janior 2018 devem ser alunos do 3.° Ciclo do
Ensino Bésico, do Ensino Secunddrio, dos Cursos de Educac¢do e Formacdo (CEF) ou dos
Cursos de Educagao e Formagdo de Adultos (CEFA), no ano letivo 2017-2018.

As candidaturas podem ser individuais ou em grupo com um maximo de 3 alunos. Do
grupo pode ainda fazer parte um professor, do grau de ensino em que o trabalho se insere, ao
qual caberd o papel de orientador.

Os candidatos devem apresentar um trabalho cuja temética deve estar relacionada com as
dreas de Probabilidades ou Estatistica.

O trabalho deverd ser constituido por um texto escrito em Portugués com um méaximo de 10
paginas A4 dactilografadas e um poster formato A2 que resuma os principais aspetos do
trabalho.

Poder@o ser atribuidos prémios “Estatistico Janior 2018 a sete trabalhos: aos trés primeiros
classificados de entre os trabalhos candidatos do 3.° Ciclo do Ensino Bésico, aos trés
primeiros classificados de entre os trabalhos candidatos do Ensino Secundério e um primeiro
classificado de entre os trabalhos candidatos dos Cursos CEF ou CEFA. Os prémios sao
constituidos por lotes de livros presentes nas notas de encomenda da Porto Editora (a excecdo de
manuais escolares e livros auxiliares), no valor de 500€ para os classificados em primeiro lugar e
de 200€para os classificados em segundo e terceiro lugares.

Ao professor orientador do trabalho classificado em 1° lugar, em cada grau de ensino, é
atribuida uma anuidade gratis como socio da SPE, ajudas de custo para participacdo na
Sessdo de Entrega do Prémio e lotes de livros presentes nas notas de encomenda da Porto Editora
(a excecdo de manuais escolares e livros auxiliares), no valor de 350€.
Aos grupos proponentes dos trabalhos classificados em 1° lugar serd também oferecida uma
ampliacdo do correspondente poster que serd exposto na Sessio de Entrega do Prémio.
A candidatura é composta pelo Boletim de Candidatura, devidamente preenchido, e pelo
trabalho (poster e texto). A candidatura, dirigida ao Presidente da SPE, dever4 ser enviada
a. _impressa em papel para efeitos da avaliacao para:
Sociedade Portuguesa de Estatistica — Bloco C6, Piso 4 — Campo Grande — 1749-
016 Lisboa
b. em formato digital (pdf) por e-mail para spe@fc.ul.pt
O carimbo do correio validaré a data de entrega do trabalho, sendo os autores notificados por
e-mail sobre a sua rece¢do no prazo de uma semana.

A admissibilidade e apreciacdo dos trabalhos submetidos a concurso é da competéncia de um
juri, cuja constituicdo e nomeacao serd da responsabilidade da Dire¢ao da SPE.

O juri € soberano nas decisdes, ndo havendo lugar a impugnacio ou recurso.

A atribuicdo dos prémios “Estatistico Junior 2018 serd anunciada logo que conhecida a
decisdo do juri e a sua entrega formal serd realizada numa sessdo expressamente dedicada a
essa entrega.

Os prémios “Estatistico Junior 2018’ poderdo nao ser atribuidos.

O boletim de candidatura e este regulamento podem ser obtidos em

http://www .spestatistica.pt/BoletimCandidaturaPEJ 18.pdf F Porto
http://www .spestatistica.pt/RegulamentoPEJ 18 .pdf Apoio Editora
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Prémio Iniciacao a Investigacao

SOCIEDADE PORTUGUESA
DE ESTATISTICA

A Sociedade Portuguesa de Estatistica institui o prémio Iniciacao a Investigacao, que
premeia trabalho desenvolvido em Probabilidades e Estatistica no ambito de teses de
mestrado.

O prémio ¢ regido pelo seguinte regulamento.

1 - O Prémio Iniciacdo a Investigacido 2018 ¢ constituido por uma quantia de 200
euros ¢ a quota de sécio SPE relativa ao ano 2019.

2 - Ao Prémio Iniciacao a Investigacao 2018 podem concorrer teses de mestrado
submetidas e defendidas entre Setembro de 2017 ¢ 31 de Julho de 2018, sobre temas
de Probabilidades e Estatistica, desde que nao tenham sido objeto de qualquer prémio
atribuido por outra instituicao.

3 - Os autores dos trabalhos candidatos ao Prémio Iniciacdo a Investigacao 2018
devem ser (ou ter sido) alunos de mestrado em alguma instituicdo portuguesa e nao
devem ter completado os 30 anos de idade até¢ 31 de Dezembro de 2018.

4 - A candidatura, dirigida a Presidente da SPE, ¢ constituida pelo trabalho concorrente
em versao pdf, uma carta de motivacdo do candidato e uma carta do orientador,
sumariando a importincia do trabalho na area. Os trabalhos submetidos podem ser
escritos em Portugués ou em Inglés.

5 - Aentrega de candidaturas decorre até ao dia 31 de Agosto de 2018. Os elementos
constituintes da candidatura devem ser enviados por correio electronico para spe@
spestatistica.pt € uma copia da tese deve ser enviada por correio para

Sociedade Portuguesa de Estatistica Bloco C6,
Piso 4 - Campo Grande
1749-016 LISBOA

6 - A decisdo de admissibilidade e a apreciacao dos trabalhos submetidos a concurso

¢ da competéncia de um jari, cuja constitui¢ao ¢ da responsabilidade da Direccao da
SPE.

7 - O juri € soberano nas suas decisoes, ndo havendo lugar a recurso.

8 - O juri seleccionara até 3 trabalhos vencedores. Os trabalhos galardoados com o
Prémio Iniciacdo a Investigacdo 2018 serdo apresentados durante a cerimdnia de
comemoracao do aniversario da SPE, em data e local a anunciar.

9 - O juri reserva-se o direito de ndo atribuir o Prémio Iniciacdo a Investigaciao
2018.
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PREMIO SPE 2018

SOCIEDADE PORTUGUESA
DE ESTATISTICA

REGULAMENTO

Pretendendo estimular a atividade de estudo e investigacado cientifica em Probabilidades e Estatistica, a
Sociedade Portuguesa de Estatistica institui em 2018 o Prémio SPE, regido pelo seguinte regulamento.

Esta aberto até 31 de Agosto de 2018 o concurso para atribuigdo do Prémio SPE 2018, doravante referido como
prémio. O prémio é constituido por uma quantia de 1000 euros.

Ao prémio podem concorrer trabalhos originais sobre temas de Probabilidades e Estatistica, desde que néao
tenham sido objeto de qualquer prémio atribuido por outra instituicdo. O trabalho devera ser apresentado em
portugués ou em inglés e ndo podera exceder 25 paginas A4.

Podem candidatar-se ao prémio sécios da SPE que ndo completem 35 anos de idade até 31 de Dezembro de
2018 e que nao tenham recebido o prémio nas quatro edi¢gdes anteriores.

A decisao de admissibilidade e a apreciagdo dos trabalhos submetidos a concurso é da competéncia de um Juri,
cuja constituicdo é da responsabilidade da Diregdo da SPE.

Os critérios de selegdo pautar-se-do pela exigéncia e precisdo nos varios aspetos que o Juri considerar
pertinentes, nomeadamente: i) qualidade e clareza do texto; ii) inovagao e rigor cientifico; iii) contribuigcdo para o
desenvolvimento da area de Probabilidades e Estatistica nos planos teérico, metodoldgico e/ou aplicado.

O Juri é soberano nas suas decisées, ndo havendo lugar a recurso.

O Juri reserva-se o direito de ndo atribuir o Prémio SPE 2018.

As candidaturas ao prémio, dirigidas a Presidente da SPE, sdo constituidas pelos trabalhos concorrentes e pelo
curriculum vitae dos autores. Podem ser enviadas por correio eletronico para spe@spestatistica.pt ou, em carta

registada, para a morada a seguir indicada. O carimbo do correio valida a data de entrega.

Sociedade Portuguesa de Estatistica Bloco C6,
Piso 4 - Campo Grande
1749-016 LISBOA

A entrega formal do Prémio SPE 2018, com apresentag¢édo do trabalho galardoado, terad lugar na ceriménia de
comemoragéo do aniversario da SPE, em data e local a anunciar.
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