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Métodos de detecio de outliers baseados em wavelets: o caso dos
modelos INAR(1) de Poisson

Isabel Silva, ims@fe.up .pt
Faculdade de Engenharia, Universidade do Porto & CIDMA

Maria Eduarda Silva, mesilva@fep .up .pt
Faculdade de Economia, Universidade do Porto & CIDMA

1 Introducao

A presenga de outliers ou observagdes discordantes nas séries temporais, assim como noutros tipos de
dados, pode provocar efeitos adversos na identificagio do modelo e na estimag@o dos parametros. Ignorar
estas observagdes dispares pode mascarar a presenca de importantes fenémenos subjacentes, impedindo
a analise de risco. Varias metodologias para detetar e estimar outliers e outros efeitos de intervengdo
tém sido estabelecidas para modelos ARMA e alguns modelos de séries temporais ndo lineares, ver por
exemplo Chang et al. [6], Chen e Liu [7] e Tsay [18]. As abordagens propostas baseiam-se principal-
mente em métodos iterativos, estimadores robustos e estatisticas baseadas na razéo de verosimilhangas.

Segundo Fox [8], no contexto das séries temporais, podem ser considerados dois tipos de outliers: os
aditivos e os inovacionais. Os outliers aditivos sdo erros externos ou mudangas exdgenas que ocorrem
num determinado instante e por isso s6 afetam a observagdo correspondente ao tempo onde a perturbagao
acontece. Os outliers inovacionais estio associados a mudangas internas ou efeitos endgenos no pro-
cesso do ruido, afetando as observacdes subsequentes.

Nos dltimos 20 anos, métodos baseados em wavelets foram propostos para resolver o problema de
detecdo da localizagdo de outliers em modelos lineares e ndo lineares (Bilen e Huzurbazar [4], Grané e
Veiga [9]). Wavelets sdo fungdes que combinam propriedades como localizagdo no tempo € em escala,
ortonormalidade, diferentes graiis de suavidade, suporte compacto e implementagdo rapida (ver Percival
e Walden [12]). A Transformada Wavelet Discreta (TWD) é uma poderosa ferramenta para a analise
multi-resolugdo em tempo-escala e consiste na a aplicag@o de filtros de diferentes frequéncias de corte
usados para analisar um sinal em diferentes escalas. Os coeficientes da TWD sao capazes de revelar
mudancas na variancia e de nivel, assim como outros tipos de descontinuidades nos dados.

Apesar destes desenvolvimentos, a dete¢do e estimag@o de outliers no contexto das séries temporais de
contagem tem recebido menos atengdo. A analise de séries temporais de contagem tem-se tornado uma
4rea de investigagdo ativa nos Gltimos anos. Estas séries caracterizam-se por apresentar valores baixos
ou nulos, assimetrias e sobre-dispersdo e podem ser encontradas nas mais variadas éreas de aplicagao.
Uma das abordagens mais populares propostas para analisar estes tipos de dados consiste na utilizagao de
modelos baseados numa operagio aleatéria chamada rhinning, que conjugada com inovagdes discretas,
permite preservar a natureza discreta das contagens. Assim surge a familia de modelos auto-regressivos
e de médias moéveis de valor inteiro, INARMA, que tem sido amplamente estudada na literatura (ver
Scotto et al. [13]). Barczy et al. [2, 3] propuseram um método dos Minimos Quadrados Condicionais
para a estimagdo dos pardmetros do modelo INAR(1) contaminado com outliers aditivos ou inovacionais,
assumindo que os tempos de ocorréncia do outlier sdo conhecidos mas os seus tamanhos desconhecidos.
Adicionalmente, Silva e Pereira [16] sugeriram uma abordagem Bayesiana para detetar outliers aditivos
em modelos PoINAR(1), isto é, INAR(1) de Poisson. Recentemente, Bourguignon e Vasconcellos [5]
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usaram métodos baseados em caracteristicas e sinais para obter estimadores robustos dos parametros do
modelo INAR(1) na presenga de outliers aditivos.

Neste trabalho sdo apresentados dois métodos baseados em wavelets, propostos por Silva e Silva [14],
que permitem a identificagdo dos tempos de ocorréncia dos outliers, aditivos ou inovacionais, isolados,
multiplos ou em grupo (patches), em modelos POINAR(1). No primeiro método, adaptado de Grané
e Veiga [9], os chamados coeficientes de detalhe obtidos pela aplicagdo da TWD, usando a wavelet de
Haar, s@o comparados com um limiar. No segundo, 0 método de reamostragem paramétrica de Tsay [19]
é usado para obter a distribuicdo empirica dos tais coeficientes de detalhe.

O resto do trabalho esta organizado da seguinte forma: a Transformada Wavelet Discreta € brevemente
descrita na Seccdio 2. A Secgdo 3 apresenta os modelos POINAR(1) contaminados com outliers aditivos
e inovacionais. Os procedimentos para detetar o tempo de ocorréncia de outliers nestes modelos sdo
descritos na Secc@o 4 e ilustrados num conjunto de dados reais na Sec¢do 5. A Secg¢do 6 contém algumas
observagdes finais.

2 Transformada wavelet discreta

Uma wavelet é uma fungiio que pode ser vista como uma pequena onda que cresce € decresce num
periodo de tempo limitado (mais detalhes em Percival e Walden [12]). A anélise wavelet usa versoes
com diferentes escalas e deslocamentos da chamada wavelet mae, de modo a fornecer a localizacdo no
tempo de cada componente espectral de modo semelhante a analise de Fourier, onde fun¢des sinusoidais
sdo usadas para encontrar as componentes em frequéncia que compdem um sinal.

Seguindo o trabalho de Percival e Walden [12], seja X = {X;,t =0,...,N — 1} uma série temporal, com
N =27, J € N. Os coeficientes da TWD W = {W,;,n =0,...,N — 1} definem-se por:

W=wX & [W] ...W_]VJ]T:[Wl Wy 'V_]]TX,

onde W é uma matriz ortonormal, de dimensdo N x N, de versdes dilatadas e deslocadas da wavelet

1 u—
mae P(-), definidas através de —=¢ | ——
W) ("

deslocamento, em que d = 2/ e t = k2/, para j,k € Z.

> sendo d o pardmetro de dilatacdo e ¢ o pardmetro de

B possivel reconstruir a série temporal a custa da TWD inversa, através de X = W TW = 2?21 W j-TW it

Na prética, a matriz dos coeficientes da TWD, W, calcula-se através do chamado algoritmo piramidal
proposto por Mallat [10], baseado em filtragens. Especificamente, para uma largura par L, considerem-
se o filtro wavelet {h;: 1 =0,...,L— 1} (filtro passa-alta) e o filtro de escala g; = (— 1)!*1hy 1 (filtro
passa-baixas). No primeiro passo do algoritmo, dois conjuntos de coeficientes sdo produzidos pela
convolugio de X com {g; } (coeficientes de aproximagio do primeiro nivel cA) e com {h;} (coeficientes
de detalhe do primeiro nivel cD;); posteriormente é realizada uma decimagdo (downsample), retendo
unicamente as observacdes filtradas intercaladas. No proximo passo, repete-se o procedimento anterior
substituindo X por cA; de modo a obter cA; e cD,. Desta forma, no nivel j, a decomposi¢do de X tem
a seguinte estrutura [cA j,cDj,cDj_1,...,cD1].

Os coeficientes de detalhe capturam certas caracteristicas da série temporal, como mudangas repentinas
ou picos, apresentando valores elevados na presenga dessas singularidades, podendo entdo ser usados
para detetar outliers.

A wavelet mie escolhida neste trabalho foi a wavelet de Haar, que pode ser considerada como uma onda
quadrada, sendo assim apropriada para séries de contagem. Estd definida por:

—1/v/2, —1<t<0
Yr)=49 1/v2, 0<t<l1

0, caso contrario,
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e neste contexto, os filtros passa-baixa correspondem a médias méveis das observagdes enquanto que os
filtros passa-alta correspondem a diferengas moveis das observagoes.

3 Modelos INAR(1) de Poisson contaminados com outliers

Séries temporais de contagem aparecem nos mais variados dominios de investigacdo, nomeadamente

nas ciéncias sociais, biologia, economia e finangas, telecomunicacdes, seguros, entre outros. Uma das

abordagens propostas na literatura para analisar este tipo de dados é o modelo auto-regressivo de valor

inteiro de primeira ordem, INAR(1), proposto independentemente por Al-Osh e Alzaid [1] e McKen-

zie [11]. Este modelo usa a operagdo thinning binomial proposta por Steutel € Van Harn [17], de-
X

finida por a0 X = E Y, onde X é uma varidvel aleatoria de valor inteiro ndo negativo, o € [0,1] e
k=1
{%}, k=1,...,X, é uma sequéncia de variaveis aleatérias de Bernoulli independentes e identicamente

distribuidas, independente de X, chamada série de contagem. Note-se que oo X X ~ Bi(X,a) (mais
detalhes e propriedades desta operagio podem ser encontrados em Silva e Oliveira [15]).

O processo estocastico em tempo discreto de valor inteiro nao negativo, {X;}, € um processo INAR(1)
de Poisson, denotado abreviadamente por POINAR(1), se satisfaz a seguinte equagdo:

X;=oaoX;i 1 +er, (1)

onde e; ~ Poisson()\), é o processo de chegada, 0 < o < 1, e para cada ¢, todas as séries de conta- .
gem o.0X, | sdo mutuamente independentes e independentes de {e,}. Nestas condigdes, o processo €

estritamente estacionério € X; ~ Poisson(k—k—a) quando Xp ~ Poisson(l—z—‘a).

Diz-se que o processo POINAR(1) esté contaminado com / € N outliers aditivos (AO), que ocorrem nos
tempos s; € N, e t8m magnitude w; € Nparai =1,...,1, se

1
Yt - Xt + 2 6i,siwia
=1

onde X; é um modelo PoINAR(1), que satisfaz (1), e O, € uma fungao indicadora (8;,, = 1, se k = m;
8t.m = 0, se k # m). Por outro lado, o processo PoINAR(1) diz-se contaminado com I € N outliers
inovacionais (I0), com magnitude w; e ocorrendo nos tempos s;, i = 1,...,1,se

Yi=aoY—1+ms,

1
comm; = e + 2 d; 5,0;, onde ‘e; ~ Poisson(\) e O », estd definida como anteriormente.
r 5 =1

Note-se que em ambos 0s €asos, O processo sem outliers, X;, ndo € observado.

4 Procedimentos para detetar o tempo de ocorréncia de outliers

Dois procedimentos, baseados em wavelets, para a detegdo do tempo de ocorréncia de outliers em pro-
cessos POINAR(1) podem ser descritos através dos seguintes passos:

Passo 1 Dada uma série temporal de contagem, Y = {¥;,=0,...,N }, ajusta-se um modelo PoINAR(1)
Y, — (&Y;—1 +\)

e estimam-se os residuos de Pearson' Z = {%,t =1,...,N—1}, onde 2; = :
\/g(l —&)Y; 1 +A
1, _ Y-Emy
2= N
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Passo 2 Aplica-se a TWD aos residuos de Pearson de modo a obter os coeficientes de detalhe do pri-
meiro nivel, <Dy = (d,d2,. .., dy/2)-

- Passo 3a Abordagem pelo limiar:

(i) Define-se o limiar k{ (discutido na Subsec¢@o 4.1).

(ii) Determina-se o conjunto de indices (ordenados) S = {si,...,sr}, das posi¢des onde os coefi-
cientes de detalhe estdo acima do limiar k{. Como sugerido por Grané e Veiga [9], os outliers
sdo detetados de forma recursiva. Assim, Z é reconstruido a partir da TWD inversa aplicada
aos coeficientes de detalhe modificados de forma a que o maior coeficiente de detalhe (em
valor absoluto) seja substituido por zero. O procedimento termina quando ndo sdo detetados
mais outliers.

" Passo 3b Abordagem pela reamostragem paramétrica:

(i) Calcula-se o envelope de aceitagc@o (discutido na Subsec¢@o 4.2).

(i) Determina-se o conjunto de indices (ordenados) S = {s1,...,sr}, das posi¢des onde os coefi-
cientes de detalhe estdo fora do envelope de aceitagao.

Passo 4 Para obter a posicdo exata do outlier na série dos residuos, seja s um elemento genérico de S,
1 .
— Zi.
N-2 i#25,25—1
Entio, o tempo de ocorréncia do outlier na série dos residuos & 2s se |25 — Zn- 2| > 122s-1 —2Zn-2l,

ou 2s — 1 caso contrario.

calcula-se a média amostral de Z sem as observagdes 2s € 2s — 1, isto €,Zy 2 =

. Note-se que no caso de outliers em grupo (patches), os coeficientes do primeiro nivel s6 permitem detetar
1l o tempo em que comega, mas ndo a sua duragdo, sendo necessério recorrer aos coeficientes de detalhe do
" segundo nivel cD; (Bilen e Huzurbazar [4] e Grané e Veiga [9]). Assim, no Passo 3a ha um limiar para
} cada nivel, k‘f1 e k‘z'z, respetivamente. Analogamente, tem que ser determinado um envelope de aceitagao
|

| para cada nivel no Passo 3b.

J

;|

4.1 Defini¢cao do limiar

E sabido que os coeficientes wavelet de dados Gaussianos ou de um ruido branco sdo eles proprios
Gaussianos ou ruido branco. Adicionalmente, como referido por Bilen e Huzurbazar [4] e Percival e
Walden [12], os coeficientes wavelet em W ; sdo aproximadamente nao correlacionados mesmo quando
os dados sdo altamente correlacionados. Contudo, no contexto nao Gaussiano das séries de contagem,
ndo hé resultados disponiveis para a distribuigdo dos coeficientes de detalhe da analise wavelet. Por isso,
| sdo usadas simulagcdes de Monte Carlo para obter a distribui¢do empirica do méximo dos coeficientes
~ de detalhe (em valor absoluto) para os residuos de Pearson dos modelos PoINAR(1). O limiar € entdo
definido da seguinte forma. Para cada par de parametros (o, A) no conjunto {(a,A) : o = (2k+1) x
107,k=0,...,4,A=2k+1,k=0,...,14}, 20000 repeti¢des do processo POINAR(1) correspondente
sdo geradas para cada tamanho de amostra N = 2/ 41, para J = 7,...,10. O modelo é ajustado, os
residuos de Pearson, 2;, parai=1,...,N — 1, s3o estimados e os maximos dos coeficientes de detalhe do
' primeiro e segundo nivel sdo obtidos. Os limiares k?‘ e kza 2 sd0 definidos como os 100(1 —a)° percentis
~ das distribui¢Bes empiricas correspondentes, para a = aj ou a = a;. Os resultados obtidos indicam que
" os limiares variam ndo apenas com o tamanho da amostra N mas também com a combinagao especifica
dos pardmetros o e A. Portanto, adotando uma estratégia conservadora, para cada tamanho de amostra N
~| os limiares so definidos como o minimo obtido para todos as combinagdes de pardmetros em cada nivel
| de decomposigio. Os limiares obtidos sdo apresentados na Tabela 1.
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Tabela 1: Limiares correspondentes aos 90° e 95° percentis da distribui¢io empirica do miximo dos
coeficientes de detalhe (de primeiro e de segundo nivel), em valor absoluto, para residuos de Pearson de
modelos PoINAR(1).

N 128 256 512 1024
k905 3.469 3.694 3.886 4.118
K91 3.182 3.450 3.657 3.840
k905 3.157 3.347 3.518 3.691
k! 2.936 3.138 3.320 3.504

4.2 Determinacio do envelope de aceitacao

Tsay [19] propds um método para obter a distribui¢do empirica de um funcional escolhido usando amos-
tras bootstrap geradas a partir de um modelo ajustado, e entdo comparar o valor observado para a série
com a distribuicdo empirica obtida. Para este propdsito, um envelope de aceitacdo é calculado a partir
dos 100(1 — a/2)° e 100a/2° percentis desta distribui¢io empirica. Se o modelo ajustado for adequado,
o funcional de interesse dos dados originais deve estar dentro do envelope. Neste trabalho, os funci-
onais de interesse sio os coeficientes de detalhe de primeiro e segundo nivel dos residuos de Pearson
do modelo PoINAR(1). Assim, para vérios tamanhos de amostra N = 2/ +1,7 =17,8,9, e valores dos -
parametros {(a,A) : o € {0.1,0.5,0.9};A € {1,5,9, 13}}, 20000 realizagdes do processo POINAR(1) sdo
geradas e os correspondentes residuos de Pearson sdo estimados. Para cada série de residuos de Pearson,
a TWD ¢ aplicada para obter os coeficientes de detalhe de primeiro e segundo nivel, cD; e cD2, € os
envelopes de aceitagdo s@o construidos a partir dos 0.01° e 99,99° percentis da distribuigdo empirica de
cD; e cD;, respetivamente. Mais uma vez, os resultados mostram que 0s envelopes de aceitagdo variam
ndo apenas com o tamanho da amostra N, mas também com a combinagdo dos valores dos parametros
(at,A). Portanto, assumindo uma estratégia conservadora, para cada tamanho de amostra, € escolhido um
envelope de aceitagdo com a amplitude minima.

5 Tlustracao

Nesta secgio ilustram-se com dados reais os procedimentos de detecio do tempo de ocorréncia de outli-
ers descritos anteriormente. Para isso, consideramos uma série temporal com 241 observagdes relativas
a0 namero de-diferentes enderecos IP, registados em periodos de 2 minutos, que acedem ao servidor do
Departamento de Estatistica da Universidade de Wiirzburg, entre as 10h e as 18h do dia 29 de novem-
bro de 2005, representada na Figura 1. O valor da média amostral (¥ = 1.32), da variancia amostral
(6% = 1.39) e a analise das fungbes de autocorrelagiio e autocorrelagio parcial amostrais indicam que
pode ser ajustado um modelo PoINAR(1) a este conjunto de dados. A aplicagdo dos procedimentos des-
critos anteriormente permitem detetar a ocorréncia de um outlier na observagio t = 224 (correspondendo
a § = {112}). Na Figura 2 estdo representados o limiar e o envelope de aceitagdo para este conjunto de
dados. A detegdo de outlier em t = 224 estd de acordo com os resultados de WeiB[20] e Silva e Pereira
[16]. A estimativa CLS proposto por Barczy et al. [3] para o tamanho do outlier € &® = 6.79, o que
significa que o valor verdadeiro da observagio 224 ¢ aproximadamente igual a 1. Note-se que o trabalho
de WeiB[20] indica que o valor verdadeiro € X4 = 1 enquanto que Silva e Pereira [16] detetam um
outlier em t = 224 com probabilidade 0.99 e estimativas dos pardmetros dadas por & = 0.27, A=0.89¢
w="17.
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Figura 1: Cronograma da série temporal IP.

#9376

Figura 2: Resultados da dete¢do do tempo de ocorréncia do outlier na série temporal IP, com a abordagem

. do limiar (lado esquerdo) e com a abordagem da reamostragem paramétrica (lado direito).

6 Observacoes finais

As metodologias apresentadas para a detecdo do tempo de ocorréncia de outliers em modelos Pol-
NAR(1) ndo requerem o conhecimento prévio do nimero de outliers e adequam-se aos casos de um
tnico ou multiplos outliers, do tipo aditivo ou inovacional, assim como em grupo (patches). Contudo, a
discriminag@o do tipo de outlier € ainda um tema em aberto.

Adicionalmente, os procedimentos propostos podem ser aplicados noutros contextos € também podem
ser estendidos para detetar mudancas na estrutura e dindmica dos processos. Nestes casos, serd ne-
cessario calibrar os percentis das distribiicOes empiricas usadas para detetar o tempo de ocorréncia de
outliers, seja na abordagem do limiar ou na abordagem da reamostragem paramétrica. E ainda possivel
que diferentes aplicacdes precisem de diferentes niveis de decomposi¢ao na TWD.

Agradecimentos Este trabalho foi parcialmente financiado pela FCT- Fundag@o para a Ciéncia e a Tec-
nologia, através do Centro de Investigacdo e Desenvolvimento em Matematica e Aplicagdes (CIDMA),
projeto UID/MAT/04106/2019.
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