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Resumo: A curva descrita pelos pares (a,b) no plano tais que a, b > 0,
a # bea’® = b* é parametrizdvel pelos declives 0 < t # 1 do feixe de
rectas de equagoes cartesianas y = tx, o que permite descrever facilmente os
pontos do trago desta curva cujas coordenadas sdo ambas nimeros algébricos,
ou inteiros algébricos ou racionais. Em particular, uma tal parametrizacao
fornece um método simples de encontrar coordenadas de pontos desta curva
que sao nameros transcendentes.

Abstract: The curve described by the pairs (a,b) in the plane satisfying
a,b >0, a # b and a® = b* is parameterizable by the slopes 0 < t # 1
of the straight lines whose Cartesian equations are given by y = tx. This
information allows us to easily detect those pairs whose coordinates are alge-
braic over the field of the rational numbers, or are algebraic integers, or else
are both rational. In particular, such a parametrization provides a simple
criterium to find coordinates of points of this curve which are transcendental
numbers.
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2 O METODO DE DIOFANTO

1 A equacio a’ =10 paraa, b> 0

Para que valores reais de a,b > 0 se tem a® = b*? A igualdade é ébvia
quando a = b. Para valores distintos de a e b, se reescrevermos a equacao
b 14 1 1 . < 1
a’ = b* como a« = bt e esbogarmos o grafico da fun¢ao = > 0 — f(x) = z7,
ilustrado na Figura[I], teremos uma ideia aproximada dos valores da imagem
de f que sao obtidos mais do que uma vez (e, nesse caso, exactamente duas

vezes).

f(x)=x"*

Figura 1: Grafico da funcao f.

Esta funcao tem um maximo global eé, atingido apenas em = = e, e é
estritamente crescente em |0, e e estritamente decrescente em |e, +0o[. Além
disso,

xlgél+ flx)=0" e xgllloo flx)=1".
Logo, cada recta horizontal y = ccom 1 < ¢ < e (e s6 para estes valores de ¢)
intersecta o grafico de f em dois pontos cujas abcissas determinam dois reais
positivos distintos a e b tais que as = b%, ou seja, a® = b®. Mais precisamente,
dado ¢ € ]1,6%[, existe um e um s6 b > e tal que f(b) = bt = c; se agora
resolvermos a equacao as = ¢ com a incégnita a € |1, e[, determinamos o
outro valor a do dominio de f tal que f(a) = f(b) = c.

Para descrever o lugar geométrico de tais pares (a,b) com a # b, usemos
o feixe de rectas y = tx com declive t € R \ {1} que, como um radar,
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M. CARVALHO e A. PACHECO 3

permite detectd-los no 1° quadrante de R? (veja-se em [2] outra instancia em
que este método, atribuido a Diofanto, é usado). Para cada ¢, determinamos
a interseccao das condigoes y = txr e ¥ = y* resolvendo em conjunto as
equagoes

Obtemos entao z' = tx, logo x = tﬁ; e, como y = tr = x', tem-se y = =
As solucoes descrevem a curva o em RT x RT, cujo traco estd esbocado na
Figura [2| parametrizada por

ateRT\{1} = (t71t77)

Observe-se que o trago de «, que designaremos por 7T, é simétrico relativa-
mente a bissectriz do 1° quadrante (a semirecta de equagdo y = x, x > 0) uma
vez que, se fixarmos ¢ > 0 e o par correspondente a(t) = (a, by) = (tt%1 : tt—%)
de a, entdo § determina o ponto a(7) = (b, a;) da mesma curva. Além disso,
a(t) converge para (e, e) quando t tende para 1. Note-se ainda que as coor-
denadas dos pontos desta curva sao ambas estritamente maiores do que 1,
propriedade que resulta de s6 surgirem tais pares com abcissas no subcon-
junto |1, +00[ do dominio da fungao f.

Se a 7, juntarmos a semirecta {(a,a) : a € R}, obtemos o conjunto X
de todos os pares (a,b) € RT x R* tais que a® = b*. Os conjuntos 7T, e
X estdo representados na Figura 2] (Esta figura consta do artigo [I], onde
se analisaram as solugoes reais e complexas da equacio a® = b*.) Os dois
ramos de X intersectam-se precisamente no ponto (e, e) e dividem R* x R*
em quatro regides em cada uma das quais o sinal da diferenca a® — b, que
varia continuamente com a e b, se mantém constante. Em particular, como
a recta vertical x = e sé intersecta as regides em que este sinal é positivo
(uma vez que sdo gréficos de fungoes, 7, e X intersectam cada recta vertical
quando muito uma vez), concluimos que, para todos os valores de 0 < = # e,
se tem e* > z¢ (por exemplo, e™ > 7¢).

Designemos por A o conjunto de niimeros reais algébricos sobre Q e por
Az o seu subconjunto dos inteiros algébricos (defini¢goes na Secgao . O
objectivo deste texto é o de localizar pontos de 7, cujas coordenadas sejam
ambas racionais, ou ambas nimeros algébricos. Recorde-se que, uma vez
que o ponto do trago de o determinado por % é (b, a;), bastara analisar estas
coordenadas para t € |0, 1[. A tabela seguinte resume o que de mais relevante
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4 O METODO DE DIOFANTO

Figura 2: Os conjuntos 7, e X.

aqui se provara sobre as coordenadas dos pontos (ay, b;) de T, para valores

de t € 10, +oo[\{1}:

1. (a4, by) tem ambas as coordenadas algébricas se e s6 se t € QT \ {1}.

2. (ay, b) tem ambas as coordenadas racionais se e s6 se t = — ou t = "t

para algum n € N.

3. (at, by) tem ambas as coordenadas inteiras algébricas se e sé se t = 1/n
out =n para algum n € N\ {1}.

[ 0<t<l1 [ Dominio a que pertence (at, b¢) | a [ b l
w  (n,m€eN) Ax A (%)ﬁ (%) s
wromen exe (=)™ | ()

7 (meN, m>1) Az x Az, mefm me1/
3 N x N 4 5
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M. CARVALHO e A. PACHECO 5

Em particular, resulta deste estudo que, quando a é um natural maior do
que 1 e b é um real positivo tal que a® = b%, entdo a = b ou {a,b} = {2,4}
ou b é um nimero transcendente.

2 O corpo A dos niimeros algébricos

Um ntmero real diz-se algébrico sobre Q (ou, simplesmente, algébrico) se
for zero de um polinémio nao nulo com coeficientes racionais. Por exemplo,
os nimeros racionais sao algébricos (pois a fracgao irredutivel %, comp € Ze
¢ € N, anula o polinémio gz —p); v/2 ¢ algébrico uma vez que é raiz de 2% —2;
e v2 + /3 também ¢é algébrico ji que é zero do polinémio z* — 1022 + 1:

(\/§+\/§)2 = 5+2V6
(V2+ V372 —5)" = 2
(\/§+\/§)4—10(\/§+\/§)2+1 — 0.

O grau de um ntimero algébrico z é o menor natural n tal que z é zero de
um polinémio nao nulo com coeficientes racionais e grau n. Por exemplo, os
racionais sdo os algébricos de grau 1; v/2 tem grau 2; v/2 + /3 é de grau 4.

Parece dificil demonstra-lo, por a no¢ao de nimero algébrico depender de
propriedades da familia dos polinémios, mas o conjunto dos ntimeros algébri-
cos sobre Q com a soma e produto usuais forma um corpo, que designaremos
por A, que até é fechado para a operacao de exponenciagdo por poténcias
racionais. Demonstracoes detalhadas destas e de outras propriedades de A
podem ser lidas em [I2] ou [I4]. Resumiremos aqui o essencial deste argu-
mento. Consideremos z,w € A, e sejam

PizeR—cax"+ - +cax+c ¢ Q:zeR — da"+---+dixz+d

dois polindémios nao nulos com coeficientes racionais que se anulam, respec-
tivamente, em z e em w. Entao:

1. Se P~ é o polinémio definido por z € R — P(—z), entdo P~ tem
coeficientes racionais (os mesmos de P, a menos de sinal nas parcelas de
grau impar) que se anula em —z. Assim sendo, —z é algébrico.
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6 O METODO DE DIOFANTO

2. Se z # 0 e P tem grau n, com coeficiente ¢; € Q de 27 para cada
j€40,1,--- ,n}, seja P~ o polinémio

. 2" P(1) sex #0
xERHP‘(m):{ () 7
Cn, sex =0
Entao, P~ tem coeficientes racionais (os mesmos de P, mas ¢; é agora
coeficiente da poténcia 2"/, para 0 < j < n) que se anula em % O que
confirma que % é algébrico.

3. Sejam k € N, k > 2, ¢ P" o polinémio x € R ~ P(2*). Entao, P" é
também um polinémio de coeficientes racionais (os de P) que se anula em
V/z. Logo {/z é algébrico. Note-se que esta raiz ¢ um ntimero real para todo
o natural impar k e, se k é par, quando z > 0.

4. Suponhamos que os graus dos polinémios P e Q sdao n e m, respectiva-
mente. Entao, existem racionais (Ci)ie{o,L---,n} e (dj)je{0717,..,m} tais que

=y ezt e W =dpow™ - dyw +dy. (1)

Multiplicando a primeira igualdade de por z, concluimos que z"*! é

também combinagao linear finita sobre o corpo Q de {1,z2,...,z""'}. Por
inducdo finita, deduzimos que, para todo o k € N, a poténcia z* é com-
binacdo linear finita sobre Q de 1,z,...,2z" '. Analogamente se conclui
que w® é combinacdo linear finita sobre o corpo Q de {1,w,...,w™ '},
para todo o k € N. Mais geralmente, todos os elementos do conjunto
{1,z + w,(z + w)? ..., (2 + w)"™} sdo combinagdes lineares finitas sobre
Q das nm parcelas z'w’, com i € {0,1,....n—1}ej € {0,1,...,m — 1}.
Desta forma, temos mn + 1 vetores num subespaco vectorial sobre o corpo
Q gerado por mn vetores. E, portanto, esses mn + 1 vetores sao linearmente
dependentes sobre Q. Ou seja, existem racionais ey, . . . , €,,, nao todos nulos
tais que eg +e1(z +w) + -+ + emn(z + w)™ = 0. O que prova que z + w é
algébrico.

Analogamente, as poténcias {1, zw, (zw)?, ..., (zw)"™} sao combinagdes
lineares finitas sobre Q das nm parcelas 2* w’, parai € {0,1,...,n—1}ej €
{0,1,...,m — 1}. Consequentemente, estes mn + 1 vetores sdo linearmente
dependentes sobre Q. Isto é, existem racionais Fy, ..., F,,, nao todos nulos
tais que Ey + Ey zw + - -+ + Epy, (z20)™ = 0. Logo zw é algébrico.
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M. CARVALHO e A. PACHECO 7

2.1 O anel A7 dos inteiros algébricos

Um ntmero real diz-se um inteiro algébrico sobre Q (ou, simplesmente,
um inteiro algébrico) quando é algébrico e zero de um polinémio ménico com
coeficientes inteiros. Por exemplo, cada ntimero inteiro z é inteiro algébrico
(por ser zero do polinémio # € R +— x — 2); /3 também, ji que anula o
polinémio 22 — 3; e /2 + 1, que anula o polinémio (z — 1)3 —2 = 23 —
322 4 3x — 3, também ¢é inteiro algébrico. O conjunto dos inteiros algébricos,
que designaremos por Az, forma um anel com a soma e produto usuais, que
também é fechado para a operacao de exponenciagao por poténcias racionais.

Relativamente aos argumentos de (1) e (3) da subseccao anterior, temos
apenas de observar que, se P é monico e tem coeficientes inteiros, entdao o
mesmo vale para os polinémios P~ e P*. Quanto a P~ o argumento de (2)
nao funciona, a nao ser que ¢y seja £1, pois ¢y € o coeficiente de ™ em P~.
Por exemplo, apesar de 2 ser inteiro algébrico, o racional % nao o é porque
os zeros racionais de qualquer polinémio ménico com coeficientes inteiros sao
nimeros inteiros (a proposito, veja-se o inicio da Secgao @

Finalmente, o argumento de (4) também nao se apropria pois Z nao é
um corpo. Contudo, é ainda verdade que, se z e w sdo inteiros algébricos,
entdo zw e z + w também o sdo. Sejam P:x € R — 2" +---+cix+c e
Q:zeR — 2™+ ---+dix + dy dois polindmios ndo nulos com coeficientes
inteiros que se anulam, respectivamente, em z e em w. As fung¢oes P e Q sao
os polinémios caracteristicos de duas matrizes quadradas A e B com entradas
inteiras, nomeadamente

000 0 co 000 0 do

1 00 0 ¢ 100 0 dy
A=1]1010 0 c e B=|[0120 0 do

00 - 0 1 cp 00 -~ 0 1 dna

Formemos o produto de Kroneckelﬂ entre as matrizes A e B; obtemos uma
matriz quadrada A ® B, de dimensoes mn X mn, cujo conjunto de valores
préprios contém zw. Além disso, como a matriz A® B tem entradas inteiras,

30 produto de Knonecker de duas matrizes C' = (Cij)izl,--»,m; j=l.m © D =
(die) ey ... i =1, g0 COM dimensdes m X n e p X ¢, ¢ a matriz C ® D que tem mp
linhas e ng colunas e cujas entradas sao dadas por eg, = ¢;j dpe, onde 0 = p(i — 1) + k

en =gq(j— 1)+ £ Por exemplo, o produto de Kronecker entre uma matriz C quadrada
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8 O METODO DE DIOFANTO

o seu polinémio caracteristico é nao nulo, ménico e tem coeficientes inteiros,
0 que prova que zw é inteiro algébrico. Analogamente, se considerarmos a
soma de Kronecker A ® Id,,xm + Id,xn ® B, onde Idy, designa a matriz
identidade com k linhas, que tem entradas inteiras e z+w como valor préprio,
concluimos que z + w ¢é inteiro algébrico.

Por exemplo, consideremos z = v/2, w = /5, P(z) = 22 — 2 ¢ Q(x) =
% — 5. Entao

0 05
Az(? (2)> e B=|100
010
e o produto zw é valor proprio da matriz
0 00 0 0 10
000200
000020
A®B=10 01500 0
100 00O
010000

O polinémio caracteristico de A @ B é 2% — 200, cujas raizes reais sao pre-
cisamente ++/2 v/5. No Capitulo VI de [14] pode ler-se um outro argumento,
usando fungoes simétricas, para demonstrar que Az, com a soma e produto
usuais em R, é um anel.

2.2 R\ A

O conjunto dos ntmeros algébricos sobre Q ¢ infinito (pois contém Q) e
numeravel, uma vez que os seus elementos sao os da unido numeravel, inde-
xada por k € N e por (cg,c; -+ ,¢) € QF x (Q\ {0}), dos conjuntos (finitos)
dos zeros dos polinémios de grau k£ com coeficientes cg,c; -+ ,cx. Como a
unido de dois conjuntos numeréveis ¢ numeravel e R ndo é numeravel (pode
ler-se o argumento de Cantor que prova esta tultima afirmacao no primeiro

2 X 2 e uma matriz D que seja 3 X 2 é a matriz 6 X 4 representada por

cuuD  c12D >

cob= ( co1D  co2D
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M. CARVALHO e A. PACHECO 9

capitulo de [I3]; uma outra demonstragido consta de [3]), o complementar
de A em R, formado pelos nimeros transcendentes, ¢ nao vazio. Nao é
facil exibir exemplos concretos de niimeros transcendentes, e é, em geral,
bastante dificil provar que um nimero em particular é transcendente. Na
verdade, ainda ha niimeros reais sobre os quais nao se sabe se sao irracionais,
quanto mais se sao transcendentes. A dificuldade esta na definicdo deste tipo
de ntimeros: para se provar que um nimero é algébrico basta encontrar um
polinémio nao nulo de coeficientes racionais de que o nimero seja raiz; pelo
contrario, para se garantir que um nimero é transcendente ha que confirmar
que ele nao anula nenhum polinémio nao nulo de coeficientes racionais, e esta
familia é vasta. Por isso, sao lteis os critérios expeditos de verificagao da
algebricidade de um nimero, alguns dos quais mencionaremos brevemente
de seguida.

Liouville apresentou em [I0] uma outra prova da existéncia de nimeros
transcendentes e o seu argumento permite construir exemplos destes niimeros.
Liouville demonstrou que, para qualquer nimero real algébrico z de grau
n > 1, existe um natural M tal que, para todos os inteiros p e ¢ > 0, se tem

P 1
q| = Mqg»

Daqui resulta que, se um real z for irracional e, para todo o natural m, exis-
tirem inteiros p e ¢ > 1 tais que ’z — g‘ < qu, entao z é transcendente. Tais
z’s muito bem aproximados por racionais chamam-se niumeros de Liouville.

De facto, suponhamos que um tal z é algébrico de grau n (sendo n > 1 por
z ser irracional). Entao existiria um natural M tal que ’z - g‘ > ﬁ

todos os inteiros p e ¢ > 0. Tome-se, porém, um natural & tal que

para

oF > on\f

que existe porque N nao é majorado, e verifica kK > n por M ser um natural.
Sendo z um nimero de Liouville, existem inteiros p e ¢ > 1 tais que

1
q q
e, portanto, devemos ter qik > Mlqn, ou seja,

M > ¢~ > 28" > M.
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10 O METODO DE DIOFANTO

Esta contradi¢ao indica que niimeros como os de Liouville ndo podem ser
algébricos.

Com este critério, Liouville gerou o primeiro ntimero transcendente co-
nhecido: L = Z;;Oi’ mlj,. Este nimero ¢ irracional, uma vez que tem uma
dizima infinita nao periédica, e, dado um natural m, se considerarmos os

inteiros ¢ = 10™ e p = ¢ > ﬁ, obtemos
+00 m +00 +oo
P 1 1 1 9 1
‘ q = 107! = 104! o 104! 10(m+1)! Jr) 107
10 o™ 1 1
10(m+1)! < 100m+D! T 1 omOm)! T qim

E, portanto, L ¢ um ntmero de Liouville, logo transcendente.

O conjunto £ de nimeros de Liouville é residual (isto é, intersec¢ao nu-
meravel de abertos densos) de R, logo é denso em R. Contudo, tem medida
de Lebesgue nula: dado ¢ > 0, existe uma sucessao de intervalos (I,,), . tal
que %9 || <cee

LcJ I
neN
Pode ler-se mais informagao sobre £ nos capitulos 3 e 7 de [12].

Usando outro tipo de argumento, em 1873 Hermite [7] provou que e
¢ transcendente e, pouco depois, Lindemann [9] e Weierstrass [16] gene-
ralizaram esse método, demonstrando que 7w é transcendente, assim encer-
rando o celebrado problema sobre a impossibilidade de construir, com régua
nao graduada e compasso, um quadrado com area igual a de um circulo. Por
estas referéncias, ficamos a saber que sao também transcendentes os ntimeros

e ¥ sen(x), cos(z), tg(x), para todo o nimero algébrico = # 0;

e log(z), arcsen(z), arccos(x), arctan(z), para todo o nimero algébrico
z ¢ {0,1} do dominio destas fungoes.

Estes dois resultados sdo casos particulares de um teorema posterior,
provado em 1934 por A. O. Gelfond [6] e, independentemente, através de
uma solu¢ao mais elementar, em 1935 por Th. Schneider [I5]. Na referéncia
[12] pode ler-se uma demonstragao primorosa do que é agora conhecido como
Teorema de Gelfond-Schneider. Estes autores resolveram o sétimo problema
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M. CARVALHO e A. PACHECO 11

proposto por Hilbert [8] e criaram um gerador simples de niimeros trans-
cendentes. Ora acontece que os niimeros associados a equacdo a’ = b® se en-
caixam muito bem nesse teorema porque ele garante que, se a,b sdo niumeros
algébricos, a ¢ {0,1} e b € R\ Q, entdo a® é transcendente. Este resultado
prova que, por exemplo, sio transcendentes os ntimeros 2V2, log,y(2), €7; e
os que analisaremos neste texto.

Todavia, sobram ainda reais a que nenhum destes teoremas, ou outros,
se aplica, como 2° ou m + e. Neste contexto, é curioso referir um resultado
de Mabhler (veja-se [11] ou [4]) que prova, em particular, que se f é a fungao

z(z+1)

r €R — f(r) = 5, entdo é transcendente o niimero cuja dizima ¢é

0.f(1) f(2) -+~ f(n)---=0.1361015- - - .

3 Aequagdon’=z",paraneN\{l} ez eR

Fixemos um natural n > 1. Na Secgao [I] verificdmos que a equagao
= 2" tem duas solugoes positivas, nomeadamente x1(n) = n e z3(n) =
t77, sendo ¢ o tnico real de 10,1[u{2} tal que n = ¢ (cf. Figura .
Em particular, z5(2) = 4, 25(4) = 2 e x2(n) € ]l,e[ se n > 3, sendo
lim,, 4o 22(n) = 17.

nCC

Figura 3: Grafico da funcao t — =
Mas, ao contrario do que acontece com a equacdo geral a® = b® em que,
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12 O METODO DE DIOFANTO

para nos mantermos no dominio dos reais, precisamos que a e b sejam posi-
tivos, a equagao n* = z™ também ¢é valida para x € | — 00,0 e, dependendo
da paridade de n, pode ter solucdes neste intervalo. A Figura |4 mostra a
existéncia de uma tal solu¢do negativa quando n = 2; na mesma figura a
direita podemos notar por que nao existem solugoes negativas quando n = 3.
Mais geralmente, quando n é impar, a igualdade n® = z™ nao é verificada por
nenhum real negativo uma vez que, se x < 0, temos 2" < 0 e n® = 18" > (.

Figura 4: Graficos das funcoes x € R +— 22 ex € R +— 2% e, A direita,
r€ER = 22exz € R — 3%

Suponhamos agora que n é par e consideremos as fungoes
F:xeR — n® e G:zeR — 2™

Entao, por n ser par, temos

(J—_-_g)(_1> — 1_(—1)n:i—1<0

n

(F—G)(0) = 1-0>0

e, portanto, como F — G ¢é continua, pelo Teorema do Valor Intermédio
existe um zero da fungdo F — G em | — 1, 0[; ou seja, existe um real negativo
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M. CARVALHO e A. PACHECO 13

x3(n) €] — 1,0 tal que n**™ = (x3(n))". Por outro lado, a derivada de
F — G é dada por
re€R ~ (logn)n” —na"*
funcdo que, como n — 1 é natural impar, é positiva no intervalo | — oo, 0.
Consequentemente, a restrigao a | — oo, 0] da fun¢ado F — G é injectiva e, por
isso, o zero x3(n) em | — 0o, 0[ de F — G é tnico.
Observe-se, finalmente, que para n par se tem (x3(n))" = (—x3(n))" e

w0 = @) e 2 ”:log;(f;)(”)).

log n

Logo, como lim,, ;4 =0ez3(n) € | —1,0[ para todo o n par, devemos
ter

n pa}rlr—{l—‘roo l'g(n) =L

3.1 Irracionalidade de x3(n), 1 2,4 € de z3(n), par

Fixemos um natural n > 1. No que se segue, verificaremos que zo(n) é
irracional quando n # 2,4 e que, para n par, z3(n) é sempre irracional.

Comecemos por analisar o caso de z3(n). Recorde-se que, para n > 3,
xo(n) estd em |1, e[; em particular, xo(n) é um inteiro se e s6 se z3(n) = 2, o
que é equivalente a n = 4. Suponhamos que para algum valor de n # 4 se tem
2(n) racional. Se representarmos 2(n) pela sua fracgao irredutivel 2, onde

p,q € N sdo tais que mdc(p,q) = 1, a igualdade ne = (g)” é equivalente
a nP g™ = p", o que implica que ¢ = 1 por ¢ ser primo com p. Temos
entdo de resolver em Z = {z € N: 2z > 1} a equagdo n? = p". Ora, é uma
consequéncia simples do facto de a equagdo n* = x™ s6 ter duas solugoes,
nomeadamente z1(n) = n e x3(n) € |1,e[ se n > 3, que as unicas solugdes
n,p € Z desta equagdo sao (n,n), (2,4) e (4,2). Logo, se n # 2,4, o nimero
x9(n) é irracional.

Quanto a z3(n), que s6 existe quando n é par e estd no intervalo |—1, 0[, se,
para algum valor de n, x3(n) fosse uma fracgao irredutivel —%’, onde p,q € N
sao tais que mdc (p,q) = 1, entao, como no caso anterior, concluirfamos que
p =1 (logo ¢ > 1 pois z3(n) > —1) e que q teria de ser solugao da equagao
n = ¢™. Contudo, para todo o par de nimeros naturais n,q > 1, tem-se
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14 O METODO DE DIOFANTO

q" > n. De facto, é facil provar por inducao finita que, para todo o natural
n > 1 se tem 2" > n: 22 > 2; e se, para um natural k£ > 1 fixado, se tem
2% > k, entdo, como k > 1, 281 = 28 x 2 > 2k > k + 1. Logo, para todo o
natural ¢ > 1 e todo o natural n > 1, temos ¢" > 2" > n. Assim sendo, a
equagdo n = ¢"? nao tem solugdes em Z e, portanto, x3(n) é irracional.

3.2 Transcendéncia de z3(n), 21,24 € de z3(n), par

Ja sabemos que, para cada natural n > 1, a coordenada x5(n) do ponto
(n,z(n)) do trago de «v é irracional quando n # 2,4 e que, para n par, z3(n)
é sempre irracional. Mas podemos afirmar mais: estes nimeros sao transcen-
dentes. Estudemos z5(n), adaptando-se facilmente o argumento para x3(n).
Suponhamos, pelo contrario, que, para algum natural 1 < n # 2,4, o niimero
z5(n) é algébrico. Entdo, como vimos na Sec¢ao [, a poténcia (z2(n))" tam-
bém é um nimero algébrico. Contudo, n # 0,1, z2(n) é irracional (veja-se
a Secgao e, por hipétese, za(n) é algébrico. Logo, pelo Teorema de
Gelfond-Schneider, n®(™ ¢é transcendente, o que nio é compativel com a
igualdade (z5(n))" = n*2(". Esta contradicao indica que 25(n) niao pode ser
algébrico.

4 T.n(@xQ)

Ja sabemos que no trago 7, da curva « ndo ha pontos (n,y) com n € N
ey € Q, com excepgao de (2,4) e (4,2). E quanto a pontos com ambas
as coordenadas racionais? Suponhamos que um tal ponto da interseccao do
traco de a com QF x Q* é (a, b). Como vimos na Secgiol[l} existe ¢ € R*\ {1}
tal que a = a; = 17T e b = by = = Ora, sendo a e b racionais e distintos,
o declive t da recta que une (0,0) e (a,b) estd em Q* \ {1}. Pela simetria do
conjunto 7, relativamente a recta y = x, basta prosseguir a analise no caso
em que a > e, sendo que entaosetem 1 <b<eel <t < 1.

n

Consideremos a fraccao irredutivel de ¢, digamos ', onde n,m € N,
n < m e mdc(n,m) = 1. Entao

m

= @ e

Comecemos por notar que, se m — n dividir n e m, entdao os expoentes de ™
em a e em b sdo inteiros e, portanto, a e b sdo racionais. Ora, como n e m
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M. CARVALHO e A. PACHECO 15

sao primos entre si, para m —n dividir ambos os naturais n e m devemos ter

m —n = 1. Ou seja, para todos os valores racionais de ¢t = -5, os pontos
ot . L

(a,b) = (tt—l, tt—l) do traco de o tém ambas as coordenadas racionais. Por

exemplo,

neN | t=y ‘”:<L)n+1 be=(74)"

1 i 4 2
2 27 9

2 3 T 1
254 64

w
]
\

81 27

Haverd outros pares (a,b) € 7T, com ambas as coordenadas racionais?
Voltemos a expressao de a e b determinados por ¢ = - para n,m € N,
n < m e mdc(n,m) = 1. Note-se que, como b = ta e t é racional, basta
determinar para que valores de n e m pode a ser racional. Estando a em Q,
existem 7,5 € N tais que 7 > s, mdc(r,s) =1 e a = £. Entao, elevando a
primeira igualdade de ao expoente m — n, resulta que

G =00

Observe-se que, como n e m sdo primos entre si, tem-se mdc (m™, n™) = 1:
de facto, se p fosse um divisor primo de m™ e de n™, entao dividiria n e
m; mas estes naturais sao, por hipotese, primos entre si. Analogamente se
conclui que mdc (r"™=",s™~") = 1. Entao as duas fracgoes

mm pmen
— €
nm gm—n

sao escritas em fracgao irredutivel do mesmo racional. Consequentemente,
devemos ter

m m—n m m—n

m- =T e n =S

Mas entao existem naturais u, v tais que
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16 O METODO DE DIOFANTO

sendo u > v porque n < m. Vejamos como encontrar tais v e v.

Como m > 1, para determinarmos u basta considerar a factorizacao de
m em primos. Seja p um primo que divide m e surge na factorizacdo de m
com poténcia S € N. Entao, como m"™ = ™", o primo p tem também de
dividir r, ocorrendo na factorizagdo de r com uma poténcia maxima vy € N.
Como a factorizagao em primos é tnica, concluimos que

Bm =~ (m—n).

Ora m e m — n sao primos entre si e, portanto, esta igualdade implica que
m — n divide (; isto é, existe d € N tal que 5 = d(m — n). E, portanto,
todos os primos da factorizacdo de m ocorrem em m com poténcia que é
divisivel por m — n. Entao, se m = p]'-- -p’gk é a factorizacao de m em

primos distintos e 3; = d; (m — n) para todo o i € {1,--- ,k}, tem-se
dy (m— d - dp\T "
m:(p,fl'..pgk>:pll( n)'”pkk(m n):(pllil...pkk)

d [ . .
eu = pfl - p.*. Um argumento analogo permite concluir que ou n = 1, caso
em que v = 1, oun > 1 e se constréi v como u para m. Daqui resulta que

m—n = umt_— M
— (U - U) (umfnfl 4 umfan VA uvmfnf2 + ,Umfn71>
> m—-n

uma vez que na soma de naturais u™ "4y T2 g4y T2 L
h& m — n parcelas de niimeros naturais das quais pelo menos uma, u™ "1,
é estritamente maior do que 1. Consequentemente, devemos ter m —n = 1,

ou seja,
n n+ 1\ n+1\"
t=——, a:( > e b:( )
n—+1 n n

Note-se ainda que lim,, ., t =1¢elim, , o a=1lim, , ., b=ce.

Boletim da SPM ..., —, pp. 1



M. CARVALHO e A. PACHECO 17

5 TonN(AxA)

Dadas as propriedades que referimos na Seccao [2| sobre o corpo dos
nimeros algébricos, sabemos que, para cada ntmero racional t € R\ {1},
o par (a,b) tal que a = 71 ¢ b = ¢71 tem ambas as coordenadas algébri-
cas. Reciprocamente, suponhamos que o par (a,b) = (tﬁ,tﬁ) de 7, tem
ambas as coordenadas algébricas. Entao devemos ter t € Q, caso contrario,
pelo Teorema de Gelfond-Schneider, b = a' seria transcendente.

6 %H(Azx./lz)

Comecemos por notar que Az N Q = Z, uma vez que os zeros racionais de
um polinémio ménico x € R+ 2" +c,_12" L +---+c12+cy com coeficientes
¢; € Z, parai=0,1,...,n, sdo fracgoes irredutiveis ~ tais que r € Z, s € N,
mdc (r,s) =1, s divide o coeficiente 1 de 2™ e r divide ¢y; e, portanto, s = 1
e ¢ =r ¢ um inteiro.

Consideremos um ponto (a,b) = (tt%l,tt%l) de 7,, onde t € ]0,1],
suponhamos que as suas coordenadas sao inteiros algébricos (o argumento é
analogo para t € |1,4o00[). Entdo, como vimos na Subsecgdo |5, o declive t é
racional, digamos, t = ™ com n,m € N, n < m e mdc(n,m) = 1. Observe-se
que, como a ¢ inteiro algébrico, a™ ™" também é; além disso, a™~" é racional

porque
men 1 \m—n m\™
a —= (ttfl ) —= (n) .

Logo a™~™ ¢ inteiro, e portanto n = 1. Consequentemente, ¢t = % para algum
natural m > 2.
Reciprocamente, quando t = % para algum natural m > 2, o par (a,b) =

@

1t ~ . . R .
(tt—l , tt—l) tem coordenadas que sao inteiros algébricos. Efectivamente, neste
caso,

a="Vmm e b= "vm

e estes nimeros sao, respectivamente, zeros dos polinémios monicos de coe-
ficientes inteiros

Plx)=a2""'-m™ e Qx)=a""'—m.

Por exemplo,
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18 O METODO DE DIOFANTO

m | t | a= tﬁ by = LT P Q

2 % 4 2 x—4 x—2

3] % 3v3 V3 a2 —-27 | 22 -3

4| % 4v/4 Vi x% —256 | z° —4
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