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Resumo. A4 localizagdo optima e o numero de sensores e actuadores piezoeléctricos sdo
aspectos fundamentais no controlo de vibragoes de estruturas. Em geral, os elementos
piezoeléctricos devem ser colocados onde a sua acg¢do sobre os modos a amortecer é maxima.
Neste artigo foi desenvolvida uma metodologia geral, baseada em Algoritmos Genéticos e em
Elementos Finitos, para a determinag¢do da localizagdo de sensores e actuadores
piezoeléctricos de modo a maximizar o amortecimento de um unico modo ou de uma
combinagdo ponderada dos diversos modos de vibragdo. O algoritmo foi aplicado com
sucesso a uma viga de aluminio sujeita a diversas condi¢oes de fronteira. Os resultados
obtidos foram comparados com a distribui¢do da energia de deformagdo interna modal,
verificando-se uma excelente concorddncia.
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1. INTRODUCAO

A determinagdo da localizagdo de actuadores e sensores em estruturas para controlo de
vibragdes em regime livre ou forcado ¢ geralmente formulada como um problema de
optimiza¢do multivaridvel baseado ou em critérios estruturais ou de controlo. As fungdes
objectivo podem estar directamente relacionadas com o desempenho do sistema (amplitudes,
tempo de resposta, etc), poténcia necessaria, grau de controlabilidade e/ou observabilidade ou
directamente com os coeficientes de amortecimento atingidos devido ao controlo do sistema.

No trabalho inicial de Crawley [1], apenas o controlo dos 2 primeiros modos foi
considerado e, neste caso, apenas um unico actuador foi utilizado e colocado no ponto onde a
energia interna de deformagdo era maxima para esses modos. Liang and Rogers [2]
introduziram como fun¢do objectivo o conceito do factor de poténcia do actuador, que
descreve a capacidade do actuador em transformar a energia eléctrica fornecida em energia
mecanica. Nas ultimas décadas, diversos conceitos de controlabilidade e de observabilidade
foram desenvolvidos com vista a selec¢do Optima da localizacdo de sensores/actuadores
piezoeléctricos [3]. Contudo, foi demonstrado que estes métodos nem sempre forneciam
resultados satisfatorios [4].

Uma metodologia sistematica e quantitativa para a determinagdo em estruturas mecanicas
da localizacao oOptima de sensores e actuadores piezoeléctricos co-colocados ¢ investigada
numericamente. A soma ponderada dos coeficientes de amortecimento em malha fechada [5]
¢ usada como uma medida do desempenho do sistema e uma metodologia de controlo de
ganho constante ¢ considerada.

Depois de descrita a formulacdo matematica e o método de optimizagao, sao apresentados
os resultados obtidos para uma viga de aluminio sujeita a duas condi¢des de fronteira
distintas: encastrada livre e simplesmente apoiada. Os resultados obtidos sdo comparados com
a distribuicdo da energia interna modal ¢ ¢ determinada a localizagdo optima de 2 ¢ 4
sensores/actuadores piezoeléctricos para controlo dos 4 primeiros modos de vibragao.

2. FORMULACAO MATEMATICA

2.1. Algoritmos Genéticos

Uma das grandes vantagens dos algoritmos genéticos ¢ a sua simplicidade e o seu nimero
limitado de restrigoes.

Os algoritmos genéticos sdo um processo iterativo que mantém uma populagdo de
possiveis solucdes, denominadas por cromossomas. Cada cromossoma ¢ constituido por um
conjunto individual de estruturas — os genes. A cada gene esta associado um pardmetro
especifico do dominio do problema de optimizagdo. Durante cada iteragdo, ou geracdo, cada
solugdo ¢ avaliada e uma medida do seu desempenho ¢ obtida. Baseando-se nessa avaliagao,
uma nova populacdo de possiveis solucdes ¢ determinada. Através da aplicagdo do processo
de seleccdo, ou reproducdo, os individuos com melhor desempenho t€ém uma probabilidade
superior de serem seleccionados.
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O processo de seleccdo pode ser implementado de diversos modos, dos quais, o processo
de tournament foi o escolhido neste caso. Neste processo, numa Unica iteragdo, um nimero
pré-definido de individuos da populacdo ¢ seleccionado. O individuo com o melhor
desempenho deste grupo €, por sua vez, seleccionado para integrar a nova populacdo da
geragdo seguinte. O processo repete-se até que o numero de individuos da nova populagao
seja igual ao numero de candidatos da populagdo inicial. Como consequéncia, a média do
desempenho da nova populacdo sera superior ao desempenho das populacdes das geragdes
precedentes.

Depois da seleccdo, o operador de cruzamento ¢ aplicado a 2 ou mais cromossomas de
acordo com a denominada probabilidade de cruzamento. Este operador permite a
recombinac¢do de por¢des de material genético. Embora o cruzamento possa tomar diferentes
formas, ¢ geralmente implementado escolhendo, aleatoriamente, um ou mais cut-point
(crossover point) no cromossoma e trocando os conjuntos de genes deste ponto em diante.

O ultimo operador envolvido no processo ¢ denominado de mutacdo. Trata-se de um
operador que, de acordo com uma probabilidade pré-definida, a probabilidade de mutacao,
produz uma alteragdo aleatéria de um gene, restaurando a diversidade genética. Este operador
¢, geralmente, responsavel por fornecer os genes que ndo estavam presentes na populacao
inicial e por substituir os genes perdidos durante o processo de seleccao de modo a que estes
possam ser testados num novo contexto. Na pratica, o risco do processo terminar num 6ptimo
local ¢ reduzido (Figura 1).
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Figura 1. Estrutura geral dum algoritmo genético

2.2. Equacées do movimento

As equagdes do movimento que regem o comportamento dindmico de estruturas com
elementos piezoeléctricos embutidos e amortecimento de tipo viscoso, podem escrever-se na
forma [6],
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[M i 1} +[Conm 14} + [ K {4} _[Kema ]{@a} ={F}
[Kems :|T {q} +|:Keses ]{@S} - {0}

onde [M,,,] ¢ a matriz de massa, [C,, | a matriz de amortecimento viscoso, [K,,,] a matriz

(1)

de rigidez estrutural, [K .] e [K, .| as matrizes de acoplamento mecanico/eléctrico dos
actuadores e dos sensores, gKe‘e-‘J a matriz de rigidez eléctrica dos sensores, {g} o vector de
deslocamento, {@“} e {@*} os vector de potencial eléctrico e {F} o vector das forgas

exteriores.

A matriz de amortecimento, [C,,, ], para caracterizar a energia dissipada durante a resposta
do sistema a solicitagdes externas, assumindo um amortecimento do tipo de Rayleigh, pode
ser escrita como:

[Cmm]:a[Mmm]-"ﬂ[Kmm] (2)
e verifica as propriedades de ortogonalidade,
T
WY [Com |13 ) = 20,65 (3)

onde @; sio as frequéncias naturais, & as razdes de amortecimento modais, {¥}; os vectores
modais e 0;; a fun¢do delta de Kronecker.
Y . .
Os parametros o ¢ [, tendo em conta as propriedades de ortogonalidade dos vectores
modais, podem ser determinados a partir das razdes de amortecimento modais através das
seguintes relacoes,

a+ ,Bwl-z =2m;¢; 4)

Quando se pretende controlar as vibragdes de uma estrutura, pretende-se intervir
preferencialmente ao nivel das amplitudes maximas de oscilagdo. Como a contribui¢ao de
cada modo natural de vibragdo para a resposta ¢ inversamente proporcional ao quadrado da
sua frequéncia, na pratica e na maioria dos casos apenas os primeiros modos de vibragdo ¢
que contribuem significativamente para a resposta do sistema. Assim sendo, assumindo que a
resposta do sistema ¢ governada pelos primeiros r modos, o deslocamento {g(t)} pode ser
aproximado por:

{a(0)} =S (1 )

i=1

em que 7; sdo as coordenadas modais. Utilizando a propriedade da ortogonalidade dos
vectores modais relativamente as matrizes de massa e de rigidez, as equagdes do movimento,
na auséncia de forcas exteriores podem ser reescritas do seguinte modo:
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etz [o -t . ]}
(&, ] Wlny+[ K, ] (@) = 10}

O sistema correspondente em espaco de estados, equivalente as equacdes anteriores, ¢
definido por:

(6)

x:[A]x+[B]u
y=[C]x (7)
sendo
n @’
()]
(8)

e —[2¢0] _[wz} ’B[[T]T[Kema]}, C:[O _I:Keses:l_lliKema:IT[yj]}

[7] 0

Admitindo uma metodologia de controlo de ganho constante, a matriz de ganho constante,
G , estd relacionada com a saida do sistema, u, e com o vector de entrada, y, por: u =-Gy.

A determinacdo do ganho Optimo pode ser feita em paralelo com a localizagdo 6ptima dos
actuadores piezoeléctricos através das metodologias de controlo optimo (Linear Quadratic
Regulator) ou separadamente.

O método desenvolvido neste trabalho assume um ganho constante ndo 6ptimo, pelo que
somente a questdo da localizagdo dos elementos piezoeléctricos € alvo de optimizacao.

A dinamica do sistema em malha fechada pode ser derivada introduzindo a lei de controlo
de ganho constante nas equagoes (7),

i=[[4]-[B][G][]]x ©)

O sinal de feedback aplicado no actuador, e sendo proporcional a deformagao medida pelo
sensor, induz um aumento do amortecimento. Assim, em malha fechada, o amortecimento do
sistema ¢ composto pelo amortecimento inerente a estrutura e pelo amortecimento induzido
pelo sinal de controlo. O coeficiente de amortecimento total ¢ obtido por:

£ - —Re(ﬂi)
JRE (4)+Im? (%)
onde 4 ¢ a solucdo do seguinte problema de natureza complexa:
[A[1]-[4],,]x=0 (11)

em que [4] , ¢ a matriz da dindmica do sistema em malha fechada definida por:

(10)
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[4],, =[[4]-[B][G][c]] (12)

O desempenho do sistema, para uma determinada geometria e lei de controlo, ¢ medido
através da taxa de decaimento da amplitude de resposta do sistema. Matematicamente, o
problema traduz-se como a maximizacdo da soma ponderada dos coeficientes de
amortecimento do sistema em malha fechada:

n
Maximizar Y ¢;& (13)
i=1

onde ¢; sdo os factores de ponderacdo de cada um dos n modos de vibragdo considerados.

Na prética, o problema é formulado de forma a que apenas exista um numero finito de
possiveis localizagdes na estrutura onde os sensors e actuadores piezoeléctricos possam ser
colocados. Estas posi¢cdes pré-definidas sdo coincidentes com os elementos da malha de
elementos finitos utilizada para discretizar as equagdes de movimento do sistema. Uma vez
fixo o ganho do controlador, o nimero méaximo de elementos piezoeléctricos, a geometria da
estrutura e as possiveis localizagdes dos elementos piezoeléctricos na estrutura, pode entdao
utilizar-se algoritmos genéticos para encontrar a melhor configura¢do — aquela que apresenta
os coeficientes de amortecimento mais elevados. Esta optimiza¢do pode ser realizada para um
tinico modo de vibragdo ou para um conjunto de modos. A medida que o numero de
actuadores utilizados aumenta, aumentam também as possiveis combinagdes referentes a sua
localizagdo e, consequentemente, maior € o esforco computacional exigido.

Algumas das principais vantagens da metodologia proposta e do uso dos algoritmos
genéticos ¢ a sua facilidade de programacdo, a grande flexibilidade a alteragdo da fungado
objectivo e a capacidade de simplificar este tipo de problemas de optimizagao.

3. RESULTADOS

Os resultados apresentados referem-se a uma viga de aluminio com 288 mm de
comprimento, 12 mm de largura e 0.5 mm de espessura. Os elementos piezoeléctricos
considerados (PX5-N da Philips Components) t€ém 0.3 mm de espessura, uma massa volumica
de 7800Kg/rn3 , € constantes piezoeléctricas iguais a: d31=—215X10'12m/V, d33=500x10'12m/V,
dis=515x10"*m/V.

3.1. Distribuicido da energia interna de deformacao

A distribuicdo da percentagem da energia interna de deformagdo para os 4 primeiros
modos de vibragdo da viga de aluminio foi calculada considerando 2 codigos distintos de
elementos finitos e 2 tipos de malha: uma com 48 elementos (24 longitudinais e 2
transversais) e a outra com 96 elementos (48 longitudinais e 2 transversais). A viga, coberta
em toda a superficie com elementos piezoeléctricos, foi modelada em ANSYS usando
elementos de casca (SHELL99) e através de um codigo de elementos finitos baseado na teoria
de placas de Mindlin, em que foram utilizados elementos de 4 n6s com 6 graus de liberdade
mecanicos e 1 grau de liberdade eléctrico para cada camada piezoeléctrica. Neste ultimo caso,
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assumiu-se um campo de deslocamento bilinear e integragdo numérica selectiva.

As Figuras 2 e 3 apresentam os resultados relativos a distribuicdo da percentagem de
energia interna modal ao longo do comprimento da viga, obtida com ambos os cddigos de
elementos finitos para 2 condi¢cdes de fronteira distintas: viga encastrada livre e viga
simplesmente apoiada. Apenas os modos de flexdao foram considerados.
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Figura 2. Energia de distribui¢do interna — viga encastrada livre
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Para ambas as condi¢des de fronteira, uma concordancia excelente ¢ observada entre os
diferentes codigos e malhas de elementos finitos. A energia interna ¢ proporcional a segunda
derivada do campo de deslocamentos. Deste modo, nas extremidades da viga simplesmente
apoiada, a energia interna ¢ minima para todos os modos; enquanto que na viga encastrada
livre a percentagem da energia interna modal atinge um méximo na extremidade encastrada.

3.2. Energia interna de deformacio vs coeficiente de amortecimento modal

Nesta sec¢do, considerando apenas a malha de 48 elementos, a percentagem de energia
interna, para ambas as condi¢des fronteira, ¢ comparada com a distribui¢do do coeficiente de
amortecimento obtido quando um sensor/actuador piezoélectrico (12x12mm) ¢ activado ao
longo dos 24 elementos longitudinais da viga de aluminio.

O modelo em espaco de estados foi definido considerando 20 modos de vibracdo e um
coeficiente de amortecimento igual a & = [0.003, 0.0008, 0.0005, 0.0003, 0.0003, ..., 0.0003]
foi, respectivamente, assumido para cada um dos modos de vibracdo. Considerou-se
igualmente uma metodologia de controlo de ganho constante: (G=3.0). Os resultados,
apresentados nas Figuras 4 e 5, correspondem aos 4 primeiros modos em flexdo. A
percentagem de energia interna bem como os factores de amortecimento modal foram
normalizados (entre 0 e 1) de modo a facilitar a sua comparagao.
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piezoeléctrico — viga simplesmente apoiada

Verifica-se que a distribuicdo dos coeficientes de amortecimento em malha fechada,
obtidos quando cada um dos 24 elementos piezoeléctricos ¢ activado individualmente, ¢
qualitativamente muito semelhante a distribui¢do de energia interna na viga. Nomeadamente,
a localizag¢do do elemento piezoeléctrico que apresenta um coeficiente de amortecimento mais
elevado ¢ sempre coincidente com o valor maximo da distribui¢do da energia interna para um
dado modo. Por outro lado, e tal como seria de esperar, o valor minimo do coeficiente de
amortecimento ¢ obtido quando o sensor/actuador piezoeléctrico coincide com um dos nodos
do modo de vibragdo correspondente.

3.3. Localizagao optima de 2 sensores/actuadores piezoeléctricos

Nesta seccdo, sdo apresentados os resultados relativos ao posicionamento optimo de 2
sensores/actuadores piezoeléctricos na viga de aluminio anteriormente descrita. Considera-se
de novo uma viga encastrada livre e uma viga simplesmente apoiada. Usou-se uma malha de
elementos finitos com 24x2 elementos nas simulagdes. O objectivo é o de posicionar de modo
optimo 2 sensores/actuadores piezoeléctricos (12x12mm) ao longo dos 24 elementos da viga,
de modo a que o coeficiente de amortecimento do sistema para um dado modo de vibracao,
em regime livre e em malha fechada, seja maximo.

Os algoritmos genéticos foram usados como método de optimizagao. Considerou-se uma
populagdo de 15 individuos, uma probabilidade de cruzamento igual a 0.60, uma
probabilidade de mutacdo de 0.25, um numero méaximo de geracdes igual a 1000 e uma
estratégia elitista que garante que individuos com maior desempenho sobrevivem intactos
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para a geragdo seguinte. Cada cromossoma, com um numero de genes igual ao niumero de
elementos na malha de discretizagdo da estrutura, foi representado em bindrio, onde ‘0’
significa que o elemento piezoeléctrico ndo esta activo e em que ‘1’ significa que o elemento
estd activo. Quanto a metodologia de controlo, assumiu-se um controlador com um ganho de
constante igual a 3.0. Tal como anteriormente, a viga encontra-se coberta em ambos os lados
com elementos piezoeléctricos. A localizagdo dos 2 sensores/actuadores co-colocados
encontra-se representada nas Figuras 6 e 7 juntamente com a distribui¢do de energia interna
para as 2 condi¢des de fronteira assumidas.

Em geral, a localizacdo dos 2 elementos piezoeléctricos é coincidente com os elementos da
malha de elementos finitos em que a energia interna ¢ maxima. A Unica excepgao refere-se ao
segundo modo de flexdo da viga encastrada livre, onde o segundo piezoeléctrico ¢
posicionado ao lado do elemento com o maximo valor de percentagem da energia interna.
Este facto pode dever-se a um refinamento ndo 6ptimo da malha de elementos finitos da
estrutura e, consequentemente, a um défice na precisdo da determinagdo da energia interna e
no posicionamento dos sensores/actuadores piezoeléctricos.
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Figura 7. Percentagem da energia interna e localizacdo dptima de 2 sensores/actuadores piezoeléctricos —
viga simplesmente apoiada

Para a viga simplesmente apoiada, Figura 7, a localizagdo dos 2 elementos piezoeléctricos
¢ coincidente com o maximo da energia interna modal. Existe, contudo, uma tendéncia do
algoritmo em agrupar os elementos piezoeléctricos. Calculando o coeficiente de
amortecimento para outras posi¢des/configuragdes em que a energia interna ¢ igualmente
maxima, observa-se que para todas as combinagdes possiveis que a diferenca entre o valor
obtido e a configuracdo dos algoritmos genéticos ¢ inferior a 1%. A explicacdo para o
reagrupamento dos elementos piezoeléctricos pode ser numérica ou estar relacionada com o
modelo em si mesmo. Contudo, na pratica, esta diferenca ¢ desprezavel e ¢ da ordem de
grandeza dos erros ligados a determinagao das propriedades mecanicas dos materiais.

3.4. Localizagao 6ptima de 4 sensores/actuadores piezoeléctricos

Considerando os mesmos parametros de optimiza¢do que na sec¢do anterior, apresenta-se
nas Figuras 8 e 9 a distribui¢@o da energia interna juntamente com a localizagao 6ptima de 4
elementos piezoeléctricos para 2 condi¢des de fronteira distintas.

No caso da viga encastrada livre, a localizagao dos 4 sensores/actuadores co-colocados
para o controlo dos 3 primeiros modos em flexdo ¢ coincidente com a localizagdo dos pontos
onde a energia interna modal ¢ maxima. Para o quarto modo de vibragdo, existe novamente
uma pequena diferenga entre os dois métodos, que ¢, contudo, corrigida com o
posicionamento de um quinto elemento piezoeléctrico, colocado desta vez numa localizacao
onde a energia interna ¢ maxima. Tal como j4 verificado anteriormente, a diferenca entre as
duas configuragdes ¢ desprezavel na pratica (inferior a 1%).
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Figura 8. Percentagem da energia interna e localizacdo optima de 4 sensores/actuadores piezoeléctricos —
viga encastrada livre
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De um modo geral, o modo como ¢ discretizada a estrutura influencia os resultados
obtidos. Nomeadamente, a energia interna modal ¢ calculada por elemento (integracdo no
volume do elemento) e, consequentemente, nao se trata de uma funcao continua, tal como tem
sido representada. Por outro lado, a localizagdo de cada elemento piezoeléctrico ¢ também
discreta e dependente da malha de elementos finitos e da posi¢ao desses elementos.

3.5. Localizagao optima de 4 sensores/actuadores piezoeléctricos — fun¢ao arbitraria

Esta sec¢do ¢ consagrada a localizacdo optima de 4 sensores/actuadores piezoeléctricos co-
colocados de modo a controlar uma combina¢do de modos de vibragdo que estdo sujeitos a
diferentes factores de ponderacdo. Contrariamente as secgdes anteriores, o objectivo sera de
amortecer os primeiros 4 modos de vibragdo, utilizando nao mais do que 4 elementos
piezoeléctricos, em vez de amortecer um unico modo de vibragdo individualmente. Os
resultados referentes a localizacdo 6ptima dos 4 elementos piezoeléctricos, obtida através de
algoritmos genéticos, sera comparada com a combinacao linear dos diferentes coeficientes de
amortecimento em malha fechada, &; .

Considerando apenas a viga simplemente apoiada, assumiram-se duas funcdes de
optimizagdo diferentes: Fi= 1&+45+18+4E e Fr = 1&+15+4E8+18. As fungdes de
optimizacdo e a localizagdo Optima dos 4 sensores/actuadores piezoeléctricos co-colocados
sao apresentados na Figura 10.
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Figura 10. Localizagdo optima de 4 sensores/actuadores piezoeléctricos — viga simplesmente apoiada — para
duas fungdes arbitrarias Fi= 1&,+4&,+1&;+4E4 € Fy = 1&+15+4E+1E,

Como seria de esperar, a localizagdo dptima dos 4 elementos piezoeléctricos € coincidente
com os valores maximos das fungdes de optimizacdo. Tendo em conta que, durante o
processo de optimizacao, quer o ganho da cadeia de controlo quer as matrizes caracteristicas
da estrutura se mantém constantes, entdo os resultados obtidos através dos algoritmos
genéticos podem ser directamente comparados com as fungdes de optimizacdo. No caso da
fun¢do F, em que um peso superior ¢ atribuido aos modos pares, os elementos piezoeléctricos
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sdo posicionados fora do centro da viga, onde os modos de vibragdo apresentam nodos, ¢ fora
das extremidades onde a energia interna atinge um minimo. Para F,, onde um peso superior ¢
atribuido ao terceiro modo de vibracdo (modo impar), todos os elementos piezoeléctricos sdo
posicionados no centro da viga, onde o seu efeito serd maior.

4. CONCLUSAO

Uma metodologia para determinar numa estrutura a localizacdo Optima de
sensores/actuadores piezoeléctricos co-colocados para controlo de vibragdes foi desenvolvida
e descrita. A metodologia baseia-se em algoritmos genéticos e foi assumida como fun¢do
objectivo a maximizagdo da soma ponderada das razdes de amortecimento em malha fechada,
de modo a maximizar o amortecimento de um unico modo ou de uma combinacao ponderada
dos diversos modos de vibracdo. A comparagdo dos resultados obtidos para a localizagao de
sensores/actuadores com a distribui¢do da energia de deformacdo modal valida a metodologia
desenvolvida. As simulacdes realizadas assumem a estrutura completamente coberta de
elementos piezoeléctricos € o controlo por activacdo individual de cada elemento
piezoeléctrico. Na prética, este pressuposto significa que as matrizes espaciais da estrutura
mantém-se constantes durante o processo de optimiza¢do. No caso de a estrutura ndo se
apresentar coberta de elementos piezoeléctricos, as matrizes espaciais t€ém de ser actualizadas
em cada passo, de acordo com a localizacao do elemento piezoeléctrico e, em consequéncia,
recalculadas. No entanto, embora o processo de optimizacdo seja mais lento, a metodologia
desenvolvida mantém-se igualmente valida.
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