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Resumo Neste trabalho, abordam-se malhas moéveis para gara um nimero discreto de pontos, com um determinado erro,
resolucdo numerica de equagbes diferenciais parciaiscellos proveniente da aproximagdo. Se o método for convergente, a
importantes neste contexto séo descritos, bem como s&adws  go|yc50 numérica sera mais proxima da solucdo exata quanto
trabalhos existentes para a solucéo de equagfes difeseparaiais maior for 0 nimero de pontos. Pode-se considerar esdiaa
pelos métodos dos volumes finitos e dos elementos finitosoam de pontos e suas ligagdes como o dominio discretizado

com malhas moveis. .
Palavras-chave— geracdo de malhas, refinamento adaptativo geometricamente.

de malhas, malhas méveis. A modelagem de fendmenos pode ser realizada por equacdes
diferenciais parciais que, em muitas vezes, a solucdo possu
I. INTRODUCAO variagcdes grandes em pequenas regides do dominio em estudo.

. . Com o intuito de diminuir o erro nessas regibes de grande
Em geral, o desenvolvimento de sistemas em engenharia

. ) variacao, refina-se a malha. A utilizacdo de uma malha fina e
requer o uso de ferramentas CAbBoMmputer-aided design 620, &

P . ~ . 2 . _uniforme ao longo de todo o dominio acarreta um custo
Nessas ferramentas, técnicas de simulacdo computacgfmais : . .
i . : -~ computacional alto, aumentando excessivamente o nimero de
frequentemente utilizadas para modelar e investigar fendm

L : . . gontos, inclusive em regides onde néo € necessério talddvel
fisicos em diversas areas das ciéncias. Conforme aprdsent

refinamento. Uma alternativa possivel é posicionar uma
por Budd, Huang e Russell (2009), exemplos desses _ . P POSIO
N . o N qcuantldade grande dos pontos da malha nas regifes de grande
fendmenos ocorrem em diversas aplica¢des, como na dindmita. - ~ S -
; . . o ~ . variacdo da solucdo e poucos pontos em regides do dominio
de fluidos e gases, leis conservativas, oOtica nao-linear N .
~ N - . _.ohde ocorrem poucas variagbes. Com ess&namento
combustdo, detonacdo, modelos de previsdo meteoroldgic

. . adlaptativg o nimero total de pontos é muito menor do que
estudo da poluigdo nos oceanos, rios e atmosfera, modelos & . :
L . N utifizar uma malha uniforme, havendo uma economia do custo
termodindmica, de eletromagnetismo, de aerodindmica e

na . .
~ ~ . computacional. Entretanto, como explica Huang e Russell
prospeccdo e extracdo de petrdleo. Geralmente, es

N = ~ : L fgﬁll), o refinamento adaptativo ndo deve ser visto como uma
fendmenos sao modelados por equac8es diferenciais arciai . o ~_
anaceia. Para problemas com variagdes suaves na solucéo, é

(EDPs); como exemplo, em Liu (2003), abordam-se diverses . - : >
. L2 ~ - 8refer|vel utilizar uma malha uniforme em vez de uma nao-

problemas relacionados a area de mecanica dos s6lidos : - . . .
. o uniforme pois, utilizando-se uma malha uniforme, é possive
estruturas, fluxo de fluidos e dos modelos matematicos do% . . ~
fenBmenos obter uma solucdo tdo eficiente quanto uma malha néo-

uniforme.

E comum que técnicas de simulacdo computacional se'aén - J_ .
. q ) : ¢ R P J egundo Olivier e Alauzet (2011), nas ultimas décadas, o0 uso

utilizadas para se investigar esses fendbmenos. Geralente . ~ L ! .
a simulacdo numérica tem obtido um papel importante na

simulacdo numérica de fendmenos fisicos envolve duassparte, . . . :
L - ~ _Ciéncia e nas engenharias devido ao desenvolvimento de
principais: a modelagem matematica que descreve o fenbmeng

. . ~ o L computadores de alta velocidade e a grande capacidade de
de interesse e a implementagado de técnicas numéricas mara gu . ~
" ’ . . fmazenamento dos sistemas de computacdo. Esses avangos
a modelagem matematica seja resolvida computacieamdé.

: ~ . t(?m permitido que as simula¢gBes obtenham bons resultados em
Uma maneira de se encontrar uma solugdo aproximada

~ ; L - o refacdo a precisdo e a desempenho. Atingir esses niveis de
equacdes diferenciais parciais pode ser utilizando-se um L ~ ) -
2 . : L : . Jesultado significa resolver equacdes diferenciais cergd
método numérico de discretizacdo. Entre os diversos mgtodo - S
e modelam problemas fisicos complexos e tentar minimizar

de discretizacdo, podem ser citados o método dos elemengcgs erros inerentes da_ aproximacio numérica. Realizar o
finitos e o método dos volumes finitos. Nesses método& P ¢ )

resolvem-se equacgdes diferenciais ao se substituir Om%rrﬁeflnamentodda malhag uma forma d,e.se m|r|1|/|m|zar €SSes erros
por expressdes algébricas que envolvem a fungéo incégni't'&?rentes a aproximacao nNumenca. esmo com O
Ao se realizar essa aproximagdo numérica, a solugéo é obtf@inamento adaptativo, a inclusdo de novos pontos faz com
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qgque haja mais esforco computacional na resolucdo dda comunidade de volumes finitos, sdo chamados, geralmente
problema, em relagdo a iteracdo anterior, com menos pontde malhas moéveis. Segundo Eleftheriou (2011), essa
Com isso, para sistemas em que a dimenséo € relevanteabhsrdagem de refinamento pode ser, em geral, utilizada para
técnicas utilizadas tém que ser suficientemente efigemte problemas transientes por causa da mobilidade da malha, que
modo que possibilitem resultados precisos, com cusfacilita lidar com integradores de tempo. Entretanto, sua
computacional baixo. limitacdo esta na dificuldade em definir um intervalo degem
Foram desenvolvidas diversas técnicas de adaptatividade atlequado, uma vez que os nds variam de posicdo ao longo do
malhas em relacdo a refinamento adaptativo, que passa pelmpo, podendo ocorrer o entrelacamento de arestas. Adnda,
inclusdo de novos pontos, e malhas méveis, que é baseadaapticabilidade da adaptatividad& limitada devido ao nimero
movimento dos pontos da malha inicial. Como ja descrito, ndixo de graus de liberdade e a uma conectividade constaste do
técnicas de adaptatividade por refinamento, s&o inseridpsligonos da malha. Com isso, a adaptatividadeé,
novos pontos na malha nas regiées de erro grande ou tificamente, utilizada para acelerar o processo comprtaki
gradiente grande da solugdo. Nas técnicas de adaptagvidain vez de ser utilizada para se alcancar uma preciséo
com movimento de pontos, a quantidade original de pontospéescrita. Ver Askes (2000), para detalhes sols® &ssunto.
mantida, ocorrendo o0 movimento de pontos para as regides@emo afirmam Huang e Russell (2011), os métodos que
maior variacdo na solugao. Manter a quantidade de pontos uidizam malhas méveis, ou simplesmente, métodos de malhas
malha é benéfico, pois a inclusdo de pontos aumenta o custdveis, ainda estdo em uma fase relativamente inicial de
computacional para a resolucdo do problema, como fesenvolvimento. Muitos deles estdo em estagio experahent
descrito. Neste texto, ha uma descricdo sobre adaptatvidee, quase todos, requerem uma justificativa matematica
de malhas para os casos em que a sua aplicacdo € necessédi@onal. Como também explicam Huang e Russell (2011),

o foco é em malhas moveis. uma andlise rigorosa dos métodos de malhas mdveis, para
A seguir, na secao Il, apresentam-se conceitos importaatesresolver EDPs dependentes do tempo, s6 foi realizada para
geracdo de malhas. Na secdo Ill, descrevem-se algusiguns modelos muito simples de problemas e afirmam que
trabalhos sobre malhas moveis e, na secdo |V, amsuitas formas de se melhorar sua eficiéncia e robustez,serdo
consideracdes finais sdo apresentadas. sem duvida, desenvolvidos. Como, por exemplo, ainda séo

necessarios mais estudos numéricos sistematicos de como se

[I. A LGUNS CONCEITOSIMPORTANTES NA GERAGAO DE MALHAS reduzir os custos na resolucéo de todo um sistema de malha e

Nesse contexto, a abordagem de adaptatividade paraEQPS’_ bem como estudos em como se equilibrar a adaptacéo
resolucdo de equacdes diferenciais parciais pode serictivid €SPacial e temporal de uma malha. )

em trés categorias: abordagérde refinamento, abordagepn Huang € Russel (2011) explicam, também, que um fator
de refinamento e abordagende refinamento. Na abordagem!Mportante nos métodos de malhas mdveis estd na escolha
h de refinamento, inicia-se a simulagio com uma malha inicigfeéquada de uma funcéo de densidade da malha. Essa funcéo
e essa malha é refinada ou simplificada por meio da inclus§8ntrola a concentracdao de pontos da malha por meio do
ou da remog&o de pontos. Geralmente, a estratégia utilizdaP!incipio de equidistribuicdo e, tipicamente, mensura a
inclusdo ou na remocdo dos pontos é orientada por urffficuldade na aproximagdo numerica espacial do problema
estimativaa posteriori de erro da solugéo. Isso é chamadoSendo resolvido. De acordo com Huang e Russell (2011), a
geralmente, de refinamento adaptativo de malhas por wsuars€l€¢ao da funcéo de densidade da malha pode ser baseada na
do método dos volumes finitos. Na abordagem de estimativa de erro de interpolacéo, na invariancia de asual
refinamento, Budd, Huang e Russell (2009) explicam que §&n uma estimativa de erra posteriori com o limite 6timo
utiliza uma discretizacio de EDPs por elementos finitos coRfir@ O erro de interpolagdo ou o erro da solucdo, também
polindmios de uma ordem particular. Essa ordem @btido pelamalha equidistribuida correspondente.
incrementada ou decrementada de acordo com os erros Qdrincipio de equidistribuicao foi originalmente intrattio
solug&o. Pode-se combinar essa abordagem com o refinameffh Boor (1973). Com esse principio, busca-se rearranjar 0s
h para se utilizar uma estimativa posteriori de erro da NS de uma malha de forma que uma determinada medida seja
solucdo. Com essa combinagdo, tem-se a subcategoria digtribuida equitativamente ao longo de cada subinterstalo
refinamentohp, cujo objetivo é a obtengéo da solugio dentr§h@lha. Essa medida pode ser, por exemplo, uma medida de
de um erro prescrito limitado pelos procedimentos €0 qué sera comparada com a medida de um elemento
refinamento (BUDD; HUANG; RUSSELL, 2009). desejavel, hipoteticamente oOtimo. A diferenca entre cada
No refinamenta, o niimero de pontos da malha é fixo e esseglémento da malha e o elemento desejavel sera,
pontos s&o movidos de forma que sejam concentrados r¥Oximadamente, a mesma para todos os elementos
regides de grande variacdo da solugdo em funcéo do tem‘%gstentes. De acordo com Askes (2000), algumas restricdes
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topolégicas, como cantos ndo convexos em problematinhamento adicional é necessaria para se especificama fo
multidimensionais, podem impedir um movimento de pontog a orientacdo dos elementos da malha. Huang e Russell
ideal, por isso, ndo se pode garantir que a equidistribiigfio (2011) apresentam os principios basicos de adaptatividede
satisfeita para todos os elementos da malha. Admite-se quénalhas multidimensionais, inclusive, a condicdo de
posicdo dos nc X; , parei=1..N, em qu N é o namero alinhamento necessaria.

de nds, seja definida de forma a garantir que uma medic~
denominada de fungdo peso ou fungdo mon M (X) , seja

distribuida equitativamente em todo o dominio. Ess
distribuicao é feita conforme

_[: M(X)dX=J4:*1M(X)dX,2|:|i|:| N—1, que no o
formato discreto, é aproximada por Lo
M. Ax._,=M,Ax ,2<i<N-1, (1)

em queX =X —X._, é o tamanho local da malha e

o

| I I a | 1 L

| }

02 04 06 08 i 0z 04 06 08 i
Figura 1: Comparacéo entre o principio de equidistribuigétdizando o
[X X ] . comprimento do arco (a direita) e uma malha dividichiformemente (a

X
-1 . . . o .. esauerda) com 10 nontos. Exemplo adantado de TI5¥
Dentre as primeiras aplicacdes do principio de

equidistribuicdo, estéo os trabalhos de Dwyer, Sandersee Kém malhas multidimensionais, a adaptatividade é guiada por
(1979), Dwyer, Raiszadeh e Otey (1981), Gnoffo (1980) @ma fungiio monitora dependente da solugdo, isto é, uma
White (1982), que o aplicaram para resolver problemas effincso matriz  simétrica  positiva-definida  relacionada
mecanica dos fluidos e transferéncia de calor em UM,y raimente a uma funcéo de densidade de malhas em uma

M,_, representa a estimativa discret: M (X) no intervalo

dimensédo. White (1982) recorreu ao comprimento do arco ensdo. Veja, também, Huang e Russell (2011), para
solugao como funcéo monitora, detalhes sobre esse assunto. A funcdo monitora define uma
M (ujz \)1+| u'|2, (2)  métrica no dominio fisico. Segundo Marlow (2010), a ideia da

. . I o funcdo monitora é converter o conceito vago de se “mover 0s
Considere-se um exemplo para ilustrar a ideia principal do . ! -
pontos da malha para onde a atividade € maior” em um

principio de equidistribuicdo. S¢ f (X)=tanh(ﬂ). procedimento mateméatico sélido ou, no minimo, em algo que
) possa ser numericamente quantificado. Segundo Huang e
Considere-se ainda um subconjunto no inter [0,1] . Russell (2011), considera-se que a funcdo monitora é sempre

ndo-negativa.

. i A adaptatividade multidimensional de uma malha, de acordo
Xn=1 . Neste contexto, no grafico a esquerda da figura (1), &, Huang e Russell (2011), pode ser entendida como uma
malha é dividida Uniformemente, pOdendO-Se observar aanalfécnica para gerar uma malha uniforme em um determinado
adaptativa gerada pelo principio de equidistribuicdo @fig@  espaco métrico. Especifica-se, por meio dessa técnica, o
a direita da figura (1). Nesse caso, a funcéo monitora fghmanho, a forma e a orientagio os elementos da malha. Essa
baseada no comprimento do arco, expressa por (2) e 0S POn@hica fornece um controle natural da equidistribuicime d
sao dlstrlbuidos_ |g_ualmente na curva da solucdo Sat'gﬂﬂ’zef‘alinhamento, com o papel de assegurar que a malha esteja
(1). Exemplos similares podem ser encontrados em  Zegeligg,igamente alinhada com o comportamento da solugéo.fisica
(1996), Li, Tang e Zhang (2000) e Tan (2005). Huang e Russell (2011) analisam e relacionam & qualidade da
Em diversos ”aba'h‘ES (ver, por gxgmplo, Huang € _RUTQ'S?Htha na forma de precisdo matematica essa equidistribaica
(2011) e suas referéncias), o principio de eqwdlstrlmu(;aé condicdo de alinhamento. Esses autores apresentam

(BOOR, 19,7.3) desempenha um papel fundamental no proj%({erpretac;c”)es nas perspectivas discreta, por interméeio
de estratégias de movimento da malha para o caso

- ) . ~ - malhas, e continua, usando transformacéo de caaden
unidimensional. Claramente, a situacdo da adaptativieade
L ~ . . . : Segundo Huang e Russell (2011), o problema de se computar
multidimensGes & muito mais complicada do que em umg lucdes de EDPs, utilizando-se métodos de malhas moveis
dimensao. Huang e Russell (2011) explicam que o principio ge'ue '

equidistribuicdo, ao especificar apenas o volume d(%Ode sersepa[ado nos trgs problemas descrlt@m.se
elementos da malha, ndo é completo o suficiente para’ YMa funcao de densidade da malha, também chamada de

determinar uma malha multidimensional. Uma condigio d&n¢@o monitora, € necessaria para guiar a redistribuiggo d
pontos da malha na evolugdo da EDP. Essa fungdo monitora,

Suponha-se agora ¢ X,<X;<...<X_, em qui X,=0 e

13



Oliveira, F.S.; Oliveira, S. L.G.; Kischinhevsky, MTavares, J.M.R.S. / Revista de Sistemas denre#gdo da FSMA n. 11 (2013) pp. 11-16

normalmente, é restrita tanto para equidistribuir essestratégias de movimentos de malhas formuladas em termos de
movimento dos pontos, quanto para se obter um relaxamerntansformacdes de coordenadas. Ainda nessa obra, sdo
da malha na busca de um estado equidistribuido. A escolhaalaordadas questfes praticas de implementacdo, incluindo a
funcdo monitora pode depender do comprimento de arco dacretizacdo de equacdes de malhas, EDPs fisicas e do
solucdo em problemas unidimensionais, na curvatura g@aocedimento da solugéo global.
solucao e em erra@sposteriori Huang e Russell (2011) abordam também as questfes de
« Determinada a funcdo monitora, deve-se verificar umadaptatividade de malhas no contexto multidimensiona,é&u
malha gue se equidistribui de alguma maneira. O problema da assunto consideravelmente desafiador. Para dimensfes
equidistribuicdo em si € um problema algébrico liéear. espaciais altas, necessita-se de ferramentas de calculo
« A EDP é, entdo, discretizada, tanto no domini@vangado para transformar EDPs entre o espaco fisico e o
computacional da malha quanto no dominio fisico original &spago computacional.

geralmente, elementos finitos ou volumes finitos séo
empregados. [ll. T RABALHOS COM MALHAS MOVEIS

Na pratica, qualquer que seja a escolha da fungéo monitolg foi desenvolvida e aplicada uma grande variedade de
alguma suavizacdo ou relaxacdo espacial e temporal nfstodos de malhas moéveis, de uma e duas dimensdes, na
empregada, com o intuito de se melhorar a qualidade gasolucdo de diversos problemas, conforme pode-se \afific
malha, diminuindo-se a distor¢éo dos elementos. Veja Heangor exemplo, em Tang (2005), em que ha revisdo de técnicas
Russell (2011), para explicagbes sobre como se escolher Ugi malhas moveis de suas aplicacdes na dinamica de fluidos
funcdo monitora 6tima para um determinado limite deomputacional. A seguir, alguns trabalhos com malhas reévei
interpolacdo de erro ou uma estimativa de exrposteriorie  s3g indicados.

uma fungdo monitora baseada sobre outra consideracaa fisftao, Huang e Russell (2001) realizaram um estudo de varios
e geométrica. Uma funcdo monitora baseada em erro figjicadores de erros para o método dos elementos finitts. Es
interpolacdo pode ser obtida por meio da aproximacifutores analisaram os indicadores de erros baseados no
polinomial de Taylor, para uma dimenséo, e pela aproximac@padiente da solucdo, nos erros de interpolacdo e em
em espacos de Sobolev, para multidimensdes. estimativas de erros posteriori para uso na definicio da
Muitas funcBes monitoras envolvem derivadas da solucao fincdo monitora. Huang (2001) introduziu os conceitos de
para o calculo dessas derivadas, séo realizadas aproximac@alanco espacial e invariancia de escala e estudou como
Dessa forma € definida uma fungéo monitgosteriori. construir EDPs com malhas méveis com algumas propriedades
Segundo Huang e Russell (2011), fun¢des monitoras baseagggejadas,

em consideracdes fisicas ou geométricas levam em contaygang e Sun (2003) utilizaram a teoria de interpolacdo de
distancia, ou a area, entre as interfaces, ou podem utilirar métodos de elementos finitos para estimar erros. Liu e Shen
malha como parametro, adaptando a nova malha para se torgias03) propuseram um método espectral de Fourier para trata
0 mais proximo possivel da malha de referéncia. O tratamenfigh problema de campo de fases para a mistura de dois fluidos
do erro de interpolagdo nos espacos gerais de Sobolev, ffBompressiveis.

malhas isotropicas e anisotropicas, fornece um resultado zegeling (2004) discutiu um método de malha adaptativa
evidencia como a escolha da fun¢éo monitora 6tima leva a Waseada numa abordagem produto-tensorial. Zegeling Y2005
erro delimitado por uma solugdo 6tima. Esse erro depende ggscreveu uma técnica de malha mével adaptativa e sua
um fator, cuja ordem é (1/n, em quin € o ndmero de aplicagdo em modelos de conveccdo-difusio magneto-
elementos da malha (HUANG; RUSSELL, 2011). hidrodinamicos.

Os limites de erro de interpolagéo com fungdes monitoras ndéigu, Qin e Xia (2006) propuseram uma técnica simples e
otimas e as fungGes monitoras 6timas para um limite dearroeficiente de deformacdo dinAmica de malha para calcular
posterioritambém s&o abordados por Huang e Russell (2014roblemas de fluxo instavel, com deformacgdo geométrica,
Além disso, varios aspectos praticos da computacdo @govimento relativo de corpos ou variagdes na forma devido a
fungbes monitoras sé@o apresentados por Huang e Russgimizacdo aerodindmica e a interacdo entre o fluido e a
(2011). estrutura.

Em Huang e Russell (2011), diversas EDPs de malhas mévdian (2007) aplicou uma técnica de malhas mdéveis adaptativas
(moving mesh partial differential equationMMPDEs) sdao com malhas quadrangulares, para a resolugdo de problemas
apresentadas para problemas dependentes do tempo. Tamb#agneto-hidrodinamicos. Tan, Lim e Khoo (2007)
sdo desenvolvidas diversas equagbes de malhas pdesenvolveram um método de malhas adaptativas para nesolve
problemas de estado estacionario ao se utilizar @ modelo de campo de fases para o fluxo da mistura de dois
equidistribuicio. MMPDEs s&o formas continuas daffuidos incompressiveis, utilizando malhas quadrangslaras
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equacdes de Navier-Stokes e Allen-Cahn.

Marlow (2010, 2011), descreveu um método adaptativo para
resolver EDPs parabolicas nao-lineares com fronteiraempv S.
utilizando malhas mdveis com elementos finitos continuos.
McNally, Lyra e Passy (2012) realizaram uma comparacao de
resultados de diferentes codigos para a solugcdo do problema

de instabilidade de Kelvin-Helmholtz.

Diversos estudos, como exemplos, Mackenzie (1996), Dam e
Zegeling (2006), Tan et al. (2004), Tan, Tang e Zhang (2006‘?;
Springel (2005, 2009, 2011), envolvendo a discretiza¢cd&o po
volumes finitos, utilizaram malhas moéveis para a resolugo
EDPs. Grande parte dessas pesquisas foi para a solugcdo deAugust  2006. ISSN
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alta precisdo na aproximacdo, de modo a construir malh%s

adaptaveis para a solucdo do fenémeno envolvido.
Ainda, varios outros métodos,

Pakmor, Bauer e Springel (2011) e Mufioz et al. 2201

IV. CONSIDERACOESFINAIS

Neste texto, malhas mdveis foram introduzidas e diferentes
tipos de adaptatividade de malhas foram abordados, com
énfase nos métodos de malhas mdéveis. Também foi descrit(?'o
principio de equidistribuicdo, com apresentacdo de um
exemplo unidimensional. Por fim, foram citados trabalhogg.

sobre malhas méveis desenvolvidos recentemente.
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