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Resumo

O Departamento de Minas da Faculdade de Engenharia dsz
Universidade do Porto disp8e de software desenvolvido par:z
interpretar sondagens eléctricas verticais; recentemente foi
incumbido pela Reitoria da Universidade do Porto da realig¢do dc
estudo geoelécirico dos terrenos do Polo2, situados na Asprela;
neste trabalho da-se conta dos algoritmos utilizados no apoio 2
interpretagcadao das sondagens eléctricas reaiizadas, bem comc
exempios de interpretacdo de aiguns casos mais significativos. C
algoritmo de inversdo utilizado conjuga o filtro linear de Ghosr
que. vulgarmente ¢ utilizado em substitui¢8o dos antigces &bacos de
curvas padrao, com o0 método numérico de minimizacdo de Marquardt,
que se revela particularmente adequado pela sua rapidez de
convergéncia em problemas que envolvam minimos guadrados.

i

{ Obtencdo de curvas padrd8o pelo método do filtro linear de Ghosh

Ndo se pretende neste breve artigo proceder
em nrofundidade dos formalismos e métodos mzatiszs :
na base cgos algoritmos desenvolvidos & utilizados parsa
interpretar os dados de campo. Tentaremos referir o conjunto de
expressdes que conduzem directamente a obteng¢io de um dos
atgoritmos que permite obter curvas padrao para uma determinada
configuragdc : o método da filtragem 1inear de Ghosh.

a
ma

Passemos entédo a rever algumas defini¢Bes necessarias ao
estabelecimento das expressdes que representam & propagacsao aa
corrente eiléctrica no subsolo.

@) gradiente ¢ o campo vectorial que ¢ associado a um campo
escalar:

av av 3V
grad V = P+ J * K
a ¥ 3y daz
De modo analogo se associamos a um campo vectorial A C

correspondente campo escalar da sua divergéncia

3A, BAy A
div A = - +
3% a3y az



satisfazer a equaglo de Laplace que se traduz por:

acy 32y a2y
div(grad V) = + + = O (1)
ax2 aya 3z2

O caso gue nos interessa consiste no campo eléctrico c¢riac
pela passagem da corrente eléctrica entre dois eléctrodos que ¢
introduzem na superficie do terreno; considerando um sistema ¢
coordenadas cilindricas com origem no ponto onde esta a se
injectada corrente, sendo z a cota medida na vertical dess
ponto, r o raio polar medido no plano vertical que une o0s doi
eléctrodos de corrente e 6 o respectivo aAngulo polar, a equagt

de Laplace (1) passa a escrever-se no novo referenciec
cilindrico: /I

a

13 av 1 a2y a2y o
— (r—)+ — —— 4+ = 0 (2)
r 3r ar r2 gel 3Z5 (“_~‘Jh__‘
(3 2 o
No caso particular gque nos interessa, devido 23 simetria d
campo eléctirico em relagdo @os eléctrodos de corrente, a equac¢y

de Laplace aparece simplificada em coordenadas cilindricas,
que as derivadas em ordem a © se anulam.

1 3 av acy
— = R a — =% (3)
r ar 3r az2

Obtém-se assim uma condi¢do diferencial a que deve obedece
V(r,z); a solugdo geral que se obtem para (3) ¢ dada por um
combinag¢do linear das suas solug¢8es separadas, de acordo com
integral seguinte:

r i
V = f (A(hHe 1Z + B(yelZ y U (ir) 4l (4)
}

de primeira espécie de ordem zero de Bessei
fun¢des arbitrarias de I, que variam consocante
as condi¢Bes de fronteira de cada caso concreto

E vantajoso apresentar (4) numa forma que contenha, comc

S

termo separado, a parcela que corresponde ao potencial gerado potr
uma corrente ! um terrenc homogéneo gue tenha a resistividsadse
4 da primeira camada:
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(3)

A egquacdo (5) pode-se escrever de uma forma mais convenieni
recorrendo ao integral de Lipschitz, que decorre da teoria d:
Tun¢Bes de Besseli:

r 4
e”1Z J (Irydl = — (6)
JO 0 {r2;z2

Recorrendo a (6) podemos escrever (5) na tTorma:

o ©
v = e"'Z U (1rydl (7)
=3 S o
Finalmente (4) pode passar a escrever-se da form
pretendida, isto &, numa forma que destagque a expressl%c do camp

na primeira camada suposta homogénea:

P
v = —1 | [ e lZ +e(e 'Zix(1yetlZ1y (1r)ql (8)
2T JO o
em que ©(1) e X(1) s80 fun¢Bes arbitrarias de 1, gque ndo s§
necessariamente iguais nos diferentes estratos pelo que a solu¢)y
(8) varia, no c¢aso geral, de estrato para estrato; essa varia¢s
¢ evidenciada em (9):
P q (m .
Ve | [e71Z + 8 (e 12 + x (He*'Z1y (r)dl (9)
o I i i O
dizendo | respeito aos diferentes estratos.
Esta solugdo geral {(9) que acabamos de obter arnda n&c

sofreu as restri¢8es que resultam das condi¢c8es de fronteira que
passamos a enunciar:

F1) © potencial deve ser uma fun¢do continua em cada planao-
fronteira (plano que separa as camadas)

Fa) Em cada plano fronteira a componente vertical dz
densidade de corrente deve ser continusa



F3) No plano da superficie (plano em contacto com o ar)
componente vertical da densidade de corrente e a da intensidade
do campo eléctrico devem anular-se em todo o 1lado excepto num:
vizinhanga infinitesimal do ponto de injec¢do

F4) Junto ao ponto de inje¢dc a expressdo do potencial deve
aproximar-se da de um terreno homogéneo, seja P1l/8n4r2+zz

F5) O potencial deve tender para zero quando a profundidade
tende para infinito

7

Prova-se (Koefoed og 23 e seguintes) que as mencicnad:
condig8es fisicas que impomes nas fronteiras criginam a
seguintes condi¢8es analiticas, respectivamente:

(F1) o (e Thix; (he*t!h = o, 4y (e Thix, 4 (1)e*!h
(F2)
1 1
———[{1+ei(1)}e"‘h—xi(l)e+‘h]:———[{1+ei+1(l)}e“h—xi+1(l)e+‘h]
M (I
(F3) Sy (1) = X4 (1)

(F4) Ndo implica nova expressado analitica

(F5) Xp(1)=0 (dltimo estrato)

A imposigdo simultéanea das condig¢8es de fronteira permite

obter um sistema de 2n equaglBes lineares a 2n fung¢8es incdgnite
(1) e X(1); esse sistema pode ser resolvido obtendo-se qualquer
fungdo €, (1) e X; (1), e em particultar @;(1) e X; (1), que s#o ac
duas fun¢bes incdgnitas gue mais nos interessam, visto darern

solugdo para a determina¢do do potencial a superficie do terrenoc;
resolvendo o referido sistema para o <caso de dois estratc
obtemos a expressdo:

Xy (1)y=04(1)= (10)

e para o caso de dois estratos a expressio:

K1e‘3]h1 + Kee—a]ha
X4 (1)=01(1)= (1)
t+kgkpe 1 (Na-Ny) K, e-8104_Koe-zlhp




em (10) e (11) K; representa o coeficiente de refiexao:

Fitse - T

Cisr + T

40 que Nnos permite calcular o potencial na primei
camada sers dade peio integrai (4), apos ter sofrido g
restric8ies impostas pelias condig¢les fronteiras; assim obtemc
para esse estrato a seguinte EXpressédo para o potencial:

0

o)
v:“—'J [1 + 26 (1)) J (Ir) di (12)
o o i ]
V - potencial num ponto da superficie
I - intensidade da corrente injectada no terreno
r

1- resistividade da camada superficial
I - variavel de integracdo
©4 (1) - fung¢do, por vezes designada fung¢so nuclear (Kernel
function) que depende das alturas h; bem como
das resistividades M

A expressdo (12) costuma ser apresentada de uma forma mai
compacta, fazendo

K(x)=1+ee1(1) aparecendo a expressfo do potencial na forma:

P ! [m
V = ! K(1)yJd (1r)dil (13)
2T lo o
K(1) - fung¢do nuclear de Slichter (kernel de Slichter)
Jo(Ir)- fungdo nuclear de Stefanesco (kernel de Stefanesco)
A equagao (13) tem sSi1do resolvida, dada uma determinac
hipotética configuragdo, por diversos métodos ao longo dos

tempes, sendo conhecidos catdlogos de curvas padrao desde 1933: 3
solugdo de (13) para uma dada configuracio electrddica e para uma

determinada configuracso do terreno, Isto e, a2 determinac¢do das
curvas tedricas que correspondem a uma dada configuragdo da-se o
nome de probiema directo; © problema inverso consiste em, dadas

as medidas de campo, obter as resistividades e 33 espessuras da
formac&o gque foi sondada.

ira (F1),adicionando e~ 'h 3

Partindo das condig¢gles de e
S membros da igualdade pelos

fron
ambos ©s membros e dividindo ambos



correspondentes da igualdade (F2), obtiém-se, apds algumas
simplificagBes a seguinte relagdo recorrente de Pekeris:

K;=[K;sq4+p;tanh (1t;)1/[p;+K; 44 tanh(l+;)] (14)

com
140, (1) +X; (1)ye*t2lhj_4
Ki=
146 (1)-X; (1)e*21hj_q4
Pi=Ti /T +1
t; - espessura da camada i
A relagdo de Pekeris (14) permite obter com toda H
general idade o Kernel de Sltichter para uma determinad:

configuragao de terreno; para 1sso basta notar que para o estratc
mais profundo, devido a condig¢dao fTronteira (F5) vem

Kn=1 (15)

A partir de (15) podemos obter por (14) Kh-¢ €&, aplicandc
sucessivas vezes a relag¢aoc recorrente, obter o Kernel de Slichter

da primeira camada Ky. De notar gue no plano fisico a relac¢ldo de
Pekeris correponde a 1r-se adicionando um estirato de baixo par:
cima e, simultaneamente, Iir-se deslocando o elecirodo de corrente

para a superficie do novo estrato que acabou de ser adicicnado.
Kocefoed introduziu o conceito de transformada resistiva T,
que se define por

Ti=liKj (16)

A relagado de Pekeris passa a escrever-se em termos de
transformada resistiva:

Ti=[T;4+4 + Fitanh(lti)]/[1+Ti+1tanh(lti)/Pi] (17)

A expressao do potencial tem vindo a reflectir as sucessivas
restrigdes qgue lhe vamos i1mpondo; primeiro foram as condig¢des ds
fronteira para terrenos de estratos hori1zontais; depois as
simplificagBes que resultam do facto de sé estarmos interessados
no Kernel do primeiro estrato; a proxima restrig¢cao que podemos
impor serij a que resulta da utilizacao de uma determinad:
configuragadao electrdédica; no caso gque nos interessa utilizamos ¢
configuragado de Schlumberger que, como se sabe, & ume
configura¢do linear simétrica, estando 0s eléctrodos de potencial
na parte interior & os de corrente na parte exterior, de acordc



com a figura seguinte
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©)
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Conforme se sabe 0s dados de campo costumam ser tratados de

forma a transformar a resistencia equivalente em resistividade
aparente gue corresponde a resistividade que um terreno homogénec

devera ter para apresentar, para uma dada configurag¢do dos
eléctrodos, a mesma diferenga de tensdao nos eléctrodos de
potencial; facilmente se obteéem a expressao (18) para

resistividade aparente no caso da configuragdo de Schlumberger,
na hipdtese de se desprezar a distancia b na presen¢a de s; estsz
hipdtese equivale a considerar a distancia entre elé&ctrodos de
potencial como sendo infinitesimal.

e 0]
=T +s2] [T(1)-r 3J (1s)1dl (18)
apSch 1 o 1 1

Além disso = boa norma de trabalho colher medidas de
resistividade aparente escolhendo uma progressao geométrica da

abcissa no terreno; esta tltima condigdo leva-nos a adoptar a
seguinte transformag¢ac logaritmica para as variaveis S e I de
(14):
X = logs(s)
(12)
y = loge(1/1) = - loga (1)
Adoptando a notag¢do 2s=2eX para a distancia entre

eléctrodos de corrente, no caso da configurag¢cac de Schiumberger,
obtemos a seguinte expressdoc para a resisitividade aparente:

+00
r =+ [ [T(y)-T" 1J (eX"Y)e@(X-¥Ylgy (20)
apsch 1 j 1 1
-0
O meéetodo de calculo de (20) gue utilizamos no presente
trabalho pertence aos métodos designados por filtragem linear e

deve-se a Shosh. Em primeiro lugar deve-se referir gue os dados
de campo correspondem a uma amostiragem feita sobre uma curva; a

condigdo que se deve verificar para ser reconstituida o sinal
T(y) 1nicial & gues 0 tntervalo de amostragem da fungdo seja



inferior a metade do periodo correspondente aos sinais de maio
frequéncia, ou o que & o mesmo, que a transformada de Fourier d

sinal de entrada seja nula para os valores de frequénci
superiores 1/2Dy, sendo Dy o intervalo de amostragem escolhido
Verificada esta condig¢d8o a teoria da filtragem linear garante-no
que a fung¢do original pode ser reconstitudida desde que s
substitua cada valor amostral por um seno ardinal com period

A
2Dy centrado no valor de cada amostra; este facto traduz-se pei
expressdo:

+00 sin[{m(y-ypo-JDy) /Dy]
T(y) = Z T(ypg+JDy) (21)
J=-0 T(y-yp-JDy) /Dy

Embora as curvas medidas no campo apresentem um espectro co
freguéncias n&o nulas acima da freguéncia critica 1/2Dy, n
pratica revela-se vantajoso nd&o entrar com essas frequéncias
visto elas normalmente corresponderem a ruidos da medida.
método da filtragem linear consiste em obter-se cada ponto d
curva de resistividade aparente como uma combinag8o linear (que
dada pelos coeficientes do filtro) da transformada resistiva
isto e

Cap(x0) = T +;T(yp-JDy) (22)
J
fj - coeficientes do filtro linear
xO - abcissa do ponto a que corresponde uma dada
resistividade aparente
Yo - abcissa do primeiro ponto da tranformada resistiva Cu j¢
valor & maior ou igual a X0
T - valores da transformada resistiva que se podem obter

por exemplo usando a relag¢do recorrente de Pekeris
da transformada resisitiva

— N\
DALY W'
-0
O aspecto tipico de um filtro aparece na figura anterior;
em abcissa e representado ) indice J e em ordenada o valor
correspondente de fJ. A notag¢do utilizada em (22) deve ser usad:

segundo a regra:

= os coeficientes do f1i
ser multiplicados pelos va
ficam a direita do pont

ltro com indice zero ou negativo deven
lores da transformada resistiva qus
o) que esta a ser calculado; este:s



coeficientes do filtro sdo designados por coeficientes preditore
- 0s coeficientes do filtro, de indice positivo, devem se
multiplicados pelos valores da transformada resistiva qu
precedem (estdoc & esquerda) o ponto cuja resistividade aparent
estad a ser determinada.

O programa em Pascal, que listamos em anexo, permit
calcular para uma dada configuragdo do terreno, 0os valore
da resistividade aparent numa sSucCessao de
afastamentos inter-electrsd d
segundo uma progressdo ge
cujo primeiro termo & a abcis
leituras por d&cada da abcissa.

o

O algoritmo de minimizag&o

De posse de um modelo que nos gera curvas dt
resistividade aparente a partir de 2k -1 parametros estrutura:
(sendo K o niamero camadas a ajustar), pretendemos minimizal
] desvio que essa curva apresenta em relag¢édo ao caso real
Se vy (i) representar 0 valor medido da resistividade aparent
para a distancia inter-electréddica i (expressa em metros)
sendo o modelo @(x, i) dependente dessa mesma distancia e de .
(matriz vector dos parametros estruturais) a nossa taref;
resume-se a minimizar globalmente, e em relag¢do aos parametros
03 residuos

fi(x)=y(i)-g(i,x) (i=1,2,...,m), (23)

sendo: {x}={x1,...,xn} (n=2k-1), o vector dos parametros
estruturais
tyl={y4,...,¥p} © conjunto de valores de campo

Por razdes varias, gue seria 0C10S0O mencionar aqui, par:
fins de minimizagso, & habitual agrupar estes residuos sot
a forma de somatdrio das suas potédncias quadradas, ou seya,

m
S(x)= T [fi(x)]2 (24)

i=1
gue passara a constituir a nessa fungdo ocbjectivo. Note-s:¢
gue, caso vertente, ela & nd8o-linear e continuamente deriviave]
em ordem a parametros, como se retira de (20), bastando para c
efeito notar gue o kernel de (20) & um gquociente de exponenciai s,
cujas expressbes, para o) caso de um e dois estratos, foran
escritas em (10) e (11)., respectivamente. A condigdo primeira
para que ¢ modelo possua validade & gue o valor de | }|Ff{x)]|
tomado no minime, sega peguenc e, ainda, gue n, o] ﬁémero 55
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leituras de campo, seja muito maior do que o ndmero de residuc
m. Se esta dGltima condicdo se ndo cumprir, corre-se o ris
de tomar como vadlidas interpretaq@es perfeitament
arbitrarias.

Estamos perante um caso de minimizac%o de uma funge
escalar da variave]l vectorial, definida num espag
n-dimensional. Entédo € condic¢do necessaria e suficiente par
que exista um Seu minimo % * que se cumpram as seguinte

condigles:
18 O gradiente de s deve anular-se no ponto de minimo
g(x*)=0, ‘ (25)

o} ue € o mesmo que dizer gue x* & um ponto singular;
g

e, A Hesseana de s & definida positiva no ponto de minimo.
Prova-se que 2 possivel definir em torno do minimo dess
fungdo uma vizinhanga, mais ou menos lata (consoante a:
caracteristicas de "suavidade" da fungédo), onde € legitim
proceder 3 sSua aproxima¢go através de uma fungldo gquadratica.
Tal se consegue, muito simplesmente tomando oS trés primeiro:s

termos do seu desenvolvimento em Série de Taylor,

S(x+P) = S(x) + g(x)T.p(x) + 1,2 PT.H(x).p (26)

em que X é o] ponto do espago n-dimensional onde estamos =
considerar a func¢do; p, € 0 passo de iteragdo, que se supde
tomado em direcgdo ao minimo; g e H representan
respectivamente, o gradiente e a hesseana de S tomados no ponto
X.

Formulando esta fun¢do quadratica (26) em func¢do do seuy
passo de iteragdo p, verifica-se que o minimo do Seu segundo
mempro se obtém para um valor que minimize a funcgo gquadratica
seguinte

T(P)=g(x)T.p + 1,2 PT. H(x).p(x) T (27)

Ora, prova-se gue as condig¢Bes necessarias e suficientes
atrias enunciadas para a exi1sténcia de minimo, correspondem a
afirmar, no caso de uma fung¢do Quadratica, que

H(x).p-g(x) (28)
com a Hesseana definids positiva.
As soluc8es deste sistema r1near correspondem, portanto,



passo Unico necessario para chegar desde o ponto onde tomamos

fun¢do até ao seu minimo, desde que o modelo quadriatic
que adoptamos represente, sem erro algum, a nossa funeg
dos minimos quadrados. A direcg8o dada pelo vector solugdo d

(26), dad-se o nome de direcgcdc de Newton.

Como este caso é bem pouco provavel, no caso mai:
geral, precisamos de encontrar um processo iterativo que no:
conduza ao minimo. Feiizmente qu numa vizinhang¢a restrita d
minimo x* em gue 2 a efin
que a direcgdc de Newticon & uma di

fun¢do, visto que

’
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gT.p=-gT.H 1.g < 0O (29)

Por 1SS0 é sempre possivel atingir o minimo,
resolvendo iterativamente o sistema

Pket = = HT e oo (80}

utilizando a solugdo de cada iteragdo para definir o ponto de
partindo para a iteragdo seguinte (condig8o de Kantorovitch).
Qualguer que seja a fungdo ndo-1linear gque tenhamos entre maos, ¢
método de Newton converge a um ritmo quadratico para o minimo,
para pontos de partida gue se situem na vizinhanga atras
definida, o} que o torna um mé&todo extremamente atraente
para processos de minimizagdo.

No Nosso caso particular, em qgue a fungdo a minimizar
& constituida por um somatdério de quadrados, o gradiente e H
hesseana da fungdo tém, respectivamente, as seguintes formas
particulares

g (X y=d (xk) 1. F (%K) (31)

Hixg)=d (%) T J (%) +Q (%) (32)

™13

sendo Q(xy) = FLo0x) .G (X)) . (33)

1

Vé-se, portanto, gue a martiz hesseana (32)de uma funglc
somatdrio de minimos quadrados constiste numa coembinasdc de
informagao de 18 e de 22 ordem. Sabe-se que (Grit, Murray &
wright, 1981 pp.134), podemos representar a hesseana pelo seu
termo de 12 ordem desde que 0s valores dos residuos segyanm
suficientemente pegquencs, ou seja, tenham como ]
superior le] maior valor oréprio de J(x*)T.Jd(x*). sSendo,
supstituindo em (28) H e Q dades por (32) e (33), come¢amos
obter



(JT.d+@.p=-ugT. ¢

Se +
a direcgdo de Newton

JT.dp=uT. ¢

ou, sob a forma iterativa:

(Jx) T d(x)) P = —d
em que Xy,

da
de

solugao
direcgdo

O vector
designado por
ndc-singular.

Verifica-se
uma fungao somatdrio de
minimo em gue a hesseana seja
nc maximo, da
g T J, se garante
converge para O
de apenas se
vector direcgdo de Gauss-Newton.

assim qgue, num

minimo a

Como garantir 2 chegada
independentemente da distancia ao
Jd F g & definida positiva
ndo-singular (Ortega e Rheinboldt,
a direcgdao definida por
equasado (35), & mesmo
da direcgao de Newton
convergéncia gquadratica.

existem ainda trés
na

Contudo
consideragao

1
gqualguer
assim for

a
ngularidade).

Nzo
tteragao se
solugdo

ha aga
naoc ve
de (
S '

2. E  fundamental
limitada, sob pena de a
com a direcgdo de descida
{(problema deo condicionamanta).

que J

3. Nao se pode

m

-> 0 guando x -> x*, a2
€ aproximada

€ o ponto corrente no processo

equagao
Gauss-Newton e &

minimos quadrados,
definida
ordem de grandeza do
a existéncia
uma
utilizar derivadas de primeira ordem no ciaiculo dc

uma direc¢do de descida,
perto

resolugdo do sistema

e a singularidade de J
= indeterminada

atirmar nunca gque

(34)
matriz Q@ -> O e, entdo

pelo sistema

-y
—
W
a
~—

iterativo.

comunmente
se Jy ¢

anterior é
anico

processo de minimizagdo ds
numa vizinhanga dc¢
positiva e + seja,
maior valor préprio de

de processo iterativo QueE

velocidade quadrztica, apesar

a tal vizinhanga?
minimo da fungdo,

e, aligds, simé&trica, se J +6r
1970, pPp..38) . Portanto,
(direcg¢do de Gauss-Newtion) ne
aproximando-se
minimo assegurando ai umsza

Ora,

do

rmportantes g té&es a
a

{(35), a s

=
=
=3
e

D0

u
o

alguma de gue durante um

]

J
(prolema

T |

J possua uma condigdao

coitncidéncia da direcgs8o de Gauss-Newton
naoc passar

de uma si1tuagdo fortuita

um passo dado peiao



método iterativo numa direcgdo de descida correspor

efectivamente a uma aproximagsdo do minimo, dado gque SE
passo for excessivamente longo podemos estar a subir (no val
da func¢do) pela "encosta fronteira" acima. E, portant
fundamental, um controle efectivo sobre o comprimento

passo do processo iterativo.

Estes trés problemas foram resclividos com u
elegadncia espantosa por Marquardt (1963) , no seguimento de
anterior trabalho de Levenberg (1944 ., A esséncia do meto
consiste em substituir a matriz definidora da direc¢do de desci
JT 4 por uma outra J T g + Al , com X real e n%o
negativo, sendo | a matriz identidade de ordem n.

Dado que os valores pPréprios de uma matriz A s80 as raiz
da equag8o caracteristica

A-8| = ¢
constata-se imediatamente que o©s valores préprios de
J T g+ Al sdo o0s valores préoprios de J ! J, adicionados de
A
Entdo, mesmo que J seja singular, existg pelo menos
A2O tal que todos 0SS vaiores préprios de Jd ' Jd + x|
sd30 positivos, ou seja, a matriz &€ definida positiva.

Por outro lado, segundo Fox (1964, pg 142), uma medida c
condigdo da matriz & constituida peloc quociente entre os seuL
maior e menor valores préoprios e, assim, o real A controla
a condig¢do da matriz definidora da direc¢do de descida, que ser
tanto menor quanto maior for k.

Por Gltimo, A controla tambeéem o) passo dado na
direcgdo de descida, variando inversamente com ele.

Deste modo, a equagdo de iteraca8 €screve-se agora
Pret = Pk = =(dkT o og + A=t g, T T
Note-se que guando A=> 0, 8 equacao anterior reduz-se
a0 método de Gauss—Newton, enquanto gue guando

A->®, obtemos a eqguagdo da descida segundo o gradiente
iocal, ou seja,

P+t = -h gg
O ailgoritmo wutilizado corresponde a uma versao modificada
do proposto por Nash (1979, PP. 175}, onde se utiliza, para :
resolugdo do sistema de equasfes lineares (28) 3 decomposi g 8c
ortogonal pelo método de Choteski, C gue possui a vantagem dc
nac introduzir erros NMUMEricos adicionais pProporcionados peic



{¢

mau condicionamento da matriz J T J . Quando numa qualquer
iteragdo o algoritmo se vé confrontado com um problema de

singularidade, nao se efectua a resolugdoc do sistema ¢
decuplica-se o valor de A tantas vezes gquantas as
necessarias para ultrapassar o problema, isto &, a "zone

perigosa".

A tentativa do ajuste &, sempre que possivel, no sentido
aproximar ¢ método do de Gauss-Newton (A=>®), mas, se este
pProcesso nao ievar momentaneamente a i"esulitlados mais baixos,
aumenta-se Ay de modo gue a descida se aproxime do
gradiente local. Mal o valor da fung¢&o objectivo diminui,
passa-se de novo a decrementar A dividindo-o por 410 de
molde a aumentar a velocidade de convergéncia, por aumento dc

pesc do método de Gauss-Newton.

O ajuste possui um critério de paragem do tipc
"forga-bruta" dado gue sé para quando, na definigdo do passo de
progressdo, se atinge a precisdo do computador em qgue estz
a correr. Tal critério & perfeitamente divergente do que foi
utilizado por Espain (1984, ppi31,139), mas Justifica-se por
questBes pragmadticas que nd8o cabe agui considerar.,

Na sua presente configuragsgo 0 algoritmo tem tidc
comportamento excelente dado que, sob solicitag¢®es muito diversas
sempre mostrou convergir de um modo rapido e seguro para ur
minimo.

Como & compreensivel, gquer com este método de
minimizagdao quer com qualguer outro, nao existe a minima
garantia de gue o ponto encontrado ndo corresponda a um minimo
local. Para este problema ndo dispomos de solu¢do e, na
verdade, no caso presente, deparamos com varias situag8es ermr
que o ponto detectado ndo era o minimo absoluto. Este sendo foi
contornado langando uma nova corrida a partir de um ponto
inicial diferente.

Descrig¢dao sucinta do sofiware

w

Os meétodos do filtro linear de Gosh e de
Levenberg-Marquardt descritos atras, foram, para efeitos de
trabalho, englobados num UGnico algoritmo de ajuste escrito em
Pascal a que se deu o nome de SEVMARG. Constitu: a pega de
software mais importante de um conjunto de programas
intercomunicantes, de que também fazem parte SEVGRAF ,

VISTA1, WRITEPILHA, PILHA.BAT (estes dois UGltimos peguenos
programas devem-se a Jocdo M. Valente da Fonseca).

O processo de interpretagdo de uma sondagem 1solada tem
a seguinte encadeamento (Fig 1):




Base de dados

[ Prograsa

For i:=! to nQ de sondagens a interpretar do
Prograsa Ficheiro de
VISTA | dados experisentais
_ SEV.DAT
Prograsa i
HRITBUESS
Hipétese inicial
para os pardsetros
SEV.655
Programa
WRITEPILHA

PILHA.BAT

Prograsa

For j:=1 to nd de sondagens a interpretar do®

SEV.655

’ SEVKARD

Programa

Resultados do

ajuste

SEV.RES

SEVERAF

K{sond.}=

=K[sond, }+1

Kl{sond.] ) 5

Vizualizacdo da

interpretacte

Interpr.
satisfatoria
7

S
S
l ; _
; Refazer fesul tados
| a introduzioos na
i songdages base de dados
.
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1 Criagdo do ficheiro de dados experimentais (SEV.DAT), a
partir de uma base de dados;

2. Visualizag8o do grafico log-log que os dados
proporcionam, através de VISTA1, o que permite fazer uma
avaliag¢do prévia do ponto de partida do algoritmo de ajuste;

3. Criagdo do ficheiro que contém a hipdtese inicial para
0s parametros (SEV.GSS);

4, Com SEV.DAT e SEV.GSS como ficheiros de entrada,
langa-se uma corrida de SEVMARQ, que terminarsa quando se cumprir
o critério de paragem (precisd8o da ma&quina), o que gerara um

ficheiro de resultados de interpretasdo (SEV.RES);

5. Visualizag8o da qual idade do ajuste através do
programa grafico SEVGRAF, que recebe os dados de SEV.RES;

6. Se se puder considerar o ajuste como satisfatdrio
(em particular, se O erro percentual médio, por medida,
£Or igual ou inferior a 5% , valor que se revelou aceitiavel em
presenga dos erros de medida, introduzem-se os parametros
estruturais (n2 de camadas, resistividades € possanc¢as) na
base de dados. Caso nd¥8oc nos pessamos dar por satisfeitos com
a gualidade do ajuste, recomega-se O processo, partindo de uma

nova hipdtese inicial para os parametros.

Regra geral as sondagens nao sédo interpretadas
isoladamente mas sim em conjuntos de quinze a vinte e cinco
O que permite que as corridas sejam feitas  a horas mortas,
recolhendo-se os frutos do trabatho do computador na manhg
seguinte, com a consequente economi a de tempo do operador,
Deste modo, a Iintervencgdo inteligente (presume-se que do

operador) fica conscrita a analise prévia dos graficos de
sondagens e consequente escolha dos pontos de partida para os
parametros estruturais e, ainda, 3 tarefa de decidir se e}
ajuste tem qualidade suficiente.

N&o se pense contudo que nao foram encontradas
dificuldades.,

Como 428 fTicou dito atris, foi varias vezes detiectadsa a
presenga de minimos focais para onde o algoritmo de
minimizagdo inadvertidamente escorregava, problema s resolave]
com uma nova corrida apotrada numa nova escolha do ponto de
partida (Figs. 2 e 3), Acontece ainda que um ajuste de bosa
qualidade sob o ponto de vista numérico n%o o &,
necessariamente, sob o ponto de vista geoldgico e geofisico.
Exemplo disso, = 2 ccorréncia de ajusties com baixo erro
NUMErico que prop8em a presencgs de camadas com possangas
centimétricas a profundidades onde eias sdo consabidamente
rndetectaveis (Fig. 4y,




Nl W e el e o L e e B Ve A e T e AL =

e B = o T I o

e Bt B I S VU )

~a

T e mh T P {000 TR WS SImS, mah MRSl IRSAIN St (SO TS dowmusl jumes BEORE tused o
| IS A $0nn ek TSR RIS ban S SR,
. !W e . Sl o o - O O i I A - <
= . . SN N N N IO Y N SO O N O DO N O N
s — . . JRNNDS DUV SUPEN S I (A8
: = ol
(= = )

e e N T e, e = Hm a s st e | ew = SRS SR et manse: Bssh ol ICORIRS: MR Nu— .;A
= - ] o s [ [Up Ly e e e i e b e o) |
= = ol WS [l O e 5 ) i [ | i & _”
= & B A i I (O (0 . = !

] = o [ L NN N N N N N P O N * w

Y _».f. ! Lt ;

e = o L md..m e sty (o T (EENE, SRS AN BV S - |

R gy o il (Y [= ,r‘...{..u. A" = |
= LN = ﬁ

i e e e i = i iy - !

o B N D I {

SN NN NS DU NN SR SN NN DU NN N {

== e o T T

= = Ky -y == — e

{434
0.5k
4

it
2%

- S e
R T R e ey

ol
i
i

i
Ffilz Fareil
ks
i
i
i
{0z
2

F
Funtos gl
f b
F :
i
Yy

P
hlle: B8

e S
[

r
I
K
-
L

S~ ema W W4 wew e

FEC Canpol
i

rif)
A

i

t
HuRe
i
v

b

grres LLERD

b
s
Fan

O K




Catpod

fiboiniz 1.234

Fareils Far
Fantos fic

rerdeogs L34

shoisza{il=l i

MuntsHadsss 4

]

e e t.._':!

N, S S A

| !
| N I

| T T | il

IENNE 1 I o

TR | i

|

T R e
LS B ST e e LS e RS )

——
o8 e m W
"

S
d% - (1 | i
' T
L |
L l | /! L
11 FEl] L T fi
RESISTININACE
figura 4
1.3
{7
F.End. ?. P ) 73
DEF. HiMAS o - 3 4
- 1‘3 b2
Trabalho: i ) 5.6
= ‘\R 7.8
Local: TR 10.0
Baba: /..t I TN 13.3
meliadte T 17.7
=TT 3.7
Perfils | 3.8
Pontas | i
T .2
7%.8
Fazdeons 1.3 {00,
sheizlils {33,
i= 177.
237,
38,
21,
I i ; 562,
0 m T 1o TO000 74,
RESISTIVIGADE  APARENTE Esboco




Rhoiniz 1334
Farfii= F3
Fantos F3

HuncsRadsss &

x 1)
]

L] [ LI

{1y FRTH FROT LU0
RESTETIVIDROE

figura 6

P —

(=3

e ed ey en

. A U = men
e B T




16

Escolho adicional é& a ocorréncia de sondagens em que
as heterogeneidades laterais s&o patentes (Fig. 5), o0 que sd& &
resolavel (guando 0 &) recomegando a sondagem com o

dispositivo alinhado noutra direcgdo.

Note-se ainda que o] £ 1 tro linear de Gosh tem uma
certa relutancia em "pegar" em curvas de SEV a quatro camadas
do tipo KH (Fig ) ) s problema que ainda nao foi
investigado (mas que tencionamos analisar mais tarde) e
para que chamamos a atengdo do interpretador de geofisica
menos prevenido.

Os exemplos gue se seguem foram retirados de um conjunto
de cerca de duzentas sondagens eléctricas verticais
realizadas sobre os terrenos do POLO 2 da Universidade do
Porto, sitos a Asprela, onde, num futuro prdédximo, se ira
localizar a Faculdade de Engenharia. As sondagens foram
espagsgadas segundo uma malha guadrada média de trinta e cinco
metros de lado, muito embora a regularidade da malha fosse
condicionada pela presenga de construg¢gdes e campos
cultivados. Durante este trabatho utilizou-se um
dispositivo de Schlumberger com oito pontos por década e
com abcissa inicial igual a 1.33 metros e semi-distancia
maxima entre eléctrodos de injecsgdo de corrente de 321 .62
metros, o que corresponde a uma profundidade maxima investigada
da ordem dos dezoito metros. O aparelho utilizado foi um
resistivimetro de corrente alterna ABEM Terrameter cuja fonte de
potencial gera uma onda quadrada de 4 Hz. Ficam assim
eliminados os problemas de polariza¢do dos eléctrodos a0 mesmo
tempo que se minimizam os "efeitos de pele".
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program sondaf;

var
rearray[i..10] of real:
d:array[f..9] of real;
tiarray{1..35] of real:
xt,y,b,f,5,u,af,a2:real;
i8,19,i,n,J,mK:integer;

procedure nucleo;
begin
b:zri9];
for Kizi 10 i8 do
beg;n
zi9-k;
u d[:]/
if (5- u))O then begin
atizexp(u);
ac:-(al-1/al)/
bez{b+azsrii})
end

(af+i/al);
J{i+agsb/rlil);

else bi=r[i];
end;
end; (xprocedure nucleox)

begin
fizexp(In(10)/8);
writeln;¥rite(’Qual o numero de camadas ’); read(i9);writeln;
i8:zi9-1;
writeln;;riteln;vriieln(’aual a resistividade ’);

for i:=1 to i9 do
begin

writeinywrite(’r(’,i:2,” )=’);read(r[i]);
end;

griteln;¥ritein;vriteln{’Qual a possanca ’);
for =i 1o id do
begin
writelnywrite(*d(’,i:2,” )=’);read(d[i]);
end;
writeln;
writeln;writein(’ CAHADA RESISTIVIDADE POSSANCA *);
for i:=f to i8 do

begin

yriteln(i:2,’ 2 Pli1e10:5,° ! d[i1410:5);
end;
writein(i9:2,’ ' ri9]:10:5)

writeln;yriteln;write(*Qual a2 primeira abcissaz’);
read({xi);wriieln
write(’Qual o numero de amosiras - ’);read(n};
w.nteln writeln(*VALORES DA PESISTIVIDADE APARENTE”};
y:=xi/822.8;
for Jezi 1o 34 do
begin
nucieo;
i) e=b;
yioyif
end;
for mi=f to n do
begin
nucleo;
1[35)::b
vyl
s::42xt[§] 1031 [31 +144x1[5]-241 21 [7] 433028 [91-BT4x4 [ 1],
cos+iiBaRt[131- 3H62ai15 1+ 0214xtiT]-2451421]19];
cx5+1819241 [21] 4648611 23] +1739x1[25] #7911 [27] +200x1[29]:
1o (s-106%1 [311+93x1{33]-38x1[35]) /10000;
for jizi 10 34 do
begin
L),
end;
writetn{s:10:5);
end:
e'\ft
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