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RESUMO

Na andlise de estruturas mecanicas em vibracauesidade estrutural representa a
distribuicdo do fluxo de poténcia transferida erasefontes e os absorsores de energia por
propagacdo de ondas elasticas de tensédo. O diverdanntensidade estrutural identifica a
localizagdo na estrutura das fontes e dos absersiee energia. O conhecimento da
intensidade estrutural e do seu divergente rewestéde grande importancia, pois permite
actuar de modo eficaz sobre a distribuicdo do fldegoténcia numa estrutura em vibracao,
quer alterando a sua trajectdria, ou atravées dadmsipacdo por tratamentos superficiais
passivos. Assim, com base na intensidade estrupgdém desenvolver-se solugdes de
isolamento de vibragcbes por aplicacdo de dissiggdem regides proximas das fontes de
energia identificadas e de acordo com o trajectiiuko de energia.

Neste estudo € apresentada a formulacdo analiti@af@mulacdo numérica por
elementos finitos para a determinacdo, em regint@ciesario harmonico, do fluxo de
poténcia e do seu divergente em placas. A formalagalitica assenta na teoria de Kirchhoff
de placas e na solucdo da equacdo diferencial dameaoto utilizando a técnica da
sobreposicdo modal. Na formulacédo por elementawdiré adoptada uma metodologia de
determinacao directa da intensidade estrutural sedodivergente. Um estudo comparativo
entre a solucdo analitica e a solugcdo numeérica gl@mentos finitos para uma placa
simplesmente apoiada valida o procedimento propestteterminagao directa da intensidade
estrutural em placas pelo método dos elementowdiro qual é aplicado a uma placa de
geometria complexa.

1 INTRODUCAO

Os primeiros estudos sobre intensidade estrutenabmntam a década de sessenta com
trabalho publicado por Noiseux [1]. A formulacaaegentada e designada de intensidade
estrutural é baseada no conceito intensidade eaustilizado na area da acuUstica para
identificar as fontes e o fluxo de poténcia acastiDe forma analoga, o conceito de
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intensidade estrutural é aplicado as estruturasigantificar o percurso do fluxo de poténcia
vibratoria entre as fontes e os dissipadores dagiene através do calculo do seu divergente
localizar as fontes e os dissipadores de energearécterizacdo do fluxo da energia e da sua
trajectoria, identificando as fontes e os dissipeslona estrutura, permite desenvolver
solucdes de forma a actuar eficazmente na distdbuilo fluxo de energia numa estrutura em
vibracdo, por alteracdo da sua trajectoria, ou roesatravés da sua dissipacdo por
tratamentos superficiais passivos.

2 FORMULACAO GERAL DA INTENSIDADE ESTRUTURAL

A intensidade estrutural € uma grandeza vectoual igpresenta a distribuicdo do
fluxo de poténcia transferida entre a fonte e sipiaglor, onde o fluxo de poténcia ocorre por
propagacdo de ondas elasticas através de um meigued continuo. A intensidade
estrutural instantanea, quantidade dependententjmoterepresenta o fluxo de poténcia numa
estrutura atraves da direccao, do sentido e dasidtede. O vector da intensidade estrutural
instantanea define-se pelo produto entre o tere®tahsdes e o vector velocidade, de acordo
com a expressao [2, 3J:

O-XX Txy TXZ VX
i(t) = —[0]- V=-|T1,, O, T, |9V, 1)
Xz yz c)-ZZ VZ

Na figura 1 representam-se, para um elemento iesimal de material isotrépico e
elastico de um meio continuo, as componentes domtedo vector velocidade e do vector da
intensidade estrutural, as quais, de acordo compeessao (1), estdo orientadas no sentido
positivo.
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Figura 1- Representacao das componentes do temstemsdes, da velocidade e da
intensidade estrutural instantanea.

Por sua vez, o vector intensidade média é uma iglaaet vectorial independente do
tempo. Em regime estacionario harménico, cada caenge da intensidade estrutural passa a
ser expressa como funcdo da frequéncia de vibracd® aplicacdo da forma fasorial de
amplitude e fase a definicdo de intensidade esaiutunédia conduz a representacdo em
notacdo complexa da intensidade estrutural médjaabse escreve na seguinte forma:

A} = -2/ () @
2

onde o simbolo ~ designa uma quantidade complexmaato que o simbolo * representa o
complexo conjugado.
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Todavia, a intensidade média em notacdo compleata pmda exprimir-se pelas suas
componentes real e imaginéria:

i@} ={1}+ faw) ©

Fisicamente, a componente r¢Ht)} da intensidade média, designada de intensidade
activa, representa a propagacao do fluxo de pat@uativa por unidade de seccéo transversal,
a partir da fonte para os elementos dissipativoermkrgia. Por seu lado, a componente
imaginaria{J(w)}, designada de intensidade reactiva, representstribdicio do fluxo de
poténcia reactiva por unidade de seccdo transveEssta componente representa a
recirculacdo da energia entre a fonte e a estrwibratoria, a qual resulta do desequilibrio
energético entre os elementos estruturais de neasgialez do sistema.

Através do divergente do vector intensidade estbidentifica-se a localizacdo das
fontes e dos absorsores de energia, respectivaraatets dos maximos e dos minimos da
funcdo intensidade estrutural. Genericamente, @rgénte da intensidade estrutural €
definido pela seguinte expressao:

divi(w) = 01 (w) = 6'3)((“’)? + mg}(/@)]_ + a's(zw)ﬁ (4)

3 INTENSIDADE ESTRUTURAL POR VIA ANALITICA

As placas séo estruturas planas que apresentardasmtiimensodes, a espessura, muito
inferior em relacdo as outras duas, segundo as aque@irre a propagacdo da energia de
vibracéo produzindo o fluxo de poténcia.

A formulacado para placas a seguir apresentadatassareoria de Kirchhoff, na qual
se despreza a deformacéo provocada pelas tenséed@l@o longo da espessura. Esta € uma
boa aproximacdo em placas finas com espessura ibfedidr em relacdo a menor das outras
duas dimensdes.

Por definicédo, a intensidade estrutural envolvéstribuicdo dos campos de tensodes e
de velocidades na placa. Porém, as tensdes est@tadiente relacionadas com os esforcos
internos na placa pela teoria da elasticidade.\ssiintensidade estrutural na placa pode ser
definida como resultado da contribuicdo dos véesfercos actuantes nas direc¢des x e y da
placa multiplicados pelas velocidades que lhesoest&ociadas. Na figura 2 representam-se,
para o plano médio da placa, os esforcos e osad@stntos generalizados, cujos sentidos sao
adoptados como positivos.

\'I
X ) Mxv

Figura 2- Representacao dos esforgos, deslocamentbacdes no plano médio de uma
placa.

Deste modo, para cada uma das direccbes x e yada,m regime estacionario
harménico, a intensidade estrutural vem definida po
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~ jw[ = ~, ~ ~, ~ —
1, 0y,09 = =22, ()8, (00) 7, ()8, (x9) + QW (xy)]  ©)

M, (%Y, 0) = —%[Mx(x,y)é; (%Y)+ M., (x, )8, (x,y) +Q, (X Y)#" (x,y)] (6)

onde My(x,y) e My(x,y) representam os momentos flectorb, (x,y) e My,(x,y) 0s
momentos torsoresQ, (x,y) e Qy(X,y) os esforcos de corte, n?/*(x,y), é:((x,y) e

~% . .
By (x,y) representam, respectivamente, o complexo conjugaddeslocamento transversal

da placa, o complexo conjugado da rotagdo segunei@oox e o complexo conjugado da
rotacdo segundo o eixo Y.

De acordo com a teoria de Kirchhoff, os esfor¢coerimos podem exprimir-se
unicamente a partir do campo de deslocamentos eesiasctivas derivadas espaciais em x e 'y
[4]. Além disso, conforme referido, a intensidadstrigural pode exprimir-se nas
componentes real e imaginaria, designadas de idtales activa e intensidade reactiva,
respectivamente. Com efeito, depois de efectuaslasspectivas substituicdes, a intensidade
activa e a intensidade reactiva na placa em regstacionario harmoénico definem-se pelas
seguintes expressoes:

(x,y) = w—ZDIm[— O2W(x,y)OW" (X,y)
(7)

—1_7\) Ox[0x (\Tv(x, y)OW™ (X, y))+ O(O*W(x, Y)W (X, y)}

Ix.y) = —%,D Re - CAw(x Y)W (x,)
. ®)
—lTVD x [ x (\Tv(x, y)OW™ (X, y))+ O(O*W(x, Y)W (X, y)}

onde w é a frequéncia de vibracédae, é o coeficiente de Poissol = Eh3/12(1—v2) 0
modulo de rigidez a flexao da placale= (6/0x;0/6y;0) o operador nabla.

3.1 Aplicacéo

Na figura 3 representa-se uma placa simplesmewtiadsmna qual sédo aplicados uma
forca harmonica exterior de frequénaiae um amortecedor localizado do tipo viscoso de
constanteCey; .
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Caracteristicas
a=3m b=1.7 m h=0.01 m
E=2.1x10"' Pa p,.=7850 kg/ni
F=1000 N Gx=100 Ns/m

ZA

Xp=0.6 m %X=2.2m
Yp=0.4 m ¥=1.2 m
f=50 Hz

Figura 3 — Placa simplesmente apoiada submetidaacedcitacdo harménica e com
amortecimento externo.

A solucéo analitica para a resposta estacionariar@eplaca simplesmente apoiada €
determinada através da resolucdo da equacao dii@rde movimento recorrendo ao teorema
da expanséao, o qual é baseado nas propriedadetodenalidade das funcdes caracteristicas
das formas naturais de vibragéo [5]. Deste modesposta em deslocamento vem expressa
como uma sobreposicao das diferentes funcdes etdsdicias das formas naturais de vibracéo
da placa multiplicadas pelos respectivos factoeepatticipacdo modal. Assim, o campo de
deslocamentosw(x,y,t) para a placa simplesmente apoiada em regime @séaic

harmonico de frequéncia» e com amortecimento viscoso externo localizadg @&m
definido por [6]:

w(x,y,t) = i isi

n=1 n=1

.r(nn j . (mn j : (nn j -r(m” j
Fsin —x, |sin ——y |+ Rsin —x_ |sin —vy_
o s Ty | -2 : : sty 9

b Dab(nzrr2 +m2n2J2_Moo2

4 | a? b2 4

onde R é a amplitude da forca desenvolvida no @oedbr que € dada pela expressao [2]:

R() = —ijcexti i sin(r;n ch sir-(rrt]:T ycj sir(n:: >1)j sirEnE)T )f’j . (10)

n= met Djb[ rsz-[z .\ n‘?bznz JZ p a‘t:b)z + [Coyt SIN (: xcj sirf (g‘ ycj

Como o campo de deslocamenwéx,y,t) em (9) é calculado com uma base modal

truncada, e em consequéncia os esfor¢cos dinanmtme s, a seleccdo da dimensao da base
modal truncada é condicionada pela convergénciestimco de corte. Com efeito, o esforgo
de corte envolve a terceira derivada espacial dgpoade deslocamentos e assume, assim,
uma importancia determinante na precisdo da deteg@o da intensidade estrutural. Na
figura 4 representam-se os factores de participag@aal para o campo de deslocamentos e
para o campo de esforco de corte da placa simplesnapoiada correspondentes a uma
malha [20x20] dos modos naturais de vibracdo. Nesieesentacdo pode observar-se que,
por um lado, o maior contributo corresponde aosas@ituados na banda da frequéncia de
excitacao (f=50Hz) e, por outro lado, que os matrequéncia mais elevada assumem um
maior relevo para o esfor¢co de corte do que patastbcamento. Assim, pois, a precisao da
intensidade estrutural é fortemente condicionadi genvergéncia do esfor¢co de corte com a
dimensé&o da base modal truncada incluida na analise
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Figura 4 — Representacéo dos factores participagdal do deslocamento e do esforco de
corte Q(x,y) da placa simplesmente apoiada.

Na figura 5 pode observar-se a representacéo ao fie poténcia e o respectivo
divergente na placa simplesmente apoiada, truncargtbreposicdo modal com malhas de
2x2, 4x4, 8x8 e 20x20 modos naturais de vibragéao.
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Figura 5 — Fluxo de poténcia e divergente paraegusimplesmente apoiada com a excitacédo
a (0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2mg parimero de modos 2x2, 4x4 8x8 e
20x20.

Os mapas de intensidade estrutural representadodignea 5 evidenciam ser
necessario um numero elevado de modos naturais illc&o para uma correcta
representacédo do fluxo de poténcia e do seu dintrgeara a identificacdo da fonte e do
dissipador de energia vibratoria. Neste caso,xoftle poténcia propaga-se preferencialmente
pela regido inferior da placa convergindo finalnreepara a posicao do amortecedor. A
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poténcia activa fornecida converge para o valofl.d®9 W e a poténcia reactiva converge
para 15.598 W.

4 INTENSIDADE ESTRUTURAL POR VIA NUMERICA

No procedimento de determinagdo da intensidadetesil por recurso ao método dos
elementos finitos optou-se, em alternativa ao neétdd sobreposicdo modal, por uma
metodologia de determinacédo directa da intensiéattetural e do seu divergente a partir do
modelo espacial resultante da discretizacao parexieos finitos.

O método dos elementos finitos assenta na disagéiiz espacial do dominio por
elementos interligados entre si por nés e pernmigdissar o comportamento dinamico de uma
estrutura através dos deslocamentos nodais e teggeesforcos internos dindmicos.

Para uma solicitag&o do tipo harmén{éde)} ={He’ em que o vectofF} representa

as amplitudes das forcas nodais de excitacdo & frequéncia de excitacdo, a equacao
matricial do movimento em regime estacionario haricwtoma a seguinte forma [5]:

- [m]+ jeold]+[k]] (v} ={F) (11)
onde [m] € a matriz de massa generalizad[dx]ea matriz de rigidez generalizada, obtidas a

partir daassemblagemdas matrizes elementares de ma[es;ﬂ e de rigidez[ke] . A matriz
[c] € a matriz de amortecimento global de tipo visoesoclui o amortecimento interno e
externo corresponde aos amortecedores externdgémtzss. As componentes complexas do
vector {\7} representam a amplitude e a fase dos deslocameonttss generalizados e
constituem a resposta estacionaria harmonica tensas

A partir do vector de amplitude{g} da resposta estacionaria harmédnica do sistema

extraem-se 0s vector%sf/e} de deslocamentos nodais dos elementos e deterrsmars

esforcos internos generalizad{)é)e} em cada elemento finito, definidos pela seguinte

expressao:

CRREREIS

Aplicando a formulagédo da intensidade activa a oaleaento finito, o fluxo de
poténcial? em cada né i de um elemento é determinado atrdwgsesforgos dindmicos
generalizados e das correspondentes velocidadesatjgeados. Assim, o fluxo de poténcia
para as direcgoes x e fl; ), e (; )y, de um elemento de placa s&o definidos pelassegui

expressoes:

(1), =-Sml-), 6, + ), (@), + @), () )

(1), ==Smlfne) ), + ¢), (). + (@), o) | (14
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* *
e

em que(vT/i ) € o complexo conjugado do deslocamento transvdosab i, (e,e) e (e,e)
X y
sd0 o complexo conjugado das rotag@(als}lf) : (I\7Iie) : (|\7Iie) e (|\7Iie) sdo os
X y Xy yX
momentos flector e torsor complexoé@e) e (Qle) o esforco de corte complexo.
X y

A partir do fluxo de poténcia ou intensidade estalt determina-se, por derivacédo
espacial, o divergente da fluxo de poténcia, o gaahite identificar a localizacdo das fontes
e dissipadores de energia, respectivamente maxenosinimos da funcdo intensidade
estrutural. Adoptando o método das diferencasafinitentrais, o divergente do fluxo de
poténcia em cada no i da malha de elementos fipdos a direccdo x e y da placa € definido

por:
a((;;()x — (Ii+l)x2;)((| i—l)x (15)
a(Ii)y _ (l i+l)y _(I i—l)y
ay - 2 Ay (16)

parai=1,2,...,N, onde i representa o n0 genérico da mallxap passo na direccdo &y o
passo na direccdo x e N o numero de pontos deetizazdo em cada direcgcéo da placa.

4.1 Aplicagbes

Retomando a configuracdo da placa simplesmentexdgapresentada na figura 3,
discretizada numa malha de [30x34] elementos Bnituadraticos de placa [7] com
integracéo selectiva, procedeu-se a determinacoxdnde poténcia e do seu divergente que
se apresentam na figura 6.
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Figura 6 — Fluxo de poténcia e divergente paraegusimplesmente apoiada com a excitacédo
a (0.6m ; 0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m) .

-60

A andlise comparativa entre a representacdo dwm fllx poténcia obtido por via
analitica, figura 5, e a representacdo do fluxopd&ncia obtido por elementos finitos,
figura 6, evidencia graficamente uma boa concoldageictre ambos os resultados. Refira-se
que a solucdo pelo método dos elementos finitogtérminada directamente a partir do
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modelo espacial, ndo envolvendo a truncatura maaalolucdo analitica. Relativamente ao
divergente, a solucéo por elementos finitos ideatide forma correcta a localizagdo da
excitacdo e do amortecedor. Deste modo, validaggeaedimento proposto de determinacao
da intensidade estrutural e do seu divergente aoaglpelo método dos elementos finitos.
Para ilustrar a aplicacdo do procedimento propaghtacas de geometria complexa,
considere-se a placa simplesmente apoiada aprdaeméafigura 3 na qual foi criada uma
descontinuidade através da insercdo de uma abedcat@angular no seu interior, sendo o
bordo interior da placa considerado como simplesenapoiado, conforme se representa na

figura 7.

"/
cos(xt) /<—>/

I /=l

Caracteristicas
ax=0.5m by=0.4m
dx=0.9m dy=0.5m

Figura 7 — Placa simplesmente apoiada com desciitditie submetida a uma excitacao
harmonica e com amortecimento externo.

Na figura 8 representa-se o fluxo de poténcia ew divergente calculados pelo
método dos elementos finitos para as condigdesrironamento apresentadas na figura 3.
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Figura 8 — Fluxo de poténcia e divergente paraegptlescontinua com a excitacdo a (0.6m ;
0.4m) e o amortecedor a (2.2m ; 1.2m).

Com a introducéo da descontinuidade na placa va#e uma alteracdo significativa
na distribuicdo do fluxo de poténcia. Com efeit@,pnesenca da descontinuidade, o fluxo de
poténcia propaga-se pela regido superior da placdomando a descontinuidade. A
localizacéo da excitacdo e do amortecedor é camexntte identificada pelo divergente da

intensidade estrutural.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi desenvolvido um procediment@ @adeterminacéo da intensidade
estrutural e do seu divergente em placas por re@awsmétodo dos elementos finitos. Em
alternativa a técnica da sobreposicdo modal utiéizaa formulagdo analitica, onde é
necessario incluir uma base alargada de modosamatle vibracdo, o procedimento proposto
assenta directamente nas equagfes do modelo éspgama por discretizacdo pelo método
dos elementos finitos.

Com base na formulagéo numeérica implementadaaeéstrda determinagéo e analise
da intensidade estrutural e do seu divergente nplaea descontinua, demonstrou-se a
aplicabilidade do procedimento a placas de geoaetrmplexa.

Finalmente, refira-se o interesse intrinseco asitlade estrutural e ao seu divergente
na caracterizacdo e na identificacdo da trajectisifluxo de poténcia e da localizacdo das
fontes e dos dissipadores de energia numa estretaravibracdo, numa perspectiva de
desenvolvimento de solugdes de isolamento de \dbrag
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