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Comparagdo dos Pardmetros Direccionais de k
Populacées de Bingham

Adelaide Figueiredo
Faculdade de Economia do Porto e LIAC
Paulo Gomes
Instituto Nacional de Estatistica

Resumo: Consideramos um teste proposto por Gomes e Figueiredo (1999),
Figueiredo (2000) para a igualdade dos pardmetros direccionais de k populagoes de
Bingham e estudamos a poténcia desse teste para duas populagoes de Bingham, em
alguns casos. Trata-se de um teste muito importante no contexto da selecgdo a priori
de varidveis, quando determinamos regras de classificagao de uma nova variavel a
grupos previamente definidos de varidveis provenientes de populagdes de Bingham
(ver Figueiredo, 2000).

Palavras—chave: Dados direccionais, Lei de Bingham, MANOVA, Seleccao de
varidveis

Abstract: We consider a test proposed by Gomes e Figueiredo (1999), Figueiredo
(2000) for investigating whether the directional parameters of k Bingham distributions
differ significantly and we study the power of the test in some cases for two Bingham
populations. This test is important when we define classification rules to affect a new
variable into one or more Bingham populations (see Figueiredo, 2000), a problem
which gives us new highlights on the selection of variables.

1 Introducgao

Consideremos o quadro de dados multivariado com n individuos caracterizados
por p varidveis. Enquanto que na abordagem cléssica, supde-se que as varidveis
estio fixas e os individuos sio seleccionados aleatoriamente de uma populagéo de
individuos, nés consideramos uma abordagem em que os individuos estao fixos
e as varidveis sio seleccionadas aleatoriamente de uma populacdo de varidveis.

No contexto do problema de selecgdo de variéveis sio conhecidos contributos
inovadores para este problema (Gomes, 1987, Gomes e Figueiredo, 1998, 1999,
Figueiredo, 2000), entre os quais, destacamos a determinagao de regras de clas-
sificagio de uma nova variével a grupos previamente definidos de varidveis com
distribuicoes de Bingham. Consideramos um caso particular da distribuigdo de

Bingham, a distribui¢do Scheidegger-Watson bipolar definida na esfera n-uni-
téria, S,_; = {x € R": |Ix|| =1}. A fungdo densidade de probabilidade da
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2 Teste para a igualdade dos paradmetros direccionais de
k populagoes de Bingham

Consideremos k populagdes de Bingham B, (u;, {;) com parimetros &, conheci-
dos e seja X; = [X;1]X42|...[Xip;] uma amostra aleatéria de p; varidveis da i-ésima.
populagao.

Para testar Hp : u; = up = ... = ux = u, assumimos que Xij ,t=1,...,k,
Jj =1,...,p; sdo gerados a partir do seguinte modelo

2
1-— (x,-j,u,-) = e?j, (7)

onde e?j é uma varidvel aleatdria tal que para £; grande verifica (6).

Consideramos um teste baseado na decomposicio da variabilidade total na
variabilidade dentro-grupos e variabilidade entre-grupos, ou seja na identidade
seguinte

k D k pi

d e (1 - (4, xij)z) = > D& (1 - (ﬁ,-,x,-,-)2) +
i=1 j=1 i=1 j=1
k p:

+ZZ§;' ((ﬁi,xij)z — (U, xij)z) , (8)

i=1 j=1

onde o estimador de méxima verosimilhanca Q; é o vector préprio associado ao
maior valor préprio da matriz X;*X; e o estimador de méxima verosimilhanga

U é o vector préprio associado ao maior valor préprio de Z;;l Xt X;.
A identidade anterior é equivalente & seguinte

k k k k
2(25,-1),-—)\) =2(Z§ip¢—z)\i)+2(z)\i—)\)a (9)
i=1 i=1 i=1

i=1

onde A representa o maior valor préprio de Z:;l ¢, XitX; e \; é o maior valor
préprio da matriz £, X;¢X;.

Vejamos que cada uma das varidveis aleatérias da identidade anterior toma
valores nao negativos.

Verifica-se que E§=1 Ai — A 2 0, pois 0 maior valor préprio de uma soma de
matrizes é menor ou igual que a soma dos maiores valores préprios das matrizes.

Atendendo a que a varidvel aleatéria (Zfz__l &pi — )\) pode ser escrita como
}::.;1 Z;.":l €; (1 — cos? 8;;) , onde 0, é o angulo entre @ e x;;, e cos? 0;; <1,
resulta que (Z:;l &;pi — /\) > 0.
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3 Poténcia empirica do teste

Sejam B (u;,£) e Bp(uz,§) duas populagdes de Bingham com o mesmo
pardmetro de concentragdo conhecido e pretendemos testar Hp : u; = uz. Va-
mos supdr para determinar a poténcia, amostras das populagoes com igual di-
mensao p; = pa = p € o8 casos em que n = 30, p = 30,50, n = 50, p = 50,100 e
£ =10, 20, para cada n.

Como sé é conhecida a distribui¢cdo assintética da estatistica de teste sob
Hj, determinamos os percentis de ordem 0.95 da estatistica de teste com base
em 10000 réplicas e supondo u; = up; = e, = (0,...,0,1) - Tabela 1.

n 30 50
30 50 50 100
10 2.245 2.329 2.386 2.877
§ 20 1.355 1.355 1.723 1.689
30 1.359 1.363 1.276 1.274
50 1.425 1.428 1.300 1.296

Tabela 1: Percentis de ordem 0.95 da estatistica no caso de populagbes de
Bingham com o mesmo parimetro de concentracao

Na Tabela 2 encontra-se a poténcia empirica do teste obtida a partir de 3000
réplicas da estatistica sob a hip6tese Hq: u; = e, e uz = u, onde u forma com
e, o dngulo 6 = 18°(18°)90°. Ver Figura 1.

30 50
p 30 50 30 50 50 100 50 100
0 ¢ 10 10 20 20 10 10 20 20
18° 0.076 0.105 0.431 0.732 0.062 0.083 0.183  0.447
36° 0.214 0.484 0.995 1 0.107 0.184 0.779  0.999
54° 0.487 0.864 1 1 0.166 0.394 0.993 1
722 0.706  0.964 1 1 0.221  0.569 1 1
90° 0.477 0.875 1 1 0.070 0.158 1 1

Tabela 2: Poténcia empirica do teste no caso de populagdes de Bingham com o
mesmo parametro de concentragao

Podemos concluir que para n = 30 e n = 50, a poténcia é elevada a partir de
um valor de ¢ relativamente baixo. Podemos observar que fixando n, p e £ (ndo
suficientemente pequeno para cada n), a poténcia empirica aumenta & medida
que aumenta o angulo 6. Para 0, p e n fixados, a poténcia empirica aumenta
quando aumenta o pardmetro de concentragio £. Para cada n, £ e 6, a poténcia
empirica cresce 3 medida que aumenta a dimenséo das amostras. Para o mesmo
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n & & p/0 180 360 sa° 72° 90°
10 20 30 008 0308 0702 0917 0.940

50 0.106 0.566 0.942 0.996 0.998

10 30 30 0091 0.308 0.708 0924 0.958

30 50 0130 0.566 0.953 0.997 0.998
20 30 30 0576 1 1 1 1

50  0.887 1 1 1 1

10 20 50  0.077 0163 0325 0473 0.398
100 0092 0.315 0.648 0.842 0.832

50 10 30 50 0077 0.143 0315 0507 0.3
100  0.084 0.271 0.635 0.865 0.902

20 30 50 0442 0971 1 1 1
100 0.512 1 1 1 1

Tabela 4: Poténcia empirica do teste no caso de de

pardmetros de concentragéo diferentes

Dimens&o da esfera n=30

populagées de Bingham com

Dimensédo da esfera n=50

Py Sduhd

— p=30 , — p= s
&l ----p=30 gl ----p=100 L .
B i
g. B s & " +°
s € %
£ 2
E e g -
= z
SrILE=I0 e 82108530 6 105,520 € ;=105 =30
oo oq
i S = o b} » S 1> -
Rgiio Aagio

Figura 2: Poténcia empirica no caso de
de concentracgio diferentes

populagdes de Bingham com parimetros



